UD 5: INTRODUCCION A LA INFERENCIA: ESTIMACION POR INTERVALOS DECONFIANZA

1. ¢QUE ES LA INFERENCIA ESTADISTICA?

La inferencia estadistica busca obtener resultados estadisticos para una poblacidn objeto de estudia
a partir de estudiar una muestra de dicha poblacién. Es decir, esta pensada cuando estudiar a toda la
poblacién es demasiado costoso o requiere de tiempo infinito.

2. DISTRIBUCION DE LA MEDIA MUESTRAL

Dada una poblaciéon en un estudio estadistico (pesos, alturas,...) cuyo tamafio es excesivamente
grande, supongamos que tomamos una muestra de tamafio n. Se obtiene una media con los datos x;
de la variable que se estudia (pesos, alturas,...). S| tomamos otra muestra, se obtiene otra media X, y
asi sucesivamente.

De esta forma tomando todas las posibles medias de cada uno de las posibles muestras de la
poblacién que se pueda realizar, la variable aleatoria que a cada muestra asocia una media se llama
media muestral (X). Esta variable tomara los valores:

X ={x, %z .., X}

De esta variable X se puede estudiar su distribuciéon de la media muestral para ello es necesario
saber:

- La media muestral que se calcula va a coincidir con la media de la poblacién:
He =H

- La desviacidn tipica muestral es igual a la desviacidn tipica de la poblacion dividida por la
raiz cuadrada del tamafio de la muestra, es decir: oz = 5—%
- Si la distribucién de partida sigue una distribucion N(u, a), la distribucién de la muestra

de tamafio n sigue una normal: N (4, %)-

Si la distribucién de partida no se distribuye normalmente, tenemos el siguiente teorema
consecuencia del teorema central del limite:

Teorema:

Si X es una variable estadistica y consideramos la distribucién muestral de medias con n
suficientemente grande (n = 30), entonces la distribucién muestral de medias se aproxima a una

distribucién normal y podemos considerar que X € N (,u, \%)

OBSERVACION: Nosotros en este curso solo trabajaremos con distribuciones normales o con tamafio
muestral grande (n = 30), por lo que siempre podremos considerar la distribucion muestral de
medias como una normal.
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Ejemplo: El gasto total semanal de los jévenes de una ciudad tiene una media de 25€ y una
desviacion tipica de 3€ ;Cual es la probabilidad de que el gasto medio de 49 jovenes, elegidos
al azar, esté comprendido entre 24 y 26€? 2

Dado que el tamaiio de la muestra es > 30 la distribucion de las medias es N(25,—/—)=

J49
=N(25,3/7); P(24<X<26)=P(33* < Z < #53%)=P(-2"33<Z<2"33)=P(Z2<233)-(1-P(Z<2’33))=
2.P(Z<2’33)-1=0"9802

3. DISTRIBUCION DE LA PROPORCION MUESTRAL

De forma similar a lo que hemos visto con las medias, podemos considerar todas las muestras de
tamario n posibles de una poblacién con una distribucién binomial con probabilidad de éxito p, y
considerar las proporciones muestrales p como una variable aleatoria. A esta variable p le llamamos
distribucién muestral de proporciones.

Esta variable p cumple:

- La media o esperanza de p coincide con la media poblacional, es decir, us = p.
e s A pq . _ |pq
- La desviacidn tipica de p coincide con —es decir, 05 = -

En general tenemos que:

Si X es una variable binomial y consideramos la distribucion muestral de proporciones con n
suficientemente grande (n = 30)yn-p = 5y n-q = 5. Entonces la distribucion muestral de

proporciones se aproxima a una distribucién normal: p € N (p, f%)-

OBSERVACION: Aunque es poco habitual si en algtin ejercicio no tuviéramos el pardmetro p, lo
aproximaremos por la proporcién muestral siempre que n sea suficientemente grande (n = 100).

Ejemplo:

El 10% de las bolsas de pipas de una marca contiene menos peso del que anuncia. Se han
seleccionado al azar 400 bolsas a) ;Cual es la distribucion que sigue la proporcion de envases
no completos de la muestra?; b) Halla la probabilidad de que en la muestra haya mas de 50
bolsas de pipas con menos peso del anunciado.

A) n=400>30, p=10%=0"1 P sigue una distribucién N(0’1, J S22 }=N(0’1, 0°015)

B) P(mis de 50 bolsas)=P(P>50/400)=P(P>0'125)=P(z>0123=0L)=p(z>1°67)=
=1-P(Z<1°67)=1-0"9525=0"0475. Es decir, hay una probabilidad de 4°75% de que en la

muestra haya mas de 50 bolsas con peso inadecuado.
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4. ESTIMACION DE PARAMETROS

Denominamos estimacidon de un parametro al valor que se calcula de los datos muestral y que nos
dan informacion sobre ese pardmetro de la poblacién. Por ejemplo: la media muestral es un
estimador del pardametro media de la poblacién; la proporcién de una muestra es un estimador de
toda la poblacidn.

Existen dos formas distintas de realizar una estimacién de un parametro: estimacién puntual o
estimacidn por intervalos.

4.1. ESTIMACION PUNTUAL

La estimacion puntual consiste en asignar a la poblacién el mismo resultado obtenido al calcular el
pardmetro en la muestra.

EJEMPLO 1:

Deseamos calcular la duracion media de las baterias fabricadas por una empresa, para ello tomamos
una muestra de 150 baterias y observamos su duracion. Se tiene que la media muestral es de 8277
horas de uso en esta muestra.

Por estimacion puntual, podemos concluir que 8277 horas es la duracion media de todas las baterias
de la fabrica.

EJEMPLO 2:

Deseamos conocer la proporcion de conductores que superan la velocidad mdxima permitida en un
punto de la autopista. Tomamos una muestra de 300 conductores y se tiene que el 22% superan la
velocidad.

De esta forma se estima que el 22% de todos los conductores que pasan por esa autopista superan el
limite de velocidad en ese punto.

4.2. ESTIMACION POR INTERVALOS DE CONFIANZA

Normalmente no se hace una estimacién puntual de un pardmetro, sino mas bien una estimacion de
entre que dos valores se puede encontrar un cierto parametro con una probabilidad dada, esto es lo
gue se conoce como estimacién por intervalos de confianza.

e Llamamos Intervalo de confianza al intervalo que con un cierto nivel de confianza, contiene
al parametro que se estd estimando.

e Nivel de confianza es la "probabilidad" de que el intervalo calculado contenga al verdadero
valor del pardmetro. Se indica por 1 — a y habitualmente se da en porcentaje (1 — a)100%.

3
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Hablamos de nivel de confianza y no de probabilidad ya que una vez extraida la muestra, el
intervalo de confianza contendra al verdadero valor del pardmetro o no, lo que sabemos es
que si repitiésemos el proceso con muchas muestras podriamos afirmar que el (1 — a)% de
los intervalos asi construidos contendria al verdadero valor del pardmetro.

e Nivel de significacidn: es el valor de a representa la probabilidad de equivocarnos al estimar
el parametro.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA MEDIA

Vamos a ver a continuacion el intervalo de confianza para la media si la poblacidon sigue una
distribucién normal N(u, o), de la que conocemos la desviacién tipica o.

o o
Expresion del intervalo de confianza para la media: (¥ —Za.—,X + Za.—)
2

Vn Vn

N

X es la media muestral
o esla desviacion tipica
n es el tamaio de la muestra
za;, es al valor critico (se calcula en la tabla de la N (0,1)

donde

Ejemplo:

Las estaturas de una muestra aleatoria de 50 estudiantes tienen una media de 174’5 cm, y se
conoce que la desviacion tipica de la variable estatura es de 6’9 cm. Calcula un intervalo de
confianza del 95% para la estatura media de todos los estudiantes.

Recordemos que el intervalo de confianza para la media poblacional es: :  (x — Zg.in, X+ Za. %)
2 2

X =174,5

o=269

V=50

Tenemos que calcular za, (*)
Nivel de confianza95%=>1—a = 0,95 => a = 0,05 = % =0,025 = za;, = 1,96.
Para calcularlo busco en la tabla de la N(0,1): P (Z < Za/z) =1-0,025=0,975

Entonces el intervalo de confianza : (174,5 — 1,96 -%, 174,5+ 1,96 - %

= v—) = (172,59, 176,41)
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*

Por ejemplo; para un nivel de
confianza del 95%, 1— o = 0.95

Tendriamos que observar el valor z

2
que deja a su izquierda un barrido de

1- (%} =0.975en este caso

probabilidad = 1-a

corresponderiaa z, =1.96

2

Localizacion de los valores za/2

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA PROPORCION

La expresion es la siguiente:

p es la proporcién muestral
a=1-p

donde n es el tamafo de la muestra

LZa/Z es al valor critico, cumple que P (—Za/z <Z< Za/z) =1—«a

Ejemplos

1.Para saber qué proporcién de alumnos de la ESO tienen teléfono mévil con conexién de
datos se selecciona una muestra de 500 alumnos, de ellos contestan afirmativamente 225.
{Cudl es el intervalo de confianza para la proporcion de los alumnos que tienen moévil con
conexion de datos, con un nivel de confianza del 95%?

Solucién
En primer lugar hemos de hallar la proporcion en la muestra p= 225/500=0"45; por tanto
G=1-0"45=0"55; n=500
Ahora tenemos que calcular el valor critico z,» para un nivel de confianza 1-a=095;
P(Z<zan) = 1-%2 =1 =232 =1-0'025= 0975 Buscando en las tablas hallamos z.-=1"96
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

=P —zan| Bl Ptz B )=(0'45-196. [ L5055 grg541006, [ 245055 )

=(0°4064, 0°4936)
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ERROR Y TAMANO DE LA MUESTRA

Error del Intervalo de confianza para la media

. eq . . . — o — o o
La precision del intervalo de confianza anterior (X — Z%.\/—Z,x + Z%. \/_ﬁ) es zay,. o=

Esto significa que al utilizar X para estimar g cometemos un error E que es menor o igual a zay,. %
. . (o
con una confianza del (1 — a) - 100 por ciento: E = zaj, 7=
o . .
Elvalorde E = zay, = depende de a y n, del siguiente modo:

- Cuanto mayor sea el tamafio de la muestra menos es el error.
- Cuanto mayor sea (1 — a) ( es decir, cuanto mas seguros queramos estar de nuestra
estimacion), mayor es E.

En situaciones donde se puede controlar el tamafio de la muestra, es posible elegir n de forma que
se tenga una confianza del (1 — @) - 100 por ciento de que el error al estimar p sea menor que el
error especificado E. Despejando en la férmula del error tenemos la férmula para n:

n=(Z2)

Si n no sale un numero entero lo redondeamos al entero de sumar uno a su parte entera.

Error del Intervalo de confianza para la proporcién

A A

Error maximo para la proporcién: E = zay,. %

Tamano de la muestra:

zaj N2
n=(52) #a

Ejemplos:

1.En una poblacién, una variable aleatoria sigue una ley normal de media desconocida y desviacion
tipica 9. éDe qué tamafiio, debe ser la muestra con la cual se estime la media poblacional con un
nivel de confianza del 97% y un error maximo admisible igual a 3?

zay, - 0\? 2,17 - 9\?
n= (T) >n= (T) = 42,3081

El tamano de la muestra debe ser como minimo 43.

a
(1—oc= 0,97 = a =0,03=>==0015 = P(Z < z¢, ) = 0,985 = za; =2,17
2 2 2
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2. En una encuesta hecha por los alumnos y alumnas de un Instituto a un total de 100 votantes elegido
al azar en su Ayuntamiento, se indica que el 55% volveria a votar por el alcalde actual.

a) Calcular un intervalo de confianza al 99% y otro al 99,73% para la proporcion de votantes
favorables al alcalde actual.

b);Cuiles deben ser los tamaifios muestrales en el sondeo para tener, con los mismos niveles de
confianza, la certeza de que el alcalde actual salga reelegido por mayoria absoluta, en el caso de
arrojar la encuesta los mismos resultados?
Solucién

N=100; p=0'55; =045
a) Para calcular el intervalo de confianza para el 99% hallamos primero z,, para el nivel de
confianza 1-a=0"99;
P(Z<za) = 1-%3 =1 =23 =1-0'005 = 0'995 Buscando en las tablas hallamos
Za=2’57
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

e - 5.0 T 1 r g
L=(P-zan{ L , P+ z.,,z.J P y—(0'55-2'57. / O53045 0ss+2°s7. J% )=
=(0"422,0°677)

Para un n'ivel de confianza del 99°73%: P(Z<z,,) = 1-
$=1-"2=1-0'00135=0'99865 Buscando en las tablas hallamos z,,=2"98
Por tanto el intervalo de confianza para la proporcién que nos piden sera:

L =(Pza2 BL P+ z4n.| B )=(0°55-2'98. ‘f 055045 (554298, f% y=

=(0°401, 0°698)

B) Nos piden el valor de n condicionado a que todos los valores del intervalo de confianza sean
superiores a 0,5 (mayoria absoluta), es decir que, dado que la media muestral es 0,55, el radio

del intervalo ha de ser necesariamente menor que 0,55-0,5 = 0,05.
~ A 7 T
Por tanto, en el caso del nivel de confianza del 99% E=z..,z.1’ p’_’q =2'57. o—ii;,Mi <005,

despejando n resulta n>653’8, es decir hemos de tomar una muestra de al menos 654 personas.
En el caso del 99°73% se hace igual resultando n>891 personas.



