CAPITULO 2: DETERMINANTES.

1. CONCEPTO DE DETERMINANTE

1.

2.

Calcula los siguientes determinantes: a) 3 1 ‘ b) ‘ 0 1 ‘ C) ‘ 2 1 ‘
-1 2 -3 2 -1 0
3 1 0 -1 0 2 4 1 0
Calcula los siguientes determinantes: a) (-2 1 2 hy|-2 0 5 ¢|-2 3 2
3 -2 -2 4 -2 -2 0 -1 -2

2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

3.
4.

11.

o 2oz er

D

Comprueba que ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas seguida de una permutacién de
columnas.

Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas seguida de una permutacion de
columnas.

Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad namero 5.

Comprueba en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay dos columnas iguales. Hazlo de dos
formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la propiedad del determinante de la matriz traspuesta.

Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.

Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacion indicada, es el mismo que el del

6 1 5 6 1 13
determinante de partida. _74 :2 (1) S RTNTToN ‘_74 :g _io
6 1 5 2 0 2
Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de ordentres:a) A=| 7 -2 1|yB=|1 0 -1
-4 -3 0 2 -2 0
100 -1 10 2 1 2 2 0 2
;b)) A=|0 1 O0|yB=|1 1 1|;c)A=|0 0 -2|yB={1 0 -1
0 01 -1 2 3 2 -1 0 2 -2 0

Razona si es posible que para dos matrices A y B existan los productos A-B y B-A, pero no se verifique que
|A-B|=|B-A|.
Dadas dos matrices A y B, cuadradas y de igual dimension, razona si las siguientes expresiones son ciertas o0 no:
(A+B)? =(A+B)-(A+B)= A%+ B? f) ‘(A+B)2‘:|A|2+|B|2
2 2 2
(A+B) =A“+B“+2-A-B g) ‘(A+B)2‘=|A|2+|B|2+2|A||B|
(A-B)? =(A-B)-(A-B)=A?_-B? , ,
2
(A-B2 =A2:+B2-2.A-B h) ‘(A*B) ‘=|A| -|B|
(A+B)-(A-B)=A? - B2 ) |(a-BP|=| A +|B|* 2| A||B|

) [(A+B)-(A-B)|=| A ~|B[

3. CALCULO DE DETERMINANTES POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

1 2 3 4

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante: 6 -1 -2 -3
0O o 2 3
0O o 0o -2
1 -38 53 -78
= 0 -4 87 -39
15. Halla el valor de a que verifica: =
0 O a 93
0 O 0 -2
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16. Para las matrices A y B del ejemplo, determina: a) |A| y |B|; b) [Adj(A)]t y [Adj(B)]t; c)A-[Adj(A)]t y

B- [Adj(B)]t . ¢ Qué observas?

2 -10
17. &) Calculala matriz adjuntade: « _| _q o o |-b)Halla |C | [Adj(C)]t y efecta el producto C - [Adj(C)]t.

1 1 1
c) ¢, Qué observas?

4. MATRIZ INVERSA:

18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A-A* =1y B-B1 =1
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS,
1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
, 110
N 2] b)(2 _3J c){a ‘5j d)(a bj e)(m mj N1 0 1
3 4 4 5 5 b b a m 1 01 1
101 1 -2 3 a l1 m 1 3
9|0 1 0| h)j o 3 4 |1 a 1| Hh|1 -1 -1
3 45 -4 1 5 11 a 5 -3 m
2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:
1 a b+c a c+d b
a|l b c+a b) b+d ¢
1 ¢ a+b b+c d

a
a
152 6 30
3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes |2 2 8|y |9 2 5
0 55 4 0 5
4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son maltiplos de 11:

son mltiplos de 15.

12 1 1913
a|l 9 8 b) 2618
5 0 6 2 21 3
15109
5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que A1 =0y que A;= 5 .
-8 25 40 5 21
M=|2f 3 -2 Ay =4 7 6
0 27 0 6 3 9
a b c —1i -g -h
6.- Sabiendoque |d e f |=3 calcula, sindesarrollar, elvalorde |f+c d+a e+b
g h i 3c 3a 3b
a b c
7.-Sabiendoque | p q r|=-2 calculasindesarrollar:
X y z
a c b X a-3p -2a Xx—-2p+3a a -3p
2X 2z 2y |= y b-3q -2b|= z-2r+3c ¢ -3r|=
-3p -3r -3q Z ¢c-3r -2c y-20+3b b -3q

8.- ¢ Cual sera el orden de una matriz cuadrada A si sabemos que su determinante vale -5 y que el determinante de la matriz
3-Alvale -1215?

X 'y z 1 1 1
9.- Justifica, sin realizar calculo alguno, que | x> y? z%|=xyz:[x y z
IR 2y 72

_ t
10.- Dadas las matrices Ay B de orden 4 x 4 con |A| =3y |B| =2, calcula ‘A 1‘, ‘BtA‘ y ‘(ABl)

a a a
11.- Obtén, en funcién de a, by ¢ el valor del determinante: [a+b a a
a a+c a
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l+a 1 1 1 al1l1
12.- Demuestra que: tma 1L oy y tall =(a-1)°%-(a+3)
1 1 1+b 1 11 al
1 1 1 1-b 1 11 a
2 1 -3
13.-Dadalamatriz A={3 2 0] se pide:
1 -2 4

a) Calcula: |A; Ogp 5 Ogg 5 A, 1 A,
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |A| X+ Ay +301q =2+ A;3-X

14.- Sea una matriz simétrica A € M, , cuyo determinante es — 3 . Comprueba si es verdadero o falso

-3A/=9 ‘A'BAt‘:?,-s A M, 4A-7|A =1 2he M.,
N T

Si son falsas, indica la respuesta correcta.

15.- Sean las matrices Ay B € M 5 lales que |A| =372 y |B| =3 Con estos datos calcula de forma razonada: ‘A_l‘ :

B [AL[B" 3B A 3A-BY 5 B A7)

16. - Sean Fl, FZ, F3 y F4 las cuatro filas de una matriz cuadrada A, cuyo determinante vale —2. Se pide calcular de forma
razonada:
a) El determinante de la matriz _3A

b) El determinante de la matriz inversa de A.
2

¢) El determinante de la matriz % .

)

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,,—3F, + 4F;,—F,,2F;.

a b c d
a b b
. 1 2 -a b -cd
17.- Para los determinantes Ay =|b a b| A, = =
a b a b 0 1
b b a 9
a“~ b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos ous, ows, sz Y oz, cuando existan.
b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.

18.- a) La matriz A verifica A2 = A. Halla los posibles valores del determinante de A.

b) La matriz A verifica que A- A' = | . Halla los posibles valores del determinante de A.
-3 2 1
19.-Dadalamatriz A=| 1 2 -3] calcula el determinante de la matriz A de las siguientes maneras:
-2 1 1

a) Aplicando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la 32 fila y de la 22 columna.
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2 3 2 -2 0
20.- Dadas las matrices A = -3 13 , B={0 -1|y C=[-3 1 2| se pide calcular el valor de los
L2~ 1 -3 1 -1 3

siguientes determinantes: |A-B|; [C|; ‘At‘Bt‘; C-B-A; c|?

1 2 x 2 -1 2
21. - Resuelve las siguientes ecuaciones: a) |-1 3 2|=2-3x Db) -1 x —-3|+5=5x-3
2 0 3 x 1 4
2 -3 x
22.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) |[x 2 3|=0 b)|-1 1 2|+ X 23x =11
-x 2 3
-1 00
23.- Resuelve la siguiente ecuacion |A—X'||=0,siendo A=| 3 2 1] ellamatriz unidad.
-2 12
24.- Halla los determinantes de las siguientes matrices:
112 -1 3 -2
A:(l 4} Bz[l 1j D=|3 0 1 E=|0 -1 2
2 3 03 2 10 1 4 2
> 1 -1 s 1 3 1 21 2 -1 3 0 2
F=|3 -2 -2 G=|0 -1 -5 o3 00t I .
- 2 0 0 0 2 0 210 2 1 -4 2
-1 2 31 -1 5 -2 3
-2 -3 0 2
. . . -3 1 21
25.- Aplicando propiedades, calcular el valor del determinante: A= 0 2 1 3
-1 4 20
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2.
b) Desarrollando por los elementos de una linea.
3 -2 2 -3 2 1 3 2
26. - Comprobar el valor de los siguientes determinantes: -2 0 3 1 -137; 1 -2 1 2 - 27
4 1 - -3 2 -2 1
2 0 4 -1 3 0 -3
1 8 00 -7
-2 -3 0 4 1
27.- Calcula el determinante: 0 5 00 -2
3 6 71
0 -3 00
1 3 -2 5 11 )1( i 1
28.- Calcula los determinantes siguientes:  a) 2 g 2 ; b) -1 -1 x 1 1
1 9 ’ -1 -1 -1 x 1
-1 -1 -1 -1 x
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3 -1 x 1 0 4
29. - Resuelve las siguientes ecuaciones: a) |5 2x 7|=5x+6 b) |0 x 4(=0
-1 3 x -1 3 x
x -1 2x 1 -1 2
30.- Resuelve las siguientes ecuaciones; a) | 8 x-1 5 |=67 b) [x-1 0 x+3|=1-7x
-2 1 0 1 x-2 4
2 1 c b
31.- Halla las matrices inversas de las matrices: a) 2 4) b) -5 1 )|l a c
1 5
0 1 b c
1 0
32.- Siendo las matrices A:[1 30 _ZJ yB= 2 1 .
2 21 -4 0 3
-1 1
a) ¢ Es cierto que det(A-B) = det(B-A)?
b) Calcula, si es posible, la inversa de A-B.
2 1 t
33.-Dadalamatiz A=| -t 0 -1/ hallalos valores de t para los cuales A no tiene inversa.
-2 -1 3
1 -2 1
34.-Dadalamatriz A=| -2 —A 0], averigua para qué valores de A existe A’l,ycaIcUIaIa para A=-3.

A 1

1
110

35.- Calcula la matriz inversade A={0 1 2
1 01
0

3 2
36.-Dadalamatiz M=[1 -1 3
2 1 -2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.

b) Descompdn la matriz M en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica.

¢) Descompon |M| en suma de dos determinantes |P| y |Q|, tales que sus elementos sean todos no nulos y que el valor
de uno de ellos sea nulo.

d) Compruebassi: [M|=|P|+|Q| y [M|=|P|-|Q|

e) Resuelve la ecuacion: a;;X* —|M|[x + 4A,, =2

alo
37.- ¢Paraqué valoresde alamatriz | 0 1 1 | no tiene inversa? Halla la inversa para a = 2.
1 a0
4 1 7
38.- a) ¢ Para qué valores del parametro a no es invertible la matriz A? A=|1 3
a -2 5

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantes de A-A' yde A'-A.
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2 -1 m
39.- Sea C la matriz 1 0 -1
-2 1 1

a) ¢ Para qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calcula la inversa de C param = 2.

1 0 -1
40.- Dada la matriz A=|0 x 3 | donde xesunnimero real, halla;
4 1 -—-x

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa.
b) La inversa de A para x = 2.
c) Conx =5, el valor b € R para que la matriz b-A tenga determinante 1.

41.- Dadas las matrices A, By C € M, , plantea la resolucién de las siguientes ecuaciones utilizando la matriz inversa:
a) X-A=B b) B-X -2B=3X C) A-X-C=2B'+A

42.- Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si A es una de esas matrices, calcula
su cuadrado.

0o 2 1
43.- a) Halla, si existe, la matriz inversa de M. M= 1 1 1
-1 -2 -2
b) Calcula la matriz X que cumple X -M + M = 2M 2
1 1 a
44 - Dadas las matrices: A :( 1 Oj C=|2 a1 D= ( 10 -2 j
-2 1 2 2 0 2 -1 -1

a) ¢ Qué valores de a hacen singular la matriz C?
b) ¢, Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacion A-B-C =D tenga sentido?

¢) Calcula B para el valor @ =1,
45.- Resuelve las siguientes ecuaciones:

5 x -2 x-1 2 2 ; 1 ; )
X
a)439=0b)2x—12=00)35 3:0
10 7 1 1 x-2 X
4 4 4 x+3
2 11 3440
46.- Halla el rango de las siguientes matrices: a) (O 2) b)(l 01 2) ¢l 2 1| dj1 3 2 -2
2 0 2 -1 3 2 11 2 21 2 2
47. - Halla el rango de las siguientes matrices:
’ 3 0 1 23 4 5
31201 -1 30 -2 4
A:[ J =2 -1 40 C=
6 2 4 0 2 3 6 9 12 15
3 2 21
0 53 2 9
48.- Halla el rango de las matrices en funcién del parametro:
13 0 1 al
a)(alj b)(a04jc)1a—1d)11a
11 3 0 6
0 2 a al1
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49. - Determina el rango de las matrices siguientes en funcion del parametro correspondiente:

x 3 0 111 1 01 -1
A=]0 1 -x B=({3 0 0 -1 C=|3 3 2
11 1 x x 1 1 1 a

50.- Dada la matriz A=

a) Resuelve la ecuacion det(A
b) Calcula el rango de la matrlz A segun los valores de x.

m 2 6 2 2
51. - Dadas las matrices A={ 2 m 4 B=|1 O
2 m 6 -1 2

a) Discute el rango de A segun los valores de m.

b) ¢Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacion A:X = B?
¢) Calcula X param = 0.
52.- Resuelve las ecuaciones:

a) A-X =B siendo Az[; ZJ y 52[4 _6j

5 2 1
100 2 01
b) B-X=C,siendo B={2 1 0|yC=|1 3 0
101 001
100 10 -1 111
) A-X =B+2C siendo A=|0 2 o},s(oo 0lyc=/2 30
103 9 3 -3 345
0) (3
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AUTOEVALUACION
Dadas las matrices
2 7 4
2 11 8 2 2 3
A=|1 2 1| y B=|. °~ °
0 O 2 3
11 2
0O 0 0 -2
1.- El valor del determinante de la matriz A es:
a)4 b) 0 c)-4 d)8
2.- El adjunto B>z del determinante de la matriz B es:
02 4 02 4
a)0 b)j]0 0 -3 c)-4 d-/0 0 -3
0 0 -2 0 0 -2
3.- El valor del determinante de la matriz B es:
a)4 b) 0 c)8 d) -8
4.- El rango de B es: a)l b) 2 c)3 d)4
5.- La matriz inversa de A es:
3 -1 -1 3/4 1/4 -1/4 3 1 -1 3/4 -1/4 -1/4
a|-1 3 -1 b)| 1/4 3/4 1/4 c)j1 3 1 d|-1/4 3/4 -1/4
-1 -1 3 -1/4 1/4 3/4 -1 1 3 -1/4 -1/4 3/4
333 1 00 1 2 3 1 31
Dadas las matrices: C=|{3 3 3|;D=|0 1 O|;:E=|4 0 1|;F=/0 0 1
333 0 01 2 3 4 01 4
6.- La matriz inversa de la matriz F es:
-1 11 -3 -1 00 -1 0 O 1 00
a)Ft={0 -4 1 bF1={11 4 1| c¢Ft=l0 4 -1| dF'={12 4 1
0 1 0 3 00 0 -1 0 3 00
7.- El rango de la matriz C es: a)3 b) 2 )1 d) no tiene
8.- La matriz de determinante nulo es: a)C b) D C)E dF
9.- El determinante de la matriz 5CD vale: a)5 b) 0 c) 15 d)1
10.- El rango de la matriz CF es: a)3 b) 2 )1 d) no tiene
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Apéndice: Problemas de determinantes en la P.A.U.

1 3 2

(1) Considera las matrices A—| x 1 -1| , B= (1 - 3) 1= (1 Oj
2 1
2 1 —x
a) ¢ Puede existir una matriz C de forma que se puedan realizar los productos A-C y C- B? Si es posible, proporciona un
ejemplo. Si no es posible, explica por que.
b) Calcula (B — I)2.
c) Determina los valores de x que verifican |A| = =7 1|

c d

Prueba que el polinomio p(x) = det(A — x-12) es p(x) = x2 — tr(A)-x+ det(A), donde tr(A) es la traza de la matriz A, es
decir, la suma de los elementos de la diagonal de A.

(2) Dados los nimeros reales a, b, ¢y d, se considera la matriz A = (a bJ

11 -1
(3) Consideralamatriz A={1 0 2
0 2 -1

a) Halla el determinante de la matriz A.
b) Halla el determinante de la matriz 3-A.
c) Halla el determinante de la matriz (3-A)®.

100 2 1 1
(4) Dadas las matrices cuadradas 1 ={0 1 0| y A=|2 3 2
0 01 -3 -3 -2

a) Calcula las matrices (A — 1)2y A-(A - 2-1).
b) Justifica razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices Ay (A — 2-1).
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz (A - 1).
¢) Determina el valor del pardmetro real A para el que se verifica que A™ = A-(A - 2-1).
(5) Considera la matriz

secd tgd O
A=| tgf secd O
0 0 1

a) Estudia para qué valores de @ la matriz A tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de A cuando & = T

(6) Se dan las matrices A = G _32} | = (; ij y M, donde M es una matriz de dos filas y dos columnas que verifica

gque M2 = M. Obtén razonadamente:

a) Todos los valores reales k para los que la matriz B = A — k I tiene inversa.
b) La matriz inversa B! cuando k = 3.

¢) Las constantes reales a.y B para las que se verifica que o A2 + B A= -2 1.
d)

Comprueba razonadamente que la matriz P = I — M cumple las relaciones: P2=PyM P =P M.
1 a 1
(7) Dado el nimero real a se considera lamatriz A={1-a 1 2
2
a a° -1

a) Obtén los valores del nimero real a para los que la matriz A tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de A cuando a = 0.

-x 1 0
(8) Se consideralamatriz A=| 0 —-x 1
c b a-x

a) Obtén el polinomio p(x) = det(A). b) Sic =0, busca las raices de p(x) dependiendo de a y b.
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2 1 -1
(9) Se consideran las matrices: A=|0 1 2 | vy Bz[; _01 g)
0 0 1
a) Calcula, si es posible, la matriz inversa de la matriz A.
b) Resuelve, si es posible, la ecuacion matricial X-A = B.
(10) Utilizando las propiedades de los determinantes:
a-2 4 3
a) Verificaque: | 1 a+1 -2 [=(a-3)-(a—4)-(a+2)
0 0 a-4
112 3
b) Calcula: 0351
2 2 47
0 3 0 2
010
(11)Sea A=|0 0 1
100

a) Calcula su inversa, si existe.
b) Encuentra la regla de célculo de las sucesivas potencias A" de A.

¢) Resuelve la ecuacion
2 3 2
x~(A4 + A2 —A):
111

(12) Se considera una matriz cuadrada A de orden tres que verifica la ecuacion A% = 6-A - 9-1, donde | es la matriz identidad.
a) Expresa A* como combinacion lineal de 1y A.

1 3 1
b) 1) Estudia silamatriz B=| -2 6 1 | verifica la ecuacién B2=6-B - 9-1.
2 -3 2
2) Determina si B tiene inversa y, si la tiene, calculala.
-x 1 1
(13) Dadalamatriz A=| 1 —-x 1
1 1 -x

a) Resuelve la ecuacion det(A) = 0.
b) Calcula el rango de la matriz A segln los valores de x.

a b
(14) Sea A:(c dj

a) Calcula las matrices que verifican la relacion |A] = |A + 1| (I es la matriz identidad)

b) Calcula todas las matrices diagonales que no poseen inversa y que verifican la relacion anterior.

¢) ¢ Se verifica para cualquier par de matrices By C la relacién |B + C| =|B]| + |C|? Si no es cierto pon un contraejemplo.
22 a a a

. 2a a a
(15) Sea la matriz
a a 2a a

a a a 2a

a) Calcula el valor de su determinante en funcion de a.
b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
(16) Aplicando las propiedades de los determinantes (y sin desarrollar, ni aplicar la regla de Sarrus) responde razonadamente
a las siguientes preguntas:
a) ¢,Como varia el determinante de una matriz de orden 3 si se multiplica cada elemento a;; de la matriz por 2'~1?
b) La matriz, de orden 4, A = (ajj) con a;; = i + J, ¢tiene inversa?
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(17) Aplicando las propiedades de los determinantes y sin utilizar la regla de Sarrus, calcula razonadamente las raices de la

x 1 11
., L. 1 x 1 1 . . .
ecuacion polinomica: p(x) = 11 1 . Enuncia las propiedades utilizadas.
X
1 1 1 x
1 1 1 ... 1 1
-1 9 1 ... 1 1
(18) Dada la siguiente matriz de ordenn: A, =| -1 -1 9 ... 1 1|sepide:
-1 -1 -1 ... -1 9

a) Calcular el determinante de la matriz A,.
b) Calcular el determinante de la matriz As.
¢) Calcular el determinante de la matriz As.

2 1 -a
(19) Dada lamatrizz. M ={2a 1 -a
2 a 1

a) Determina el rango de M segUn los valores del pardmetro a.
b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha inversa para a = 2.

(20) Halla una matriz X tal que A™ X- A = B, siendo: A = [ 3 1 j B= (1 B j

— — 2 1

2 1 b

(21) Calcula los valores de b para los cuales la matriz A tiene inversa. A=|b+1 1 b
0 1 -2

X 2x+1 2x+1
(22) Resuelve la siguiente ecuacion: [2x+1 3x-1 4x |=0
3x-1 4x 6x-1

(23) Obtén razonadamente:
a) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y verifica la ecuacion B2 = B.
b) El determinante de una matriz cuadrada A que tiene tres filas y que verifica la ecuacion:
100 0 0O

A?2-9./0 1 0|=|/0 0 0]}, Sabiendo que el determinante de A es positivo.
0 01 000

1 2 1
(24) Dada la matriz M =2 1 1 |y se sabe que T es una matriz cuadrada de tres filas y tres columnas cuyo
2 2 -1

determinante vale +/2 . Calcula razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente
las propiedades utilizadas en su calculo:

a)%T b) M# c) TMeT
Xx+2 4 3 y+1 4 3
(25) Dadas las matrices A(x)=|x+2 6 2|y B(y)=|y+2 6 2
X+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtén razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(x) sea 6.
b) Calcula razonadamente el determinante de la matriz 2A(x).
¢) Demuestra que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningdn valor real de y.
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-1 0 1
(26) Sedalamatriz A=| 0 m 0 donde m es un parametro real.
2 1 m?-1

a) Obtén razonadamente el rango o caracteristica de la matriz A en funcion de los valores de m.

b) Explica por qué es invertible la matriz A cuando m = 1.

c) Obtén razonadamente la matriz inversa A de A cuando m = 1, indicando los distintos pasos para la obtencion de A-
!, Comprueba que los productos AA™ y AA dan la matriz identidad.

-2 0 O 2 1 2
(27) Dadas las matrices A= 1 1 0 y B={0 -1 5| calcula razonadamente el valor de los
4 2 -2 0 0 2
determinantes siguientes escribiendo todos los pasos utilizados.
2) |A+B] y %‘(A+ B)‘l‘ b) ‘(A+ B)‘lA‘ y|At(A+B)| o |2mBat|y |A%B7|
1 2 a-2
(28) Dada lamatriz A(a)=|4 3 2
a a -6

a) Calcula, en funcion de a, le determinante de la matriz A(a), escribiendo los célculos necesarios.
b) Determina, razonadamente, los nimeros reales a, para los que el determinante de la matriz inversa A(a) es igual a 6—16 .

360 18 48 12 100
(29) Dadas las matrices cuadradas A=|0 3 2| , B=|0 18 12| e 1=/0 1 0
0 01 0 0 6 0 01

a) Justifica que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa de A, incluyendo en la respuesta
todos los pasos.
b) Calcula, razonadamente, el determinante de la matriz 3 A%, incluyendo en la respuesta todos los pasos realizados.
c) Obtén razonadamente los valores reales X, y, z que verifican la ecuacion:
x| +yA+2zA%2=B,

(30) Dada la matriz A = (2 B J
4 2
a) Calcula (A —1)?-(A - 51) donde | es la matriz identidad.

b) Obtén la matriz traspuesta de la matriz A.
¢) Razona si existe la matriz inversa de Ay, en su caso, calcllala.

-1 -1 2 100
(31) Tenemos las matrices reales A=| 3 -5 6 I=|0 1 0}:
1 -1 0 0 01

a) Justifica que existe la matriz inversa de A, calctlala y calcula el determinante de A
b) Calcula el determinante de la matriz B, B = A(A + 4-1).
c) Determina los nimeros reales x, v, z, t que cumplen:

Al=xA+yl , A?=zA+tl
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RESUMEN
El determinante de una matriz cuadrada A es el
Definicion de nL’Jmero real que se obtiene mediante
i ilc
determinante | det(A)=|Al= ¥ (1) ( )alc(l)ach(Z)'"ano o)
ces,
Determinante de a1 8 2 3
det = 8418y, —aypa =2-5-3-1=10-3=7
orden dos )=IA= ay Ay | T2 A 5
Determinante de ® ® ¥ & @ ® ] 8 8 123
orden tres. ® ® ®=+Qy /SR - ® /®/ ® 1 5 1|=10+6+18-45-6-4=-21
Regla de Sarrus ® ® ® @ & & & ® 36 2
Menor Menor complementario del elemento a;, [, €s el a1 8 4 a, ap
complementario determinante de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la A=|ab 8z az |[=ay = .
P filaiy lacolumnaj. ap; x4
Adjunto del elemento a;, A;, €s el menor complementario Agy = — 42 A3
Adiuntodeun | li» Precedido de + o — segln la suma de los subindices i A %2 s 832 8
) Fi i A=|ay ayp ayg|=
elemento j sea par o impar. o
A = (_ 1)i+j B 831 83 dg3 Agg=+| 1t 2
U Aij ay; a8y
Se llama matriz adjunta de la matriz A a la matriz _ A P2 A
Matriz adjunta | formada por los adjuntos de la matriz A, y se representa Adi(A)=| Ay Ay Ay
por Adj(A). Ay Ay Agg
Desarrollo por El determinante de una matriz es igual a la suma de los [ an Ay +apAp +azAn
adiuntos productos de los elementos de una linea por sus |A3| 815 Aty + 8y Agy + Bgp A
) adjuntos correspondientes. 12712 * %2222 * 32732
4 1 Tt
Matrizinversa | Si el determinante de Ano es nulo: A~ = W [Adj(A)]
L 1 -1
Menor de una matriz Menor de o_r,den k es el determinante formado por la 2 3 |o5M,-=
interseccion de k filas y k columnas de la matriz. ) 3 -2 3
Rango de una Rango (o caracteristica) de una matriz es el orden del | Elrango de la matriz anterior es dos, porque M»
matriz menor de mayor orden no nulo =3-2=1=0.
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CAPITULO 3: SISTEMAS DE ECUACIONES.

1. Analizay resuelve, cuando sea posible, los sistemas siguientes:
a) —-X+2y=-3 b) X—2y=-14 0 -3Xx+y=6 9y +6x =33
2x—-3y=3 -Xx+3y=10 X—y=-7 3y+2x=11
2. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes:
—X+2y=-3 x—-2y=-14 -3Xx+y=6 9y +6x =233
a) / by Y ) y d) 1)
2x-3y =3 -x+3y=10 X—y=-7 3y+2x=11
3. Para los sistemas anteriores, calcula el determinante de la matriz A que has obtenido y utiliza la expresion:
g b & O
X = 1% bp| e y= _18 ©2| paraintentar resolverlos.
a by &
a; b a; b

4. Para los sistemas anteriores, analiza qué relacion existe entre el valor del determinante de la matriz A y la clasificacion como
Sistema Compatible o Sistema Incompatible que hiciste en la primera actividad propuesta.

5. Paralos sistemas anteriores, determina el rango de la matriz ampliada que has obtenido y analiza qué relacion existe entre dicho
rango, el de la matriz A y la clasificacién como Sistema Compatible Determinado, Sistema Compatible Indeterminado o Sistema

Incompatible.

6. Decide cuales de los siguientes sistemas puede resolverse con esta metodologia matricial:

) X2 +2xy = 3x 0 {x+y=—4 C){x-yzz " x2-y2=12
2X+y=3-y x+3y=1 x+y=1 X+y=3

7. Dadas las siguientes matrices A, B y A", determina los sistemas lineales asociados:

1 -1 0 0 3 3 « (-1 1 3 « (3 2 -1
a) A= yB=| [} b) A= yB= ; c) A= ; d) A=
1 3 1 2 =2 12 2 -1 4 -1 -1 0
8. Escribe en forma matricial y encuentra la matriz ampliada de los sistemas siguientes:
a) —X+2y=-3X+Yy+5 X=2y=44+X+Yy c 12+ x-4y =3-2x+4y d 5=3x+3y
2Xx—-3y+15=3x+2y’ 3-x+2y=y-x’ T—y+4x=7+y-x ' 3=x-y
9. Razona qué valores debe tener el pardmetro m para que el sistema sea compatible determinado, compatible indeterminado o

incompatible:
—-X+2y=-3 X—-2y=-14 mx+y==6 9y +6x =33
a y b) y 0) y d) 7Y
mx—-3y=3 —X+y=m X-y=-7 3y+mx=11
10. Determina si los sistemas siguientes son equivalentes o no:
X+2y=-3 X+y=-2 -X+3y-z=1 X—9y+5z=-3
a) oy _3vey J X+3y=-4 b) { 3x-y+4z=6 Yy < x+3y-z=3
y= 2x—y=-1 2x+2y+32=7 X—y+2=2
11. Determina el valor de m para que los sistemas siguientes sean equivalentes:
2y—-z=3 - =1
2x—y=3 X+y=0 X+2y—1z X—y+z
a b) ¢ x—y+z=1 Yy { x—y-z=m
-X+my=1 X—-2y=3
2x+2y-3z=1 —X+y+2z=2
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12. Analiza y resuelve mediante el método de Gauss los sistemas siguientes:

—-X+2y—-5z=-3 X—2y+3z=-14 -X+3y—-z2=-6 X—9y+5z=33
a) < 2x-3y+z=3 b) { —x+3y—-z=10 C){ 3x—y+4z=7 d){x+3y-z=-9 e)
—5x+2y-5z2=-4 2X—-y+6z=-22 2X+2y+3z2=-9 X—y+z2=5
2X—-y+2=3
—-X+3y+3z=2
X—-3y+4z=5
-2x-3y-3z=-5
X+y+3z=3
f X+3y+22=0 ){x+y+32:3 h){ X+y+32=3 ) {W—x+y+z:5
2x+3y+z=-1 X—-y+z=1 2X+2y+6z=1 W+X-y-2=3
x—-3y-3z=5
13. Resuelve el sistema anterior y comprueba que el aspirante debera contestar 50 preguntas correctamente, 30 erréneamente y
dejar 10 preguntas sin contestar para alcanzar los 210 puntos.
EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1. - Resuelve los siguientes sistemas aplicando el método de eliminacién o de Gauss:
—X+2y-5z=-3 X—-2y+3z=-14 —X+3y-z=-6 X—9y+5z=33
a) 2x-3y+z=3 b) s =x+3y-z=10 ¢)§ 3x-y+4z=7 d){x+3y-z=-9
—-bx+2y-5z=-4 2X—y+6z=-22 2X+6y—-z=-9 X—=y+z=5
. [-4x+3y=-5 2x—y =—4y y+2z=-3
2. — Dados los sistemas: a) {3x—4y=2 {5+2y=3x c)y 2x+y =3
X+3y—-4z=3
a) Exprésalos en forma matricial y comprueba que son sistemas de Cramer.
b) Resuélvelos utilizando la matriz inversa y aplicando la regla de Cramer.
3. — Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas:
{—2x+y:—3 {—4x—6y=—6 Sx-2y=-2
a b c) 19x—-6y=6
6x-3y=9 -2x+3y=-3
6x+4y=3
4. — Resuelve los siguientes sistemas aplicando, si es posible, la Regla de Cramer:
-X-2y+3z2=06 2X—-3y+z=-29 X+y+z=1 3X+2y+z=1
a) <3x—4y+2z=7 b)) 3x+y-5z=21 C) 12x+3y—-4z=9 d) {S5x+3y+4z=2
4x+y—-z=-1 —-X+2y-471=32 X—-y+z=-1 X+y-z=1
2x+3y—-4z=1 5x+4y+2z=0
5. - Discute y resuelve los sistemas en los casos que sea posible: a) 14X +6y—-az=2 b) {2x+3y+z=0
x+y+az=10 4x—y+m?z=m-1

(a+2)x+(a-1y-z=3
6. — Dado el sistema yax—y+z=3
X+ay—-z=1
a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvelo para el caso a = —1.
, 6Xx-9y+2z=5 ,
7. — Dadas las ecuaciones: se pide:
2x-3y+z2=4

a) Afiade una ecuacion para que el sistema resulte ser incompatible.
b) Afiade una ecuacion para que el sistema resulte ser compatible determinado.
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8. -

9. -

10.

, , 2X+3y—-1=-2 ,
Dado el sistema de ecuaciones se pide:
X+2y+2z=1
a) Discute y resuelve, cuando sea posible.
b) Afiade una ecuacion lineal para que el sistema resultante tenga:

i) una solucion ii) muchas soluciones iif) no tenga solucion
Discute y resuelve cuando sea posible los siguientes sistemas homogéneos:
X+y+3z=0 2x—-y+3z=0 y=Xx+3z-y
a) s—2x-3y+z=0 b){2y-z=0 C) X=2-2Y+X
3X+2y+4z=0 —-2x+3y-4z=0 I1=Xx-2y-22

_ X 1 1 y—-2 3X
— Sean las matrices A= , B= ,C= . D= , E:(l 4)
X m -y -m 4x

a) Calcula cada uno de los tres productos A-B, E-D, D-E.

b) Si C—-2AB=-D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas (representadas por x, y) en funcién de m. ;Para
qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre nica?

11 < 0 2 x 0 0 1 0
11. — Sean las matrices A=|0 O ,B:(O OJ'C: 0 -y —-z|, D=|1|, E=|a
11 0 0 O 1 a

a) Sabiendo que (AB —C)D =2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas por X, y, z) en

12.

funcion de a.
b) ¢Para algln valor de a el sistema tiene solucion tnica?

c) Paraa = 0 encuentra una solucion del sistema con Z# 0

— El cajero automético de una determinada entidad bancaria sélo admite billetes de 50, 20 y de 10 €. Los viernes
depositan en el cajero 225 bhilletes por un importe total de 7000 €. Averigua el numero de billetes de cada valor
depositado, sabiendo que la suma del nimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el nimero de billetes de 20
euros.

13. — Se dispone de tres billeteras A, B'y C con billetes de 10, 20 y 50 euros respectivamente. Si pasamos 5 billetes de B a A,

14.

15.

16.

17.

el nimero de billetes en ésta es igual a la suma de los otros dos, pero si pasamos 10 billetes de A a C, el nimero de
billetes en ésta también es igual a la suma de los otros dos. Averigua cuantos billetes hay en cada billetera si se sabe que
en total hay 1550 euros.

- La suma de las tres cifras de un nimero es 18. La cifra de las unidades es igual a la suma de las decenas mas las
centenas. Si se invierte el orden de las cifras el nimero aumenta en 594 unidades. ¢De qué nimero se trata?

- Un examen de Matematicas Il va a consistir en un test de 60 preguntas. Por cada acierto se daran 5 puntos, por cada
fallo se quitaran 2 puntos y por cada pregunta no contestada se quitarad 1 punto. Para aprobar hay que obtener por lo
menos 150 puntos. ¢ Cuantas preguntas habra que contestar correctamente para obtener l0s150 puntos y que el nimero
de fallos mas el quintuple del nimero de preguntas no contestadas sea igual al nimero de aciertos?

- En el mercado podemos encontrar tres alimentos preparados para gatos que se fabrican poniendo, por kilo, las
siguientes cantidades de carne, pescado y verdura:

¢ Alimento Migato: 600 g de carne, 300 g de pescado y 100 g de verdura
¢ Alimento Catomeal: 300 g de carne, 400 g de pescado y 300 g de verdura
e Alimento Comecat: 200 g de carne, 600 g de pescado y 200 g de verdura

Si queremos ofrecer a nuestro gato 470 g de carne, 370 g de pescado y 160 g de verdura por kilo de alimento, ¢qué
porcentaje de cada uno de los compuestos anteriores hemos de mezclar para obtener la proporcion deseada?

— Calcula las edades de una familia (padre, madre e hija), sabiendo que entre los tres suman 70 afios, que hace cuatro
afios la edad del padre era siete veces la edad de la hija y que dentro de quince afios la edad de la hija sera la cuarta
parte de la suma de las edades del padre y de la madre.

18. — Una persona invirtié 72000 € repartidos en tres empresas y obtuvo 5520 € de beneficios. Calcular la inversion realizada

19.
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en cada empresa sabiendo que en la empresa B hizo el triple de inversion que en la Ay C juntas, y que los beneficios de
las empresas fueron del 10 % en la empresa A, el 8 % en la empresa By el 5 % en la empresa C.

— Se tienen tres tipos de café: el de la clase A, que cuesta 6 €/kg, el de clase B, que cuesta 8 €/kg y el de la clase C que

cuesta 10 €/kg. Se desea hacer una mezcla para vender 80 kg de café a 7 €/kg. ¢ Cuantos kg de cada clase se deben
poner si del primer tipo debe entrar el doble del segundo mas el tercero?
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20. — Calcula las edades actuales de una madre y sus dos hijos, sabiendo que hace 14 afios la edad de la madre era 5 veces
la suma de las edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 afios la edad de la madre serd la suma de las
edades que los hijos tendrén en ese momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendré 42 afios.

21. - En una farmacia se comercializan 3 tipos de champu de cierta marca: normal, con vitaminas y anticaspa. Se sabe que el
precio al que se vende el normal es de 2 euros y el de vitaminas es de 3 euros. Se desconoce el precio al que se vende el
anticaspa. Por otro lado, el dinero total obtenido por las ventas de los 3 tipos de champu el mes pasado fue de 112 euros
y el dinero obtenido en ventas con el champl normal fue 56 euros inferior al dinero total obtenido en ventas con el resto.
Ademas, el dinero total obtenido en ventas con el champUl de vitaminas y el anticaspa fue el mismo que el que hubiera
obtenido vendiendo 28 unidades del anticaspa y ninguna de los demas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion del precio desconocido del champu anticaspa, que puedes llamar por
ejemplo m) donde las incognitas ( x, y, z) sean las unidades vendidas el mes pasado de cada tipo de champu.

b) ¢ Qué puedes concluir sobre el precio del champu anticaspa a partir de un estudio de la compatibilidad del sistema?

¢) Si se sabe que el nimero de unidades vendidas del anticaspa fue 20, utiliza el resultado del apartado (b) para calcular
las unidades vendidas de los otros 2.

22. — En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina en tres estaciones de servicio (A,
B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de la gasolina en A ha sido de 1,20 euros/litro y el precio de la
gasolina en B de 1,18 euros/litro, pero ha olvidado el precio en C. (Supongamos que son "m” euros/litro). También
recuerda que:

- lasuma del gasto en litros de gasolina en las estaciones Ay B super6 en 46,80 € al gasto en C.

- el nlmero de litros de gasolina consumidos en B fue el mismo que en C.

- el gasto de litros en A superd al de B en 12,60 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de "m”) para determinar los litros consumidos en cada gasolinera.

b) Estudiar la compatibilidad del sistema en funcién de "m”. ¢ Puedes dar algln precio al que sea imposible haber vendido
la gasolina en la gasolinera C?

23. - En una cafeteria los ocupantes de una mesa abonaron 4 € por 2 cafés, 1 tostada y 2 refrescos, mientras que los de otra
mesa pagaron 9 € por 4 cafés, 3 tostadas y 3 refrescos.

a) ¢ Cuanto tienen que pagar los clientes de una tercera mesa si han consumido 2 cafés y 3 tostadas?
b) Con los datos que se dan, ¢,se puede calcular cuanto vale un café? Justifica las respuestas.
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AUTOEVALUACION

X+y+z2=6
Dado el siguiente sistema de ecuaciones: <X-2zZ+2y=5
2y-x+z=11
1.- Su matriz de coeficientes es:
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11
all -2 2|/b|1 -2 2 |l 2 -2 d)
2 -1 1 -1 2 1 2 -1 1 -1 21
2.- Su matriz ampliada es:
1 1 1|6 1 1 1|6 1 1 1|6 1 1 1|6
all -2 2|5 b)| 1 -2 2|5 0|1 2 -2|5 dj1 2 2|5
2 -1 1|11 -1 2 111 2 -1 1|11 -1 2 1|11
3.- Si aplicamos el método de Gauss la nueva matriz ampliada obtenida es:
11 116 1 1 1/6 11 1|6 11 1|6
a0 3 -11 b)|0 -3 1|-1 0|0 1 -3|-1 d{o 1 1(-1
0 0 0]2 0 0 3|16 0 0 -10/-4 0 0 -1j20
4.- El sistema es:
a) compatible determinado b) compatible indeterminado  c) incompatible d) tiene tres soluciones

2X—y=-4y

Dado el siguiente sistema de ecuaciones
J {5 +2y+2=3X

5.- Su forma matricial es:

6y S P TP T G T A

6.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible determinado

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —X+5y+z=-5 d -3x+2y+z2=7
7.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es compatible indeterminado

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —X+5y+z=-5 d -3x+2y+z2=7
8.- Al afiadir la ecuacion indicada el sistema es incompatible

a) 3y+2x=7 b) x—y=7 C) —X+5y+z=-5 d x+y+z=7

9.- Indica la afirmacion que es correcta:
a) Los sistemas homogéneos tienen siempre infinitas soluciones.
b) Dos sistemas son equivalentes si coincide alguna de sus soluciones.
¢) Un sistema es compatible si y sélo si el rango de la matriz de los coeficientes coincide con el rango de la matriz
ampliada.
d) Todos los sistemas se pueden resolver por el método de Cramer.
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Apéndice: Problemas de matrices en las P.A.A.U.
X+y+2=6

(1) Dado el siguiente sistema de ecuaciones: {X -2y +2z=>5 a) Obtén su matriz de coeficientes. b) Calcula el determinante
2x-y+z=11 .

de la matriz anterior. c) Sin resolver el sistema, razonar si tendré solucién Unica.

(2) En el primer curso de un centro de la Universidad de Oviedo se han matriculado 352 alumnos divididos en tres titulaciones
distintas. En la tercera titulacion hay la tercera parte de alumnos que en la primera, y la diferencia de alumnos que hay
entre la primera titulacion y la segunda es inferior en dos alumnos al doble de los alumnos que hay en la tercera.

a) Establece un sistema de ecuaciones con las condiciones del problema, en funcion del nimero de alumnos en cada
titulacion, y obtenga el nimero de alumnos que hay en cada titulacion.

b) Calcula el determinante de la matriz del sistema.

(3) En un partido de baloncesto femenino, el equipo de la Universidad de Oviedo gand al de otra universidad espafiola con un
marcador 64 a 48. EI marcador obtenido por el equipo ganador se consiguié mediante canastas de dos puntos, triples
(canastas de tres puntos) y tiros libres (canastas de un punto). El nimero de tiros libres fue dos mas que cinco veces el
namero de triples. Ademas, el nimero de canastas de dos puntos fue dos mas que el nimero de tiros libres. A) Plantea el
sistema de ecuaciones resultante de lo anterior. B) Escribe la matriz ampliada del sistema obtenido en A). C) ¢ Cuantas
canastas de cada tipo meti6 el equipo de la Universidad de Oviedo?

(4) Cada accién de BBA ha dado una ganancia de 6 euros y cada accion de NKO ha dado una ganancia de m euros. Un
inversor habia comprado acciones de ambos tipos, lo que le supuso una ganancia total de 800 euros, pero esta
arrepentido de su inversion, porque si hubiese comprado la mitad de acciones de BBA y el doble de NKO, su ganancia
total habria sido de 1150 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de acciones
compradas de cada tipo. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema, ¢existe algin valor de m para el
que el sistema tenga mas de una solucion?

b) Si la ganancia por cada accién de NKO fue de 5 euros, ¢cuantas acciones de NKO habia comprado?

(5) Una tienda vende bolsas de caramelos a 2 euros cada una y bolsas de gominolas a 4 euros cada una. La recaudacion de
un determinado dia por estos dos conceptos ha ascendido a 200 euros y se sabe que el nimero de bolsas de caramelos
que han vendido ese dia es m veces el nimero de bolsas de gominolas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de bolsas de cada tipo
que se han vendido ese dia. Basandote en un estudio de compatibilidad del sistema anterior, ¢es posible que se
hayan vendido el doble de bolsas de caramelos que de gominolas?

b) Suponiendo que se han vendido el triple de bolsas de caramelos que de gominolas, ¢ cuantas bolsas de gominolas se
han vendido?

(6) Un tren realiza un viaje directo entre dos capitales. El viaje lo realiza por dos tipos de vias, por la primera circula siempre a
100 Km/h y por la segunda circula siempre a m Km/h. El recorrido total del viaje es de 1240 Km y la duracion del mismo
es de 11 horas.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de horas que circula
por cada tipo de via. Basandote en un estudio de la compatibilidad del sistema anterior, ¢,es posible que la velocidad
a la que circula por el segundo tipo de via sea también de 100 Km/h?

b) Suponiendo que la velocidad a la que circula por el segundo tipo de via es 120 Km/h, ¢cuénto tiempo ha estado
circulando por el primer tipo de via?

(7) Una academia de idiomas da clases de espafiol a un total de m alumnos, entre los de nivel basico y los de nivel avanzado,
con los que recauda 3000 euros. Los alumnos de nivel basico pagan m euros al mes, mientras que los de nivel avanzado
pagan el doble.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcion de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de alumnos de cada
tipo en las clases de espafiol de la academia. Basandote en un estudio de compatibilidad del sistema anterior, ¢es
posible que los alumnos de nivel basico paguen 40 euros al mes?

b) Si los alumnos de nivel basico pagan 50 euros al mes, ¢cuantos alumnos de nivel avanzado hay?

(8) Juan y Luis son dos amigos que en total tienen 10 hijos. Un tercer amigo, Javier, tiene m hijos mas que Juan y m veces
los de Luis.

a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) donde las incognitas x e y sean el nimero de hijos de Juan y Luis.
¢ Para qué valores de m el sistema anterior tiene solucion? En caso de existir solucion, ¢es siempre Unica?

b) Si Javier tiene el doble de hijos que Luis, ¢cuantos hijos tiene Luis?
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(9) Un grupo de personas se reune para ir de excursion, juntdndose un total de 20 entre hombres, mujeres y nifios. Contando
hombres y mujeres juntos, su numero resulta ser el triple del nimero de nifios. Ademas, si hubiera acudido una mujer
mas, su numero igualaria al de hombres.

a) Plantear un sistema para averiguar cuantos hombres, mujeres y nifios han ido de excursion.
b) Resolver el problema.
ax—ay+z=2
(10) Considere el sistema )3x + 2y —2z=a &) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores del nimero real a.

—ax+3y—-z=2,

b) Resuélvalo, si es posible, en el caso a=1.
(a-Dx+2y+(a-1)z=1+a
(11) Dado el sistema 1 (a+1)y —(a+1)z =2
X+y+az=a
a) Estudie su compatibilidad segun los valores de a.
b) Resuélvalo cuando a=0.

1 1 1 2
(12) La matriz ampliada asociada a cierto sistema de ecuaciones lineales es: A= 2 -1 40
-1 1 25

a) Obtener las ecuaciones del sistema.
b) Calcular el rango de la matriz formada por los coeficientes del sistema.
c) Sin resolver el sistema, deducir razonadamente si admite soluciones y en qué nimero.

1 2 1 1
(13) La matriz de los coeficientes de un sistemaes |1 a a | Y la de términos independientes | 1
1 4a 1 2a

a) ¢Para qué valor o valores de a el sistema no tiene solucion?
b) Para cierto valor de a un individuo encontr6 2 soluciones del sistema. ¢Cuanto valia a? ¢ Tenia mas soluciones el
sistema?
c) Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga solucion Unica y, para dicho valor, resuélvelo.
x 1 z 1

. 1 .
(14) Sean las matrices A=| 2x -1| , B:(j , C=|2z| y D=| 0 |dondex,y,zson desconocidos.

y
-x 1 -2 %
a) Calcular las matrices (A-B) + Cy 3D
b) Sabiendo que (AB)+ C =3D, plantear un sistema de ecuaciones para encontrar los valores de X, y, z.

c) Estudiar la compatibilidad del sistema ¢, Cuantas soluciones tiene?
d) Encontrar, si es posible, una solucion.

-1 2 -1 0 0
(15) Sean las matrices A=| 1 1 2 B=|a C =| 0| donde a es desconocido.
3 -3 a a 0

a) Sea el sistema de 3 ecuaciones con tres incégnitas cuya matriz de coeficientes es A 'y de términos independientes B.
¢Puede para algln valor de a no tener solucion este sistema? ¢Para qué valores de a el sistema tiene solucién
Unica?

b) Si la matriz de coeficientes es A pero la de términos independientes es C, ¢es posible que para algin valor de a el
sistema no tenga solucién? Encuentra un valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucion y calcula dos
de ellas.

X 2 5 0 1
(16) Sean las matrices ( 0 mJ , [yj , (10)(] , [mJ , E=(3 m)

a) Calcula cada uno de los tres productos A-B, D-E, E-B.

b) Si AB+C =D plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en funcién de m. ¢Para
qué valores de m el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre (nica?

29 de Bachillerato. Matematicas Il. Ejercicios y problemas Autores: Leticia Gonzalez Pascual y Alvaro Valdés

LibrosMareaVerde.tk www.apuntesmareaverde.org.es




06—
(17) Sean las matrices A= (X y] , B= [aj , C =( y J , D= ( ay]
0 vy 1 ay 1-a

a)Si AB—C = D, plantea un sistema de 2 ecuaciones y 2 incognitas (representadas por x, y) en funcion de a.
b) ¢ Para qué valores de a el sistema tiene solucion? ¢ Es siempre Unica? Encuentra una solucion paraa = 1con y #1

a1l . 1 z
(18) Sean las matrices A=|1 a B :[ J C=|1| y D=z
10 y 0 z

a) Sabiendo que AB = 2C — D, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incgnitas (representadas por X, y, z) donde a
es cierto valor desconocido.

b) Si se supiera que el sistema tiene solucidn, ¢ podriamos descartar algin valor de a?

¢) Si se supiera que el sistema tiene solucion Unica, ¢ podriamos descartar algin valor de a?

d) ¢Hay algun valor de a para el que el sistema tenga mas de una solucion?

11 < 0 2 x 0 0 1 0
(19) Sean las matrices A={0 0| , B =[O y OJ , C=|0 -y -z| , D=|1], E=|a
11 0 0 O 1 a

a) Sabiendo que (AB - C)D = 2E, plantea un sistema de 3 ecuaciones y 3 incognitas (representadas por X, y, z) en

funcién de a.
b) ¢ Para algun valor de a el sistema tiene solucién tnica?
¢) Para a = 0 encuentra una solucion del sistema con Z # 0
(20) Halla todas las soluciones de un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas del que se conoce que
(1,0,0), (0,2,0) y (0,0,3) son soluciones y el rango de la matriz de los coeficientes es mayor o igual que uno.
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RESUMEN
Ejemplos
Se denomina sistema de m ecuaciones lineales con n

Si q incognitas al conjunto de relaciones: X+y+z=3
I_Stema_ & Q1%+ 31Xy + +  @inXn b, 2X — y+2= 2

ecuaciones lineales X+ AppXp  + + apaX, = by
e : : X+2y-3z=0

a11X%; +  8maXse + +  @mnXn = b

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es

X+y+z=0

Sistema homogéneo | homogéneo cuando el término independiente de todas las 2x—y+2z=0
ecuaciones es igual a cero. X+2y—-32=0
Dos sistemas con el mi:smo namero de 'incc’)gnitas, aunque X+y=3 X+2y=5
no tengan el mismo nimero de ecuaciones, se dice que y oy —
. . . L . . 2x-y=0 2x -2y =-2
Sistemas equivalentes | son equivalentes si tienen las mismas soluciones, es 3x—y=1

decir, toda solucion del primero es solucion del segundo, y
viceversa.

Verificanx=1;y=2

Expresion matricial de
un sistema

Todo sistema puede expresarse como producto de
matrices en la forma A-X =B

a1 842 Q1n X1 by
Az; Az Azn Xo | | by
Am1 Am2 AQmn Xn bm

6x+y=15 A.X =B

(HE

Resolucion por

A-X=B=>AA-X=AB=I-X=A"B= X=A'B

inversa
El teorema de Rouche-Frobenius dice: "La condicion
Teorema de Rouche- | Necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones ra(A) = rg(a”) = {rg(A)= n SCD
Erébenius y n incognitas sea compatible (tenga solucion) es que el ro(A)<n sCI
rango de la matriz de los coeficientes sea igual al rango de la rg(A) < rg(A") = s.1.
matriz ampliada".
La solucion de un sistema puede calcularse como: [6 1] _ (X] _ (13J A= 6 1
xi=‘ATi‘ Si|A|=0 2 2)\y) \s 2 2
Regla de Cramer , . o _[13 1 _|6 13
J Siendo A el determinante que resulta de sustituir la columna MAx=lg o|"2vTlo 6
de la incognita i-ésima por la matriz de teérminos 20 _, 10,
independientes. 10 ° Y 10~
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CAPITULO 4: GEOMETRIA EN EL ESPACIO - VECTORES.
1. GEOMETRIA DEL PLANO

Calcula las componentes y el médulo de un vector de origen A (1,1, 2) y extremo B (3,1, — 4).
Dados los puntos P =(2, 2,3), Q=(1, 0,5) Y R=(-2, 3,4) y los vectores V = (1, -1,3), w=(0,-2,1)
calcula, indicando si el resultado es punto o vector:

a) QP b) 3V — 2W ¢) V—RP d) P+V &) R+ PO +W
Dados tres puntos genéricos, P = (p,, p,, P3), Q =(aq;, 0., d3) Y R =(n, 1y, 13), demuestra:
a) PQ+QR=PR b) PQ=(-1)QP ¢ PP=0  d) PO+PQ =2PQ
Dados los vectores G = (1, —3,5), V=(-6,3,0) y w=(7, 2, 1) calcula:
a) 3U-2V+5wW b) 20 -2V + 2w ¢) 3(U—2V)+3w d) 30 —2(V+w)

Dados los puntos A (0, —2,6) y B (4, 8, —4), determina el punto medio del segmento AB.

Comprueba si los puntos A(3,2,1), B (4,4, —2) y C (4, -1, 3)estan alineados.

Determina si son linealmente independientes o no los conjuntos de vectores siguientes:
A={d, Vv, w},cond=(,20),v=(301)yw=(42-7).
B={d,V },coni=(120)yVv=(240).
C={u,v,w,x},conid=(20)vV=(413), w=(42-7)y x=(0,0,1)

3. PRODUCTO ESCALAR

Calcula el producto escalar de los vectores i = (0,1, —3) y V = (-3, 4, 6)

EJERCICIOS Y PROBLEMAS.

1. - Dados los vectores libres:

[ =5

/ - \E\‘
a) Representa los vectores: i = 24 —¢ —2b+3d, V=-a+2b—c+2d y W=-2a—b —
b) Halla un vector d talque 2a—b +c+d =0.

C.

Njor

2.-Dados & =(2,-1) y b= (— 3, m), halla el valor de m para que sean linealmente dependientes.

3. - Comprueba si son 0 no linealmente independientes los siguientes vectores:
a) x=(-2,3)e y=(6,-9) b) x=(-1-2,3), y=(-2,01), Z=(2,-4,5)y t =(3,2,—-4)
¢) X =(210,-1), y=(@-3-10)y 7 =(3,-2,-11)

4. - a) Dados los vectores X = (1,3,~2) e ¥ =(3,m,~6), halla el valor de m para que los dos vectores sean linealmente

independientes. b) Si m = -2, ¢se puede expresar el vector 7 = (—1,8,1) como combinacion lineal de X e y?

5. - Dados los vectores G = (-3,4,0), V =(1,-2,2) y W= (0,—m,1), calcula el valor de m para que el vector U se pueda
expresar como combinacion lineal de V.y W.

6. - Dados los vectores X = (1,—2,0), y = (3,—1,2) y Z = (~m,—1,-2), halla el valor de m para que los tres vectores
sean linealmente dependientes. En este caso, expresa z como combinacién linealde X e y.

7. - Dados los vectores U = (1,1, m), V = (0,m,—1) y W = (1,2m,0), determina el valor de m para que:
a) Sean linealmente independientes.  b) El vector V se pueda expresar como combinacion lineal de U y W, y halla
dicha combinacion.  ¢) Sean coplanarios.

8. - Los vectores X = (1,0,0), ¥ =(~1,0,1) y Z =(2,11), ¢forman una base de V*? En caso afirmativo:
a) Halla las componentes del vector & = (3,—2,5) respecto de dicha base. b) Halla las componentes en la base

canonica {i , j k } del vector V , si sus coordenadas en la base {U, v, W } son 2, =3y 2 respectivamente.
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