CAPITULO 2: DETERMINANTES

1. CONCEPTO DE DETERMINANTE
1.1. Definicién

a1 4 @1n
. a,, a a
Dada una matriz cuadrada de ordenn, A =| "% 22 2n
Ay Ay e an
se llama determinante de la matriz A y se representa por |A|
all a.lz es a.ln
Ay, a8y ... A
A=
ay Any e an
, . ilo
a un nimero real que es igual a: det(A)=|Al= % (-1) ( )310(1)320(2)---anc(n)
oeS,

Es decir, el determinante de una matriz cuadrada es el nimero real que se obtiene sumando todos los n factorial (n!)
productos posibles de n elementos (orden de la matriz) de la matriz, de forma que en cada producto haya un elemento de
cada fila y uno de cada columna, precedido cada producto con el signo + 6 — seglin que la permutacion de los subindices que
indican la columna tenga un nimero de inversiones, respecto del orden natural, que sea par o impar.

Esta definicion sélo es préctica para resolver los determinantes de orden 2 y 3. Los determinantes de orden superior se
resuelven con otros métodos, ya que aplicando la definicién seria muy laborioso.

1.2. Determinantes de orden dos y tres. Regla de Sarrus

1.2.1. Determinantes de orden dos

a a
Dada una matriz de orden 2, A= ( 12 J se llama determinante de la matriz A,
dy A
a a
det(A)=|A=| " ¥ al niimero: |Al=a41a5, —apay
ay  ap

Es decir, se multiplican los elementos de la diagonal principal y se le resta el producto de los elementos de la diagonal
secundaria.

' 2 5 2 5
EJemp|OS A:( j—)|A|=‘ ‘=2'4_5'1=8—5=3
14 1 4
-1 -2 -1 -2

1.2.2. Determinantes de orden tres. Regla de Sarrus
a;n a2 A3
Dada una matriz cuadrada de orden 3, A=lay a, axn
d3; das Asg
se llama determinante de la matriz A al nimero:
a1 a2 A3
|A| =|ap1 Ay Apz|=ay18p833 +a13ap 183y + A1pdp383) — A13dpp Az — 8178383y —a1p8p1d33
a3; Aaz Asg
Este desarrollo procedente de la definicion de determinante, puede recordarse facilmente con este diagrama, conocido como
la regla de Sarrus:

® ® ® RS &
4= ® ®= - FLF®
® ® ® & & ®
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1 2 3
Ejemplo: |-1 5 1 |=1.5:(-2)+21-3+(~1)-6-3-3-5:3-1-6-1-2(~1)(-2)=-10+6-18-30-6—4 = -54
3 6 -2
Actividades propuestas|
1. Calcula los siguientes determinantes: a)‘ 3 1‘ b) 0 1‘ c)‘ 2 1‘
-1 2 -3 2 -1 0
3 -1 0 2 4 1 0
2. Calculalos siguientes determinantes: a) |-2 1 2 b)|-2 0 5 c|l-2 3 2
3 -2 -2 4 -2 -2 0 -1 -2
2. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
t
18) El determinante de una matriz A es igual al determinante de su traspuesta: |A = ‘A ‘
a;; a
DemOStraCién ‘At‘ = 1 21 = a.ll N a22 - 821 . a.12 = a.ll N a22 - a12 N a21 = |A|
dip A

a1 ap Aasz;
‘At‘ =|@12 8y Az |=8118p8g3 + 8181383 +a1p831893 — 83189813 —a3p87893 — Ap1833877
d13 83 Aags
reorganizando términos:
=ay8paz3 + Ay dga13 + a1p8p383) — 81387831 —dpzdgpdyy) —app8p1833 = |A|

2 3 4

Ejemplo: |Al=|1 3 2|=2.3-6+1.1.443.2.5-4.3.5-3.1.6-2.1.2 =36+ 4+30 60184 = —12
51 6
2 15

[A=|3 3 1/=2:3:6+11-443.2:5-4.3-5-3-1-6-2-1-2=36+4+30-60 18— 4 = 12
426

Teniendo en cuenta esta propiedad, a partir de ahora todo lo que se diga para la filas de un determinante sera igualmente
vélido para las columnas, y viceversa, pudiendo hablar simplemente de lineas de un determinante.
2% Si los elementos de una fila o de una columna se multiplican todos por un numero, el determinante queda

k-a;; a;p  ays a1 dpp a3
multiplicado por dicho nimero: K-ay @y as|=K-|ay ay as
k-as azp ass d31 @8z dgs
k-a;; a
> 11 82
Demostracion: =k-ayyay, —K-ay a, =k-(ay -8y —ay, -8y )= k-|A
k-a;; ap

k-a;; k-ap, k-ags
ayy as dp3 | = kagianag3 +ayag,Kay3 +ajpkaygag —Kayzdnas; —axagkayy —kagpay ags

azy a3y a3
=k '(allazz Agg + 885,815 +A1p89383 — 838,83 —8y383,8;; — 818853 ) =k |A|
2 3 4 2:2 3 4 4 3 4 2 3 4
Ejemplo: 13 2(=-12 |21 3 2|=|2 3 2|=-24=2.(-12)=2-[1 3 2
516 25 1 6 10 1 6 51 6

Esta propiedad tiene dos implicaciones:
1. Nos permite sacar fuera los factores comunes a todos los elementos de una linea.
2. |k-A]=k"-|A], siendo n la dimension de la matriz
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Demostracion: Para orden 2: |k-A|=‘ k-a;; k-ap :k.‘ K-a; 2z _kok.|B1 B2 |A
k-a;, k-ay k-a;, ap Q1o Ay
Para orden 3:
k- a; k- a,, K- a3 a;, a;, a3 a;; a;, a3
k-Al=|k-a, k-a, k-ay|=k-k-a, k-a, k-a,|=k-k-k-a, k-a, k-a,|=k>:|A
k- g K- s K- Qg K- as k- as, k- Ag; gy s, Qg

3% Si los elementos de una linea se pueden descomponer en suma de dos o mas sumandos, el determinante sera
igual a la suma de dos determinantes (0 mas) que tienen todas las restantes lineas iguales y en dicha linea tienen los
ap; +byp A  ag &1 a1 A3 bi; a;; a3
primeros, segundos, etc. SUMandos: |a,, +by;, a8y @y |=|8x @y ax|+|by Ay axn
ag; +b;3 aszp  ass Ag1 Az Agg by @z ass
Demostracion: |aia +biy  ag
az; +by; Az
reorganizando términos:

=(ay; +byq)-az —ay, '(321 + b21) =ayy -8 + b1 -8 —a A — a1 -byy

A1 Q12
=ay; -8z — @ -Ap; +byg rA —A; by =

Az1 Az b,y as

‘ b, ap

ajp+hyy ap as

ay +hy Ay ax| = {
azg +b3; azp ag

ayp +byy )322 asz + (321 +byy )313332 + (331 + by )312 as3
- (331 + b3y )azz i3 — (311 +byy )asz ays — (a21 + by )a12 Az

_ {311322333 + 81813837 + 831812853 —a31822813 — 811832823 — Ap1812833
+byj@y8s3 +by181383, + 03181583 —D3185813 — bryagrass —0y815a33
a1 812 ag3 by a; a3
= Az Ax ax|+|by axp a

dz; Aag; Aasg by az ag

17 3
Ejemplo: 4 7 -1|=35+108-21-63+9-140=-72
3 9 5

Descompongamos la segunda columna:
17 3| |1 2+5 3|12 3|15 3
4 7 -1|=|4 3+4 -1|=|4 3 -1|+|4 4 -1
3 9 5| (3 445 5| (3 4 5| (35 5

Por tanto:
12 3 15 3
4 3 -1|=15+48-6-27-40+4=-6 4 4 —1/=20+60-15-36-100+5=—-66
3 4 5 3 5 5

11 2 a3
4% Si en un determinante los elementos de una linea son nulos, el determinante es nulo: 0 0 0/(=0

dzy dz ag
0 ap

=0-a,, —0-a,, =0
0 a22 22 12

Demostracion: ‘

0 0 0
Ay Ay Ay |=0-apaz; +axaz - -0+ay-0-az —0-axaz —aaz -0-0-aa33=0
az; @azp Aagj
58) Si en una matriz se permutan dos filas (o dos columnas), el determinante cambia de signo.

A1 &3 Q2 A1 Q2 A3
8p1 @dpz QA |=—|az 3z A3
831 azz Az 833 Az Aags
Demostracion: | %24 1| _q) .a, —ay; -y =—(ay -8z —ar, -ay)=—|A
a2
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24

a1 ap as
813 ap3 agzz| = @apapzaszy +a138318 + 812821833 — 81283831 — 821813837 — 811833822
812 axp ax
= —ap18p2833 —821832813 — 1823831 + 813822831 + 823832811 + 812821833
a1 a2 413
= -8 a2 a3
az1 4z dz3

12 3 2 1 3
Ejemplo: 4 3 -1|=-6 3 4 -1/=6
3 4 5 4 3 5

Actividad propuesta

3. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

4. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden dos cuando haces una permutacion de filas seguida de una
permutacion de columnas.

5. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces dos permutaciones de filas.

6. Comprueba qué ocurre en un determinante de orden tres cuando haces una permutacion de filas seguida de una
permutacion de columnas.

4, a a
62) Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales, el determinante es nulo: [ay; b b(=0
azg; € C
., a a
Demostracion: b b‘:a~b—a-b:0

a b ¢
a b c|=ab-agz+a-c-agp+b-c.-azg;-b-c-az;—a-b-azz—-a-c-az =0

az; @4z as3

11 3
Ejemplo: 4 4 -1|=1.4.5+4-3-3+1.(-1)-3-3-4.3-1.4.5-1.(-1)-3=20+36-3-36-20+3=0
33 5

7. Razona por qué esta propiedad puede deducirse de la propiedad nimero 5.

8. Comprueba en un determinante de orden 3 que la propiedad se verifica también cuando hay dos columnas iguales. Hazlo
de dos formas diferentes: desarrollando el determinante y utilizando la propiedad del determinante de la matriz traspuesta.

Como consecuencia de las segunda, tercera y sexta propiedades tenemos las siguientes:

79 Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas proporcionales, su determinante es nulo.

a;; a k-a
a, b k-b[=0
azgg C¢ k-c
Demostracion: a k-a| _, fa al_ . (comovimos en la propiedad anterior)
b k-b b b
a b c a b ¢
k-a k-b k-c|=k-j]a b ¢ |=0
a3 azx ags a3 2z as3
14 3 141
Ejemplo: 2 5 6/=3:[2 5 2[=3.0=0
3109 313

8 Si los elementos de una linea son combinacion lineal de las restantes lineas paralelas, el determinante es nulo.
a1 &2 r-ay1+s-a2
dp1 app r-ap;+S-ap =0
az] agy r-ag;+s-as
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Demostracion: Para determinantes de orden dos esta propiedad se reduce a la anterior.
Para determinantes de orden tres:

ajp & r-ajp+s-agp a1 ap r-an a1 a2 S-ag2
ap1 apzp r-app+s-apx W dp1 apzp r-apy|t+|az az s-axp
azy agy r-agp+s-az azp agz2 r-as az; ag2 s-azp
a1 a2 an a1 a2 a2
Prop.2 r-laz;r apzz apzp|+S-japz; az apz
azp asz2 asi azp az2 asg
r-0+s-0=0
Prop.6
4 3 7 4 3 4+3
Ejemplo: 3 1 4/=[3 1 341 |———0
C,;=C,;+C,

-2 7 5| |-2 7 -2+7
9% Si a los elementos de una linea se le suma una combinacién lineal de las restantes lineas paralelas, el

. i ayp ap ag+(rap+sap)| |an ap a
determinante no varia: ap; apy apg+(r-ap +s-ap)|=lay axp axy

az) azg; asgg+(r-azg+s-agp)| |asg azp ass
Demostracion
Para determinantes de orden dos sélo hay una posible combinacion:
ajpt+r-a;p a2 ajp apz| (a2 a
app+r-azp ay az1 ag| |r-azp az

Actividades propuestas|

9. Demuestra esta propiedad para determinantes de orden tres.
10. Comprueba que el valor del segundo determinante, obtenido del primero con la transformacion indicada, es el mismo que

a1 2
ag1 axp

aj;  ag
ap1 ax

+ +0=

Prop.2 Prop.7

6 1 5 6 1 13
el del determinante de partida. 7 -2 1 7 -2 4
C3=C3+C;+2C,
-4 -3 0 ‘—4 -3 -10

10%) El determinante del producto de dos matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de las
matrices: |A-B|=|Al{B|
Demostracion: Para determinantes de orden dos:

AR (611 ale.(bll br2 J _ [311 ‘bi1+agp -bp1  arybip +agp by j
a1 apy ) \bz1 b2 apy-big +agy -bp1  agy-bip +azy -bop
ajy-byg +agp -bp1 @ -biz +agn -bop
apy-byg +azy -bp;  agy-bip +azp b
Aplicamos dos veces la propiedad (3):
aj1-by  agg-bip +agp by
ap1-bp ap-bip+agz b
_|a11bin aqgbip | fagg by agp by
ap1-bi1 apy-bip| |apy-bpyr apy-bap
factores comunes que se puede (propiedad 2):

Por tanto: |A-B| =

ajp b1 agp-bpp +agp b
app b1 a1 by +agy by
N a2 -bp1 ag1-byo
ap2 bp1 apy by

|A-B| =

Extraemos todos los
. ajp-bp1  a1p by

ag -bp1 @z by

aj;  a1n N ) ajp  aix aj2  aip
A-B| = byqbio- +byq1boo - +boibyo - +bo1boo -
| | e P - P A N 219221 o ay,
Y observamos que el primer y el Ultimo determinantes son nulos (propiedad 6):
|A-B| = byibyp-0+byibys - 1 A2 +byobog - a2 a1 +bziboy -0
a1 ap azx ap
Vemos que en el segundo determinante hay una permutacion de columnas, luego:
a1 A2 a2 A1 A1 A2 a1 A2
|A-B| = byibyy- +byobyg = bygbyy- - :
a1 ap a1 a1 a a1 axp
a1 ap a1 app| |y b
= "(blleZ_blzbﬂ) = oo bl = |A- 8]
a1 ax ag1 ax 22 M22
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Actividades propuestas|

6 1 5
11. Comprueba esta propiedad para las siguientes matrices cuadradas de orden tres: a)A=| 7 -2 1| Yy
-4 -3 0
2 0 2 1 00 -1 1 0 2 1 2 2 0 2
B=|1 0 -1|;b)A=l0 1 0O|yB=|1 1 1[;¢)A=/0 0 -2|yB=|1 0 -1
2 -2 0 0 01 -1 2 3 2 -1 0 2 -2 0
12. Razona si es posible que para dos matrices A y B existan los productos A-B y B-A, pero no se verifique que
|A-B|=|B-A|.
13. Dadas dos matrices A y B, cuadradas y de igual dimensién, razona si las siguientes expresiones son ciertas 0 no:
a) (A+B)? =(A+B)-(A+B)=A?+B? f) ‘(A+B)2‘:|A|2+|B|2

O (arBf =A*+B%r2.A B 9) |(a+BP|=|A]” +|B[? +2: Al B]
) (A-B)?>=(A-B)-(A-B)=A?-B?

d (A-B2=A%2+B2_2.A.B h) ‘(A‘B)2‘2|A|2—|B|2
) (A+B)-(A-B)=AZ-B2 ) |(a-BP|=|AP+[B[ -2 Al |B|
) |(A+B)-(A-B)|=|A[*-|B|?

3. CALCULO DE DETERMINANTES POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA

Hemos calculado determinantes de orden 2 y 3 usando la definicion de determinante (regla de Sarrus). Intentar aplicar la
definicion a determinantes de orden mayor que 3 es muy engorroso, por lo que los matematicos buscaron otro método.
3.1. Definiciones
Comenzamos por definir algunos conceptos que vamos a necesitar.
3.1.1. Menor complementario
Dada una matriz cuadrada A, de orden n, se llama menor complementario del elemento a;, y se representa por aj, al
determinante de orden (n — 1) que se obtiene al eliminar la fila i y la columna j.
(3.11 b a3

A=lay azp a3 Qgp =

e

Ay

as; a
dz; @agp Aags uO

3.1.2. Adjunto de un elemento

Dada una matriz cuadrada A, de orden n, se llama adjunto del elemento a; y se representa por Aj j al menor

complementario o, precedido del signo + 0 — segun que la suma de los subindices (i + j) sea par o impar:

_ i+]
A =) oy
Asi, el adjunto del elemento a:» serd: A1z = —au2 Y el adjunto del elemento ass sera: Ass = +ouss.
3.2. Célculo de determinantes por adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma de los productos de los elementos de una linea por sus adjuntos
correspondientes.

ay ... &y ay,
: : : - Ar+ap-Ag ... +a - Aj+...8 - Ay (por filas)

&y ... @ ... Ay |= 0

: : : aj-Aj+agj-Ayj+...+a - Ay +...ay - Ay (por columnas)
B ... 8y ... Apy

Asi, el determinante de una matriz A, de orden 3, se podria calcular de seis formas diferentes:
ap A a3 a1 - A +ag - Ay +ay3- Ajg (por la primera fila)
|A=|ay @y ay|=1ay Ay +ay Ay +amg- Ay (porlasegunda fila)
az; az as agp - Agp +ag, - Agy +ag3- Agz  (por la tercera fila)
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a;y Ay A3 agq - Ajp +ay - Ay +agg - Ay (por la primera columna)
0 |A=|ay ay ap|=<a; Ay +ay- Ay +ag - Ay  (porlasegunda columna)
az; agp ag ay3 - Aj3 +ay3 - Ay + 833 - Ag3  (por la tercera columna)

El problema de asignar el signo més o menos a cada adjunto se simplifica si se tiene en cuenta que éstos van alternandose y
que el correspondiente al elemento ai; es el signo +, sin importar el camino que se siga para llegar al elemento
correspondiente.

+ - + -
+ - 4+
+ - -+ - +
—_ _|_ p—
- + + - + -
+ - +
-+ - +
Ejemplo:
%+ Vamos a desarrollar un determinante de orden 3 mediante los adjuntos de la primera fila:
315
0 3 2 3 2 0
2 0 3|=+3- -1 +5-
7 2 5 2 5 7
57 2

Si desarrollamos el determinante por los adjuntos de la segunda fila (o de la segunda columna) nos encontramos con un
producto en que uno de los factores es nulo, lo que nos simplifica el calculo:

3 15

15 3 5 31
2 0 3|=-2- +0- -3-

7 2 5 2 5 7
5 7 2

Por tanto, cuando se combina este método para calcular determinantes con las propiedades de los mismos, y trabajamos
antes para conseguir el mayor numero posible de ceros en una linea, podremos calcular de forma muy sencilla dicho
determinante por los adjuntos de dicha linea.

Ejemplo:
4 Calcula este determinante mediante adjuntos, haciendo ceros para simplificar las filas:
1 2 3 1 2 3
5 11 3 2 3
-2 1 5|———{0 5 11|=1. -0- +0- =-5-22=-27
F,+2F 2 _ 2 N 5
1 4 2 FR-F [0 2 -1

Mediante este método se ha pasado de calcular un determinante de orden 3 a calcular un determinante de orden 2.
Aunque el ejemplo se ha hecho con un determinante de orden 3, vale para cualquier orden y nos abre la puerta a calcular
determinantes de orden superior.

Actividad propuesta
1 2 3 4

14. Calcula por adjuntos el valor de este determinante: 0 -1 -2 -3
0 0 2 3

0O 0 0 -2

3.3. Determinante de una matriz triangular
Como acabas de comprobar en la actividad anterior:
El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de la diagonal principal.
all a12 e aln
0 ay, ... a,
. . " =@ayg -Qp *... - Qpp
0 0 0 a,
Demostracion
Desarrollamos el determinante por los adjuntos de la primera columna:
all alz .o aln a22 323 .o a2n
0 a ... a 0 a ... a
. _22 . 2n :all'A]_1+O'A21+...+O’An1:all' ?3 . ?n
0O 0 0 a,, 0O 0 0 a,
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Repetimos desarrollando por los adjuntos de la nueva primera columna:

dy @83 ... dpp A3z @Az ... 8z
0 ag ... ag, 0 ay aun
ajn | . C. . =ay;-(ag - App +0- Ay +...+0- Ay ) =ay; -y, - .
0 0 0 a 0 0 0 ay
Es evidente que este proceso se repetira hasta agotar las columnas, por tanto:
all a12 Dy aln

0 ay ... ag,
. . . =a11-a22-...-ann

0 0 0 ay
El proceso que hemos seguido en esta demostracion es una version muy simplificada de un método de demostracion
llamado método de induccion.

1 2 3
Ejemplo 0 4 5|=1-4.6=24
0 0 6
Actividad propuesta
1 -38 53 -78
" 0 -4 87 -39
15. Halla el valor de a que verifica: =24
0 0 a 93
o 0 o0 -2

3.4. Matriz adjunta
Se llama matriz adjunta de la matriz A a la matriz formada por los adjuntos de la matriz A, y se representa por Adj(A).

At Ap A
Adj(A)Z A Ap  As
Agr A Ag
2 5 . +oy —o +4 -1
Ejemplos: A= — Adj(A) = A A _ 11 12 |_
1 4 Ay Ay =0y +O0p -5 +2
12 3 A Ap Ag +0q7 —Ogp +0g3
B=[-15 1 |5AdB)=|Ax Ay Ap|=|-0y +0y,y -0y
3 6 -2 Agt Az Agg +03 —O3 +033
Por tanto:
I P I
+ _
0 2 3 -2 3 B[l 16 41 —21
. 2 3 1 3 1 2
Adj(B) =| — + - —|+22 —11 o0
‘6 _2‘ ‘3 _2‘ ‘3 6‘ 13 -4 +7
AR P -
+ - +
5 1 -1 1 -1 5

Actividades propuestas|

16. Para las matrices A y B del ejemplo, determina: a) | A| y | B|; b) [Adi(A)]' y [Adj(B)]'; o) A-[Adj(A)]" y
B-[Adj(B)]". :Qué observas?

2 -10
17. a) Calculalamatriz adiuntade: C=| -1 0 2/|.b)Halla |C |, [Adj(C)]" y efectua el producto C-[Adj(C)]'.
1 1 1
c) ¢ Qué observas?
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4. MATRIZ INVERSA

En el tema anterior (matrices) se ha visto el concepto de la matriz inversa de una matriz cuadrada y se han calculado inversas
de matrices de orden 2 y 3 mediante sistemas de ecuaciones o con el método de Gauss—-Jordan. En este capitulo veremos
una tercera forma de calcular matrices inversas.

Recordemos que una matriz cuadrada A se llama regular (o inversible) si existe otra matriz cuadrada, llamada inversa y que
se representa por A%, que multiplicada por la matriz A nos da la matriz identidad.
AAT=A1 A=
Vamos a deducir cdmo es la matriz inversa. Supongamos una matriz cuadrada A de orden n, aunque para facilitar los célculos
trabajaremos con una matriz de orden 3.
a1 412 a3
A=lay ay; ap

d3; @8z dg
Hallamos la traspuesta de la matriz adjunta:

Ay Ay Ag
[Adj(A)]t = A Apn Ay
Az Ay Agg
Multiplicando la matriz A por la traspuesta de su adjunta [Adj(A)]t tenemos:
a1 ap Az ) (Au A Ay |A| 0 0 100
ay axp axp||Ax Ap Ap|=|0 |A 0|=|A-|0 1 O|=|AI
azgy Az Az )\ Az Ay Ag 0 0 |A| 0 01

Es decir, al multiplicar nuestra matriz A por la traspuesta de su adjunta nos ha aparecido la matriz unidad:

AlAd(A)] =|A 1 — A (ﬁ [Adj(A) t] =

De donde se deduce que, si el determinante de A no es nulo:

At =L [adiA)}

A

Como de toda matriz cuadrada se puede hallar su adjunta y luego la traspuesta de ésta, lo Unico que puede hacer que no
exista la inversa es que no exista el factor ; , que no existe cuando | A | = 0. Luego:

“La condicion necesaria y suficiente para una matriz cuadrada tenga inversa es que su determinante sea
distinto de cero”

Por otro lado, como A-A™t =1 y por la novena propiedad: ‘A-A_l‘ = |I| =1

‘A-A’l‘ - |A|-‘A’1‘ 1= ‘A’l‘ _ L

A
Actividades resueltas
% Halla la matriz inversa de A — [; ﬂ
En primer lugar comprobamos el valor de su determinante: |A| = ‘ ; i‘ =-1= |A| #0= 3A?

Hallamos la matriz adjunta y la traspuesta de ésta:

- 1 -2 N | L o1(1 -1) (-1 1
AdJ(A):(‘l J:[Adj(A)] ZL—Z 1J:$A =—_1(—2 1j=(2 —J

1 2 3
#Hallalamatrizinversade B=|-1 5 1
3 6 -2
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En primer lugar comprobamos el valor de su determinante:

1 2 3
|B|=[-1 5 1 =710718+67457476:777:>|B|¢02EIB_l
3 6 -2
Una vez comprobada la existencia de matriz inversa, hallamos la adjunta de B.
5 1 -1 1 -1 5
e —2| |3 -2 3 6
R
6 -2 3 -2 3 6
+‘2 3‘ _‘1 3‘ NERK:
51 -11 -1 5
-16 +22
la traspuesta de esta matriz: [AdjB)] =| +1 -11
-21 0
-16 +22
Y, finalmente: B*1=i-[Adj(B)]t=L +1 -11
8 -2 o0

Actividad propuesta

18. Comprueba para los ejemplos anteriores que A-A1 =1y B-B1 =

5. RANGO DE UNA MATRIZ

Si recordamos que una matriz es una tabla de informacion, y que la cantidad de informacion que almacenan algunas tablas es
monstruosa (basta con imaginar la base de datos de una empresa), es evidente la necesidad de encontrar una manera de
eliminar informacion redundante y quedarse con una cantidad minima con la que poder recuperar los datos eliminados.

Ese es el concepto cotidiano de rango, el minimo nimero de elementos independientes de una tabla de informacién, es decir,
el menor nimero de lineas con las que podemos obtener todas las deméas. De este modo, basta guardar una cantidad

pequefia de lineas junto con las operaciones que generan el resto.

5.1. Menor de una matriz

Dada una matriz de dimension m x n, se llama menor de orden k al determinante formado por la interseccion de k filas y k

columnas de la matriz.
Asi, por ejemplo, en la matriz:

A=

ayy
as;
az;

app
ay
agy

A3 Ay
Qy3 Ay
Azz Ay

-16 +1
+22 -11

~13 -4

-13

-4

+7
-13
-4
+7

ol
7%7
2

- Los determinantes | ayp | | ayg | y | agy | seran algunos de los menores de orden 1.

: a1 ap ap
- Los determinantes ,
dy Ay az;
ap; dp 83
- Los determinantes |a,; a5, ay |y
dz; dz ag

Ay

34
ag
a
asy

ay

CEY)
a3
ans
ass

ay3
as

A4
ay4 | son menores de orden 3.

azy

En este caso la matriz no tiene menores de orden superior a 3, pues sélo tiene tres filas.

5.2. Rango de una matriz

Definimos en su momento el rango de una matriz como el nimero de filas o columnas linealmente independientes, y lo

-21
0
+7

72%7 1%7
Y. ¥
0 _%7

seran algunos de los menores de orden 2.

calculamos usando el método de Gauss. Vamos a ver otra forma de definir y calcular el rango de una matriz.

Se llama rango de una matriz (o caracteristica de una matriz) al orden del menor de mayor orden no nulo.
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Actividades resueltas

1 3

0 -2
+ a) A=

5 -1

-2 3

Como la matriz no es la matriz nula, basta con escoger un elemento no nulo para comprobar que el rango de la matriz es por
lo menos 1. Tomamos el elemento ai1 y trabajamos a partir del él (podriamos haber cogido cualquier otro):

[1|=1£0=rg(A)21
Trabajamos ahora a partir del menor de orden 1 que hemos tomado, para construir los menores de drdenes superiores.

L3 =2#0=rg(A)=2
0 -2
La matriz no puede tener rango mayor que 2 pues solo tiene dos columnas.
1 2 -3
b b) B = 2 1 0
-2 -1 3
-1 4 =2

Como la matriz no es la matriz nula, ya sabemos que su rango sera mayor o igual que 1y por lo tanto empezamos a trabajar
con menores de orden 2.

1 2 -3
1 2
‘ ‘:1—4:—3¢0:>rg(8)22 y |2 1 0[=-920=rg(B)=3
2 1
-2 -1 3
El rango no puede ser mayor que 3.
13 1 -2
1 4 3 -1
% ) C=
2 3 -4 -7
38 1 -7
Tomamos un menor de orden 2 que sea distinto de cero y trabajamos con él para formar los menores de orden 3y superiores.
1 3
‘1 4|=4-3=120 =rg(C)=>2
1 3 1
Formamos un menor de orden 3: 14 3|=0
2 3 -4

Como este menor de orden 3 es nulo, formamos otro menor de orden 3, pero siempre a partir del mismo menor de
orden 2, hasta que encontremos un menor de orden 3 que sea distinto de cero, si lo hay:

1 3 -2 131 1 3 -2
1 4 -1|=0 1 4 3|=0 1 4 -1/=0
2 3 -7 381 3 8 -7

Como todos los menores de orden 3 que se pueden formar son nulos, entonces el rango de la matriz es 2.
Es interesante conocer esta propiedad:

“Si los todos los menores de un determinado orden son nulos, también lo son los de 6rdenes superiores”.
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1.- Calcula los determinantes de las siguientes matrices:
) 110
2| 2] b)(2 _3J c)(a ‘5J d)[a bj e)(m m] nl1 01
3 4 4 5 5 b b a m 1 01 1
101 1 -2 3 a l1 m 1 3
9|0 1 0 )| O 3 4] )|1 a 1| )|1 -1 -1
3 45 -4 1 5 11 a 5 -3 m
2.- Prueba, sin desarrollarlos, que los determinantes de las siguientes matrices son nulos:
1 a b+c a c+d b
a|l b c+a b)la b+d ¢
1 ¢ a+b a b+c d

152 630
3.- Demuestra sin desarrollar que los determinantes |2 2 8|y |9 2 5| son mdltiplos de 15.
5

055 (|40
4.- Prueba sin desarrollar que los determinantes siguientes son maltiplos de 11:
121 1913
a|l 9 8 b) 2618
5 0 6 2 213
1 5109
5.- Comprueba, a partir de las propiedades de los determinantes, que A1 =0y que A;= é .
-8 25 40 5 21
M=% 3 -2 A, =4 7 6
0 27 O 6 3 9
a b c =i -g -h
6.- Sabiendoque |d e f|=3 calcula, sindesarrollar, elvalorde |f+c d+a e+b
g h i 3c 3a 3b
a b c
7.-Sabiendoque |p q r|=-2 calculasindesarrollar:
X Yy z
a c b X a-3p -2a Xx—2p+3a a -3p
2x 2z 2y |= y b-3q -2b|= Zz-2r+3c ¢ -3r|=
-3p -3r -3q Z ¢c-3r -2 y-20+3b b -3q

8.- ¢ Cuél sera el orden de una matriz cuadrada A si sabemos que su determinante vale -5 y que el determinante de la matriz
3-Alvale -1215?

X 'y z 1 1 1
9.- Justifica, sin realizar calculo alguno, que | x? y? z?|=xyz-|x y z
IR 2y 72

¢
10.- Dadas las matrices Ay B de orden 4 x4 con |A| =3 y |B| =2, calcula ‘A_l‘ , ‘BtA‘ y ‘(ABl)
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a a a
11.- Obtén, en funcién de a, by c el valor del determinante: [a+b a a
a a+c a
l1+a 1 1 1 al 11
12.- Demuestra que: t-a 1 =a?.b% y tall (a-1)° (a+3)
1 1+b 1 1 1 a1l
1 1 1 1-b 1 1 1 a
2 1 -3
13.-Dadalamatriz A={3 2 0| sepide:
1 -2 4

a) Calcula: |Al; O3y 5 Olgg 1 A, 5 A,
b) Resuelve la siguiente ecuacion: |A| X+ Ay3 +301; =2+ A3 X

14.- Sea una matriz simétrica A € M, , cuyo determinante es — % . Comprueba si es verdadero o falso

[-3A/=9 ‘A'—:%At‘:y3 Ag M, 4|A|—7‘At‘:1 2he M.,
T e

Si son falsas, indica la respuesta correcta.

15.- Sean las matrices Ay B € M 2 tales que |A| =372y |B| = 3. Con estos datos calcula de forma razonada: ‘A_l‘ ;
B[ |A-[B[":[387%- A ; 3A-BY|; ‘(B’l A
16. - Sean F, F,, F, y F, las cuatro filas de una matriz cuadrada A, cuyo determinante vale —2. Se pide calcular de forma
razonada:
a) El determinante de la matriz _% .

b) El determinante de la matriz inversa de A.
2

: A
c) El determinante de la matriz e

d) El determinante de una matriz cuyas filas son: 2F,,-3F, + 4F;,—F,,2F;.

a b c d
a bb 1 2 ab -cd
17.- Paralos determinantes A, =|b a b| A, = g =
a b a b 0 1
b b a )
a®~ b -1 0

a) Halla los menores complementarios de los elementos ous, ows, sz Y oz, cuando existan.
b) Halla los adjuntos de dichos elementos, cuando existan.

18.- a) La matriz A verifica A% = A. Halla los posibles valores del determinante de A.

b) La matriz A verifica que A- At = I . Halla los posibles valores del determinante de A.
-3 2 1
19.-Dadalamatriz A=| 1 2 -3 | calcula el determinante de la matriz A de las siguientes maneras:
-2 1 1

a) Aplicando la regla de Sarrus.
b) Desarrollando por los elementos de la 32 fila y de la 22 columna.
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2 3 2 -2 0
20.- Dadas las matrices A:(_ls ; 3) , B=|0 -1y C=|-3 1 2] se pide calcular el valor de los
N 1 -3 1 -1 3

siguientes determinantes: |A-B|; [C|; ‘At : Bt‘; C-B-A;[c)?

1 2 x 2 -1 2
21. - Resuelve las siguientes ecuaciones:a) [-1 3 2|=2-3x Db) -1 x —-3|+5=5x-3
2 0 3 x 1 4
2 -3 X 3
—X
22.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) [ X 2 3|=0 b)|-1 1 2{+ oy =11
X -x 2 3
-1 00
23.- Resuelve la siguiente ecuacion |A—X-I|=0,siendo A=| 3 2 1] ellamatriz unidad.
-2 12
24.- Halla los determinantes de las siguientes matrices:
11 2 -1 3 -2
A:@ :J B:(cl) ;j D=3 0 1 E=|0 -1 2
2 10 1 4 2
A N P
F=|3 -2 -2 G=l0 -1 -5 H= J= B
0 210 2 1 -4 2
1- 2 0 0 0 2
-1 2 31 -1 5 -2 3
-2 -3 0 2
. . . -3 1 21
25.- Aplicando propiedades, calcular el valor del determinante: Al =
0 -2 -1 3
-1 4 20
a) Indicando los pasos a realizar, hasta llegar a uno de orden 2.
b) Desarrollando por los elementos de una linea.
3 -2 2 -3 2 1 3 2
26. - Comprobar el valor de los siguientes determinantes: -2 0 3 1 =137 -2 1 2 =27
4 1 -2 -3 2 -2 1
2 0 4 -1 3 0 -3
1 8 0 0 -7
-2 -3 0 4 1
27.- Calcula el determinante: 0 5 00 -2
3 6 71 2
0 -3 00 O
1 1 1 1
1 3 -2 5
0 1 -1 x 1 1
28.- Calcula los determinantes siguientes: a) £ 6 3 by[-1 -1 x 1 1
-1 -1 -1 x 1
-1 2 3 2
-1 -1 -1 -1 x
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3 -1 x 1 0 4
29. - Resuelve las siguientes ecuaciones: a) |5 2x 7|=5x+6 b)J]0 x 4/=0
-1 3 x -1 3 x
x -1 2x 1 -1 2
30.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a)| 8 x-1 5 |=67 b) [ x-1 0 x+3|=1-7x
-2 1 0 1 x-2 4
2 1 c b
31.- Halla las matrices inversas de las matrices: a) (2 4} b)|]3 -5 1 )|l a c
Lo 0 1 b c
1 0
32.- Siendo las matrices A=£1 30 _ZJ B=| 2 1.
2 21 -4 0 3
-1 1

a) ¢Es cierto que det(A-B) = det(B-A)?
b) Calcula, si es posible, la inversa de A-B.

2 1 t
33.-Dadalamatriz A=| —t 0 -1/ hallalos valores de t para los cuales A no tiene inversa.
-2 -1 3
1 -2 1
34.-Dadalamatriz A=| -2 —XA 0|, averigua para qué valores de A existe A",y calcilala para A, =—3.
Ao 11
110
35.- Calcula la matriz inversade A={0 1 2
101
3 2 0
36.-Dadalamatiz M ={1 -1 3
2 1 -2

a) Comprueba si es una matriz regular o inversible. En caso afirmativo, halla su inversa.

bh) Descomp6n la matriz M en suma de dos matrices, una simétrica y otra antisimétrica.

c) Descompon [M| en suma de dos determinantes |P| y |Q], tales que sus elementos sean todos no nulos y que el valor
de uno de ellos sea nulo.

d) Comprueba si: |M| =|P|+|Q| y ||\/||:||:>|.|Q|

) Resuelve la ecuacion: ocle,x2 —|M |x +4A,, =2

aleo
37.- ¢Paraqué valoresde alamatriz | 0 1 1 | notiene inversa? Halla la inversa para a = 2.
1 a0
4 1 7
38.- a) ¢ Para qué valores del pardmetro a no es invertible la matriz A? A=|1 3 2
a -2 5

b) Para los valores de a encontrados calcular los determinantes de A- A' yde A'-A.
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2 -1 m
39.- Sea C la matriz 1 0 -1
-2 1 1

a) ¢Para qué valores de m no tiene inversa la matriz C?
b) Calcula la inversa de C param = 2.

1 0 -1
40.- Dada la matriz A=|0 x 3 | donde x esunndmero real, halla:
4 1 -—X

a) Los valores de x para los que la matriz A posea inversa.
b) La inversa de A para x = 2.
c) Conx =5, el valor b € R para que la matriz b-A tenga determinante 1.

41.- Dadas las matrices A,By C 9\/[%, plantea la resolucion de las siguientes ecuaciones utilizando la matriz inversa:
a) X-A=B b) B-X -2B=3X C) A-X-C=2B'+A

42.- Calcula todas las matrices diagonales de orden dos que coinciden con su inversa. Si A es una de esas matrices, calcula
su cuadrado.

0o 2 1
43.- a) Halla, si existe, la matriz inversa de M. M=1 1 1
-1 -2 -2
b) Calcula la matriz X que cumple X -M + M = 2M 2
1 1 a
44 - Dadas las matrices: A =[ 1 0] C=|2 a1 D :( 10 -2 J
-2 1 5 2 0 2 -1 -1

a) ¢ Qué valores de a hacen singular la matriz C?
b) ¢ Qué dimensiones debe tener la matriz B para que la ecuacion A-B-C = D tenga sentido?
¢) Calcula B para el valor a =1.

5 x -2 x-1 2 2 ; L ; )2(
X
45.- Resuelve las siguientes ecuaciones: a) (4 3 9(=0 b) x-1 =0 ¢ 3 s 3 =0
X
10 7 1 1 x-2
4 4 4 x+3
0 2 1012 2t 3440
46.- Halla el rango de las siguientes matrices: a)( J b)( j c)|1 2 1| d|1 3 2 -
2 0 2 -1 3 2 11 2 21 2 2
o . 31201 1230
47. - Halla el rango de las siguientes matrices: A= B=|2 -1 4 0
6 2 4 0 2
3 2 21
1 23 4 5
-1 3 0 -2 4
C=
3 6 9 12 15
0 53 2 9
48.- Halla el rango de las matrices en funcién del parametro:
1 3 0 1 al
a)@ﬂ b)(zggc)la—ld)lla
0 2 a all1
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49. - Determina el rango de las matrices siguientes en funcion del parametro correspondiente:

x 3 0 111 1 0 1 -1

A=|0 1 -—-x B=(3 0 0 -1 C=|3 3 2

11 1 1 x x 1 11 a
-x 1 1
50.-Dadalamatriz A=| 1 -x 1
1 1 —-x

a) Resuelve la ecuacion det(A)=0
h) Calcula el rango de la matriz A segun los valores de x.

m 2 6 2 2
51. - Dadas las matrices A= 2 m 4 B={1 O
2 m 6 -1 2

a) Discute el rango de A segun los valores de m.

b) ¢ Qué dimensiones debe tener la matriz X para que sea posible la ecuacion A:X = B?
c) Calcula X param = 0.
52.- Resuelve las ecuaciones:

a) A- X =B siendo A:@ ZJ y 32(4 _GJ

5 2 1
100 2 0
by B-X=C,siendoB=|{2 1 0|yC=|1 3
101 00
1 00 10 -1 111
c) A-X=B+2C siendo A=|0 2 0[,B=|0 0 0|yC=[2 3 0
1 0 3 9 3 -3 3 45
d)AxezcsiendoA—2 ,B= 310 c-[* 712
RS ¢! 12197 oot
RESUMEN
El determinante de una matriz cuadrada A es el
Definicion de nUmero real que se obtiene mediante
determinante det |A| Z )alc( 1320(2)- Bno(n)
oceS n
Determinante de q 1 8 2 3
et A =18y —agoa =2-5-3:1=10-3=7
orden dos )=|Al= a, ay| 1 TrTA 15
Determinante de ® ® ® B8 8 2 ] B B 123
orden tres. ® ® ®=+8/B/® - ®/® ® 15 1/=10+6+18-45-6-4=-21
Regla de Sarrus ® ® ® S & & & ® 36 2
Menor Menor complementario del elemento a, [, es el 1 G A3 a, ags
.| determinante de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la A=laby 8z 8z =0y =
complementario o : ag, ag
filaiy la columnaj. ap Ax ag
Adjunto del elemento a;, Aj, s el menor complementario s a. a Ay, = — 42 3
Adjuntodeun | Ui precedido de + o - seglin la suma de los subindices i Al motz s 42 8
S + ] sea par o impar. T % %2 %=
= (-1)* 81 Ap A Py =+ | 22
Ay == %i 8 8
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Matriz adjunta

Se llama matriz adjunta de la matriz A a la matriz
formada por los adjuntos de la matriz A, y se representa
por Adj(A).

Al Ao A
Adj(A)=| Ay Ay Ay
As1 Agpp  Ags

Desarrollo por
adjuntos

El determinante de una matriz es igual a la suma de los
productos de los elementos de una linea por sus
adjuntos correspondientes.

1A T a2 A +3A13

|As| =
{312 Ay +ay Ay +agAg

Matriz inversa

Si el determinante de Anoes nulo: A~ 1= |A| [AdJ )]

1 -1
. -1
e M_enor de o_r,den k es el determinante formado por la 2 3|>M,=
interseccion de k filas y k columnas de la matriz. ) 3 -2 3
Rango de una Rango (o caracteristica) de una matriz es el orden del | Elrango de la matriz anterior es dos, porque M.
matriz menor de mayor orden no nulo =3-2=1=0.
AUTOEVALUACION
Dadas las matrices
211 8 22 72 43
A=|1 2 1| y B=| _0 _2 _3
11 2
0O 0 0 -2
1.- El valor del determinante de la matriz A es:
a)4 b) 0 c) -4 d)8
2.- El adjunto Bs del determinante de la matriz B es:
0 2 4 0 2 4
a)0 b)|0 0 -3 c) -4 d-10 0 -3
0 0 -2 0 0 -2
3.- El valor del determinante de la matriz B es:
a)4 b) 0 c)8 d) -8
4.- El rango de B es: a)l b) 2 c)3 d)4
5.- La matriz inversa de A es:
3 -1 -1 3/4 1/4 -1/4 3 1 -1 314 -1/4 -1/4
a)|-1 3 -1 b)| 1/4 3/4 1/4 c)|1 3 1 d|-1/4 3/4 -1/4
-1 -1 3 -1/4 1/4 3/4 -1 1 3 -1/4 -1/4 3/4
333 100 1 2 3 1 3
Dadas las matrices: C=|3 3 3(;D=(0 1 O|;E=|4 0 1|;F=/0 O
3 33 0 01 2 3 4 0
6.- La matriz inversa de la matriz F es:
-1 11 -3 -1 00 -1 0 0 1 0
aA)Ft={0 -4 1| bF*=|11 4 1| oFt=|0 4 -1| dF?t=[12 4
0O 1 O 3 00 0 -1 0 3 00
7.- El rango de la matriz C es: a)3 h) 2 c)1l d) no tiene
8.- La matriz de determinante nulo es: a)C b) D C)E d)F
9.- El determinante de la matriz 5CD vale: a)5 h) 0 c) 15 d1
10.- El rango de la matriz CF es: a)3 h) 2 c)1 d) no tiene
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APENDICE: PROBLEMAS DE DETERMINANTES EN SELECTIVIDAD

1 3 2

(1) Considera las matrices A=| x 1 —-1| , B= 1 -3 L= 10
s 1 « 2 1 0 1

a) ¢ Puede existir una matriz C de forma que se puedan realizar los productos A-C y C- B? Si es posible, proporciona un
ejemplo. Si no es posible, explica por que.

b) Calcula (B — 1)2.

c) Determina los valores de x que verifican |A| = =7 1|

c d

Prueba que el polinomio p(x) = det(A — x-12) es p(x) = x2 — tr(A)-x+ det(A), donde tr(A) es la traza de la matriz A, es
decir, la suma de los elementos de la diagonal de A.

(2) Dados los nimeros reales a, b, ¢y d, se considera la matriz A = (a bJ

11 -1
(3) Consideralamatriz A={1 0 2
0 2 -1

a) Halla el determinante de la matriz A.
b) Halla el determinante de la matriz 3-A.
c) Halla el determinante de la matriz (3-A)3.

100 2 1 1
(4) Dadas las matrices cuadradas 1 =|0 1 0| y A= 2 3 2
0 01 -3 -3 -2

a) Calcula las matrices (A — 1)2y A-(A - 2-1).
b) Justifica razonadamente que
b.1) Existen las matrices inversas de las matrices Ay (A — 2-1).
b.2) No existe la matriz inversa de la matriz (A —1).
¢) Determina el valor del pardmetro real A para el que se verifica que A™ = A-(A - 2-1).
(5) Considera la matriz

secd tgd O
A=| tgf secd O
0 0 1

a) Estudia para qué valores de @ la matriz A tiene inversa.

b) Busca, si es posible, la matriz inversa de A cuando 8 = T

-2
3

M2 = M. Obtén razonadamente:

a) Todos los valores reales k para los que la matriz B = A — k | tiene inversa.
b) La matriz inversa B! cuando k = 3.

¢) Las constantes reales a. y B para las que se verifica que ot A2 + B A= -2 1.
d)

(6) Se dan las matrices A = ((1) ] = ((1) 2) y M, donde M es una matriz de dos filas y dos columnas que verifica que

Comprueba razonadamente que la matriz P = I — M cumple las relaciones: P2=PyM P =P M.
1 a 1
(7) Dado el nimero real a se considera lamatriz A={1-a 1 2
2
a a° -1

a) Obtén los valores del nimero real a para los que la matriz A tiene inversa.
b) Busca, si es posible, la matriz inversa de A cuando a = 0.
-x 1 0

(8) Se consideralamatriz A= 0 -x 1
c b a-x
a) Obtén el polinomio p(x) = det(A). b) Si ¢ =0, busca las raices de p(x) dependiendo de a y b.
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2 1 -1
(9) Se consideran las matrices: A=|0 1 2 | vy B:[i _01 gj
0 0 1
a) Calcula, si es posible, la matriz inversa de la matriz A.
b) Resuelve, si es posible, la ecuacién matricial X-A = B.
(20) Utilizando las propiedades de los determinantes:
a-2 4 3
a)Verificaque: | 1 a+1 -2 |=(a-3)-(a—4)-(a+2)
0 0 a-4
11 2 3
b) Calcula: 0351
2 2 47
0 3 0 2
010
(11)Sea A=|0 0 1
100

a) Calcula su inversa, si existe.
b) Encuentra la regla de célculo de las sucesivas potencias A" de A.

¢) Resuelve la ecuacion
2 3 2
x-(A%+ A2 - A)=
111

(12) Se considera una matriz cuadrada A de orden tres que verifica la ecuacion A% = 6-A - 9-1, donde | es la matriz identidad.
a) Expresa A* como combinacion lineal de 1y A.

1 3 1
b) 1) Estudiasilamatriz B=| -2 6 1 | verifica la ecuacion B = 6-B - 9-.
2 -3 2
2) Determina si B tiene inversa y, si la tiene, calculala.
-x 1 1
(13) Dadalamatriz A=| 1 —-x 1
1 1 —-x

a) Resuelve la ecuacion det(A) = 0.
b) Calcula el rango de la matriz A segln los valores de x.

a b
(14) Sea A:[c d)

a) Calcula las matrices que verifican la relacion |A| = |A + 1| (I es la matriz identidad)

b) Calcula todas las matrices diagonales que no poseen inversa y que verifican la relacion anterior.

¢) ¢ Se verifica para cualquier par de matrices By C la relacién |B + C| =|B]| + |C|? Si no es cierto pon un contraejemplo.
22 a a a

22 a a
a 2a a
a a a Z2a

a) Calcula el valor de su determinante en funcion de a.
b) Encuentra su inversa, si existe, cuando a = 1.
(16) Aplicando las propiedades de los determinantes (y sin desarrollar, ni aplicar la regla de Sarrus) responde razonadamente
a las siguientes preguntas:
a) ¢,Como varia el determinante de una matriz de orden 3 si se multiplica cada elemento a;; de la matriz por 2'~1?
b) La matriz, de orden 4, A = (ajj) con a;; = i + J, ¢tiene inversa?

(15) Sea la matriz
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(17) Aplicando las propiedades de los determinantes y sin utilizar la regla de Sarrus, calcula razonadamente las raices de la

x 1 11
., s, 1 x 1 1 . ) .
ecuacion polinomica: p(x) = 11 1 . Enuncia las propiedades utilizadas.
X
1 1 1 x
1 1 1 ... 1 1
-1 9 1 ... 1 1
(18) Dada la siguiente matriz de ordenn: A, =| -1 -1 9 ... 1 1] sepide:
-1 -1 -1 ... -1 9

a) Calcular el determinante de la matriz A,.
b) Calcular el determinante de la matriz As.
c) Calcular el determinante de la matriz As.

2 1 -a
(19) Dada lamatrizz. M =|2a 1 -a
2 a 1

a) Determina el rango de M segun los valores del pardmetro a.
b) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcula dicha inversa para a = 2.

(20) Halla una matriz X tal que A™ X- A = B, siendo: A = ( 8 1 ) B = (1 By j

- - 2 1

2 1 b

(21) Calcula los valores de b para los cuales la matriz A tiene inversa. A={b+1 1 b
0 1 -2

X 2x+1 2x+1
(22) Resuelve la siguiente ecuacion: |2x+1 3x—-1 4x |=0
3x-1 4x 6x-1

(23) Obteén razonadamente:
a) El determinante de una matriz cuadrada B de dos filas, que tiene matriz inversa y verifica la ecuacion B? = B.
b) El determinante de una matriz cuadrada A que tiene tres filas y que verifica la ecuacion:
100 000
A2-9./0 1 0|=|0 0 0], Sabiendo que el determinante de A es positivo.

0 01 0 00

1 2 1
(24) Dada la matriz M =2 1 1 |y se sabe que T es una matriz cuadrada de tres filas y tres columnas cuyo
2 2 -1

determinante vale +/2 . Calcula razonadamente los determinantes de las siguientes matrices, indicando explicitamente
las propiedades utilizadas en su calculo:

A%T b) M¢ c) TM3T

Xx+2 4 3 y+1l 4 3

(25) Dadas las matrices A(X)=|x+2 6 2|y B(y)=|y+2 6 2
Xx+3 8 2 y+3 8 1

a) Obtén razonadamente el valor de x para que el determinante de la matriz A(x) sea 6.
b) Calcula razonadamente el determinante de la matriz 2A(X).
¢) Demuestra que la matriz B(y) no tiene matriz inversa para ningun valor real de y.
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-1 0 1
(26) Sedalamatriz A=| 0 m 0 donde m es un parametro real.
2 1 m?-1

a) Obtén razonadamente el rango o caracteristica de la matriz A en funcion de los valores de m.

b) Explica por qué es invertible la matriz A cuando m = 1.

c) Obtén razonadamente la matriz inversa A de A cuando m = 1, indicando los distintos pasos para la obtencién de A-
1 Comprueba que los productos AA™ y AA dan la matriz identidad.

-2 0 O 2 1 2

(27) Dadas las matrices A={ 1 1 0 y B=|0 -1 5| calcularazonadamente el valor de los determinantes

4 2 -2 0 0 2
siguientes escribiendo todos los pasos utilizados.
2) | A+B| y %‘(A+ B)_l‘ b)‘(A+ B)_lA‘ y [t (a+B) ) |2nBA" | y [ A%B7|

1 2 a-2

(28) Dada lamatriz A(a)={4 3 2
a a -6

a) Calcula, en funcion de a, le determinante de la matriz A(a), escribiendo los céalculos necesarios.
b) Determina, razonadamente, los nimeros reales a, para los que el determinante de la matriz inversa A(a) es igual a 6—16 .

360 18 48 12 100
(29) Dadas las matrices cuadradas A=|0 3 2| , B=/0 18 12| e I=|/0 1 O
0 01 0O 0 6 0 01

a) Justifica que la matriz A tiene inversa y obtener razonadamente la matriz inversa de A, incluyendo en la respuesta
todos los pasos.
b) Calcula, razonadamente, el determinante de la matriz 3 A%, incluyendo en la respuesta todos los pasos realizados.
c) Obtén razonadamente los valores reales X, y, z que verifican la ecuacion:
x| +yA+2zA2=B,

2

a) Calcula (A —1)2-(A - 5I) donde | es la matriz identidad.
b) Obtén la matriz traspuesta de la matriz A.
¢) Razona si existe la matriz inversa de Ay, en su caso, calcllala.

(30) Dada la matriz A = [i _1J

-1 -1 2 100
(31) Tenemos las matrices reales A=| 3 -5 6 I=|0 1 0}:
1 -10 0 01

a) Justifica que existe la matriz inversa de A, calctlala y calcula el determinante de A™.
b) Calcula el determinante de la matriz B, B = A(A + 4-1).
c) Determina los numeros reales X, v, z, t que cumplen:

Al=xA+yl , A’=zA+tl
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