Teorema de Bolzano:

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y tal que el signo de f (a) es distinto del
signo de f(b), es decir f(a)[lf(b) <0, entonces existe, al menos, un punto cD(a,b) tal que
f (c) =0.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Si tenemos una funcidn f(x) tal que f(a) y f(b) tienen distintos signos, al ser continua tiene que cortar al eje x al menos en
un punto
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Teorema de Darboux, o del valor intermedio:

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y tal que f(a) * f(b), entonces la
funcion f(x) toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b), al menos una vez, en el

intervalo (a ,b) .

Demostracidn:
Queremos probar que para todo u entre f (a) y (b) existe un ¢ (a ,b) tal que f (c) =u.
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Trataremos el caso (a) <f (b) , seguiriamos el mismo razonamiento para f (a) > f (b) .

Sea u un numero cualquiera comprendido entre f(a) y f(b), f(a) <u< f(b). Consideremos la
funcién g (X) =f (X) —u, que es continua en [a,b] por serlo f(x) y que verifica g (a) =f (a) -u<0
y g(b) = f(b)—u>0. Por el teorema de Bolzano, existe al menos un punto cD(a,b) tal que

g (c) =0, es decir, T (c) =u, como queriamos demostrar.

Teorema de Weierstrass:

Toda funcién f continua en un intervalo cerrado [a,b] alcanza su maximo y su minimo absolutos en

puntos ¢ y ¢', respectivamente, de dicho intervalo.




Teorema de Rolle:

Sea f (x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a ,b) ,

si T (a) =f (b) , existe, al menos, un punto ¢ D(a,b) en el que f'(c) =0.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Intuitivamente el teorema nos afirma que si tenemos una funcidn continua y derivable en un intervalo
y ademas toma los mismos valores en los extremos de dicho intervalo, al menos existe un punto interior al
intervalo en el que la recta tangente a la grafica de la funcién seria horizontal.
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La garantia sobre la existencia de ese punto no asegura que sea Unico, pueden existir varios puntos que
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verifiquen las tesis del teorema o incluso infinitos, en el caso de una funcidn constante en el intervalo.
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Demostracidn:

Por ser la funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] , seguln el teorema del maximo de Weierstrass,
alcanza su maximo y su minimo absolutos en puntos de dicho intervalo. Supongamos que el maximo o el
minimo se encuentra en un punto c interior al intervalo, es decir, ¢ D(a ,b) , entonces, f'(c) =0y hemos
terminado. Supongamos ahora que el maximo y el minimo no estan en puntos del intervalo (a ,b) ,

entonces estdn en los extremos, unoenx =a vy el otroen x =b . Como

f (a) =f (b) , €l valor maximo y el valor minimo son iguales y la funcién es constante en el intervalo, con

lo que f’(x)=0 DxD(a,b).




Teorema del valor medio o de Lagrange (Teorema del valor medio del calculo diferencial):

Sea f (x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a ,b)

_t(0)-f(a)
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entonces existe, al menos, un punto ¢ [ (a ,b) tal que f'(c)

INTERPRETACION GEOMETRICA

Intuitivamente, el teorema nos garantiza que si tenemos una funcion continua y derivable en un
intervalo, existe, al menos, un punto interior al intervalo en el que la recta tangente a la grafica de la

funcion es paralela a la recta secante que pasa por los puntos P (a , T (a)) y Q (b, f (b)) .

Plafia) |

S

f(b) - f(a)
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ecuacién es y—y, =m(x—x,), es decir, si tomamos como punto (x,,y,) al punto P(a, f(a)),

La recta que pasa por los puntos P (a, f(a)) y Q(b, f(b)) tiene pendiente m = y su

tenemos f(x) - f(a) =W(x—a), o también f(x) - f(a) —W(x—a) =0.

Para demostrar este teorema nos basaremos en el teorema de Rolle por lo que necesitamos una
funcion que cumpla las hipétesis de dicho teorema.

Demostracion:
Consideramos la funcion h(x) = f(x) - f(a) —M(x—a). La funcion h(x) es continua en
—-a

[a,b] y derivable en (a,b), por ser suma de funciones continuas y derivables.
Ademas h(a):h(b):(), puesto que h(a): f(a)— f(a)—M(a—a)ZO y
f(b)-f(a)
h(b)= f(b)-f -——2r > 7 (b =f(b)-f - f(b)-f =0.
(b) = £(b) - f(a) (5] (b~4) = £(b) - f(a)-[ £(b) - £(a)]
Aplicando el teorema de Rolle a la funcién h(x), existird un punto ¢ D(a,b) tal que h'(c) =0.

b-a b-a

(b)- f(a)

Como h'(x) = f'(x) —M,tenemos que f'(c) —M =0, luego:
£(c) =~ )




Teorema de Cauchy:

Si f y g son dos funciones continuas en [a.b] Yy derivables en (a,b),
f(®) = f(a) _ f'(c)
g)-ga) g'(c)

existe un punto c € (a,b) tal que

Regla de L'Hopital

Esta regla permite obtener fdcilmente ciertos limites y dice:

gl 0 e g'(x) 0 g(x) e g'(x)

L4 . . . .7 o0
También se puede aplicar para cuando x — o Yy la indeterminacion —
0

Teorema del VValor Medio del Céalculo Integral

Si f es una funcion continua en [a, b ], existe al menos un punto c del intervalo [ a, b [tal que

Tf(x)dx:(b—a)- f(c)”

Interpretacion geométrica

El area limitada por la gréfica de f(x), el eje OX y las rectas x=a y x=Db es igual al area del
rectangulo de base (b-a) y altura f (c), siendo ¢ un determinado punto de [a, b].

f (c)recibe el nombre de altura media o valor medio de f (x) en [a,b].
f(b)

R En este ejemplo, llegaria con tomar ¢ de manera
1 , . .
f(c) que las areas residuales R1 y R> fueran iguales.
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Demostracién

Por ser f continua en [a,b], alcanza su maximo My su minimo m, es decir, x € [a,b],m < f(x) <M
Entonces f:m < fff(x)dx < f;M luego m(b —a) < f; fl)dx < M(b —a)

Si dividimos por b-a:m < b—iaf; f(x)dx < M . Luego por el teorema de Darboux existe algun
1

numero ¢ € [a, b] tal que f(c) = Ef; f(x)dx

Por lo tanto fabf(x)dx = (b—a)f(c) paraalginnimero c € [a, b]




Teorema Fundamental del Calculo Integral

“Sea f continua en [a,b], entonces la funcién de area G () :_[ f(t)dt e derivable en @,b) yademas,

G'(X)="f (x) Vxe(ab)”

Demostracion.

E
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G(xo+h)—G(x0):j f(t)dt = [°+h f (t)dt

a

f (t)dt - J'

a

por el teorema del valor medio para integrales en el intervalo [x,, Xo+h], tenemos que

[°+h f(t)dt = f(x,)* h

para algun valor x, entre X, ¥ Xo+h Yy en consecuencia
G(x, +h) =G(x,) = f(x;)*h

Para calcular la derivada de G en X, , calculamos el siguiente limite:

. T G(Xo+h)_G(Xo)_ : —

G'(x,) = lim : = lim  (x,) = 1 (x,)

pero cuando h se aproxima a cero el punto x;, se aproxima a X, y en consecuencia
G'(x,) = f(x,)

que es lo que desedbamos demostrar.




Regla de Barrow

b
“Si f es continua en [a, b] y G es una primitiva de f, entonces: I f(X)dx=G(b)-G(a)”
a
Demostracion
X
F(x) = f f esla funcidn area bajo la curva
a

F’(x) = f(x) por el teorema fundamental del cdlculo integral.
G’(x) = f(x), por hipotesis ya que G(x) es una primitiva de f(x).

Dos funciones que tienen la misma derivada difieren, a lo sumo, en una constante, por tanto
F(x) = G(x) + k.

En laigualdad anterior, hacemos x = a. Como F(a) = f:f = 0, queda: G(a) + k =0, es decir,
k =-G(a). Por lo tanto, F(x) = G(x) — G(a).

Luego F(b) = f;f = G(b) — G(a) como queriamos demostrar.




	Página en blanco
	Página en blanco



