Representacién de funciones

Concepto de funcién

Una de las ideas mds fecundas y brillantes del siglo xvir fue la de la
conexién entre el concepto de funcién y la representacién grafica de
una curva.

Los matemdticos de aquella época solo admitian como funciones las
grificas que respondian a una férmula. Fue a mediados del siglo x1x
cuando Dirichlet amplié el concepto de funcién a relaciones de ciertos
tipos dadas grificamente (o de otro modo), aunque no hubiera una
“f6rmula” que las describiera.

Los conceptos y los procedimientos del cdlculo de limites y derivadas
permiten, en la actualidad, indagar cémoda y eficazmente sobre las ca-
racteristicas mds relevantes de funciones dadas mediante férmulas y, en
consecuencia, proceder a su representacién gréfica. Con una calcula-
dora o un ordenador se consigue de forma automdtica e instantdnea.

Dirichlet (1805-1859).

DOS curvas interesantes

TRACTRIZ

Sobre el eje X, a4 m del origen hay una bola atada a una %

cuerda de 4 m. Una persona sujeta el extremo de la cuerda L
y camina a lo largo del ¢je Y, arrastrando la bola. La tra- N
yectoria que recorre la bola es una curva, llamada tractriz, ‘
que es tangente a la cuerda en cada punto. Su ecuacién es: He
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CATENARIA

Si se atan los extremos de una cadena de 2,35 m a sen- %
dos postes de 1,54 m de altura separados entre si 2 m, la ' '
cadena forma una curva llamada catenaria. Situando los
¢jes de forma adecuada, su ecuacidn es: AN TP TTT LA
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Uhaextrafafunciényunsabio contrariado

Dirichlet, con el fin de poner un ejemplo de funcién que no fuera con-
tinua en ninguno de sus puntos, definié esto:

D(x):{l s% xeQ
0 sixelR—Q

Funciones asi de estrafalarias se disefiaron para perfilar el concepto de
funcién. Y el gran Poincaré, en 1899, se quejaba de “esas extrafas fun-
ciones inventadas con el fin de mostrar que el razonamiento de nues-
tros antecesores fue erréneo” y las contraponfa a las “funciones honestas
que sirven para algo”.

Dirichlet, aleman (1805-1859)

Su definicién del concepto de funcién sirvié para afianzar los funda-
mentos del andlisis. Pero Gustav Dirichlet, profesor en Berlin, hizo
otras muchas aportaciones a las matemdticas y a la fisica, de modo que,
al morir Gauss en 1855, todos pensaron en Dirichlet como su digno
sucesor y fue llamado a ocupar la cdtedra de Gottingen.

Poincaré, francés (1854-1912)

A principios del siglo xx era considerado como el mds importante ma-
temdtico del momento. Tras una vida de fecundas aportaciones a las
matematicas, a partir de 1930, utilizando su gran capacidad como es-
critor y su profundidad como pensador, comenzé a dirigirse al publico
en general, a fin de comunicar sus ideas, originales y novedosas, sobre
la ciencia y la matemadtica. Sus tres famosas obras escritas con esta in-
tencién son Ciencia e Hipdtesis (1902), El valor de la Ciencia (1905) y
Ciencia y Método (1908). Son obras consagradas sobre filosofia de la
ciencia y escritas con un estilo que se lee con mucha facilidad y agrado.
Gracias a ellas, Poincaré, que era ya en 1906 presidente de la Academia
de Ciencias, fue nombrado, también, miembro de la Academia France-
sa, el mdximo honor en Francia para un hombre de letras.

EAEETEY 90 Biografia de Poincaré.

Resuelve

Limites y derivadas para representar una funcién

m Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y re- L]

presenta una curva, lo mds sencilla posible, que cumpla las
siguientes condiciones:

i fm ey S92
o lim f(x)=—oo * lim f(x)=+o0
x—2" x—2*

* f(0)=4; f(0)=0 e f(=5)=0; f(1,75)=0

* f es derivable en todo IR, salvoen x=2.

Poincaré ocupd la silla 24 de la Academia Francesa entre 1908 y
1912,

Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar
al ejercicio anterior, la siguiente funcién:

-




E Elementos fundamentales para la construccién de curvas

| Recuerda

La curva que define una funcién f es el con-
junto de puntos (x, f(x)) del plano.

(En laweb T

Ejercicios para repasar funciones conocidas.

Aunque la grafica de una funcién es un conjunto de puntos, para representarla no
es buen sistema, como bien sabes, obtener indiscriminadamente las coordenadas de
muchos puntos de la misma. Y esto por dos motivos:

— Se emplearfa mucho tiempo.

— Esos puntos, probablemente, sean insuficientes para dar una idea correcta de
cémo es la curva, pues las partes més interesantes de la misma es posible que se
encuentren intercaladas entre ellos o bien fuera del tramo en que hemos trabajado.

Las curvas, en general, presentan algunos detalles interesantes (puntos singulares,
ramas, rupturas,...) y fuera de ellos se comportan de forma anodina. Para represen-
tarlas eficazmente habrd que saber localizar esas peculiaridades que las caracterizan.
Con ese fin se estudian sus limites, asintotas, derivadas,...

En esta unidad vamos a revisar, a sistematizar, a poner orden en todos los instrumen-
tos matemdticos que poseemos para la bisqueda de rasgos interesantes de una curva
con vistas a su representacion. Recordemos cudles son:

m Campo en el que hay que estudiar la funcién
— Dominio de definicién. ;Es continua? ;Es derivable?

— Simetrias (pues si es simétrica respecto del eje ¥ o respecto del origen de coor-
denadas, bastard con estudiarla para x = 0).

— Periodicidad (si es periddica, bastard estudiarla en un periodo).

m Ramas infinitas
— Cuando x — teo. ;De qué tipo son?

— Cuando x — a. ;Las hay?

m Derivadas

— Puntos singulares: méximos, minimos relativos o puntos de inflexién.

m Obtencién de puntos complementarios
— Puntos de corte con los ¢jes.
— Otros puntos que puedan servir para perfilar la curva.

Casi nunca serd necesario someter la curva a un estudio tan prolijo que requiera
de todos estos elementos. Esta lista es como el panel en el que el artesano pone sus
herramientas. Rara vez tendrd que utilizarlas todas para ejecutar una obra. Pero es
bueno que las tenga a mano y conozca cémo se usan y cudndo es oportuno hacerlo.

Pongamos a punto todas estas herramientas.

M Dominio de definicién

El dominio de definicién de una funcién y=f(x) (valores de x para los cuales existe
la funcién) es, en principio, todo IR, salvo que haya operaciones imposibles o que,
expresamente, se nos restrinja. Recordemos las principales restricciones:

* Si hay denominadores, la funcién no estd definida donde estos se anulan.
* Jo(x) solo estd definida cuando @ (x) = 0.
* Jog @ (x) solo estd definida cuando @ (x) > 0.

* arcsen QO (x) y arccos @ (x) solo estdn definidas cuando -1 < @ (x) < 1.

* 17 @ (x) no estd definida si (p(x)=%+/m, ke Z.



Ejercicio resuelto

1 Hallar el dominio de definicion de las a) Puesto que arc sen actda sobre valores del intervalo [-1, 1], se ha de cumplir:

“g”immﬁnmn“" “1<x+3<1 -5 -1-3<x<1-3 > —4<x<-2

a)y = arcsen (x + 3)

El dominio de definicién de y = arc sen (x + 3) es [-4, -2].
b)y=In(3-y25-x%)

b) Para poder extraer la raiz cuadrada, ha de ser 25 — x% > 0:

25-x2>0 @ x%2<25 & 5<x<5

-5 0 5
Para poder tomar logaritmo, ha de ser 3 — 25— x? > 0:

3-4y25-x?5>0 & {25-x* <3 & 25-x?2<9 & x?<-16 &

& x25>16 © (x< —4 obien x> 4)

—4 0 4

Como han de cumplirse las dos condiciones:

-5 —4 0 45

Es decir, el dominio de definicién de y = /n(3 — ¥25—x2) es [-5, —4) U (4, 5].

M Continuidad, derivabilidad

Dibujar funciones Las funciones que utilizamos en este nivel son continuas en todo su dominio de defini-
continuas y derivables cidn, salvo aquellas que se definen artificialmente empalmando trozos. También son
La continuidad en un intervalo permite unir derivables, con algunas excepciones:

con un solo trazo todos los detalles (puntos,

o — Las funciones “raiz” pueden tener tangente vertical (y, por tanto, no ser deriva-
ramas,...) que conozcamos de la funcién.

bles) en los puntos en los que se anula el radicando.
Si, ademds, es derivable, el trazo serd suave,

. . 3 . .
es decir, sin puntos angulosos. Por ejemplo, y= "y x* — 4 noesderivableen x=-2 nien x=2.

— El valor absoluto suele dar lugar a puntos angulosos.

Por ejemplo, y=|x%—4| los tieneen x=-2 yen x=2.

1 Halla el dominio de estas funciones y di dénde son continuas y dénde derivables.

_ .3 g2 . 3x%45 1 x4 2x
a)y=x"-5x"+7x+3 b)y_7x2—5x+4 C)y_senx d)y_7x2+1
€) y= Vx> —2x £) y=ln(x*-1) g y=Ihnx*+1) h)y:e—z
X
2 Di dénde son continuas y dénde son derivables las funciones:
3
a)y= 2x I b) y = |x3 - x| c) y = arc cos(x — 4) d) y = log(5 — Y169 — x?)
2

:m O Ejercicios para determinar el dominio de una funcién.

Unidad 10 eeo e




J Vocabulario

A las funciones simétricas respecto al eje ¥
las llamamos pares y a las simétricas respecto
al origen de coordenadas, impares.

- =

[En la web Zau

E' '8 Escena para interpretar grificamente
las funciones simétricas.

| Dibujar funciones periédicas

Construiremos la curva solo en un periodo
v, después, la extenderemos peridédicamente
repitiendo el tramo una y otra vez.

Ejercicio resuelto

M Simetrias

m Si una funcién [ verifica que f(x) = f(~x), entonces su grifica es simétrica
respecto al eje Y. La razén es muy sencilla: si el punto (4, ) es de la gréfica,
fla) = b y, por tanto, f(~a) = b, lo que quiere decir que el punto (-, ) también
es de la grafica.

x5 —5x
x4 2x

x4 8x%+7

Por ejemplo: y= 5

(representada en el margen), y=cosx, y=

® Si una funcién verifica que f(—x) = —f(x), entonces su grafica es simétrica respec-
to al origen de coordenadas, pues si (4, b) pertenece a la gréfica de f; entonces
f(@) = b vy, por tanto, f(~a) =—b, lo que significa que (—a, —b) pertenece también
alagrificade f El punto (-a, —b) es el simétrico de (4, b) respecto de O(0, 0).

x5 —5x
x%+2

Si sabemos que una funcién es simétrica, podemos construir solo media curva y,
después, dibujar la otra parte por simetria.

Por ejemplo: y = x> — 3x (representada en el margen), y = senx, y=

M Periodicidad

Saber que una funcién es periddica facilita mucho su representacién. Para ayudarte
en la deteccién de periodicidades, aqui tienes algunas propiedades. Léelas atenta-
mente y razénalas sobre algin ejemplo:

— Las tnicas funciones periédicas que conoces son las trigonométricas.

— Si f(x) es periédica de periodo 7, también lo es f(mx + 1), y su periodo es I,
m

X Zn ) es periddica y su periodo es 12712 = 8m.
—Si f(x) y g(x) son periddicas, entonces f(x) £ g(x), f(x) - g(x) v f(x)/g(x)
son periddicas, y su periodo es, como maximo, el minimo comin mdaltiplo de los

periodos de [y g

Por ejemplo: 5672(

Por ejemplo: sen 2x + sen x tiene periodo 2.

1 Probar que si f es periddica, también
loes g[f(x)] cualquiera que sea g
pero, en general, no lo es f[g(x)]. Se-
giin esto, decir cudles de las siguientes
funciones son periddicas:

Zenx senx  senx?

Jsenx  sen x  sen 2x

Si f es periédica de periodo 7, entonces f(x + k#T) = f (x). Por tanto,
g[f(x+ kT)] = g[f(x)], esdecir, gof es periddica.

Sin embargo, flg(x+ #7)] = flg(x)] porque g(x + £T) = g(x).

De las funciones propuestas son periddicas aquellas en las que la funcién seno ac-
tta directamente sobre la variable: 2sen x, sen® x, ysen x.

No lo son senx? y sen {x.

La funcién y = sen 2x es periddica de periodo T por ser del tipo sen (mx + n).

8 Halla las simetrfas y las periodicidades de las funciones si- 53 31
entes: Ay= d)y=-——
guientes: 21 2
a)y=3x4—5x2—1 b) y = yx? - 2x e) y=senx+ 1/2 (sen 2x) f)y=34605x+5
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M Ramas infinitas en un punto. Asintotas verticales

Si /z’_)m f(x) = +oo, entonces la recta x = 2 es una asintota vertical.
X a

Si la funcién estd definida a ambos lados de la asintota, puede ocurrir uno de estos
cuatro casos:

Para dilucidar cudl de ellos es, hay que estudiar los limites laterales:

lim f(x) y xlin'fff(x)

X —>a
Tienen asintota vertical:

Wy (x)
()€Y

— Las funciones que son de la forma

en puntos en los que se anula el deno-
minador, ¢(x).

— log ©(x) en los puntos en donde se anula @(x).

— g @(x), donde @(x) = % + kT

Ejemplos:
\ oy 2x+l i i - ; — too
] = tiene una asintota vertical en x =2 (xlz_r)n2 f(x) = o).

Para averiguar el signo de f(x) en las cercanias de 2, damos a x valores proximos
: a 2 (“algo menores” y “algo mayores”).

3 2.1,99+1
IZQUIERDA: x= 1,99 — f(x) = ﬁ = —498 (negativo) —
\I = lim f(x)=—o
; x =27
DERECHA: x=2,01 — f(x) = 2-2,01+1 502 (positivo) —

_ 2,01-2
\ - lim_ f(x) = +oo
i x—2%
; *y= L tiene una asintota vertical en x = 5. Pero la funcién solo est4 definida

VX +5 ]

a la derecha de la asintota, y, evidentemente,  /im = 400,
y x—=>-5" Jx+5
s y=In(x*-1)
hx?-1)—> -0 si x2—1—0" . | .
Es decir, si x > 1t 0 x —> -1 -1 E gl
lim In(2—1) = lim In(—1) =—oo o
@ 1) = i 6 -1) Yl
4 Halla las asintotas verticales y sittia la curva respecto a ellas:
3
y=——>5 b)y= 1 oy= 3 d) y = log (x* - 4)

(x—2)2%x x—4 4—x




ASINTOTA HORIZONTAL

ASINTOTA OBLICUA

y=e*

/

=lnx

RAMAS PARABOLICAS

| Notacién

Llamamos y = mx + n a la asintota.

Obtencidn de la asintota oblicua de

y= Yx% — 2x cuando x —> —oo.

M Ramas infinitas en el infinito
m Si gm f(x) =/, entonces la recta y =/ es asintota horizontal cuando x — +oo.
X +o00

La posicién de la curva respecto de la asintota se averigua estudiando el signo de la
diferencia f(x) — / para valores grandes de x.

wSi lm f(x) = g0, lim @ =m=0y lm [f(x)—mx]=n, entonces

larecta y = mx + n es una asintota oblicua cuando x — +co.

La posicién de la curva respecto de la asintota se averigua estudiando el signo de
f(x) — (mx + n) para valores grandes de x.

iAtencién! Como sabes de primer curso, en las funciones racionales la localizacién
de las asintotas oblicuas es mucho mds sencilla (véase pdgina 287).

mSi Ilim x) = too y no hay asintota oblicua, entonces puede haber rama para-
X —> +oo f( ) y y 4 p d p

bélica de uno de los siguientes tipos:

IRV RN

TIPO 1. Crecimiento cada vez mas TIPO 2. Crecimiento cada vez mas
rdpido. lento

= T 1< 1<

La curva crece, o decrece, cada vez
mds deprisa. De este tipo son las mds despacio. De este tipo son las
ramas parabdlicas de las funciones funciones radicales y las logarit-
polinémicas y de las exponenciales. micas.

La curva crece, o decrece, cada vez

La casuistica cuando x — —co es andloga a la aqui expuesta.

m La funcién y= Vx% —2x tiene una asintota oblicua cuando x — +oo. Hallémosla:

m= lim &: lim x— = Iim 41

X —> +oo X X —> 400 X —> +oo

n= xﬁ;rfoo [f(x) — mx] = xg@w (Yx%—2x —x) =

2 _ _ 2 _ 2 )
— Um (x? = 2% —x) (Yx2 = 2x + %) - I (" —2x)—x _
X e Vx% —2x + x xove e dx e x

lim ——2x= lim i=i=_1

X —> +oo fx2_2x+x x>+ J1_2/x+1 2

Hay asintota oblicua para x — +oo. Su ecuacién es y=x— 1.

Posicién de la curva respecto de la asintota:
Para x= 1000, yx*—2x — (x—1) vale —0,0005.
La curva queda por debajo de la asintota.

Anilogamente, se obtiene la asintota y = —x+ 1 para x — —oo y se prueba que la
curva también estd por debajo.



SINTESIS: POSIBLES RAMAS INFINITAS CUANDO x — +o0 ()

ESTUDIO DE lim f(x)
x—> +

I_"'

ESTUDIO DE lim [f(x) — mx]

X—> +oo

—

lim [f(x) —mx]=n

X—> too

ASINTOTA OBLICUA

lim f(x) =1 lim f(x) = £ oo lim f(x) no existe
X—> 400 e ton B X—> 400
e HAY QUE \/\
/ PROSEGUIR " sl &=
EL ESTUDIO P Al
ASINTOTA HORIZONTAL l
(%)
ESTUDIO DE  /lim i
X—> +oo
lim —f()=0 lim f(x):m¢0 lim —f()=ioo lim f&) no existe
x—+oo X / s too X x—>+oo X / Xx—> +oo
y=x (2 +sen x)
RAMA HAY QUE RAMA
PARABOLICA \ PROSEGUIR PARABOLICA
EL ESTUDIO \

X—> too

* ;. . .
) Para x — —oo, la casuistica es idéntica.

| Ejercicios propuestos

Ejemplo: y=x+ senx

lim  |f(x) — mx] no existe

5 Halla las ramas en el infinito de las funciones siguientes:

a) y = 3x° — 20x3

3
(x—-2)2

e)y:ln(x2+ 1)

o y=

g y=xsenx

4
b - X
)y xr—1
d) y= yx?-2x
f)},=2x—l
h) y = x— cos x

6 ;Qué tipo de ramas en el infinito tienen estas funciones?

a)y=
o y=

e)y=
gy=

1
x+1

x+1/;c

_ 3

b))’_ x+1

4

X

d))’_ x+1
f)y=3x2+3

h)y=1tex

ﬁ;;}_/m O Ejercicios para determinar las asintotas de funciones racionales.

Unidad 10 e e e




M Puntos interesantes

J Puntos singulares PUNTOS DE TANGENTE HORIZONTAL (SINGULARES O CRITICOS)

El conocimiento de todos los puntos de
tangente horizontal (puntos singulares) es

: y ; la ecuacién f'(x) = 0
crucial para la representacion de una grafica. =v

m Las abscisas de los puntos de tangente horizontal se obtienen cuando resolvemos

También es un dato muy importante saber Una vez halladas sus soluciones, x;, x5, ..., x;, los puntos de la grafica correspon-

que no hay ninguno. dientes, (x, f(x7)), (2, f(x2)), ..., (x5 f(x})), sirven para marcar las subidas y
las bajadas de la curva, siempre que f(x) sea derivable en todo el tramo en el que
se encuentran.

m Los mdximos y los minimos se manifiestan espontdneamente al trazar la curva,
uniendo razonablemente las ramas infinitas y los puntos de derivada nula. Pero
recordemos que también se puede saber si un punto de tangente horizontal es
méximo o minimo recurriendo a la segunda derivada:

Si f'(@ =0y f"(@) >0 = en (4, f(a) hay un minimo relativo.
Si f'(@)=0y f"(@) <0 = en (a,f(a) hay un mdximo relativo.

m También se puede averiguar si un punto de tangente horizontal es méximo o mini-
mo estudiando el signo de f'(x) a su izquierda y a su derecha.

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES
m Cortes con el eje X: sus abscisas son las soluciones de la ecuacién f(x) = 0.

m Corte con el eje Y esel (0, £(0)).

| Puntos de inflexién PUNTOS DE INFLEXION
Los puntos de inflexién matizan la forma de Son los puntos en donde la funcién pasa de cdncava a convexa, o viceversa. Se en-
la curva. A veces, son muy ttiles. cuentran entre las raices de la ecuacién f"'(x) = 0.

OTROS PUNTOS

A veces, conviene hallar otros puntos (, f(a)) para precisar la forma de la curva.

7 Halla los puntos singulares y los puntos de inflexién de 8 Halla los puntos singulares de:
estas funciones: 2) 5= 365 - 207 by = sz :
a)y=x3—6x2+9x+5 5 o
X 2
P A _ 22
b)y:ln(x2+l) <y (x—2)2 Dy = x

g
(W7 En la web K ji Ejercicios para buscar puntos singulares y puntos de inflexién en funciones polinémicas.
[ 8,0




B Ell valor absoluto en la representacién de funciones

[En la web Za0)
Repaso teérico: valor absoluto de una fun—J
cién.

Ejercicios resueltos

M Valor absoluto de una funcién

Para representar y = |f(x)|, representaremos la funcién y = f(x) y, después, pasa-

remos hacia arriba, mediante simetria, todo el trozo de curva que esté bajo el eje X.

xt—8x2+7 x*—8x2+7 y
5 5

“echamos hacia arriba” del eje X, por simetria, lo que estd debajo.

Por ejemplo, para representar y = , representamos y =

OPERACIONES CON “VALORES ABSOLUTOS

El andlisis de la funcidn debe realizarse prestando atencién a las abscisas en las que
cambia de signo alguno de los sumandos con valor absoluto.

1
1+|x|'

1 Representar y =

2 Representar y = x|x—2|.

El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de signo
x es 0. Por tanto:

P P
1 1 1 1 [
x<0, |x|=—x > y= =— ———t—
1+ A x—1 i T ;1,"1 _
EEEREEEEE
HEEELTEEEE
x20, |x|=x > y= 1 e 1 T
l+x — i"'{:
[T5
Representamos, pues, esta funcién:
- , x<0 [ I
1 X — I,
J= = i ‘
Ll 1 x20 |
1+x |

El tnico valor absoluto que interviene es |x —2|. La abscisa en donde cambia de
signo x—2 es 2. Por tanto, analizamos coémo queda la funcién a la izquierda y a

la derecha de 2: T I
] 1]
x<2 = |x=2|==x+2 > y=x(-x+2)= x>+ 2x ||

x22 5 |x-2|=x-2 > y:x(x—2)=x2—2x

~ | 2|_ —x%+2x si x<2
=X X% =2x six22

| Ejercicios propuestos |

1 Representa:

) _ X2+3X
|x|+1

b)y=|x-5]|x

d)y= {21

O y=x—|x=3|+|x+1]|

3 En la web | O Ejercicios para identificar funciones con valor absoluto.

Unidad 10 e e e




B Representacion de funciones polinémicas

JRecuerda

Es importante reconocer las funciones poli-
némicas y saber, a priori, qué podemos espe-
rar de ellas.

| Ten en cuenta

Con los puntos singulares y las ramas in-
finitas se aprecia claramente la forma de la
curva.

(En la web Y@

Ejercicios para repasar la representacién de
funciones polinémicas.

Ejercicios resueltos

Las funciones polindémicas, y = P(x), son derivables (y, por tanto, continuas) en

todo R.

No tienen asintotas de ningtn tipo. Tienen ramas parabdlicas en —co yen +eo. Co-
nociendo estas dos ramas infinitas y los puntos singulares, se pueden representar con
mucha precisién. Si se quieren perfilar mejor, se pueden obtener los puntos de corte
con los ejes y los puntos de inflexién.

Pueden presentar simetrias:
* Si solo tienen términos de grado par, son simétricas respecto del eje Y.
Por ejemplo: y = 2x% —3x? + 5
or ejemplo: y = 2x* — 3x” +

* Si solo tienen términos de grado impar, son simétricas respecto del origen de coor-
denadas.

Por ejemplo: y = x° — 4x® + 2x

Para representar una funcién polinémica y = P(x):

m Se observa si tiene algin tipo de simetria.

m Se hallan sus dos ramas infinitas: /fim f(x), lim [f(x)
X —> —oo X —> +oo

m Se resuelve la ecuaciéon P'(x) = 0.

Sus soluciones, si las hay, son las abscisas de sus puntos singulares. A continua-
cién, se obtienen sus ordenadas.

m Los puntos obtenidos se unen entre si y con las ramas infinitas, cuidando de
no dibujar mds puntos singulares que los obtenidos. De este modo se averigua
cudles son los médximos y minimos relativos.

m Si se puede, conviene obtener, también, los puntos de corte con los ejes para
conseguir mayor precisién en la representacion.

1 Representar la funcion siguiente:

f(x)=x3—6x2+9x+5

Simetrias. No es simétrica ni respecto del eje Y ni respecto del origen de coorde-
nadas.

Ramas infinitas: /im  f(x) = —co, lim = +oo
X —> —oo X —> +0o
Puntos singulares:
f(x) = 3x2-12x+9
fx)=0 & x=1, x=3
f(l) = 9’ f(3) =5 = (1’ 9)’ (3) 5)

Cortes con los ejes:

Cortaeleje ¥V en (0,5) yal eje X entre—1y0,
pues f(-1) =-11 y f(0) = 5.
Puntos de inflexién:

f"(x) = 6x—12

f'x)=0 & x=2 > (2,7)

S
——

—_—
|

Con estos datos podemos dibujar la curva. NN




Ejercicios resueltos

& Representar la siguiente funcion:
fx) = 3x> — 20x3

3 Representar la funcion:
f(x) =x? 4y 8¢3 + 22¢2 + 24x + 9

1 Representa estas funciones:
a)y=x4—8x2+7
d) y=3x*—4x3-16

Simetrias: Observamos que todos los términos son de grado impar. Por tanto, es
simétrica respecto del origen de coordenadas. (Recuerda que a estas funciones se las
llama impares).

Ramas infinitas:

lm (Bx®—20x3) =—oco, lim (Bx> —20x3) = +00 A 6
X —>—o0 X —> +o0 | \ .
Puntos singulares: | B
F'(x) = 15x* — 60x? ALy I
, x=0 T N2
=0 x*-4x’-0 & {x2=4 N {x=—2
x=2 |
Los puntos singulares son (-2, 64), (0, 0) y (2, —64). ' '
Estos datos son suficientes para representar la grafica. U I

--------------------------------------------------------------------------------------------

Simetrias: No es ni par ni impar. Por tanto, no es simétrica respecto del eje ¥ ni
respecto del origen de coordenadas.

Ramas infinitas:
i [0l f9) = e
Puntos singulares:

f(x) = 4x3 + 24x2 + 44x + 24. Por ser un polinomio de tercer grado, hemos de
localizar algunas de sus raices tanteando con los divisores del término independien-
te (24). Ademids, como todos los coeficientes son positivos, solo puede tener raices
negativas. Probamos con x = -1:

4 24 44 A Unaraiz es x =1, y las otras dos raices se obtie-
-1 -4 20 -24 nen resolviendo la ecuacién 4x? + 20x + 24 = 0.

|4 20 24 |0 Son x=-2 y x=-3.

x=-3, f(-3)=0

x=-2, f(-2)=1 ; Puntos singulares: (-3, 0), (-2, 1), (-1, 0)

x=-1, f(-1)=0 |

Cortes con los ejes: \ T 111 ]
Dos de los puntos singulares estdn en el eje X. \ (1] l
Si hacemos un bosquejo de la curva, observamos que [\l T
no corta al eje X en mds puntos. \ I / :
Al eje Y lo corta en el punto (0, 9). | }g/fz\_ _
b)y=3x4+4x3—36x2 c)y=x4—4x3—2x2+12x

e) y=x>—3x £) y= (1/4)x% = 2x2
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ﬂ Representacién de funciones racionales

J Atencién En una funcién racional y = P(x)/Q(x) hemos de prestar especial atencién a los
Suponemos que los polinomios P(Y) y valores de x para los que se anula el denominador: en cada uno de ellos hay una
Q%) no tienen raices comunes. asintota vertical. La funcidn es derivable (y, por tanto, continua) en todos los demds

puntos de R.

Dependiendo de los grados de P(x) yde Q(x), la curva puede tener asintota hori-
zontal, asintota oblicua o ninguna de ellas.

Si tiene asintota horizontal u oblicua, es la misma para x — —oo y para x — +co.

Para representar una funcién racional y = f(x) = P(x)/Q (x):
; Al m Se observa si tiene algin tipo de simetria.

; . m Se hallan las asintotas verticales: sus abscisas son las soluciones de la ecuacién
I A Q(x) = 0. Se estudia la posicién de la curva respecto de cada una de ellas.

g m Se estudia si tiene asintota horizontal u oblicua:
' — Si grado de P(x) < grado de Q (x), hallamos:
' im P@IQ() =1

Larecta y =/ es una asintota horizontal.

AT
—m
\

v ty — Si grado de P(x) = grado de Q(x) + 1 hay asintota oblicua. Su ecuacién es

En las funciones racionales, conociendo las Jy=mx+n, siendo mx + n el cociente de la divisién P(x) : Q(x).

asintotas y la posicion de la curva respecto de
ellas, podemos realizar un bosquejo en el que
se aprecie claramente la forma de la curva.

(Tanto si hay asintota horizontal como oblicua, se estudia la posicién de la
curva respecto de ella para x — —co y para x — +oo).

— Si grado de P(x) > grado de Q(x) + 1 hay ramas parabélicas.

m Se averiguan los puntos singulares. Sus abscisas son las soluciones de la ecuacién

f'(x) =0.
(En la web Yo - -
m Se pueden obtener, si se desea, otros puntos como los de corte con los ejes,

Ejercicios para repasar la representacién de f(x) =0, ylos de inflexién, f"'(x) = 0.
funciones racionales.

Ejercicios resueltos

1 Representar la funcion siguiente: Simetrias: f(—x) = f(x). Por tanto, es simétrica respecto del eje Y.
Xt Asintotas verticales: x2—1=0 < x=-1, x=1
7T

Posicién respecto de la asintota x = 1:
£(0,99) =48, ... - lz’n{ fx) =—o0; £(1,01) =51, ... > /z'nf f(x) = +o0
x— 1" x—>1*

Por simetria, se deduce la posicién respecto de la asintota x = —1.

Ramas infinitas en el infinito: \ 1 A7
I |
No tiene asintota horizontal ni oblicua, pues: ! | \i/'
grado P (x) = grado Q (x) + 2 li 1
Como xé@m fx) = Xlz)’rizw [f(x) = +oo, tiene i
dos ramas parabélicas. : JI \




Ejercicios resueltos

& Representar la siguiente funcion:

X3

7" - 2?

| Ejercicios propuestos |

Puntos singulares:

' _ 4x3(x2—1)—x4'23€_2x5_4x3 \ , l /
f(x) = 1) Ty i

f)=0 ¢ 2x°-4x3=0 & x=0, x=+2

x=—42, f(={2)=4 ) . 1

x=0, £(0)=0 untos singulares: i H
_ﬁr 4 5 0, 0 5 \/i’ 4 1 1

el fes | TROOOL2Y mEo

Simetrias: No es simétrica respecto del eje ¥ ni respecto del origen.
Asintotas verticales: Hay una en x = 2.

Posicién de la curva respecto de la asintota:

£(1,99) = 78806 — x/imz_f(x) = too

N =
f(2,01) 81206 — lim_f(x) = +oo :
x—2% b
Asintota oblicua: y
3 4

X x4 4y 12x—16 4.7
x?—dx+4 x*—4x +4 )
y=x+4 esasintota oblicua. e

12x —16

El signo de la diferencia, 3
(x-2)2

cuando x — —oo.

es positivo cuando x — +co y negativo

Puntos singulares:

) = 3xt(x—2)2—x3.2(x=2) _

(x-2)*
_ 3x2(x—2)—2x3=x3_6x2 _ _
(X — 2)3 (.X' — 2)3 \ /{’/
f'(x)=0<:>x3—6x2=0<:>x=0,x=6 ,'/_

x=0 = £(0)=0
x=6 = f(6)=13,5

Puntos singulares:

(0, 0) y (65 13,5)

1 Representa:

a)y=

x%—2x—8 d)y=x3+2x

x2+1

o y=
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B Representacion de otros tipos de funciones

Si la funcién que nos proponemos representar no es polinémica ni racional, carece-
mos de la informacién que, a priori, tenemos de estas. Debemos proceder, por tanto,
analizando sistemdticamente todos los aspectos que describimos en la presentaciéon
de esta unidad. Aun asi, podemos tener en cuenta ciertas caracteristicas de algunas
funciones elementales:

m En las funciones con radicales, hemos de cuidar el dominio. Pueden tener asinto-
tas para x — +o° y x —> —oo, pero suelen ser distintas.

m Las funciones exponenciales suelen tener una asintota horizontal y una rama pa-
rabdlica.

m Las funciones trigonométricas es muy probable que sean periddicas.

Ejercicios resueltos

1 Representar la funcion siguiente:

y=\fx2—2x

* f(—x) = \/(—x)2 —2.(=x) = Jx2 +2x noes igual a f(x) nia —f(x).
Por tanto, no es simétrica respecto del eje ¥ ni del origen de coordenadas.
e x2—2x=0 = x=0 obien x=2

Si xe€ (0,2), x2—2x<0; es decir, el radicando es negativo. Por tanto, no estd
definida en (0, 2). ' '

Dominio de definicién: (—co, 0] U [2, +0)

La curva es derivable en (—eo, 0) U (2, +0). 0 2
* Ya hemos visto (pdg. 304) que tiene asintotas y=—x+1 y=x-1
para x — +o° y x —> —co y la posicién de la etk S

curva respecto a ellas.

* Puntos singulares:

I(x _ 2x—2 - x—l
f 2\/x2—2x «/x2—2x

Seanulaen x =1, pero aqui la funcién no estd **\ 7
definida. Por tanto, no tiene puntos singulares. 11 77
Sabemos que la curva pasa por (0, 0) y (2, 0). 0 b \2

Otra forma de localizar las dos asintotas oblicuas:

Va2 2=y —2x+1-1=y(x—1)2 =1 = {(x 1) 2 =|x -]

Vemos de esta forma que f(x) = yx? — 2x, para valores grandes de |x| se aproxima
a y=|x—1|. Ademds es “un poco menor”, pues se resta 1 en el radicando.

Esto se concreta asi:

Cuando x = —oo, y=f(x) = y=—x+1

Cuando x — +o0, y=f(x) = y=x—1

La curva se aproxima a las asintotas por debajo.




Ejercicios resueltos

& Representar la siguiente funcion: * Es simétrica respecto al eje ¥, pues f(x) = f(—x).
y=lnx?+1) e Como x? + 1 es siempre positivo, estd definida y es derivable en todo IR.
Ademis, f(x) es siempre positivo, pues x% + 1> 1.
) 2x
2
o lim f(x) =+, lim PACRS lim LG lim XL _
X —> +o0 ooy X —> +o0 X X —> +o0 1

Por tanto, no tiene asintota de ningn tipo.
Tiene ramas parabdlicas. -~ ‘ -~
e f(x) = 22x , ff)=0 & x=0
x“+1
x=0, f(0) = 0. Tiene un punto singular en (0, 0). Es un minimo relativo, pues
sabemos que f(x) >0 si x=0.

2(}6‘ +1) ZX'Zx__2x2+2
(x%+1)2 (x%+1)2

f"(x)=0 & x=1 obien x=-1 \ HeHH
fEE)=f)=h2~07 \ 1..//

Puntos de inflexién: (-1, /n 2), (1, [n 2) ]

----------------------------------------------------------------------------------------------

< £

* Representacion:

3 Representar la siguiente funcion: * El periodo de senx es 2 y el de sen 2x, es m. Por tanto, la funcién es perié-
dica de periodo 2m. La estudiamos solo en el intervalo [0, 2m].

1
e
J= e e  Es derivable en todo IR (es suma de funciones derivables).

3 * f'(x) = cos 2x + cos x = cos® x — sen® x + cos x =

= cos® x— (1 — cos® x) + cos x = 2cos® x + cos x — 1

1+Jﬁ <

f(0)=0 < 2co?x+cosx—1=0 = cosx=—""2

T
_ 1 5 7 e
cosx—5—> 5
x:%% fx)=-1,3

cosx=—-1 — x=T —>f(n)=%sen2n+sen7:=0

3°
* Puntos de corte con los ejes: (0, 0), (w, 0)

Los puntos singulares son < i1, 3) ( ST —1,3), (T, 0)

e Puntos de inflexién:

f"(x) = —4sen x cos x — sen x = —sen x (4cos x + 1)

f'(x) =0 & senx=0, cosx=—L
4 * Representacién:
x=0 (0,0) HEEEE
senx=0 — x=T (,0) PN
’ PN
g x=1,82 (1,82;0,73) AT Ca 7
e {x:4,46 (4,46;-0,73) A

A partir de aqui, se extiende periédicamente en todo R.
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Ejercicios resueltos

4 Representar la funcion siguiente: * No es simétrica.
& * Asintota verticalen x=0: /fim f(x) = +oo, lim f(x) =—oo
y= 7 x—0* x—=0"

e Rama infinita cuando x — +oo:

f(x)

= +oo, Es una rama parabdlica.

lim X) = +o0,  lim
X —> +oo f( 7 x> Yoo

Rama infinita cuando x — —oe:

lim  f(x) =0 tomando valores negativos. .,
X —ee * Representacion:

=0 es una asintota horizontal. 117 \ _ /

La curva queda por debajo. e

. £ X Fx—1)

) = xexz S nEN

fx)=0 e x=1 '\\ '
¥

f(1) = e. Tiene un punto singular: (1, ¢).

----------------------------------------------------------------------------------------------

S Representar la funcion siguiente: Recordemos la grifica de y = /n x para inspirarnos en ella.

y=(In x)? * Puesto que /n x estd definido en (0, +o00), D = (0, +o0) y=lnx
es el dominio de definicién de y = (/7 x)2.

En él la funcién es continua y, seguramente, también se-
14 derivable.

* Ramas infinitas: \
La asintota vertical de y = /n x también lo es de esta |

funcién, solo que al elevar al cuadrado tomard valores
positivos:  lim  (In x)? = +oo
x—0*

Cuando x — +eo, tiene una rama parabdlica.

* Puntos singulares:

(%) =2nx- l:M, fx0=0 = hx=0 & x=1
X X
f(1)=(n 1)? = 0. Por tanto, el punto (1, 0) es de tangente horizontal.
Puesto que (/2 x)? >0 en su dominio, entonces en (1, 0) hay un minimo.
* Puntos de inflexi6n: * Representacién:
ey 1l—lnx (T T T TT1d
fre=21=t H-HLH

Pl
f'x0)=0 & hx=1 & x=¢ \./

f(e)=(ln ¢)* = 1. Punto de inflexién en (¢, 1)

1 Representa:

a)y:v‘x2+2x b)y:\fxz—9 c)y:ln(x2+4) d)y:[n(xz—l) e)y:lnTx
_ - VE Y ) y=L N
£) y= 2 gy — h)yy=x"e iy 26052x+cosx Dy e

:Jm O Ejercicios para identificar funciones racionales, exponenciales y logaritmicas.



Ejercicios y problemas resueltos
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1. Del estudio a la gréfica (asintotas horizontales y verticales)

Representar y = f (x) sabiendo que: I. Que sea derivable en todo su dominio, IR — {0}, quiere decir que es continua y
L Domf=R - {0} que no tiene puntos angulosos.
[ es derivable en todo su dominio. II. Los limites nos dan las tendencias de la funcién en el infinito y cerca de x = 0,
I ) é’;’f’m f) = 0% ) anm flx) = 0" donde no estd definida.
lim f(x)=+oo; lim f(x) = +oo En —eco hay una asintota horizontal, y =0, ala que la funcién se acerca por encima.
x>0 T xS0t , . .
En x =0 hay una asintota vertical. Tanto a su iz- /‘ \
. f, (1) = 0; quierda como a su derecha, la gréfica tiende a +oo.
f(x)=0 & x=2;
f2)=—1; f'(2)>0 En +co estd la misma asintota horizontal, y =0, a —
la que la funcién se acerca por debajo. | P
Hazlo tu. Representa y = f(x): Trazamos, a partir de esta informacién, un esbozo
Dom f=R - {-2}; de la gréfica.
S es derivable en todo su dominio. III. /(1) = 0 quiere decir que cortaal eje X en x= 1.
xll;’ﬂo Sl =17 xéﬂfw fe) =1 La equivalencia f'(x) =0 < x =2 significa no L1 Il |
lim () = +o lim f(x) = oo solo que hay un punto de tangente horizontal en /I \\
x— =27 x—=2* x =2, sino que es el tnico. Como f(2) =1, estd / T\
f0)=0; f(7)=0 en (2,-1) y como f"(2) >0, es un minimo. _____.——// 2
f0)=0 & x=4; f(4)=2; f'(4) <0 Trazamos la curva. == ]
8. Del estudio a la gréfica (simetrias y asintotas oblicuas y verticales)
Representar y = f (x) sabiendo que: I. Como en el ejercicio anterior, la funcién es continua y no tiene puntos angulosos
L Domf=R— {1, 1}; en su dominio de definicién, IR —{-1, 1}.
[ es derivable en todo su dominio. II. Que la funcidn sea par quiere decir que es simétrica con respecto al eje Y. A partir
II. La funcién es par. de aqui, obtenemos la informacién solo para x>0 y trazamos, luego, su simétrica.
Informacién de f(x) cuando x> 0: III. Los limites nos muestran que hay una asintota oblicua, y=x— 2, hacia la derecha
, o f) y que hay una asintota vertical en x=1 y la curva tiende a + oo por la izquierda y
0Lt 0 = e M x 1 a —oo por la derecha.
xéﬁfm [f(x)—x] =27 IV. La equivalencia f"(x) =0 < x =0 quiere decir que )
, , =0 es el tnico punto de derivada cero. Como, ade- 5
[ = 0o [ — —oo X p > 1 //
x imr f6)=+ x Znﬁf(x) mis, /"(0) > 0, se trata de un minimo relativo. ]
vf ,(3/ 4)=0; f(3) =0 Trazamos, a partir de esta informacién, un esbozo de la ;
f)=0& x=0; grifica de la funcién. 21
£(0) =—1; £'(0) > 0 14
Representamos, primero, la funcién para x 2 0, y luego, por simetria respecto al
Hazlo tu. Representa y = f(x): ¢je ¥, la funcién completa.
Dom f=R —{-2, 2}; funcién impar. ‘ ‘ ‘
, o I OO N2
Jim f@ == i LE 1 7 DO
A 4 \\ :\ il )/
: _ 1+ (e | ' A
m [f) = (1) - = 1 \\ AV A%V
7 = +o0 Vi = 4oo St | B L KA A I I
x i)mZ_ f(x) " x iné* f(x) * E[/ \\E E[/
fB3)=0; f(x)=0 & x=0; f(0)=0 1 P41




Ejercicios y problemas resueltos

3. Representacién de una funcién racional con asintotas oblicuas

Estudiar el dominio, las asintotas y los
puntos singulares de esta funcién:

4 —2¢°
=
Representar su grdfica.

Hazlo tu. Representa la siguiente fun-
cién:
X3

7T =2 2(x-1)

* Estd definida en IR — {0} y es continua en todo su dominio. Su expresién parece
indicar que serd derivable en todo el dominio.

e Simetria: f(—x) = 4- 2_ ,(C_X)z __4 —x2x2 -

Es simétrica respecto del origen de coordenadas. > N\
* Asintota vertical: x=0

lim 4—72952 -
x— 0" X

—oo;  fim Z2TEX = joo
x—>0* X

* Asintota oblicua: y=-2x

La obtenemos efectuando el cociente:

4-2x* _ — 4
x 2o x \ (

si x = +o0, f(x)>-2x

x |si x> —oo, flx)<-2x

fe-(29=4 {

* Puntos singulares: a partir del bosquejo de la curva que hemos :
hecho con las asintotas, nos quedamos con la impresién de N
que no va a tener ni mdximos ni minimos. Lo comprobamos
estudiando la derivada:

f00=:2§;i;fua=o¢:—h@—4=0¢:x2+2=0 =\

—T"]

)

Efectivamente, la ecuacién x2 + 2 = 0 no tiene solucién. No
hay, pues, puntos de tangente horizontal. |

4. Representacion de una funcién racional con ramas parabdlicas

Estudiar el dominio de definicion, las asin-
totas y los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, mdximos y minimos de la
Sfuncion:
%
ET TS

Después, representaria.

Hazlo tu. Estudia el dominio, las asin-
totas, los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, los méximos y los mini-
mos para representar esta funcion:

X3

I G

* Dominio de definicién: IR —{~1}. No tiene simetrias.

e Asintota vertical: x=—1

’ > \ /
1 _ X -t /; X e :
A3 T A 3 (1) |
3

* Ramas en el infinito: _lim ﬁ = 400 i
1

Tiene ramas parabdlicas, pues _ lim S = %00 i
X —> too X !

La curva debe tener un minimo a la izquierda de x = 1.
* Puntos singulares:

£ - x*(2x+3)

e W0 e =0 =S

2

y'<0 y'>0 y'>0 y'>0

NESST

* Signo de la derivada:

\ |/ /
* Es decreciente en (—oo, —%) y creciente en el resto i
de su dominio. 1
Tiene un minimo en (—%, %) En x=0 teneun =p L1 l/
punto de inflexi6n. |




8. Funcién con valor absoluto

Dibujar la grifica de esta funcion:
fx)=|x+3|+|x—1|-|2x+ 4|

Indicar antes la funcién a trozos correspon-
diente.

Hazlo tu. Representa la siguiente fun-
cién:

y=|x| = |x=3]+]x+ 1|

6. Funcién logaritmica

Representar esta funcion sabiendo que para
x20, f'(x) solo se anula en x = 1,98:
h(?+1)
)/ = "

X

Hazlo tu. Representa la siguiente fun-
cién sabiendo que tiene un Gnico mdxi-
moen x=0:

In(x*+1)

}I: x2
1 x=0

, xz0

Expresamos cada uno de los valores absolutos como funcién definida a trozos:

Ix+ 3] {—(x+3)=—x—3 si x<-3

x+3 si x>-3

—(x=1)=—x+1 si x<1
|x—1] = )
x—1 si x>1

—[-QCx+4)]=2x+4 si x<-2

—(2x+4)=-2x-4 si x>2-2

—|2x + 4| =<{

Efectuamos la suma teniendo en cuenta los puntos donde cambia de signo cada su-
mando, que son -3, -2y 1:

—x—3 | x+3
< [—x+1] > x—1
2x + 4 2x—4
-3 -2 -1 0 1 2
Sumando en cada tramo, se obtiene:
x€ (—00,-3) = fx)=—x—-3-x+1+2x+4=2
x€[-3,-2) = flx)=x+3-x+1+2x+4=2x+8
x€[-2,1) - fl)=x+3-x+1-2x—4="2x
x€[l,+00) — f)=x+3+x-1-2x—4=-2
La funcién que debemos representar es:
2 si x<-3 1l
2x+8 si —3<x<-2
fx) = . |
—2x si —2<x<1 30
-2 si 1<x . | 2
|
., , . . In(x*+1)
* La funcién estd definida en IR — {0}. Como 1@07 =0, en x=0 la
x x

gréifica tiene un agujero (discontinuidad evitable).

* Como la funcién es impar, ya que f(—x) = —f(x), la estudiamos solo para x> 0.

(% +1)
x

* Asintota horizontal: _lim =0 — y=0. La funcién va por encima de
X +oo

la asintota porque es mayor que cero para valores de x mayores que 0.

. [n(1,98%+1)
1,98

* Su representacién gréfica, teniendo en cuenta que es impar, es la siguiente:

= 0,80; la funcién tiene un Gnico maximo en (1,98; 0,80).
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Ejercicios y problemas resueltos

7. Estudio y grafica de otras funciones

a) Estudiar y representar: y = ZL a) ®* Dominio: (0, 1) U (1, +0) \
n x ]
* Comportamiento de la funcién cerca de x = 0: i
-
lim —*— = 0. No tiene asintota en x = 0. i1
x—0* Inx \
e Asintota vertical: x=1 = lim —%— =—oo, lim —*— =400
x—>1- lnx x—>1* lnx
o Ramas infinitas:  fm —X— = X2 5 g 1 _ e
x>t [px 400 x—>teo ]/x
. Ti 0 S |
iene rama parabdlica:  lim = lim ——=0
X —> +o0 X X —> +oo [ﬂ X
'y'=/nx7_1=0 S nx=1 & x=¢ > fle)=¢
2
(Inx)
Signo de "
y'<0 y'<0 y'>0 \\
0 1 e / -
\ \ A
Crece en (e, +0). Decrece en (0, 1) U (1, ¢). N
\
Minimo en (e, ¢). |
2 .. . , .
b) Estudiar y representar: y = X7+ 2x b) * Dominio: IR. No tiene asintotas verticales.
ex
¢ Ramas infinitas:
2 2 2
lim X +2x -0, Ilim X +2x —4oo, lim % +2x _ o
X —> +o0 ex X —>—oo €x X —>—o0 X(,’x

Hazlo tu. Representa las siguientes
funciones:
x
Inx?

a)y=

2x+1
D=t

* Tiene asintota horizontal y = 0 cuando x — +co y rama parabdlica cuando

x —> —oo,

2
* Estudio de la derivada: y'= Z—_xx - 9'=0 = x= V2, x=—42
e

Signo de y"

y'<0 3'>0 y'<0
ML TN

Crece en: (—v2,42)

Decrece en: (—o0, —y2) U (42, +o0) 1 =
. 2-22 T
Minimo: (—ﬁ, s ) /
/
Miximo: (ﬁ, 2+%ﬁ) \\ }I
e"z \V4




8. Funciones trigonométricas

a) Representar: y = cos 2x — cos x

1
sen mx

b) Representar: y =

Hazlo tu. Representa las siguientes
funciones:

a) y = 2sen x + cos 2x

by-— 1

oS TUX

a) Dominio: IR. Es continua y derivable. Periodicidad: 2m. Funcién par.
* Punto de corte coneleje ¥: x=0, y=0 — (0, 0)
* Puntos de corte con el eje X cos 2x—cosx=0 — (cos2 x—sen®x) —cosx=0 —
2 2 2 cos x =1
— cos“x— (1 —cos“x) —cosx=0 — 2cos*“x—cosx—1=0 —
cos x =—1/2
Si cosx=1 — x=0+2FkN con ke Z
Si cosx=-1/2 — x=(2®/3) + 2km; x=(4T/3) + 2kN con ke Z
* Mdximos y minimos: y'=—2sen 2x +senx=0 —

— 2Q2senxcosx) + senx=0 — senx(—4cosx+1)=0 —
{xenx:O — x=0+4m
—4deosx+1=0 = cosx=1/4 = x=1,32+2km; x=~4,96+2k% con ke Z
Estudiamos el signo de y "= —4cos 2x + cos x en esos puntos:
9"<0 en x=0+ 4t — mdximos: (0 + 2km, 0), (W + 2kn,2) con ke Z
9"'>0 en x=1,32 +2kn yen x=4,96 + 2kn —
— minimos: (1,32 + 2km; —1,12), (4,96 + 2km; —1,12) con ke Z

- o)
\ \ 1

1 / 111/
—3m| \ =2 | TN, JEE "
N7 / A N/

— I Nt

N
Tl

I
a
3

b) Dominio: IR — {k}, con k€ Z. Es continua y derivable. Periodicidad: 2. Impar.
* No corta con los ejes.
¢ Asintotas verticales: x =% con ke Z.

Posicién de la curva con respecto a la asintota:

lim y=—oo lim y=+o0, si k espar
x—)k"y x—)k"}/ p
lim y=+00 lim y=—oo, si k esimpar
x—)k"y x—)/e*'y p
* Miximos y minimos: y':—%nxz =0 > x=1/2+k con ke Z
(sen Tx)

212 cos® Tx + W2 sen? Tx

S€ﬂ3 T

Estudiamos ahora el signo de y"=

El numerador es siempre positivo. El denominador es positivo para los intervalos
(2k, 1 + 2k) y negativo para (1 + 2k, 2 + 2k), con ke Z. Por tanto:

y">0 en x=1/2 + 2k — minimos: (1/2 + 2k, 1) con ke Z.
y"<0 en x=3/2+2k — miximos: (3/2 +2k,~1) con ke Z.
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1. Descripcién de una gréfica

Describir la siguiente grdfica dando los ele-
mMentos necesarios para que un companero
la pueda representar a partir de la descrip-

cion.

‘;r
4

[ T——

[
P P S Y O R P O o oy oy

.
.

—

2. Representacion de una funcién |

Representar la siguiente funcion:

~ In|x|
T ox

3. Curva con asintotas

Representar la siguiente funcion:

[ 4
f(x)zxi’f]

[+

4., Casi la misma funcién

Representar la siguiente funcion:

foy =L

X

I‘CSPCCtO a esta.

izquierda como a su derecha.

la curva respecto a la asintota.

Asintota oblicua para x — +oo: y=x-2.

ogaritmica con valor absoluto

Estudia si es simétrica. Indica su do-

* Indica dénde estd definida la funcién y refiérete a su continuidad y su derivabilidad.

Describe, mediante un limite, la asintota horizontal, y la posicién de la curva con
Describe, mediante limites, la asintota vertical y la posicién de la curva tanto a su
Describe la asintota oblicua mediante limites. Refiere en uno de ellos la posicién de

* Describe la condicién por la que se obtienen los puntos singulares. Afade condi-
ciones para saber cudles son mdximos y minimos.

* Completa la informacién de los puntos singulares con sus ordenadas.
Solucion: Dom f=1R — {1}; derivable en todo su dominio.

Asintota horizontal para x — —oo: y = 4. Asintota vertical: x = 1.

Miximo relativo en (3, 2). Minimos relativos en (-1, -1) y (5, =2).

Cortes con los ejes en (-2, 0), (0, 0), (2, 0), (4, 0) y (6, 0).

Solucién:

minio de definicién y si es derivable

|

en todo él.

Halla los elementos necesarios para

su representacion: asintotas, puntos

singulares, etc. (e

Estudia su simetria y averigua los elemen-
tos necesarios para su representacion.

Para estudiar las asintotas, conviene meter
la x dentro de la rafz:

4
J 1 4
Fl) = %= /xx’zrl - /x2+éz I = | x|

Haz lo mismo que en el ejercicio anterior.

Ten en cuenta que como la x en el deno-
minador no tiene valor absoluto, los sig-
nos se gestionan de forma distinta.

Solucién:
g
rd
! P i
NN
~J AV
Solucién:

Pl

-——-‘”




jercicios y problemas propuestos

Para practicar

ess 08 PSS 0PSOOSPOOPOOROOROIOPRPROIOIRORISIRNRORROROED

M Descripcién de una gréfica
1 Representa una funcién continuay derivable en IR tal que:
/ = 400 / = —00
A, S A, 1)

f@2)=1, f'(x) 20 para cualquier x, f'(2)=0

2 De una funcién y=f(x) tenemos la siguiente informacién:

D=R-{1, 4}

xli)”i_f(x - xli}?’l’{+f(x) -
S =

A )0

si x —> 400, f(x)>0 si x—=—o0, f(x)<0

f@2)=0, f(2)=-1; f(-1)=0, f(-1)=~1

Represéntala.

3 Dibuja la gréfica de una funcién continua y derivable en
IR de la que se conocen los siguientes datos:

i @)=l [ -

flx)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4
F(2)=2; £(0)=0; £(3) =5; f(4) =4

4 Describe las siguientes funciones indicando su dominio,
sus simetrfas (si las tienen), sus asintotas y ramas infini-
tas, sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento
y decrecimiento. Hazlo dando valores de la funcién, de su
derivada y de ciertos limites.

a) b)
2
—1 il — =
\[/ i
| |
| |
|
C) d) II /fl tj}?
\ i,
1 Fi
‘ [
A1 12
pd |
P4 |
P |
v |

Unidad 10 e e e

M Caracteristicas de las funciones

5 Indica el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a)y:V—x2+3x+4 b)y=

1
Y3x—21
d)y= 1

arc cos (x —2)

9 y=in(h—x)

1 -

tgix qltgzx—l

6 Estudia la simetria de las siguientes funciones:

e)y=

a) y=x2+1 b)y= % C) y=1tgmnx
x? -3
X |x| X
d)y=e‘|| e)y=ﬁ f)_y=2€as§

7 Determina el periodo de cada una de estas funciones:
a) y = sen 3x b) y = sen 2mx
C) y=tgnx d) y = sen x + cos 2x

e)y:cos(%x)wmx f)y:sen(x2+1)

8 Halla las asintotas verticales de estas funciones e indica la
posicién relativa de cada curva respecto a ellas:

X%+l b)y= 2x -2
a)y SERT) )y 2o
1 oxlx=1)
c)y— Inx d)y— x% 2
¢ y=—1or 5 f)y-—1—
1—sen® x cos X
2

M Funciones polinémicas

9 Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y=x7 + 3x? b)y=x>-3x2+5

_xt 90 C5xtox0
oy= 2" +10 d)y= 7
e)y=x5—5x3 f)y=(x—1)3—3x
g y=x"—dx? h)y=1-(-1)>

10 Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de
decrecimiento, madximos, minimos y puntos de inflexién
de las siguientes funciones. Represéntalas graficamente:

a)y=3+(2—x)3 b)y=2—(x—3)4
c)y=(x+1)6—5 d)y=3—(1—x)3
e) y=x(x—1)(x+3) f)y:(x—2)2 (x+1)x3



jercicios y problemas propuestos

M Funciones racionales

11

12

13

En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas
y posicién de la curva respecto de estas, y represéntalas a
partir de los resultados obtenidos:

=L b = 1 = X
2y x? )y x2 -1 9y x2 -1
2
d)y=x=1 X f)y=x+ L
)y X 9y 2+l Jy=x+ x?
3 3 42
)y=—% hyy=—% i) y=
&7 1—x? ‘ (1-x)2 7 1+ x4

Representa estas funciones estudiando previamente su do-
minio, asintotas, ramas infinitas y extremos relativos.

DTy e
Representa las siguientes funciones racionales:
WIS Ry

Recuerda que si se simplifica una fraccién dividiendo nu-
merador y denominador por (x — 4), hay una disconti-
nuidad evitable en x = 4.

M Otros tipos de funciones

14

15

16

Estudia y representa las siguientes funciones:

a) y=Y4—x? b) y= yx?—x
Q) y=yx*—4x+5 d)y= x?

x2 -1

Estudia y representa las siguientes funciones:

_ X _ Inx
a)y= > b)y P
Oy=xlx d)y=(—1)¢"
e)y:e‘"2 f) y=x?e™

3
g))/:lz—x h) y=ln(x*-1)

Estudia y representa las siguientes funciones:
a) y=Senx + cosx b) y = 2sen x — cos 2x
) y = cos 2x — cos 4x d) y=3senmx + 2

e) y=senTx—2 £) y = tgmx + cos 2mx

M Funciones con valor absoluto y funciones a trozos

17

18

19

20

2l

22

a3

24

a5

Representa esta funcién:

2 .
—x“—2x+2 si x<0
f(x)z{x2—2x+2 si x20

Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y
sus extremos relativos. ;Tiene algin punto de inflexién?
Representa la siguiente funcién:

X —3x+1 si x<0

f(x)={(x_1)2 si x20

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
sus extremos relativos y su curvatura.
Considera la funcién:

senx  si x € [-2m,0)
[l = {x2—2x si x €0, 3]

Determina los puntos de corte con los ejes y sus extremos
relativos. Dibuja su gréfica.

Considera la funcién:

5 si x<0
x“+1

f) =

—x+1 si x>0

En el intervalo (—eo, 0], estudia si tiene puntos de corte
con los ejes, si la funcidn crece o decrece, los puntos de
inflexién y si tiene asintotas. Dibuja la grafica en todo R.

Dibuja la gréfica de las siguientes funciones e indica en
qué puntos no son derivables:

b)y=2x—|x-3|
d)y=x|x-1|

a)y=x+|x+2|
o y=|x|+|x=3]|
Representa grificamente cada una de las siguientes fun-
ciones:

2«

x*+1

1
2 b)y

a)y=
Considera la funcién f(x) = x%|x—3|:

a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus méximos y minimos.

¢) Represéntala gréficamente.

Representa la siguiente funcién:

£ = | + 3|

L+]|x|

Representa la funcién:

F) = %3 —x?+ 2|



Para resolver
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26

27

28

29

30

Estudia el dominio de definicidn, las asintotas y los extre-
mos de cada una de estas funciones y, con esa informacidn,
relaciénalas con sus respectivas gréficas:

-1 b)y = xe*
2y sen x )y =xe
c)y::en’zc d)y=3J;
e) y=x*+1 £) y = sen® x
~ N4 : | |
2N i
o} o) \ I: H
| “ey A :
_ T 0 §2n
T b ol 2] ] !
Z I E T
[N i
i
L/ L/
B
N NP 1
\\ o) Jf’ § /1 N,
N / 7 N
%
o M1
Q) N2
o] IZ
T
= o = —-—-.,7_

Recuerda que el seno hiperbélico y el coseno hiperbélico
se definfan asi:

X X | X
e —e coshx=2 1€

2 2
Estudia los méximos, los minimos y los puntos de inflexién

senh x =

de estas funciones y represéntalas gréficamente.

Determina las asintotas de las siguientes funciones:

V1—x b) x+v‘x2+1
3x x

a)y=

Realiza un estudio y representa cada una de las siguientes
funciones:

2 X
y u) by £ =1
2y n<x2+1 )y e+l
lx-1|
=/< X ) dy=—&
A y=in x+1 )y x2+2x—3

Larecta y=2x+ 6 es una asintota oblicua de la funcién:

C2x% 41
o= 2251

Halla el valor de % y representa la funcién asi obtenida.

31

32

33

34

35

36

Sea la funcién f(x) = x2. ¢ con a=0.

a) Calcula el valor de @ para que esta funcién tenga un
extremo relativo en el punto de abscisa x = 2.

b) Clasifica los extremos relativos cuando 4 = 2.

Dada la funcién:
FO)=ax+b+ %

calcula @ y & para que la grafica de f* pase por el punto
(-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de @ y b, representa la funcién.

Halla los valores de 4, & y ¢ para los cuales la funcién:
ax* +bx +c

fe = x*—4

tiene como asintota horizontal la recta y = -1 y un mini-
mo en el punto (0, 1).

Dada la siguiente funcién:
4
fl) = 2

a) Determina el valor de # para el que la funcién posee un
minimo relativo en x = 1. Para ese valor de #, obtén
los otros extremos relativos.

b) Obtén las asintotas de la grificade y=f(x) para a=1.

¢) Esboza la grifica de la funcién para = 1.

Una particula se mueve a lo largo de la grifica de la curva

2x

dC ecuacion y= para x> 1.

En el punto P (2, —%) la deja y se desplaza a lo largo de

la recta tangente a dicha curva.
a) Halla la ecuacién de la tangente.

b) Si se desplaza de derecha a izquierda, halla el punto en
el que la particula encuentra a la asintota vertical mds
préxima al punto P.

c) Si el desplazamiento es de izquierda a derecha, halla el
punto en el que la particula encuentra el eje X.

La concentracién (en %) de nitrégeno de un compuesto
viene dada, en funcidn del tiempo z€ [0, +o0) medido en
segundos, por la funcién:

60
N(t) = ——>—
® 1+2¢7

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece
con el tiempo. ;Para qué ¢ la concentracién de nitrége-
no es minima y cudl es esta concentracién?

b) ;A qué valor tiende la concentracién de nitrégeno cuan-
do el tiempo tiende a infinito?

L]
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jercicios y problemas propuestos

Cuestiones tedricas

LR AL B B B B B AL O B B B B B B A B N

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

:Qué podemos decir del grado de una funcién polinémica
con dos madximos y dos minimos relativos? En esa funcién,
spuede estar uno de los minimos més alto que los méximos?

Una funcién f(x) tiene las siguientes caracteristicas:
Dom f=1R — {0} y es continua y derivable en todo su
dominio.

. iz;riiw fx) =—o0 lim

X —> +oo

= 400

xli”%)_f(x - xli”fr f(X) =

Indica cudles de las siguientes afirmaciones son seguras,
cudles son probables y cudles son imposibles:

a) f(x) es par.

b) f(x) esimpar.

c) No tiene miximos ni minimos.

d) Tiene un mdximo y un minimo.

¢) Corta al eje X en dos puntos.

f) Corta el eje X al menos en dos puntos.
g) Tiene, al menos, una asintota vertical.

h) Tiene solo una asintota vertical.

i) Tiene una asintota oblicua.

j) Escéncavaen x<0 yconvexaen x> 0.
:Cudntos puntos de inflexién puede tener, como médximo,
una funcién polinémica de cuarto grado?

x| . ,
tiene d.OS asintotas

Comprueba que la funcién y = | ]
X+

horizontales.

Sobre la grifica de y = |x? — 4| indica los intervalos de

concavidad y de convexidad. ;Cudles son sus puntos de

inflexién?
_ o x+1

J x? -1

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justificalo.

no esta definidaen x=1 nien x=-1; sin

;Cudntas asintotas verticales puede tener una funcién? ;Y
horizontales?

Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en
x =1 y que no sea derivable en ese punto. Represéntala.

Da un ejemplo de una funcién derivable en x =1 con
f'(1) =0 que no tenga mdximo ni minimo en ese punto.

Si es posible, dibuja una funcién continua en el intervalo
[0, 4] que tenga, al menos, un mdximo relativo en (2, 3) y
un minimo relativo en (3, 4). Si la funcién fuera poling-
mica, ;cudl deberfa ser, como minimo su grado?

JTiene f(x) = x + ¢™ alguna asintota? Si es asi, hallala.

48

49

50

51

:Son iguales las grificas de f(x) = ¢* y g(x) = el*l? Justi-
fica tu respuesta.

Indica cudl de estas graficas corresponde a y = /n |x| y
cudla y=|/nx|. ;Cudl es la ecuacién de cada una de las
otras dos?

a) b) H [
] Il
\
o) — d)
2 I
i I\
\l/ | \
l' | N
i [

sQué tipo de simetria tienen las siguientes funciones?

) y=sen’x b)y=|x|-2 )y=tgx d)y=x-x
Dada la funcién f(x):
~
Y Sx)
,/ \ L
/ VAT
\[ [

Indica qué grifica corresponde a estas otras:

fe flx) &l &

a) [ ] _
71N \J /"
AN/ T\

\ [N ‘
[ i [N }
~ \ N |
N
N[
BN \
o IEEEE
\A"//' \ f\! '\\
d) | .
L / \
\‘\\ | f//
N | \/




52 Relaciona cada grifica con su funcién.
4
2
2 A
A
-2

g2(x) = x2 sen (M)

2 w2
ViV

b (%) = x2 cos(Tx)

f(x) = x sen (nx)

Para

ee o

'profundizar
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83 En el Ejercicio resuelto 1 del apartado 10.5, vimos un senci-
llo procedimiento para calcular las asintotas de la funcién
9= yx? —2x mediante los pasos siguientes:

V2= 2x={(x-1)2 -1 =|x—1|

Averigua, de forma similar, las asintotas de estas funciones:

a) y= x?+2x b) y = yx* —6x+12
c)y=¢x2+4x d)y=v4x2—x+3

Indica la posicién de cada curva respecto de las asintotas.

54 Aunque la palabra asintota la hemos aplicado a rectas que
se aproximan a una grafica, tiene un significado mds am-
plio: se dice que dos curvas son asintdticas cuando, al ale-

jarse del origen, la distancia entre ellas tiende a cero.
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Por ejemplo, la pardbola y = x? + 1 es asintética a la fun-

4
cién y = zx (revisa su gréfica en la pdgina 310).
x —_—
Autoevaluaciéon
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Es fdcil comprobarlo efectuando el cociente:

4
X
> =x?+1+ 21
x“—1 X —
La diferencia entre las dos ecuaciones, 21 , tiende a 0
x p—

cuando x —> too. Ademds, toma valores positivos, por lo
que la gréficade y=f(x) queda por encima de la pardbola.

Este resultado permite representar la funcién de forma mis
precisa apoydndonos en la representacién de la pardbola:

\ P
s . pardbola asintdtica

.
.

/N

a) Halla la pardbola asintéticaa y=

.
Sres--

rectas asintdticas

392
0 =2x"+x+8 P
x
termina la posicién de la curva respecto de ella.

b) Representa la funcién utilizando esos datos, asi como la
asintota vertical y el punto singular (inico, en x = 2).

Estudia la posicién relativa entre estas curvas y sus pardbo-
las asintdticas. Representa la informacién obtenida:

4
b) y=

X
x2—4

-1
x

x4
x2+1

EAEEEY €1 Resoluciones de estos ejercicios.

a)y= Qy=

1 Dibuja la grafica de una funcién f de la que sabemos: 5
iy f0 = lin f)=3 ln f@=—e
f1=5) =05 f/(0) =05 f(=5)=0; £(0) =2
& Describe la grifica de la siguiente ] ]
funcién: /,/ / v
ot
o ’/-
Vo
[ [
I L 8
3 ;Tiene f(x) = x>+ 2x+ 4 maximos y/o minimos? ;Y algin
punto de inflexién? Estudia su curvatura y represéntala. 9
4 Estudia las asintotas y los puntos singulares de la funcién
(x+2) 2 ) ) 10
fx) = —3 7 represéntala grificamente.
+

(x+1)2

Representa la funcién f(x) = .
e

Calcula los puntos de corte con los ejes y los puntos singu-
lares de la funcién y = /n (—x2 + 1). Determina los inter-
valos de crecimiento y de decrecimiento y esboza la gréfica.

Dibuja una funcién continua en IR que tenga un minimo
relativo en (1, 6) y un mdximo relativo en (6, 2). Si es un
polinomio, jcudl serd, como minimo, su grado?

Halla los méximos y los minimos de f(x) = xyx +3.

Indica si tiene asintotas y represéntala graficamente.
Dibuja la gréfica de f(x) = |x + 3| + |x—1|.

Estudia estas funciones y represéntalas graficamente:

b) y = 2sen Tx + cos 2mx

a) y =sen2x + 2cos x



