Buscando la optimizacion

La obtencién de la tangente a una curva en uno de sus puntos y el cdl-
culo de la velocidad instantdnea de un mévil son problemas histéricos
que dieron lugar, en su momento, a la nocién de derivada. Sin em-
bargo, fueron los problemas de optimizacién los que aportaron mayor
impulso a la busqueda de una teoria que diera generalidad a todos los
problemas particulares que se habfan planteado.

La ciencia, la técnica, las propias matemdticas e, incluso, la vida coti-
diana estdn plagadas de problemas de optimizacién (mdximos y mi-
nimos). Numerosas cuestiones importantes se plantean de este modo:
“qué es lo 6ptimo en tales circunstancias”. Muchos de los problemas de
méximos y minimos ya fueron abordados por los griegos, como, por
ejemplo, el camino que recorre la luz para llegar de un punto a otro
mediante reflexién (Herén, siglo 1 d. C.). Antes de la invencién del cdl-
culo diferencial, cada uno de tales problemas se abordaba mediante un
procedimiento especifico, no generalizable a los demds. Actualmente
muchos de esos problemas son simples aplicaciones de las derivadas.

Uha buena notacién

Tener una buena notacién para designar simbélicamente de forma ade-
cuada los conceptos matemdticos es enormemente importante. Newton
anotaba con un punto encima, y, la derivada de la funcién, lo cual
dice muy poco sobre lo que es la derivada. Leibniz en cambio ideé la
notacién 2, que representa muy adecuadamente su significado.

dx

A comienzos del siglo xvir se originé una vehemente disputa entre
las islas britdnicas y el continente sobre si habia sido Leibniz (conti-
nental) o Newton (inglés) el primero que habia inventado el cdlculo
infinitesimal. Tanto se agriaron los dnimos que los matemdticos briti-
nicos se aferraron durante todo el siglo xvir no solo a las ensefanzas
de Newton, sino también a su notacién poco afortunada. Se dice que
la consecuencia de este empecinamiento fue un atraso de 50 afios para
la matemdtica britdnica.

El gran maestro de la buena notacién fue Euler. A ¢l se debe casi toda
la que hoy usamos en nuestra matemdtica. El fue quien introdujo ©
(inicial de periferia en griego), él también introdujo e (probablemente
. . . . . « . » 7 s
por ser inicial de Einbeit, “unidad” en alemdn; e es el nimero cuyo lo-
garitmo natural es la unidad). Fue Euler quien consagré la notacién de
Leibniz para la derivada y la integral y otras muchas que quedaron avala-
das por su autoridad y por su adecuacién con lo que querian representar.

Aplicaciones de las derivadas

Herdn comprobd que la luz sigue la trayectoria mds corta.

Una notacién adecuada favorece el desarrollo e intercambio de
ideas.



Johann Bernoulli y el Marqués
de LHopital

El padre de los hermanos Bernoulli, Jakob y Johann, crefa saber bien
lo que les iba a cada uno de sus hijos: a Jakob, la teologfa, y a Johann,
la medicina. La verdad es que no acerté con ninguno. Por ahi los en-
cauzd y por esos caminos comenzaron cada uno en la Universidad de
Basilea, Suiza. Pero la atraccidn de la matemadtica fue tal que, después
de terminados los estudios prescritos por su padre, esta les absorbié
completamente y en ella descollaron extraordinariamente.

En 1692, en un viaje que Johann hizo a Paris, conocié a un joven mar-
qués, G.FA. de CHoépital, entusiasmado con el nuevo cdlculo infini-
tesimal. Este, aparte de recibir lecciones de Bernoulli, firmé con él un
contrato por el que Johann, de vuelta a Basilea, a cambio de un sueldo
regular, se comprometia a comunicar al marqués sus descubrimientos y
este podria hacer de ellos el uso que le pareciera.

Con las ideas y descubrimientos de Johann Bernoulli, L'Hépital escri-
bié en 1696 un magnifico libro, Andlisis de los infinitésimos, que tuvo
un éxito extraordinario durante todo el siglo xviir y le ha hecho pasar
a la historia. Este nunca pretendié hacerse con la paternidad de los
resultados que publicaba en €l, sino que siempre reconocié claramente
el mérito a Bernoulli.

La regla de UHopital, que ya conoces como eficaz herramienta para el
célculo de limites y cuya validez se demostrard en esta unidad, es uno
de los descubrimientos de Johann Bernoulli que se le atribuyen injus-
tamente al marqués.

Al morir CHoépital, Johann Bernoulli reclamé para si el mérito de aque-
lla regla. Nadie le creyé. Mds adelante el descubrimiento de la corres-
pondencia entre Bernoulli y el marqués ha puesto las cosas en su lugar.

Resuelve
Optimizacion

m Una persona se acerca a una estatua de 2 m de altura. Los
ojos de la persona estdn 1 m por debajo de los pies de la es-
cultura. ;A qué distancia se debe acercar para que el dngulo,
@, bajo el cual ve la estatua sea méximo?

Hay una hermosa resolucién por métodos geométricos. Ob-
sérvala:

Se traza una circunferencia que pasa por los puntos A y B
y es tangente a la recta 7.

Demuestra que el punto de tangen-

5 B cia, 7, esellugardelarecta r des-
de el que se ve el segmento AB con
| dngulo méximo.
L
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Johann Bernoulli (1667-1748).
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La longitud del segmento OT se halla teniendo en cuenta
que la potencia del punto O respecto a la circunferencia es

igual a OA- OB y también es igual a oT°>.
Por tanto, OT =yOA-OB=4/1-3=43 ~1,73 m.

iATENCION! Este problema lo puedes resolver, también, rela-
cionando el d4ngulo @ con los dngulos o y B cuyas tan-
gentes trigonométricas podemos expresar en funcién de x.

Obtendrds una funcién que B
debes hacer maxima (en la pa-
gina 276 se resuelve este pro-
blema siguiendo este camino). Y4
. 59
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E Recta tangente a una curva

J Recuerda La obtencién de la recta tangente a una curva en uno de sus puntos es la aplicacién
Si la recta tangente es “vertical” (perpendi- mds inmediata de las derivadas, que ya conoces desde el curso pasado y que hemos
cular al eje X), la derivada en ese punto no utilizado en la unidad anterior. Pero relacionados con este hay otros casos menos
existe. triviales. Véamoslos:

m Caso elemental
Hallar la tangente a y = f(x) en el punto de abscisa x = x;.
Ordenada del punto: f(xy); pendiente de la recta: m = f7(x;)
La ecuacién de la recta tangente es:
=1 (xg) + [ (o) (e = o)
Por e¢jemplo:

x%—2x
x+3

Hallar la ecuacién de la recta tangente a y = en xg=3.

; : _A3y - 3*-2:3_1
Célculo de la ordenada: f(x,) = f(3) = 3.5 2

La curva pasa por (3, %)

_ (2x—2)(x+3)—(x2—2x).

Pendiente: f"(x) ;s £1(3) = 4-6-3 _ 7

(x+3)2 62 12
La ecuacién de la recta tangente en x5 =3 es: y= % + % (x—-3)
» Cuando la funcién se da implicitamente: ¢(x, y) = 0
En el apartado 8.5 de la unidad anterior vimos La funcién y(x) viene dada implicitamente. Nos pueden dar las coordenadas del

algunos ejemplos de este caso. punto (xp, yo), o bien solo la abscisa. En este caso la ordenada se obtiene resolvien-
do la ecuacién ¢ (xy, y) = 0.

La expresién de y '(x, y) o, mejor, el valor de y '(xy, y,) se obtiene mediante la
derivacién implicita en ¢ (x, y) = 0.

Ejemplo:

Hallar las tangentesa =—+-=—=1 en los puntos de abscisa x, = 4.

x> )’2
25 16

Obtencién de las ordenadas correspondientes:

2
16,58 | a6y 16144 12
25*16'1%“'16( 25) 25 o=

Para hallar la pendiente en esos puntos, derivamos implicitamente:

2 ’
E.Fﬂ:() % y'—_&

25 16 25y

RECTA TANGENTE EN P;: Pendiente: )/'(

(4,2) 5 )77 25.(12/5) 15
5
1216,
N, o
P2(4 —E) RECTA TANGENTE EN P,: Pendiente: y'<4, 12)— 16-4 __ 16

4£>_ 16-4 16

5 ) 25.(=12/5) 15

__12 16, _
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m Tangente a una curva y = f(x) conociendo su pendiente

Conocemos la pendiente, 7, de las rectas tangentes buscadas pero no sabemos
cudles son los puntos de tangencia. Las abscisas de estos se obtienen resolviendo la
ecuacion f'(x) = m.

Por ejemplo:

Hallar las rectas tangentes a y = sen x, x € [T, ] paralelas a la recta x + 2y = 0.

Pendiente de la recta: y = —%x — m=—%
Resolvemos f7(x) = —%: cos x = —% — x = 2?7'5, Xy = 231t ‘ N
3 ARNAE]
3 !
- ZTTE 20 7 ! Puntos de tangencia: senzTn = g - (%@) x2:_23_n
‘ o 2m)_ B3 ([ 2m {3
. 3 3 56”( 3 >_ 2 - ( 37 2 ) oS x| = COS Xy = —=
2
yZE_L<x_2_n>
2 2 3
Rectas tangentes:
__ B3 L(mﬂ)
A ) 3

» Tangente a una curva desde un punto exterior

Conocemos el punto, P(xy, y). Desconocemos el punto de tangencia, 7'(c, f(c)).

A

Xg—C

T (e f(0)

La pendiente del segmento P7 es y coincide con f'(c).

Se igualan y se resuelve la ecuacién. Las soluciones son las abscisas de los puntos
de tangencia.

y=x%—5x+3

Por ejemplo:
Hallar las rectas tangentes a y = x*—5x+3 que pasan por el punto P (2, -7).
* El punto 7" de tangencia es de la curva. Sus coordenadas son (c, ¢t —5c+3).

* La pendiente de la recta P7 debe ser igual a la derivada de fen «

fO-y L 2-5c+3-(=7) v
ﬁ—f(c) - C_—2—2c—5 (pues f'(x) =2x-5)

= 2=5¢+10=(c—2)(2c=5) = ¢?—4c=0 = ¢;=0, c,=4
* Hay dos rectas tangentes:
=0, fle) =3, f'(e))==5 > y=3-5(x-0) > y=-5x+3
=4, fleyy=-1, f' () =3 > y=-1+3(x—4) — y=3x-13
Los puntos de tangencia son 77(0, 3) y 7,(4, -1).

1 Halla las rectas tangentes a cada curva que cumplen la condicién que se indica:
D e [

a)y 3 b)x2+y2—2x+4y—24=0
en los puntos de abscisa 0, 1, 3. en los puntos de abscisa x; = 3.
3 3
c)y=%—x2+3x—6 d)y=%—x2+x—2

paralelas a la recta y—x=9 que pasan por el punto P(2, 0).

Unidad 9 ee e




E Crecimiento y decrecimiento de una funcién en un punto

La idea gréfica de funcidn creciente o decreciente en un punto es muy clara. Vamos
a dar una definicién que permita operar con ella:

f es creciente en x; si existe un entorno de xy, E= (x)—a, x+a) tal que, si
x € E, x=#xp entonces:

Fe) = flxg) si x> xg, entonces f(x)> f(xg)

x — %, #0 B dignifice si x < x, entonces f(x)< [ (xp)

Andlogamente, si [ es decreciente, el cociente es negativo.

M Relacién del crecimiento con el signo de la derivada

f(x) derivable y creciente en x; = f'(x;) 20

f(x) derivable y decreciente en x; = f"(x,) <0

Demostraciéon

S )= fxg)

f creciente en x; =
X — X

>0 paratodo x de unentorno £ de x.

Por tanto, f'(x)) = lim M >0, pues el limite de una funcién que toma
07 xS X — X p q

valores positivos es positivo o nulo.

FUNCIONES CRECIENTES

. . Andlogamente, se demostraria que si f es decreciente en x5, f (x) < 0.
Observa que una funcién puede ser creciente 8 ’ q f AC

en un punto siendo cero su derivada en ¢él.
M Criterio de crecimiento en x, a partir del signo de f'(x)

Cuando se pretende representar una funcién a partir de su expresion analitica, resulta
util el siguiente criterio que permite inferir si una funcién es creciente o decreciente
a partir del signo de su derivada:

E ]
[En la web Jab f'(xp) >0 = f es creciente en x,

Griéfica interactiva para analizar la
primera derivada y el crecimiento de
una funcién.

f'(xp) <0 = f es decreciente en x

La demostracién de estas implicaciones se verd en la pdgina 283.

Por ejemplo, averigiiemos dénde es creciente y dénde es decreciente la funcién
y= x3 - 6x? + 5, cuya derivada es f(x) = 3x2 - 12x = 3x(x — 4):

x<0 = f'(x)>0 = f escreciente (=0, 0) CRECIENTE

O<x<4 = f'(x)<0 = f esdecreciente  (0,4) DECRECIENTE

d<x = f'(x)>0 = f escreciente (4, +00) CRECIENTE
1 Demuestra que si una funcién y = f(x) es decreciente en 2 Dada la funcién y=x3—3x% - 9x + 5:

Xy, entonces: a) ;Dénde crece?

[ <0 b) ;Dénde decrece?

W7 En la web ] O Ejercicios para estudiar localmente una funcién usando su derivada primera.




E IML:sximos y minimos relativos de una funcién

S| |

L AY
% - X 7
Ixg—a  x, X xg+a

J Puntos singulares

Los puntos de tangente horizontal, es decir,
aquellos donde f'(x) = 0, se llaman puntos
singulares o puntos criticos.

Un punto singular puede ser:

- f pasa de crecer a

méximo
decrecer

. f pasa de decrecer a

minimo
crecer

punto de no hay cambio
inflexién | en el crecimiento

|!dea de la demostracién

Si hay un méximo en x;:
— La derivada en x; por la izquierda es
mayor o igual que 0.

— Laderivadaen x, por la derecha es me-
nor o igual que 0.

Por tanto, la derivada en x; es 0.

Y algo parecido ocurre para los minimos.

[ @

1 Comprueba que la funcién y = x3/(x—2)? tiene solo dos
puntos singulares, en x=0 yen x=06.

Averigua de qué tipo es cada uno de estos dos puntos sin-
gulares; para ello, debes estudiar el signo de la derivada.

[En la web Zgy

La idea de méximo relativo en un punto es que la funcién, en ese punto, vale mis que
en los puntos que lo rodean. Veamos una definicién mds operativa:

f tiene un mdximo relativo en el punto de abscisa x;, si existe un entorno de x;,
E=(xy—a, xy+a), talquesi x€ E, x=xp entonces f(x) < f(xy). Es decir, es
creciente a la izquierda de x y decreciente a su derecha.

Anilogamente se define minimo relativo.
M En los maximos y minimos, la derivada es 0
Si f(x) es derivable en x, y tiene un mdximo o un minimo en él, entonces

f'(x) = 0. Es decir:

f(x) méximo o minimo en x, = f'(x;) =0

Sin embargo, puede ocurrir que f”(xy) =0 y que no haya ni méximo ni minimo en x,
g0, p q 0 yq Yy 0

xo—a XO x0+d XO a xo x0+a XO
MAXIMO MINIMO NO HAY MAXIMO NI MINIMO.
RELATIVO RELATIVO ES UN PUNTO DE INFLEXION
Demostracién

Si f tiene un mdximo en x5, f(x) —f(xy) <0 cualquiera que sea x € (xy—a, x; + a):

x<x) = x—xy<0 = M>O = f'(xp)=0
X—XO

STV o = f'x5) <0
0

Como f es derivable en xg, serd: ["(xp) = f'(xp)=f'(x}) = f'(xp) =0
Ejemplo: veamos los maximos y minimos de la funcién y = 3x> — 5x3.

Su derivada, f'(x) = 15(x* = x2) =15(x— 1) x2(x + 1) seanulaen—1,0 y 1. ;Cémo
saber si hay méximo o minimo en cada uno de ellos?

— Estudiando el signo de la derivada a su derecha y a su izquierda. Por ejemplo:

£'(0,99) <0, esdecreciente a la izquierda de 1
f'(1,01)> 0, escreciente a la derecha del

Hay un minimo en x = 1.

— O bien, representando los tres puntos asi como las ramas infinitas. Como la fun-
ci6én es derivable y, por tanto, continua en |R, al unir los puntos se aprecia cémo
se comporta la funcién en cada uno de ellos.

2 a) Halla todos los puntos singulares (abscisa y ordenada) de
la funcién y = —3x* + 4x3. Mediante una representa-
cién adecuada, averigua de qué tipo es cada uno de ellos.

b) Haz lo mismo para y = x* + 8x3 + 22x2 + 24x + 9.

Ejercicios de refuerzo de identificacién de extremos relativos.

Unidad 9 ee e




E Informacién extraida de la segunda derivada

M Concavidad, convexidad y punto de inflexién

Observemos la siguiente grafica:

Mirdndola desde arriba, ;no es razonable que llamemos céncavos a los tramos BC
y DE y convexos a los tramos AB y CD? Los puntos B, C, D, en los que la

y=f)
% £(x)
f(x) > t(x) = f céncava

La tangente estd por debajo

de la gréficade f

P

f(x) <t(x) = f convexa

La tangente estd por encima

de la gréficade f

p P

P es un punto de inflexién.

La tangente “atraviesa”

la grifica de f

=
L En la web Zay
Gréfica interactiva para analizar

la segunda derivada y la curvatura
de una funcién.

| Ten en cuenta

Estas implicaciones sirven para extraer con-
clusiones sobre el comportamiento de la se-
gunda derivada, f", a partir de la forma de
la curva.

curvatura pasa de concava a convexa, o viceversa, son los puntos de inflexién.

La mejor forma de caracterizar matemdticamente el tipo de curvatura (concavidad,
convexidad o inflexién) es comparar la curva con su tangente, como vamos a hacer
a continuacioén.

Tenemos una curva y = f'(x). Trazamos la recta tangente a ella en un punto P,
cuya ecuacién es y = #(x). Entonces:

Sien las cercanias de P es f(x) > #(x), la curva es céncavaen P.
Sien las cercanias de P es f(x) < #(x), la curva es convexaen P.

Sila tangente atraviesa la curvaen P, es decir, si a la izquierda de P es f(x) < #(x),
y aladerecha f(x) > #(x), o viceversa, P es un punto de inflexién.

M Relacién de la curvatura con la segunda derivada

Observa esta gréfica:

Fijate que en el tramo AB las cuatro tangentes que hay representadas tienen su pen-
diente cada vez menor. Por tanto, la derivada de f es decreciente en ese intervalo. Lo
mismo le ocurre al tramo CD.

Y lo contrario ocurre en los tramos BC y DE: la pendiente de las tangentes aumen-

tay, por tanto, f es creciente. En general:

Si f tiene segunda derivada en x;, se cumple que:
f cébncavaen x, = [ escrecienteen x; = f(x;) 20
f convexaen x, = [ esdecrecienteen x; = f"'(x) <0

f tiene un punto de inflexién en x; = f"'(x)) =0



M Criterio para detectar el tipo de curvatura

Puesto que lo que suele interesarnos es obtener informacién sobre la forma de la cur-
va a partir de su expresién analitica, veamos cémo son las implicaciones de sentido
opuesto a las que acabamos de ver:

f"(xp) >0 = f escoéncava en x,
f"(xp) <0 = f es convexaen x

f"(xp) =0y f"(xp) =0 = f tiene un punto de inflexién en x
W Aplicacién a la definicién de maximos y minimos

Si f'(xp) =0 yexiste f"(xy), entonces:
f"(xp) >0 = f tiene un minimo relativo en x;
f"(xp) <0 = f tiene un mdximo relativo en x;

MINIMO MAXIMO > , , .
(concava) (convexa) (La demostracidn se verd en la pdgina 283).

Ejercicio resuelto

1 Estudiar la curvatura de la funcion: Hallamos la derivada segunda de la funcién:
_ 3 2
fx) =x7 + 3x°. £ = 352 1 6x
f"(x) =6x+6

Buscamos los valores que anulan la derivada segunda:
f'x)=0 > 6x+6=0 = x=-1
fED) = (1P +3(-1)?=2

Como f"'(x) =6 =0, el punto /(~1, 2) es un punto de inflexién.

* f"(x)=6x+6<0 & x<-1 £
Desde —co hasta —1, la curva es
convexa, pues f''(x) < 0. v
et 2
*f'x)=6x+6>0 & x>-1 :
Desde —1 hasta +o0, la curva es
céncava, pues f'(x) > 0. -1
[En la web Za)
Ejercicios de refuerzo: aplicaciones de la
segunda derivada.
1 Estudia la curvatura de esta funcién: 2 Estudia la curvatura de la funcién siguiente:

y=3x-8x3+5 y=x7—6x? + 9x

[ En la web | O Ejercicios para estudiar localmente una funcién usando sus derivadas primera y segunda.

Unidad 9 ee e



B Optimizacién de funciones

| La importancia de optimizar

Hacer médximo un volumen, una poblacién,
unos beneficios, hacer minimos unos costes
de produccién o un drea son ejemplos de op-
timizacién de funciones con los que ingenie-
ros, arquitectos, economistas, ... tienen que
tratar habitualmente.

La dificultad de estos problemas, normal-
mente, no estriba en optimizar una funcién
dada por una expresién analitica, sino en en-
contrar la expresién analitica de la funcién a
optimizar.

MINIMO
(NO DERIVABLE)

MAXIMO
(CON DISCONTINUIDAD)

7 i

Ejercicios resueltos

Para familiarizarnos con la resolucién de este tipo de problemas, tendremos que:

* Aprender la técnica de hallar, de la forma més eficaz posible, los extremos de una
funcién que viene dada mediante su expresién analitica.

* Ejercitarnos en expresar analiticamente funciones que se describen mediante un
enunciado.

Empecemos dando unas orientaciones muy concretas para lo primero y, a continua-

cién, propondremos una serie de ejemplos como entrenamiento para lo segundo.

M Cilculo de los extremos de una funcién f(x) en un intervalo [a, b]

En los problemas de optimizacién, lo que interesa no son los extremos relativos de la
funcién sino los absolutos. Veamos algunas reglas para obtenetlos:

a) Si f(x) es derivable en [, 4], los mdximos y los minimos absolutos estdn entre
los puntos singulares y los correspondientes a los extremos del intervalo:

MAX MAX

MIN

| :
J 1
: MIN
! 1
1 [

L ey,

[ e ——
X

a b a
Por tanto, para hallarlos:
* Se resuelve la ecuaciéon f'(x) = 0.
* Se seleccionan las soluciones x, xy, x3, ..

* Se calcula f(a), f(x)), f(xy), ... v f(b).

Con estos valores se verd cudl es el mdximo y cudl el minimo.

. que estdn entre 2 y b.

b) Si hay algin punto de [4, 6] en el que la funcién no sea derivable, aunque si
continua, calcularemos el valor de f en ese punto, pues podria ser un extremo.

¢) Si f no es continua en algin punto x, de [4, 4], estudiaremos el comportamien-
to de la funcidn en las cercanias de x;,.

1 En la segunda pdgina de la unidad se
proponia un problema como este:

2m

1m (0)

E

Si el punto P se desliza a lo largo de
la semirrecta 1, jen qué posicion se
consigue que el dngulo @ sea mdximo?

_3 -1
5 go=-"- gB=—
£ —l’(OC B)_ thC—th
ge-x T l+rgozg P
1 o
3_1
E x p X x _ 2x
1,31 x*43
X X

@ es maximo cuando lo es su tangente.

2x . o =—2x2+6
szr3,f(x) 2132

f'(x) =0 & x=+3. Solo vale la solucién positiva.

Hemos de hallar el méximo de g ¢ = f(x) =

Por tanto, para que @ sea miximo, el punto P ha de estar a V3 = 1,73 m del
punto E.




Ejercicios resueltos

& Descomponer el niimero 36 en dos su-
mandos positivos de modo que el pro-
ducto del primer sumando por el cua-
drado del segundo sea mdximo.

6912}--=n-x--

f®)

3 Con dos piezas cuadradas de 36 cm de
lado hacemos la operacion que aparece

a la derecha.

;Cudnto debe valer x, el lado del
cuadradito que recortamos, para que

el volumen de la
mdximo?

caja resultante sea

1.¢* sumando: x, x>0
2.° sumando: 36— x, x <36

Ha de ser mdximo el valor de la siguiente funcién:
f(x) =x(36-%72%, 0<x<36
Empezamos averiguando dénde se anula su derivada:

fx) = x3 = 72x% + 1296x f(x) = 3x2 — 144x + 1296

vy 14441447 -4.3.1296 _ 12
f@=0 - x= 2.3 _<36(novale)
(36 no vale porque estd fuera del dominio de definicién de f).

En este caso, el intervalo de definicidn es (0, 36), es decir, es abierto; por tanto, no
hace falta estudiar el comportamiento de f en sus extremos aunque fécilmente pue-
des comprobar que se corresponden con el producto 0, es decir, f(0) = f(36) = 0.

Por tanto, el valor méximo se obtiene para x =12, f(12) = 6912.

Solucién: el primer sumando es 12, y el segundo, 24.

Las dimensiones de la caja serdn:

X
x, 36 —x, 36—x
Por tanto, el volumen ser4: 36 cm
Vix) =x(36—x)2% 0<x<36
Es decir, la funcién que hemos de optimizar es la 12 cm
misma del ejemplo anterior.
"En la web Y@ El lado del cuadradito serd de 12 cm. 24 cm
Ejercicios de refuerzo sobre optimizacién En tal caso, el volumen de la caja serd de 6912 cm’.
de funciones. 24 cm
1 Halla el ntimero positivo cuya suma con veinticinco veces 3 Entre todos los rectdngulos de perimetro 12 m, scudl es el
su inverso sea minima. que tiene la diagonal menor?
& De entre todos los tridngulos rectingulos cuyos catetos tie- 4 Determina las dimensiones que debe tener un recipiente
nen longitudes que suman 10 cm, halla las dimensiones de cilindrico de volumen igual a 6,28 litros para que pueda

aquel cuya drea es mdxima.

construirse con la menor cantidad posible de hojalata.

W7 En la web ] G Problemas para optimizar funciones aplicando las derivadas.
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E Dos importantes teoremas

Lo que dicen estos teoremas es muy sencillo y natural. Con ellos se simplifican nota-
blemente las demostraciones de varios resultados que hemos enunciado y utilizado,
sin demostrar, en los primeros apartados de esta unidad. Recordemos dos de ellos:

f'(xp) >0 = f es creciente en x,
f'(xg) =0y f"(xy) >0 = f tiene un minimo relativo en x,

Como veris, el primero de los dos teoremas que enunciamos a continuacién es un
caso particular del segundo, pero resulta bdsico para su demostracién.

W Teorema de Rolle

La idea del teorema de Rolle es que una curva continua y sin puntos angulosos que
toma los mismos valores en los extremos de un intervalo necesariamente tiene algin
punto con tangente horizontal.

f es continua en [4, 4] y derivable en (a, ).
[En la web Za)

°"8 Comprobacién interactiva del
e, 8

teorema de Rolle.

Si f(a) = f(b), existe algin punto c€ (4, b) tal que
f'(=0.

Demostracion

HIPOTESIS TESIS

* f continuaen [4, 6]
* f derivable en (a, b)
* fla) = f(b)

Existe c€ (4, b) tal que

f0=0

Puesto que f es continua en [, 6], alcanza en dicho intervalo un valor médximo y
un valor minimo (teorema de Weierstrass, unidad 7). Distingamos dos casos:

. El mdximo y el minimo estdn uno en @ y otro en 4. Como f(a) = f(b), el
méximo y el minimo coinciden. La funcién es constante en todo el intervalo y su
derivada es cero no solo en algtin punto, sino en todos.

II. f alcanza el mdximo o el minimo en un punto ¢ distinto de los extremos del
intervalo. Como f es derivable en ¢, se cumple que f'(c) = 0.

<

Observaciones

* La condicién “f continuaen [a, 6] y derivable en (2, b)” puede resultar chocan-
te. ;Por qué no poner, simplemente, derivable en [4, 4], con lo cual exigirfamos
la existencia de derivadas laterales? Porque hay funciones con tangente vertical v,
por tanto, no derivables en alguno de los extremos que quedarian injustamente
separadas de los beneficios de este teorema.

Por ejemplo, la funcién f(x) = y1—x2, conti- y=N1-x
nua en [~1, 1], derivable en (-1, 1) pero no deri-
i vable en [-1, 1]. Fijate en que f(1) = f(-1) =0
. . y que £'(0) = 0. _1 | 1
* ;Y por qué no exigimos, simplemente, que “f sea derivable en (2, 6)”? Pues por-
| que si no exigiéramos que f sea continua en los extremos del intervalo se nos “co-
larfan” funciones como la del margen, que, evidentemente, no es buena candidata
p b para pretender que cumpla la tesis.
f(a) = f(b) pero no existe c€ (a, b) tal que En definitiva: es necesario exigir la continuidad en [, 4], y es conveniente confor-

f'(c) =0 porque f no es continuaen [, &]. marse con la derivabilidad en (a, ).




Ejercicios resueltos

1 Comprobar que la funcion:
y=x’—4x+3
cumple las hipdtesis del teorema de

Rolle en el intervalo [0, 2]. ;En qué
punto cumple la tesis?

& Aplicando el teorema de Rolle, demos-
trar que la ecuacion x* — 8 + k=0
no puede tener mds de una raiz en el
intervalo [0, 2], cualquiera que sea el

valor de k.

3 Calcular p, m y n para que:

—x2+px si —1<x<3

f(x):{ 3<x<5

mx+n  Si

cumpla las hipdtesis del teorema de
Rolle en el intervalo [-1, 5]. ;Ddnde
cumple la tesis?

1 Comprueba que la funcién f(x) = sen x cumple las hip4-
tesis del teorema de Rolle en el intervalo [0, Tt].

;Dénde cumple la tesis?

2 Calcula & para que la funcién:

f(x)=x3—4x+3

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo

[0, 4]. ;Dénde cumple la tesis?

............................................................................................

-------------------------------------------------------------------------------------------

La funcién es derivable y, por tanto, continua en todo R.
Ademis, f(0) = f(2) = 3. Cumple las hipétesis. Por tanto, cumplird la tesis; es
decir, tendrd un punto de derivada nula entre 0 y 2.

f'(x) =3x2-4 - 3x2-4=0 - x=12 \/%=i 243

3
Efectivamente, ¢ = Z—f =1,15€ (0,2) y f'(c) = 0.

Vamos a demostrarlo por reduccién al absurdo: supondremos que tiene dos raices,
ry s, en el intervalo [0, 2] y llegaremos a una contradiccién.

Si 7 y s son raices de la ecuacién, 0 < r<s<2, entonces P(x) = x4 8xZ ik
cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [7, 5], pues por ser poli-
némica es derivable, y por tanto continua, y ademds P(r) = P(s) = 0.

Se cumple, pues, la tesis: hay un niimero c € (r,s) parael cual P'(c) = 0. Como
c€ (r,5), entonces 0 < c< 2.

Pero P'(x) = 4x3 — 16x solo tiene tres raices: -2, 0, 2, ninguna de ellas estd con-
tenida en el intervalo (0, 2). Llegamos, pues, a una contradiccién. Conclusién: la
ecuacion no tiene dos raices en (0, 2). (Es decir, tiene una o ninguna).

z'm3 fx)=-9+3p
x—3"
Para que f sea continua, ha de ser ’ 9+3p=3m+n ‘

lim f(x)=3m+n
x—3*
xlirg_f(x)=—2-3+p

Para que f sea derivable, ha de ser

f(1)=~1-p| Para que f tome el mismo valor en
f(5)=5m+n | losdos extremos del intervalo [-1, 5]

i f0=m

—>’ —l—p=5m+n ‘

El sistema formado por las tres ecuaciones sefialadas tiene como solucién p = 10/3,
m==8/3, n=9.

: —2x+10/3 si —1<x<3
f(x):{_8/3 si 3<x<5

La tesis del teorema de Rolle se cumple en ¢ = %

-0 e v D
fx)=0 < 3

8 Comprueba que la funcién:
2x+2 si —0,5<x<1
f(x)={5_(x_2)2 si l<x<4
cumple las hipétesis del teorema de Rolle. ;Dénde se cum-
ple la tesis?

4 Aplicando el teorema de Rolle, demuestra que la ecuacién
x3—3x+ k=0 no puede tener mds de una raiz en el inter-
valo [-1, 1] cualquiera que sea el valor de 4.
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HIPOTESIS

* f continuaen [4, 4]

* f derivable en (a, 6)

|/

TESIS

Existe c€ (4, b) tal que

f'(c‘) _ f(bz:i;(ﬂ)

[En la web Zay
C’; Comprobacién interactiva del

teorema del valor medio.

| Ten en cuenta

Y(x) = f(x) — r(x) es continua en [a, b]
y derivable en (4, 6) porque f(x) y r(x)
lo son.

M Teorema del valor medio

La idea del teorema del valor medio (T.V.M.) es que en una curva continua y sin
puntos angulosos que vade A a B habrd algin punto intermedio en el que su tan-
gente sea paralela al segmento AB.

f es continua en [a, 6] y derivable en (4, ). En-
tonces, existe algiin punto ¢ € (4, ) tal que:

o O f@
FO===

Demostraciéon

Vamos a estudiar la funcién W(x), que se obtiene al restar de la ordenada de la curva,

f(x), laordenada de la recta » que pasa por A(a, f(2)) y B(b, f(b)).
(W es una letra del alfabeto griego. Se llama ps).

La ecuacién de la recta 7 es:
Es decir:

r(x) = fla) + W(% a)

f(x)

Y(x) = f(x) — 7(x)

Por tanto: 5

W) = £ =) = )~ ) - L O SO
Esta funcién cumple las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo [, 6], pues,
ademds de ser continua en [4, 6] y derivable en (4, 6), verifica que Y(a) = y(b).

Vedmoslo:

b= £0)- - L0 LD g0

V(o) - v
V@)= f@)- fla)- f”) f(”)< -0

Por tanto, W(x) cumple la tesis del teorema de Rolle: existe ¢ € (a, b) tal que

V(o) =
Como /(9 = f9 - L0110,

v@-fo- 01D g

Es decir, existe un c€ (a, b) tal que f'(c) = w.
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Ejercicios resueltos

1 Comprobar que y = \x cumple las
hipdtesis del teorema del valor medio
en el intervalo [0, 9].

sDdnde cumple la tesis?

& Caleular a y b para que la funcion
X rax+b x<lI
f(x)={2x+] x> 1
cumpla las hipdtesis del T.V.M. en el
intervalo [-1, 5].

sDdnde cumple la tesis?

3Si f(x)= mx’ + nx + p, compro-
bar que en esta pardbola se tiene que el
punto ¢ para el cual

Jx es continua en [0, 9] y derivable en (0, 9). Cumple, pues, las hipétesis del
T.V.M. Por tanto, cumple la tesis. Veamos dénde:

fO-fO) -0 _

9-0 9-0 3 1 _1
== >
Fla=1 2yc 3 +
2/x
9 o 9 _f(9)_f(0)_1 .
Como Vi 0,9) y f<z>—9T-§, es el valor que buscdbamos.

Para que sea continuaen xg=1: l+a+b=2+1 — a+b=2
: 2x+a, x<1 Para que sea derivable en x =1,
fl) = ha d . - -
2, x>1 adeser2-1+a=2 —> a=0
Como, ademds, ha de ser continua: (a+6=2y a=0) = b=2
x2+2, x<1

esl, xol es continua en [-1, 5] y derivable en (-1, 5).

La funcién f(x) = {

Por tanto, cumple las hipétesis del T.V.M.

Veamos dénde cumple la tesis:

fO-f@ fO-fCD 11-3 8§ 4
b—a T 5-(1) 6 6 3
, 2%, x<1 5 4 2
f(x) = 2 xsl - c=3 - c=3

La tesis se cumple en el punto ¢= % € (-1,5).

..............................................................................................

f(b)— f(a) _ (mbz+nb+p)—(maz+mz+p) B
b—a b—a -

g (6) - f(a) _ m(b* — a?) + n(b — a) ~
f(C)=% = bh—a —m(b+oz)+n
es, precisamente, la media aritmética F(0) = 2me + n
de a y b:
c=(a+b)2 Por tanto: 2mc+n=m(b+a)+n — 2c=b+a — c= b;a
2x—3 si x<4 7 Aplica el teorema del valor medio, si es posible, en el inter-
5 Demuestra que f(x) = x2410x-19 si x>4 cumple las valo [-2, —1] a la funcidn siguiente:
hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo 2, 6]. Fl) =x?—3x+2

:En qué punto cumple la tesis?

6 Calcula 2 y & paraque f(x) =

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en [-3, 2].

:Dénde cumple la tesis? Haz la gréfica. gx) =x3—x

Calcula el valor correspondiente a ¢ y comprueba gréfica-
22+ a si x<0 mente el resultado obtenido.
—x?+bx  si x>0
8 Repite el ¢jercicio anterior para la funcién:

2 _x+1



ﬂ Aoplicaciones teéricas del teorema del valor medio

| Observa

Hay funciones en las que todos los puntos en
los que son derivables tienen derivada igual a
0 pero que no son constantes.

Por ejemplo, la funcién signo:
-1, si x<0
signo (x) =10, si x=0
1, six>0

Evidentemente, la razén es que no cumple
las hipétesis pues no es continua ni derivable
en x=0.

A lo largo de la unidad hemos demostrado algunas propiedades como, por ejemplo:
“f creciente y derivable en x, = f'(xy) 2 0”

en las que, a partir de ciertas propiedades de la funcién, se obtienen consecuencias de
su derivada. Pero hemos dejado sin demostrar otras del tipo:

“f'(xg) >0 = f es creciente en x,”
en las que, a partir de alguna propiedad de f"(x), se obtienen datos de la funcién.

Con el teorema del valor medio se simplifican notablemente las demostraciones de
este dltimo tipo de teoremas en los que se deducen propiedades de una funcién,

f(x), apartir de sencillas propiedades de su derivada, f'(x).

FUNCION CONSTANTE

Sabemos que la derivada de una funcién constante es cero en todos sus puntos.
Ahora vamos a probar lo reciproco: si la derivada de una funcién es cero en todos sus
puntos, entonces esa funcién es constante.

f es continua en [4, 6] y derivable en (a4, ).

Si f'(x) =0 en todos los puntos de (4, b), entonces [ es constante en [a, 4].

Demostracién

HIPOTESIS TESIS

* f continuaen [a, 4]
* f derivable en (a, b) = f es constante en [a, b]
*f'(x) =0 para cualquier x € (a, b)

Para probar que f es constante en [z, 6], tomaremos dos puntos cualesquiera del
intervalo y veremos que f toma el mismo valor en ambos.

Sean x;, x, € [a, b], x; < x,. Se cumplen las hipétesis del TV.M. en [x}, x,] ¥,
por tanto:

f(xz)—f(x1)

Xy — X1

-f©
Pero como f"(x) =0 en todo el intervalo (a, 6), f'(c) = 0. Por tanto:

fxy) = fx)) =0, esdecir, f(x;) =f(x;)
Esto significa que la funcién toma el mismo valor en dos puntos cualesquiera del
intervalo y, por tanto, es constante.

dce (x;, x,) que verifica

FUNCION CRECIENTE EN UN PUNTO

En el apartado 2 de esta unidad hemos visto y demostrado que:
“f creciente y derivable en x; = f"(xp) 2 07

también afirmamos alli que “f'(x;) >0 = f es creciente en x;”.

Esta tltima implicacién quedd sin demostrar. Ahora, utilizando el teorema del valor
medio podremos probarla ficilmente, retocando la hipétesis de partida.

f es derivable en un entorno de x5 y f"(x) >0 = f es creciente en x;



J Funcién decreciente

Naturalmente hay un resultado anédlogo para

funciones decrecientes:

f'(x0) <0 = f decreciente en x;

XO—

7
Xy +0

Demostracion

HIPOTESIS TESIS

* f derivable en un entorno de x,.

* f(xp) >0

= f es creciente en x

Si f'(xp) >0, hay un entorno E = (xy—9, x, +0) endonde f" es positiva.

Si tomamos dos puntos cualesquiera, x; < x, de £, f cumple las hipétesis del
T.V.M. en [x], x,]. Por tanto, se cumple la tesis:

dce (¥, x,) tal que

fe)=f) o
X2

Se deduce que f(x,) — f(x;) > 0 y, por tanto, que f(x,) > f(x;).

La funcién es, pues, creciente en (x;— 0, x, + ) y, por tanto, lo es en x;.

MINIMO RELATIVO
En el apartado 3 de esta unidad demostramos que:

“si f tiene un minimo en x, y es derivable, entonces f"(x,) = 0”
También veiamos que la implicacién reciproca no siempre es cierta. Ahora estamos

en condiciones de enunciar y demostrar una proposicion parecida a su reciproca:

f'(xp) =0 y f"(xp) >0 = f presenta un minimo relativo en x

Demostracion

HIPOTESIS TESIS

'f'(xo) =0
*f"(x) >0

= | f tiene un minimo relativo en x

Para probar que f tiene un minimo en x; demostraremos que es decreciente a su
izquierda y creciente a su derecha. Para ello, tendremos en cuenta el resultado ante-
rior que asocia el crecimiento o decrecimiento con el signo de la derivada, f*

frt = i SOOIy S0t g

- h—0 h
Si h<0, f'(xy+h) <0 = f es decreciente a la izquierda de x, @D
Si h>0, f(xy + h) >0 = f es creciente a la derecha de x, 2)

Por (1) y (2), f presenta un minimo en x;.

1 Demuestra que si [ es derivable en un entorno de x; y 2 Demuestra que si f'(xg) =0 y f"(x)) <0, entonces f

f"(xp) <0, entonces f es decreciente en x;,.

presenta un mdximo relativo en x;.
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B Teorema de Cauchy y regla de L'Hépital

| Interesante M Una consecuencia del teorema del valor medio

El teorema de Cauchy, de interés tedrico, da El teorema de Cauchy es una generalizacién del teorema del valor medio con un gran

paso a la regla de L'Hopital, de extraordina- interés teérico. Veamos cudl es la idea por la cual llegamos a él1.

ria utilidad para el cdlculo de limites.

Tenemos dos funciones, f y g que cumplen las hipétesis del teorema del valor
medio en [a, #]. Vamos a extraer consecuencias de esto:

para f...3 ¢ € (a, b) talque f(6) —f(a) = (b—a)-f'(c)
para g...dcy€ (a4, 6) talque g(b) —g@) =(b—a) - g'(cy)
Dividiendo, miembro a miembro, ambas expresiones, se obtiene:

fO-f@ _ fle)
gb)—gl@)  g'(c)

El teorema que veremos a continuacién es mds potente que lo anterior, pues llega a
un resultado similar pero para un tnico .

| Observa M Teorema de Cauchy

Hemos de suponer que g(a) = g(6) y que,
por tanto, g'(c) = 0. Si f'y g son continuas en [, 6] y derivables en (4, b), entonces existe un punto

En caso contrario, el teorema se puede for- c€ (@ b) wl que:

mular asf: f(b)_f(ﬂ) _ f'(f)
2O LFB) - @] =£0) [g(b) - g(@)] gb)-gla) g

Demostracién
Construimos la funcién ¢ (x) = f(x) [g(6) — g(@)] — g(x) [F(6) — f(@)].
Veamos que ¢ (x) cumple las hipétesis del teorema de Rolle en [4, 6]:

* O (x) escontinuaen [a, 6] yderivable en (2, 6) por ser una combinacién lineal
de f(x) y g(x), queloson.

* 0(a) = f(a) [g(6) — gld)] — g(a) [f(6) ~ fa)] = f (@) g(b) — g(a) £(b)
0 (6) = £ (6) [g6) — g(@)] — g(b) [£€D) — f(@)] = (6) g(a) + g(b) f(a)
Vemos, pues, que ¢ (2) = ¢ (6).

Por tanto, ¢ (x) cumple la tesis del teorema de Rolle en [, &]:

dce (a b), talque ¢'(c) =0
Y como ¢'(x) = f'(x) [g (6) —g(@)] - ¢ () [f () - f(@)]:

o FB-f@ £
¥O=0S e

Esto es lo que se queria demostrar.

1 En cada caso halla ¢ donde se cumple la tesis del teorema de Cauchy:

a) f(x) =3x+2, g(x) =x2+1, en[1, 4] b) f(x) =2x2% + 2x -3, 2(x) =x%—4x+6, en [0, 1]
) f(x) =senx, g(x) = cosx, en %,% d) f(x) = x% g(x) = Inx, en[1, 3]




La demostracion anterior ha sido muy eficien-
te. Pero para realizarla hemos tenido que recu-
rrir a una funcién ¢ (x) nada trivial. Si no nos
lo dicen, ;cémo se nos podria haber ocurrido
esa funcién?

| Ten en cuenta

De nuevo, obtenemos fracciones cuyos de-
nominadores suponemos diferentes de 0.

M Una demostracién mas constructiva

Vamos a demostrar paso a paso el teorema de Cauchy, de modo que se tenga muy
claro por qué hacemos cada cosa.

= PRIMERA APROXIMACION
Sean Yy y ¢ dos funciones continuas en [4, 4], derivablesen (4, 6) y que cum-
plen que W(@) =0 (@) y w(b) = 6(b).

La funcién diferencia, d(x) = y(x) — ¢ (x), cumple las hipdtesis del teorema de
Rolle y, por tanto, su tesis:

Jce (a,b) talque d'(0)=0
Es decir, y'(c) —9'(c) = 0; o bien W' (c) = ¢'(¢).

La idea es sencilla: si las dos funciones parten del mismo punto y llegan al mismo
punto, en algtin lugar crecen igual de deprisa.

B SEGUNDA APROXIMACION
Sean Wy y ¢ dos funciones continuas en [4, 4], derivablesen (2, ) y que cum-
plen que (@) = 0(@) = 0 y y(b) = 3006).
La funcién 4(x) = y(x) — 3¢ (x), cumple las hipétesis del teorema de Rolle y, por
tanto, su tesis:
Jce (a,b) talque d'(0)=0
Es decir, y'(c) —30'(c) = 0, y de aqui:

W' (o) = 30'(0), _ vy

v _5_wo)

() o(b)

Esto quiere decir que si W crece el triple que ¢ habrd algin momento en que la
velocidad de crecimiento de W sea triple de la de ¢.

® TERCERA APROXIMACION

Si en la versién anterior suprimimos la condicién impuesta de Y (6) = 3¢(6), y
dejamos que W(b) y ¢(b) estén en una relacidn cualquiera, y(b) = £§(b), razo-
nando del mismo modo llegamos a que:

G0

dce (a, b) tal que 90 " 0

® VERSION FINAL

Sean f'y g dos funciones continuas en [, 4] y derivables en (4, 6). A partir de
ellas obtenemos otras dos, Y y ¢. (Observa las gréficas).

Las funciones ¥ y ¢ cumplen las mismas condi-
ciones del pdrrafo anterior (tercera aproximacion).
Por tanto, I c€ (4, b) tal que:

V(o) _wb)
0'(c)  (b)

Sustituyendo Y y ¢ por sus expresiones en funcién

de fy &

f© _f)-fla
g gb)-ga)

que es lo que se querfa demostrar.

Unidad 9 ee e



[En la web Za
/"8 Resolucién de indeterminaciones
“o-° utilizando la regla de L'Hopital.

] Generalizacién a (* co/+ )

He aqui una idea esquemadtica de cémo seria
la demostracion de la regla de L'Hopital para

+oo
los casos ——.

+00
1
S e f_2 L0
g o0 g Ll 0
f
Derivando numerador y denominador:
_g
g < [
foore
_?
f g 1
lim = = lim | <5 - 7
g g
Es decir:
lim £ < lim i,
. f f
o bien:
lim i = lim f,
g g

M Regla de L'Hépital
Esta regla, que tan ttil nos ha resultado para el cdlculo de limites, se justifica a partir

del teorema de Cauchy.

Idea en la que se basa

[ )
2

de las curvas y=f(x) e y=g(x) tiende a estabilizarse.

Cuando un limite del tipo existe, significa que la relacién entre las ordenadas

’

Si existe significa que tiende a estabilizarse la relacién entre sus pendientes.

(%)
g'x)

Pues bien, si

BAC es del tipo 0 | cuando ocurre lo segundo |=— — /|, en-

g) 0

tonces, con seguridad, ocurre lo primero (f - 12> y, ademds, los dos limites
4

coinciden, es decir, /; = 4.

Esto es lo que asegura el siguiente enunciado:

Sean f'y g derivables en un entorno (2—7 @+ ) del punto a.

'

@
P4y

Si lim f(x)=0, lim o¢(x)=0 yexiste [lim entonces también existe el
x—nzf() > x—nzg() y X —a >

f ) o O [
W) yes lim ) Jm, 70

limite de

Demostracién

Podemos suponer que f(a) =0 yque g(a) =0, pues para el cdlculo de limites cuan-
do x — 4, no es relevante el valor de la funcién en el punto a.

Ahora, f y g cumplen las hipdtesis del teorema de Cauchy en [4, x], siendo
a<x<a+r Portanto, existe c€ (4, x) tal que:

fO-fl@ f& _f©
g —gl@ g g0

Cuando x — « también ¢ — 4. Por tanto:
lim S = lim f@ = lim f®
x—>a g(x) c—a g'(c) X —a g'(x)

(Observa que al considerar 2 < x < a + r estamos tomando limites a la derecha de 4.

Anidlogamente se harfa para limites a la izquierda).

Ampliacién de la regla de L'Hépital a los casos <iﬁ>

+o0

En la forma en que se ha expuesto, la regla de L'Hopital solo serfa vélida para limites
cuando x — 2 de indeterminaciones del tipo (0/0). Pero su campo de actuacién
se puede ampliar notablemente, pues también es vilida para indeterminaciones del
tipo (+oo/+c0).

Y no solo eso, pues también es aplicable cuando x tiende a +eo 0 —oo.

No vamos a probarlo, pues las demostraciones son largas y delicadas. En el margen
tienes un esquema de cdmo seria la demostracién de la validez de esta regla para in-
determinaciones del tipo (2eo/%0).



Ejercicios y problemas resueltos

1. Tangente en un punto de la curva

Escribir, si es posible, las ecuaciones de las
rectas tangentes a la curva f(x) = |x|e™
en los puntos de abscisa 0y —1.

Hazlo tu. Escribe la ecuacién de la rec-
ta tangente a la curva x? y*=1 enel
punto (1, 1).

—xe™

> six20

si x<0

* Definimos la funcién por intervalos: f(x) = {
xe

Observamos que fesunafunciéncontinuaen R, yaque /lim f(x)= lim_f(x)=0.
x—0" x—0*

(-1+x)e™ si x<0

(1I-x)e™ six>0

* Hallamos su funcién derivada f"(x) = {
fesderivableen x=—1 perono en x=0 yaque /lim f'(x)=—1=1= lim f'(x).
x—0" x—>0*
Por tanto, no existe tangente en x = 0.
* Calculamos la ordenada del punto de abscisa x =-1: f(~1) = lel=¢ = P(-1,¢)
La pendiente de la recta tangente en x=-1 es m=f'(-1) = 2¢

Ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa —1: y=e—2e(x + 1)

2. Tangente que pasa por un punto exterior

Hallar los puntos de la curva

_ 1
f(x) T x—1
en los que la recta tangente a ella pase por
el punto P (-3, 2).

Hazlo tu. Halla los puntos de la curva
fx) = x2 - 2x +4 en los que la rec-
ta tangente a ella pasa por el origen de
coordenadas.

3. Recta tangente en un punto de

Si P es un punto cualquiera de la grdfica
de xy = 1, probar que el tridngulo for-
mado por la recta O la tangente a esa
grificaen P yeleje y =0 es isdsceles.

Hazlo tu. Escribe la ecuacién de la rec-
1

ta tangente a la curva y =

de coordenadas (3, %)

en el punto

Comprueba que el segmento de esa recta
comprendido entre los ejes de coordena-
das estd dividido en dos partes iguales
por el punto de tangencia.

* Las coordenadas del punto de tangencia son x =4, f(a) = Ll
La pendiente de la tangente en x=4a es f'(a) = = 5
(a-1)

* La pendiente del segmento de la tangente que pasa por el punto P(-3, 2) y por el

1 : ) debe ser igual a f"(a).

punto de tangencia (a,

1
S | —2a+3 _ -1 —22+3 _ -1
Por tanto: a+3 (1) (@a-1)(a+3) (4-1)2 a+3  a-1
(—24+3)(ﬂ—1)=—(ﬂ+3)—>—2a2+64=0—>ﬂ=0;ﬂ=3—>f(0)=_1;f(3)=%

Hay dos puntos de tangencia que corresponden a dos rectas tangentes:

ex =05 f(0)=~1; £(0)

=—1 > y=-1-x

o x=3; I O L1
x-3,f(3)—2,f(3) T 773 4(x 3)
la curva
Un punto P cualquiera de la curva y = L tiene por coordenadas <a,%>.
* Tangenteen P: m = f"(a) S SN y= l—i(x—zz)
a? a 4

* Hallamos el punto de corte de la tangente con el eje y = 0:

1 1

a

5 x—a)=0 > x=2a > Q(24,0)
a

* Calculamos la longitud de los lados del tridngulo:

. 2 4 P
|0P|=4/¢2+<l) 4+l ;
a a :

a

2 4
DA 1 _\/a +1 0
|PQ|_\/(2a—a)2+<0—ﬂ> == \

Como | OP|=| PQ|, el tridngulo OPQ es isésceles.

Unidad O eee



Ejercicios y problemas resueltos

4., Intervalos de crecimiento

Estudiar los intervalos de crecimiento y
decrecimiento de las siguientes funciones
y determinar sus mdximos y sus minimos.

a) f(x) =e*(x?=3x+ 1)

2 —2x si x<0
xIn x

) f(x) ={

si x>0

Hazlo tu. Estudia los intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento de las siguien-
tes funciones:

2 fl) = X

x2—4
b) f(x) = In(x? + 4x—5)

5. Funcién derivada

i Y--

"

Esta es la grdfica de la funcién derivada de
una funcion f continua en R.

a) Explicar razonadamente si f es deriva-

ble en todo R.

b) Estudiar el crecimiento y el decreci-
miento de [y explicar si tiene algiin
extremo relativo.

¢) Representar f"(x).

a) La funcidn es continua y derivable en todo su dominio, IR.

[ es creciente en los intervalos donde f'> 0, y decreciente si /"< 0. Buscamos
los puntos de derivada nula.

F) = e (x®=3x+1) + e*(2x—3) = ¥ (x* —x - 2)
Como ¢*> 0 para cualquier x, f" se anula si:
x2_x-2=0 > x=-1, x=2
f)>0 f<0 Fx)>0
/ h \ : /

fcrece en (—oo, —1) U (2, +0) y decrece en (-1, 2).

Tiene un médximo en <—1, i) y un minimo en (2, —-e?).
e

b) La funcidn es continua en IR pero no es derivable en x = 0.

) 2x—-2 si x<0 > 2x-2=0 - x=-1
[ = l+nx six>0 > 1+hx=0 - x=¢1

La derivadaesnulaen x=-1 y x=1/e. Estudiamos el signo de /" ala izquierda
y a la derecha de esos puntos.

f@>0 f<0 Fx<0 f>0
- le
A T W

f crece en (—eo,—1) U (%,+°°> y decrece en (-1, 0) U (0,%).

Tiene un méximo en (-1, 1) y un minimo en (L, —l).
e’ e

a) f(x) no es derivable en x=1. No existe f'(1), yaque f'(17)=2=1=f"(1*).
b) f(x) es creciente en (—oo, 1) U (1, 2) porque en ese intervalo f"(x) > 0.

f(x) es decreciente en (2, +0) porque f'(x) < 0.

f(x) tiene un extremo en x =2, porque en la grifica observamos que f7(2) = 0.

Ademds, en x =2, f'(x) pasa de positiva a negativa y, por ello, f(x) pasa de
creciente a decreciente, lo que nos asegura que f(x) tiene un mdximo en x = 2.

c) Los valores de f"'(x) son las pendientes de las semirrectas que forman f"(x). Su
gréfica es la siguiente:

T




6. Un avién que se aleja

Un avién vuela horizontalmente a 6 km
de altura. La ruta del avidn pasa por la
vertical de un punto Py se sabe que, en el
instante en que la distancia del avién a P
es 10 km, dicha distancia aumenta a ra-
z6n de 6 km/min. La velocidad del avién
es constante. Hallarla.

Hazlo tu. Una lancha rdpida navega
paralela a la costa a 10 km de esta, a ve-
locidad constante, v.

En un cierto instante, desde un faro de
la costa la vemos acercarse. Su distancia a
nosotros es de 26 km y disminuye a una

velocidad de 72 km/h. ;Qué velocidad

lleva la lancha?

7. Una esfera que se hincha

En una esfera se inyecta aire a una veloci-
dad constante de 0,1 m>/s. Hallar la velo-
cidad de crecimiento del radio cuando este
mida 2 m.

Hazlo tu.

Halla cudl fue la velocidad de aumento
del radio cuando media 1 m.

Unidad O eee

* Tomamos como instante inicial aquel en que el
avion, alejindose de P, dista de él 10 km.

PB=y10%-6% = 8 km

* Hallamos la expresion de la distancia, 4, del avibna P en el instante # (en minu-
tos).

El avién, en el instante ¢ ha recorrido una dis-

6 tancia v y, por tanto, dista (8 +v2)2+62 del
punto P.

8+ or A(t) = {B+v)2+6%; d(0) = 10

sQué significa que la distancia del avién a P aumenta a razén de 6 km/min? Pues
que d'(¢) = 6, y esto ocurre cuando #= 0.

(1)

Hallamos 4'(0) y lo igualamos a 6:

_ 2(8+uvt)-v . d'(0) -
2Y(8+v9%+36

Por tanto, 0,8v=6 — v=6:0,8=7,5

La velocidad del avién es de 7,5 km/min = 450 km/h

—iv = 0,82

d'(¢) y-_8v
V82 +36 10

4

El volumen de la esferaes: V= ?ER 3 (en md)

Si empezamos a contar el tiempo cuando la esfera estd vacia, su volumen en el ins-
tante ¢ es V=0,1zm5.

Por tanto, igualando los volimenes obtenemos la relacién entre el radio de la esfera
y el tiempo: %TCR3 =0,1r

* ;En qué instante el radio mide 2 m?

32n
%'n'23=0,1t1 — t1=0,735

* DPara hallar la velocidad de crecimiento del radio, hemos de expresar R en funcién

de 7 y derivar:
2
~3/0,3 wn_1(03 )3 03
R(t) = ym t, R'(¢) = 3 < ym t) ym

_2
R(z) =L 03 3¢ 703 _01 g3 _01 1
Vo34 03 4~ 4n 4n 4

Por tanto, el radio crece a una velocidad de 0,002 m/s = 2 mm/s

~0,002

Comprobacién aproximada (consideramos T = 3,1415):
Volumen para R=2; V(2)=33,509 m?

Aumento de volumen: 0,101 m3
Volumen para R=2,002; V(2,002)=33,61 m?3

El aumento de volumen es casi exactamente igual a 0,1 m3, el volumen insuflado en

1 s. Tarda, pues, 1 s en aumentar el radio de 2 m a 2,002 m.
L ]



Ejercicios y problemas resueltos

8. Puntos en los que se anulan f', f' y f'"

Dada la funcién f(x) = 1— 2—-x)° estu-
diar si tiene mdximo, minimo o punto de
inflexion en x = 2.

Hazlo tu. Estudia si la funcién
f)=3—(x+ 14

tiene algiin médximo, minimo o punto de

inflexién.

9. Coeficientes de una funcién

Se considera la funcion
axl+bx+c si x<0

xX) = 2
f() LOS X =4, ;C_I si x>0

Determinar los valores de a, b y ¢ para
que la funcion sea continua, tenga un
mdximo en x =—1 y la tangente en x = —2
sea paralela a la recta y = 2x.

Hazlo tu. Calcula 4 y d para que la
funcién f(x) = —x3 + bx? + x + d tenga
un mdximo relativo en el punto (1, 4).

10. Teorema de Rolle

Demostrar que la funcién:
fx) = (1—x?)senx

tiene un mdximo relativo que pertenece al

; s
intervalo <0, 2).

* Hallamos f, f", /"
f'x)=5@2 -0t > f"(x) =202 - %} - f"(x) =602 - x)2
Al hacer x =2, severifica f'(2) =f"(2) =f""(2) = 0.
* Estudiamos el signo de ' ala izquierda y a la derecha de x = 2:

f>0 f>0
F

f crece alaizquierday ala derechade 2 — f no tiene mdximo ni minimo en x = 2.

”

* Comprobamos que tiene un punto de inflexién estudiando el signo de £

f'<0 f'>0

£ R o

A la izquierda de x =2, la funcién es convexa, y a la derecha de x =2, la funcién
es concava.

2

El punto (2, 1) es un punto de inflexién.

* Para que sea continua debe ser:

i S iy, S0~

lim “”27"_%(2): lim =2senx cosx
x—0* X 0 x—=0* 1

=0 > ¢=0
* Si tiene un mdximo en x = —1, debe ser:

f'(=1) =0, esdecir, como f'(x) =2ax+b — —2a+b=0
* Sila tangente en x=-2 esparalelaa y=2x, debeser: f'(-2)=2 — —4a+b=2
2a+b6=0
—4a+b=2

Los valores pedidos son: a=-1, b=-2, ¢=0.

¢ Resolvemos el sistema: { s oa==1, b==-2

* f es continua y derivable en todo IR.

* £(0)=(1-0)sen0=0

e F()=(1=1)sen1=0 } f cumple las hipétesis del teorema de Rolle en (0, 1).

Como (0, 1) estd contenido en (0, E), podemos asegurar que existe un ¢ € (0, 1)

tal que f'(c) = 0. 2 2
Para saber si en ¢ hay un mdximo o un minimo, utilizamos la segunda derivada:
f'x) =2xsenx+ (1— x%)cos x
f(x) = (x2 = 3)sen x — 4x cos x
Sice(0,1): ¢2-3<0, senc>0, 4¢>0, cosc>0

f"(=(=-4)—(+-+) <0 — f tiene un mdximo en x = c.



11. Area maxima

En un jardin con forma de semicirculo de
radio 10 m se va a instalar un parterre rec-
tangular, uno de cuyos lados estd sobre el
didmetro y el opuesto a é| tiene sus extremos
en la parte curva.

Calcular las dimensiones del parterre para
que su drea sea mdxima.

Hazlo tu. Se desea construir un depési-
to de latén con forma de cilindro de 4rea
total 54 cm?. Determina el radio de la
base y la altura del cilindro para que el
volumen sea miximo.

12. Problema de tiempo minimo

Un nadador, A, se encuentra a 3 km de
la playa enfrente de una caseta. Desea ir a
B, en la misma playa, a 6 km de la caseta.

Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por
la arena a 5 km/h, averiguar a qué lugar
debe dirigirse a nado para llegar a B en el
menor tiempo posible.

Hazlo tu. La vela mayor de un barco
tiene forma de tridngulo recténgulo. Si
la hipotenusa debe medir 6 m, calcula
sus dimensiones para que la superficie de
la vela sea mdxima.

Tomamos como origen de coordenadas el centro de la

P(xy) circunferencia.

y P(x, y) esun punto de la circunferencia.

.
:
L x
|
\

El drea del parterre es: S = 2xy

10 10

Como el punto P pertenece a la circunferencia, debe verificar que:
x*+92 =100 — y=100-x?
Asi pues, hay que maximizar S (x) = 2x y100 — x?.

x=542

Calculamos S'x) = ;3 S0 =0 < x==542 (no vale)

V100 — x2

En x = 542 hay, efectivamente, un méximo, ya que Sx) >0 si x< 542, y
S(x) <0 si x>542.

Las dimensiones del parterre serdn 10 2 m y 5 V2 m, y su drea mdxima serd 100 m2.

A« [P 6—x B Llamamos x a la distancia de la caseta al
punto P al que debe llegar a nado.
Tiene que recorrer:
3 km|
AP=4x*+9 a3 km/h y
) PB =6-x a5km/h
El tiempo empleado es:
x2+9 G- ; 2x 1
t(x) = ) —
(9= T2 6 -]

F(x) =0 = 10x—6yx2+9 =0 — 5x=3yx*+9 —

x=9/4=2,25km
— 25x2=9(x2+9) — 16x> =81 <_ <=9/ (o vale)
Comprobamos que:

*si x<2,25 #'(x) <0 yaque, por ejemplo, #'(0) =-1/5.

*si x>2,25 #'(x) >0 yaque #'(4) = 1/15.

Debe dirigirse a nado a un punto que diste 2,25 km de la caseta.

El tiempo que tardard en llegara B es:

t

2
B2 625 155075 2o

@
°
@

D

o)
]
g
(=]
jm)




jercicios y problemas guiados

1. Tangente perpendicular a una recta

Escribir las ecuaciones de las rectas tangen-
tes a la funcion f(x) = 4x> —2x + 1 que
son perpendiculares a la recta x + y—2 = 0.

* La pendiente, m, de la tangente se obtiene con la pendiente de la recta dada.
* Para obtener los puntos de tangencia, resuelve la ecuacién f"(x) = m.
* Halla los puntos de tangencia y escribe las ecuaciones pedidas.

Solucioniy=ux y=x+2

2. Intervalos de concavidad y convexidad

Determinar los intervalos de concavidad y
convexidad y los puntos de inflexion de la

Sfuncion:

X
f(x)_xZ—I

3. Maximo y minimo absoluto

Calcular el mdximo y el minimo absolutos,

en el intervalo [-1, 2] de la funcion:
fx)=In G2 rx+1)—x

4. Continuidad en [a, b]

Dada la funcion f (x) = x" = %47,
demostrar que existe un valor ¢ € (1, 3)

tal que f'(c) = 4.

5. Extremos relativos

Sea f(x) = xZe ™™ con a= 0.

a) Calcular el valor de a  para que la
Sfuncion tenga un extremo relativo en el
punto de abscisa x = 2.

b) Clasificar los extremos relativos cuando
a=2.

* Resuelve la ecuacién f"'(x) = 0.

* Recuerda que para que exista un punto de inflexién la curva debe pasar de céncava
a convexa o de convexa a concava.

* Ten en cuenta el dominio de definicién de la funcién para determinar los interva-
los donde debes estudiar el signo de f"'(x).

Solucion: Céncava en (—eo, —1) U (1, +o0) y convexa en (-1, 1). No tiene puntos
de inflexién.

* Estudia el dominio de f(x) y su continuidad en el intervalo dado.

* Recuerda que una funcién continua en un intervalo cerrado alcanza el maximo y
el minimo absolutos en los extremos del intervalo o en los extremos relativos.

* Obtén las abscisas de los extremos relativos. Calcula y compara el valor de f(x) en
esos puntosyen x=-1 yen x=2.

Solucion: El méximo absoluto se alcanza en el punto (-1, 1) y el minimo absoluto en

2, In7-2).

* Estudia el dominio de f(x) y su continuidad en el intervalo [1, 3].
* Halla la derivada de f(x) tomando logaritmos.

¢ Comprueba que la derivada existe en el intervalo (1, 3). Aplica el teorema del valor
medio y obtén .

Solucion: f(x) es continua en [1, 3] y derivable en (1, 3). Entonces, existe un ¢ tal

que f'(c) = 7][(3;:{(1) =4,

a) Los extremos relativos estdn entre las soluciones de la ecuacién f"(x) = 0.

Una de las soluciones de esa ecuacién depende de @. Para x =2, obtendrds el
valor de 4.

b) Estudia el signo de f"(x) en los intervalos que determinan los puntos singulares.
Soluciones:
a)a=1

b) Tiene un minimo relativo en (0, 0) y un méximo relativo en (1, ¢72).



jercicios y problemas propuestos

Para practicar

LR NN SO PP PP POOOPPRNRORIOOOIOPRPOOIOINRROPONOERIOROIOSIOEROBNOORDS
M Recta tangente

1 Halla la ecuacién de la recta tangente a las siguientes cur-
vas en los puntos que se indican:

a) y=In(g2x) en x=%

b) y = Vsen5x en x=%

) x2+9y?—2x—8y+15=0 en x=2
d)_y:(x2+ 1)%"* en x=0

2 Halla las tangentes a la curva:

. 2x
y_x—l

paralelas a la recta 2x + y = 0.

3 Obtén la ecuacién de la recta tangente paralela al eje de
abscisas en las siguientes curvas:
b) y = x* ¢*

a)y=xhx ) y = sen 2x

4 Halla el punto de la grificade y=2yx en el que la tan-
gente forma un dngulo de 60° con el eje X. Escribe la
ecuacion de esa tangente.

5 a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la
funcién f(x) =x3-3x2+2x+2 en x=3.

b) ;Existe alguna otra recta tangente a la gréfica de /" que

sea paralela a la que has hallado? En caso afirmativo,

héllala.

6 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva:
_y=4x3—2x2— 10

en su punto de inflexién.

7 Halla los puntos de la curva:
y=3x*—5x+ 12

en los que la recta tangente a ella pase por el origen de
coordenadas.

8 Halla los puntos de la curva:
y= %xz +4x—4

en los que la recta tangente a esta pase por el punto
(0, —8). Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes en
dichos puntos.

9 Halla, en cada caso, las ecuaciones de las rectas tangentes
paralelas al eje X:

X _ X
2= 3(x-1) b)y= Inx

x4 2x
ex

o y=
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W Maximos y minimos. Puntos de inflexién

10

11

12

13

14

18

16

Halla los maximos, los minimos y los puntos de inflexién
de las siguientes funciones:
3 (3x —
a) y=x3—6x% + 9x b)y=7x (31362 8)
Q) y=xt-24 d) y = x* + 242
e)y= Dy=e"(x-1
)y 2.7 )y=e"(x-1)
Halla los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y
los méximos y los minimos de las siguientes funciones:
8 —3x x?+1
= b)y=
)y x(x—2) )y x2-1
X _ 2x%—3x
9= 2 =32
x*—1 8
e)y= fly=—9°S
)y x )y x*(x—3)
Estudia la concavidad, la convexidad y los puntos de in-

flexién de las siguientes funciones:

a)y=x3—3x+4 b)_y=x4—6x2
c)y:(x—Z)4 d)y=xe*
_2-x _
e)y= il Dy=lhx+1)
Estudia si las siguientes funciones tienen mdximos, mini-

mos o puntos de inflexién en el punto de abscisa x = 1:
a)y=1+(x—1)3 b))/=2+(x—1)4
c)y=3—(x—1)6 d)}l=—3+2(x—1)5
Determina los méximos y minimos de las siguientes fun-
ciones:

.4
a) fx) =x D)2

c) f(x) = sen x — cos x

b) f(x) =xlnx
d) fx =

Dadas las funciones:

22 +2x-1 si x<1

[l = {4)6—2

() = X2 +Tx—4 si x<2
&= 2x%+3x  six22

a) Comprueba que son derivables en [R.

si x>1

b) Determina sus intervalos de crecimiento y decrecimien-
to y sus maximos y minimos.

Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la
funcién f(x) = x|x|. ;Tiene médximos o minimos?

Determina los intervalos de concavidad y convexidad.

;Tiene algin punto de inflexién?
[ ]
-



jercicios y problemas propuestos

M Coeficientes de una funcién

17 Dadala funcién f(x) =1 + 1+%, calcula # sabiendo
X x
que f(x) tiene un extremo relativo en el punto de abscisa

x=3. ;Se trata de un mdximo o un minimo?

18 De la funcién f(x) = ax® + bx sabemos que pasa por
(1, 1) y en ese punto tiene tangente paralela a la recta

3x+y=0. Halla 2 y 6.

19 Halla una funcién f (x) = x3 + ax? + bx + ¢ que
tenga un extremo relativo en el punto de abscisa
x =2 yun punto de inflexién en P(1, 2).

20 Calcula los coeficientes @, 6 y ¢ de la funcién

fx) = x4+ ax3 + bx? + cx, sabiendo que:
a) La ecuacidn de la recta tangente a fen x=0 es y=ux.

b) Tiene un extremo relativo en el punto (-1, 0).

21 Halla @, b, ¢y d paraque f(x) =ax? + bx?> + cx+ d
tenga un mdximo relativo en el punto (0, 4) y un minimo
relativo en el punto (2, 0).

22 Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple
f (1) =0, f'(0) =2 y tiene dos extremos relativos para
x=1yx=2 Halla g 6 cy d

23 Dada la funcién y = ax* + 36x3 — 3x? — ax, calcula los
valores de @ y & sabiendo que tiene dos puntos de in-
flexién, unoen x=1 yotroen x=1/2.

24 Lacurva y= x> + ax* + bx + ¢ corta al eje de abscisas en

x=-1 y tiene un punto de inflexién en el punto (2, 1).

Calcula 4, 6 y .

25 la funcién f(x) = x> + ax? + bx + ¢ verifica que
f(1) =1, f'(1) =0 yque f no tiene extremo relativo en
x=1. Calcula 4, by

26 Sea f(x) =x>+ax® + bx + 5. Halla 2 y 4 para quela
curva y = f(x) tengaen x=1 un punto de inflexién con
tangente horizontal.

4

X2+C

27 Halla el valor de ¢ de modo que la funcién y =
tenga un Gnico punto critico.

¢Se trata de un médximo, de un minimo o de un punto de
inflexion?

28 a) Calcula los valores de los pardmetros # y & para que
sea derivable la funcién:

1-x

f(x)=[ e

rax+b si x20

si x<0

b) Halla sus extremos relativos en el caso 2=-2, &= 1.

Para resolver
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29 Halla el dominio de definicién y los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de la funcién:

2
) = In u)
f( ) ( x%+1
30 Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva
xz—}/2+2x—6=0

en los puntos de ordenada y = 3.

31 Determina los puntos de la circunferencia
(x=3)2+(@+2?%=16

en los que la recta tangente a ella es paralela a la bisectriz
del primer cuadrante.

32 Escribe la ecuacién de la recta tangente a la curva
x—1

y=arctg le

que es paralela a la recta x—2y+ 3 = 0.

33 Halla la ecuacién de la tangente a la curva y = x¥/?

punto de abscisa x = e.

enel

34 Estudia los intervalos de crecimiento y los méximos y los
minimos de la funcién dada por:

y= |x2+2x—3|

35 Estudia la existencia de méximos y minimos relativos y
absolutos de la funcién y = |x* - 4.

36 Lacurva y=x>+ 0w? + Bx + 7 corta al eje de abscisas en
x=1 y tene un punto de inflexién en (3, 2).

Calcula los puntos de la curva que tengan recta tangente
paralela al eje X.

3'7 Halla el dngulo que forman las rectas tangentes a las fun-
ciones f(x) y g(x) en el punto de abscisa 2:

f(x)=2x—x2 g(x):xz—x—2

38 Dada la funcién f(x) = |x — 3|(x + 1), halla los puntos
donde las tangentes son paralelas a la recta y = 6x — 2.
39 Dada la funcién f(x) =4 — x? se pide:

a) El punto de esa curva en el que la tangente es paralela a
la cuerda que une los puntos (-1, 3) y (2, 0).

b) Las rectas que pasan por el punto (=2, 1) y son tangen-
tes a la curva.

40 Halla el valor que debe tener a para que la funcién

f) =x?ln X, 250, tenga un punto singular en x = e.
a
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42

43

44

45

46

47

2 b { %<0
Se considera la funcién f(x) = {ax +bx+c six

xInx si x>0

Determina @, 6 y ¢ para que sea continua, tenga un
méximo en x=-1 yla tangente en x=-2 sea paralelaa
la recta y = 2x.

a) Dada la funcién:
-]

calcula los valores de 7, 7 y p paraque f sea derivable

—x2+px si x<1

Zemx+n si x>1

en |R y tenga un extremo relativo en x = —%.

b) ;Es un mdximo o un minimo?

¢) Comprueba si existen otros puntos singulares y repre-
senta la funcién.

x+2¢* si x<0
avb—x si x>0

a) Determina el valor de 2 y & sabiendo que f(x) es
derivable en x = 0.

Sea f la funcién definida por f(x) = {

b) ;Tiene puntos singulares?

Halla los puntos de la pardbola y = x2-1 que se encuen-
tran a distancia minima del punto A (—2, —%)

El nivel medio diario de CO, de una ciudad depende del
nimero de habitantes, p, y viene dado por la funcién:
2
Clp) = % 17

con p enmilesy C en partes por millén (ppm).

Sila evolucién de la poblacion de esa ciudad en 7 anos es
2() = 3,1 +0,1#2, en miles de habitantes, ;con qué rapi-
dez estard variando la concentracién de CO, en ese lugar
dentro de 3 afos?

La velocidad de una particula en m/s, viene dada por la
funcién v (¢) = (#2 + 20e™* con £ 0.

a) ;En qué instante del intervalo [0, 3] se alcanza la veloci-
dad méxima?

b) Calcula . g@w v (¢) e interpreta el resultado.

En un experimento, la cantidad de agua en funcién del
tiempo viene dada por la expresién

_2 10 , 240
C(t)—3 + 10z + ol o

con t€ [1,10], ¢ en horas y C(¢) en litros.

Halla cudl es la cantidad minima de agua y en qué instante
de tiempo se obtiene.
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Calcula los extremos relativos, los intervalos de crecimien-
to y decrecimiento y los de concavidad y convexidad de las
siguientes funciones:

a) f(x) =x2+ |x—2| b) £(x) = 3¢721l

Calcula el mdximo y el minimo absolutos en el intervalo

[-2, 3] de la funcién f(x) = /n (x2+ 1) + (x—3).

Se quiere construir un recipiente cénico de generatriz
10 cm y de capacidad mdxima. ;Cudl debe ser el radio de
la base?

Halla la base y la altura de una cartulina rectangular de pe-
rimetro 60 cm q ue, al girar alrededor de un lado vertical,
genere un cilindro de volumen mdximo.

Sean x e y dos nimeros positivos cuyo producto vale 16.
sPuede x +y ser menor que 72 Razona la respuesta.

El radio de un circulo crece uniformemente con una velo-
cidad de 2 cm/s. Halla la velocidad de crecimiento de su
superficie cuando el radio sea 5 cm.

a) Siendo A (x) la suma de las coordenadas del punto
P(x, f(x)) delagrificade f(x) = e et oxe 1.
Calcula los extremos relativos de 4 (x).

b) ;Tiene /4 (x) algin extremo absoluto?

Lz + LZ =1
259 ’
Deduce las posiciones del punto P para las que su distan-
cia al punto (0, 0) es mdxima y también aquellas para las

que su distancia es minima.

El punto P(x, y) recorre la elipse

Las manecillas de un reloj miden 4 cm y 6 cm; uniendo sus
extremos se forma un tridngulo.

a) Demuestra que el drea de ese tridngulo viene dada por
A(x) = 12sen x, donde x es el dngulo que forman las
manecillas.

b) Halla x para que el drea del tridngulo sea mdxima y
calcula dicha 4rea.

En un cuadrado de lado 10 cm queremos apoyar la base de
un cilindro cuya 4rea lateral es 50 cm?. ;Cudl debe ser el
radio del cilindro para que su volumen sea méximo?

Dada f: [1,e] — IR definida por f(x) = % + In x, deter-

mina cudles de las rectas tangentes a la gréfica de f tienen
la méxima pendiente.

.
.
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jercicios y problemas propuestos

En un tridngulo isésceles de base 12 cm (el lado desigual)
y altura 10 cm, se inscribe un recténgulo de forma que
uno de sus lados esté sobre la base del tridngulo y dos de
sus vértices sobre los lados iguales:

a) Expresa el drea, A, del rectdngulo en funcién de su
base, x, y di cudl es el dominio de la funcién.

b) Halla el valor mdximo de esa funcién.

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular
de base cuadrada y capacidad 80 cm?. Para la tapa y la
superficie lateral, usamos un determinado material, pero
para la base, debemos emplear un material un 50 % mds
caro. Halla las dimensiones de este envase para que su pre-
cio sea el menor posible.

Un widngulo isésceles tiene el lado desigual de 12 m y la
altura relativa a ese lado de 5 m.

Encuentra un punto P sobre la altura tal que la suma de
distancias de P a los tres vértices sea minima.

Dos postes de 12 m y 18 m de altura distan entre si
30 m. Se desea tender un cable que una un punto del sue-
lo entre los dos postes con los extremos de estos. ;Dénde
hay que situar el punto del suelo para que la longitud total
del cable sea minima?

De todas las rectas que pasan por el punto (1, 2), encuen-
tra la que determina con los ejes de coordenadas, y en el
primer cuadrante, un tridngulo de drea minima.

Una escalera se apoya en la pared.
Si el extremo inferior comienza a
deslizarse a una velocidad de 1m/s,
ccudl serd la velocidad del extremo
superior en el instante en que el
extremo inferior diste 5 m de la
pared? La longitud de la escalera
esde 15 m.

* Tén en cuenta que en el instante t, en segundos, el extremo in-
[ferior se ha separado de la pared t metros. Halla la altura a(t) a

la que se encuentra el extremo superior. Averigua el valor de a'(5).

Calcula las dimensiones del tridngulo isésceles de drea
maxima, inscrito en una circunferencia de 4 m de radio.

Cuestiones tedricas
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Comprueba que f(x) = x° — 18x, definida en el intervalo
[0, 342], verifica las hipétesis del teorema de Rolle y en-
cuentra el valor ¢ e (0, 342) para el que f'(c) = 0.

La funcién y = x% — 5x% + 3x - 2, ;cumple las hipéresis
del teorema del valor medio en el intervalo [0, 4]? En caso
afirmativo, di cudl es el x, que cumple la tesis.

Se tiene la funcién:

L. si —2<x<-1

X

x2-3
2

f(x) =

si —1<x<0

Prueba que f satisface las hipdtesis del teorema del valor
medio en [-2, 0] y calcula el o los puntos en los que se
cumple el teorema.

:Es posible calcular 4, 6, ¢ para que la funcién:
S5x +1 si x<1

[ = {ax2+bx+3 si x2>1

cumpla el teorema de Rolle en el intervalo [0, ¢]?

La funcién f{x) = |cos x| toma en los extremos del inter-
valo [0, t] el valor 1. ;Cumplird el teorema de Rolle?

Sea f una funcién continua y derivable tal que f(0) = 3.
Calcula cudnto tiene que valer f(5) para asegurar que en
[0, 5] existe un ¢ tal que f'(c) = 8.
Calcula 2 y & para que:

ax—3 si x<4

fl)= {—x2+10x—b si x>4

cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en el
intervalo [2, 6]. ;Dénde cumple la tesis?

Sea flx) =1 — X3,

Prueba que f(1) = f(-1) = 0, pero que f'(x) no es nunca
cero en el intervalo [~1, 1]. Explica por qué este resultado
contradice aparentemente el teorema de Rolle.

La derivada de una funcién f es positiva para todos los
valores de la variable. ;Puede haber dos niimeros distin-
tos, a y b, tales que f(a) = f(b)? Razénalo.

Calcula @, b y ¢ para que la funcidn:

ro0-|

cumpla las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo
[0, 4]. ;En qué punto se cumple la tesis?

Rrax+b si x<2

ex+1 six>2



76 Dada la funcién:
fx) = VIn (3* + x) + In (x* — 10x + 20)

demuestra que existe un valor z€ (1,2) tal que f"(a) = 0.

Menciona y justifica los resultados tedricos empleados.

77 ;Verdadero o falso? Razona la respuesta.

a) Una funcién que no sea una recta puede tener infinitos
puntos en los que su recta tangente sea y = 1.

b)Si f'(a) =0, f"(a) =0, entonces f no puede tener ni
maximo ni minimo en x = 4.

¢) Si un polinomio de grado 3 tiene un minimo en x = 2,
ese minimo no puede ser minimo absoluto.

d) Una funcién continua en [0, 5], que no es derivable en
x =3, no puede tener un miximo en x = 3.

e) Si y=f(x) escrecienteen x =4, entonces y=—f(x) es
decreciente en x = a.

£) Si f'(a) =0, f tiene un mdximo o un minimo en x = 4.

g) Si f'(@)=0, f"(@) =0y f" (a) =5, f tiene un punto
de inflexién en x = a.

h) Si esta es la grficade f'(x), entonces f tiene un mini-
moen x=-1 yun miximoen x=1.
Y

_1\/1 X

Autoevaluacidon

Para Rrofundizar
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78 En una circunferencia de radio 7 se traza la tangente en
un punto cualquiera C y una cuerda AB paralela a dicha
tangente. Demuestra que, para que el drea del tridngulo
ABC sea mdxima, la distancia de C a la cuerda debe ser

3/2 del radio.

79 Cuando un globo estd a 200 m sobre el suelo y se ele-
va a 15 m/s, un automévil pasa bajo él con velocidad de
45 km/h. ;Con qué velocidad se separan coche y globo un
segundo después?

Ten en cuenta lo siguiente:
— El globo estd a 200 + 15¢ m de altura en el instante #
— El coche estd a (45/3,6) - ¢+ m de la vertical del globo.

Halla la distancia entre ambos y averigua la velocidad de
alejamiento cuando = 1.

80 Una torre estd al final de una calle. Un hombre se dirige en
automovil hacia la torre a razén de 15 m/s. Sabiendo que
la torre tiene 500 m de altu-
ra, jcon qué velocidad varfa
el dngulo del observador res-
pecto de la cumbre de la to-
rre cuando dicho observador
se encuentra a 1000 m de la
torre?

500

1000 —15¢

— Halla g o vy, después, o
— Averigua el valor de 0'(#) para #=0.

EAEEEY 9 Resoluciones de estos ejercicios.

1 Halla los puntos de la funcién:
_ 1—cos x
S0 =ln 1+cos x

en los que la recta tangente sea paralela a la recta y = 2x — 3.

2 Calcula los extremos relativos y los intervalos de crecimiento
y decrecimiento y los de concavidad y convexidad de la fun-
cién siguiente:

fx) = x|x-2|

3 Estudia el crecimiento de la funcién f(x) = e*(cos x + sen x)
y determina sus méximos y minimos para x € [0, 27].

4 a) Estudia la curvatura de la siguiente funcién:
fx) = x2 In x

b) Escribe la ecuacién de la recta tangente que pasa por su
punto de inflexidn.

S Determina 4, b, ¢ y d para que la funcién:
g(x) = ax3 + bx* +ox+ d

tenga un mdximo relativo en el punto (0, 4) y un minimo
relativo en el punto (2, 0).

1

1+x

6 Calcula el punto delacurva y= en el que la pendien-

2
te de la recta tangente sea maxima.
7 De todos los cilindros que pueden inscribirse en una esfera

de 9 cm de radio, halla la altura y el radio del que tiene ma-
yor volumen.

8 Lafuncién f(x) =1 —|x| si xe€ [-2, 2] verifica la igualdad
f2) =£(Q).

Justifica si es posible encontrar algin ¢ € (-2, 2) tal que

10 =0.
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