Derivadas

Eivolucién del concepto de derivada

Hay descubrimientos que estdn en el aire en una cierta época. El am-
biente estd preparado, maduro, y solo hace falta que alguien con de-
cisién y tino se atreva a cristalizar las ideas en un todo coherente. Por
eso no es de extrafar que en estas circunstancias surjan, asi al mismo
tiempo, dos o tres personas que lo hagan.

En la segunda mitad del siglo xvir el cdlculo infinitesimal estaba flo-
tando en el ambiente matemdtico, y cuajé en las mentes de Newton y
Leibniz de forma independiente. Aunque Newton se adelanté unos
cuantos afios en su concepcidn, fue Leibniz el primero en publicarlo
explicitamente en 1684. Pero lo hizo de una forma tan confusa que,
dado que era buen expositor, se ha llegado a pensar que su oscuridad
fue intencionada, a fin de que nadie le entendiera demasiado bien y po-
der mantener la prioridad de haberlo publicado y, al mismo tiempo, la
ventaja de usarlo él solo en aquellos tiempos en que las competiciones
matemdticas estaban todavia de moda.

Pero hubo quien se empefé en entender lo que Leibniz habia escrito y
lo consiguié con tal maestria que al poco tiempo, en lo que al manejo
del cdlculo se refiere, no tenia nada que aprender ni de Leibniz ni de
Newton. Este fue Jakob Bernoulli, un suizo de Basilea, a quien su
padre habia encauzado hacia la teologia. Después de aquella hazafia,
Bernoulli se dedicé con afdn a sacarle jugo al invento de mil modos
sorprendentes, junto con su hermano Johann, trece aios menor. Mds
tarde, Euler se unié al grupo, constituyendo este trio el orgullo cienti-
fico de Basilea.

Hubo de pasar casi siglo y medio desde que Newton y Leibniz comen-
zaron a desarrollar y manejar las nociones del andlisis infinitesimal, a
finales del siglo xv11, hasta que Cauchy, a comienzos del x1x, las siste-
matizé en un cuerpo tedrico bien construido y practicamente con la
misma forma en que hoy lo utilizamos para iniciarnos en los primeros
pasos del andlisis.

Agustl'n Louis Cauchy (1789-1857)

Nacié en Paris, en 1789, en una familia acomodada. Al comenzar el
periodo de la Revolucién Francesa conocido como El Terror (1793-
1794), su familia huy6 de Paris a Arcueil, donde permaneci6 bastante
tiempo. Alli tuvo la ocasién de conocer a Laplace. Estudié ingenieria
militar y, al terminar, en 1810, fue enviado a Cherburgo, donde Napo-

El cdleulo infinitesimal permite estudiar el cambio a niveles
infinitamente pequerios (de tiempo, espacio, ...).
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leén preparaba una flota para invadir Inglaterra. Pero la aficién llevaba
a Cauchy a las matemdticas.

Acta Eruditorum’, revista cientifica en la que en 1684, Leibniz
publicd su teoria sobre el cilculo infinitesimal.



En 1813 volvié a Paris y, alli, Laplace y Lagrange le convencieron para
que se dedicase de lleno a las matemdticas: tenfa 24 afos.

En 1814 escribe un tratado sobre la teorfa de variable compleja; en
1816 ya es profesor de la Facultad de Ciencias, del Colegio de Francia
y de la Escuela Politécnica, y entra en la Academia de las Ciencias sus-
tituyendo al expulsado Monge, tras la caida de Napoledn.

Sus mds grandes contribuciones matemdticas tienen lugar en los afios
1820 y posteriores; son los libros que salen de sus lecciones: Curso de
Andlisis (1821), Lecciones sobre el cdlculo infinitesimal (1823) y Lecciones
sobre la aplicacion del calculo infinitesimal a la geometria (1826-28). Con
ellos, Cauchy comienza la tarea de imponer rigor en el desarrollo de la
matemdtica del siglo x1x.

Su produccién matemdtica fue enorme y muy variada. Cauchy es una
excepcién a la regla segtin la cual la mayor fecundidad del matemdtico
se da en la juventud: de los 800 articulos que escribié, mds de 500
fueron escritos en los dltimos 20 afnos de su vida, si bien es verdad que
sus grandes obras sistemdticas fueron escritas cuando su edad rondaba
los 30 afios.

“Robespierre y Saint-Just camino de la guillotina”, dleo de
Alfred Mouillard (1884) ambientado en la época en la que la
Jamilia de Cauchy huyd de Paris.

Resuelve

Funcién derivada

m La grifica inferior (en verde) es la funcién derivada de la su- m Continta escribiendo las razones por las cuales g(x) es una
perior. Es decir: g(x) = f'(x). funcién cuyo comportamiento responde al de la derivada de
f ).
[y=/&) / 11 m Las tres gréficas de abajo, A, B y C, son las funciones deri-
- /'_E"f\\ // vadas de las graficas de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.
: N / Explica razonadamente cudl es la de cada una.
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Veamos por qué: 1 H ' e

—En el ramo (~eo, @), f(x) es creciente. Por tanto, su
derivada es positiva. Es lo que le pasaa g(x).

— La derivadade f en a2 es 0: f'(@) = 0.Y también es T
g(a) = 0.




E Derivada de una funcién en un punto

[En la web Zg)
Ejercicios y ejemplos para trabajar el
concepto de tasa de variacién media.

xo x0+h

Mﬁ_ﬂ%) es la pendiente de PP

Xge———x)+h

h—0

S(x,) es la pendiente de la tangente en x,.

Ejercicios resueltos

Vamos a recordar algunos conceptos relacionados con la medida del crecimiento de
una funcién y = f(x) en un punto de su dominio.

M Tasa de variacién media

Cuando la abscisa varia entre x; y x, + h, laordenada vade f(x)) hasta f(x; + h).

* h esel incremento de la x.
* Af'=f(xy+h)—f(x) eselincremento de la funcién en el intervalo [x, x, + h].

Af

El cociente, T mide el crecimiento medio de f en ese intervalo.

A xo+h)— £(x
El cociente incremental f = Sl +h) = flxo) se llama tasa de variacién me-

h h

dia y significa la variacién relativa de f con relacién a x en el intervalo [, x + h].

Gréficamente, es la pendiente de la recta que pasa por los puntos Py(xg, [ (xp)) v
P(xy + h, f(xy + h)).

M Derivada en un punto

Si en la expresién del crecimiento medio de la funcién en el intervalo [xp, xp + h]

hacemos que h tienda a 0, obtenemos el crecimiento instantdneo, o mejor, el creci-
miento en un punto:

El limite, h/z’mo 5 si existe y es finito, se llama derivada de la funcién f en
%

xg vy se designa por f"(xp):
P i, Fo0 =10

Graficamente, f'(x;) es la pendiente de la recta tangente a la grifica de la fun-
cién en el punto de abscisa x;,.

Si f'(xy) existe, se dice que f es derivable en x;.

1S fx)= x2, hallar su derivada en

xo = I
2 Si f(x)= 3x, hallar su derivada en
x0 = 0

2 2 \] Vi
S - fD) _ A+h)’-1 K242k _y |
h h h \ '
v g f+h)— f(1) , ~ /
fO) = iy g =l (e D=2 N1/
9 =x% esderivable en x, = 1. Su derivada es 2. =1
Slgnlﬁca que la pendlente de la recta tangente en X = 1 es 2
SO+ - fO) _p'_0 _} 3 -
h h _ 11
2
-2/3 /
lzmo (h="°) = lzm0 T = +o0 ENRE N
El valor obtenido no es finito, por tanto, no existe f"(0). La recta tangente a la
curvaen x5 =0 es perpendicular al eje X. La funcidn no es derivable en ese punto.

W7 En la web O Ejemplo que muestra el comportamiento de la tasa de variacién media cuando h — 0.



| Recuerda

h — 0~ Significa que h tiende a 0 toman-
do valores menores que 0.

h— 0* h tiende a 0 tomando valores ma-
yores que 0.

| Observa

Graficamente, la derivabilidad de una fun-
cién en un punto estd relacionada con el he-

cho de que su grifica sea “lisa” o “suave” en
ese punto.

M Derivadas laterales

Se define la derivada por la izquierda de f en x:

fv(x6) _ [z’m f(x() +h)_ f(xo)

h— 0~ h

Se define la derivada por la derecha de f en x:
lim S g +h) = fxp)

h—0* h

fxp) =

A ambas se las llama derivadas laterales.

Si las dos derivadas laterales en x;, coinciden, entonces [ es derivable en x;.

FUNCION DERIVABLE:
F65) =16 = f1(x)

Si las dos derivadas laterales en x; son distintas, entonces la grafica de la funcién
tiene un punto anguloso en x;.

PUNTO ANGULOSO:
SO = f16)

M Funcién derivable en un intervalo

[ es derivable en un intervalo abierto (a, 4) silo es en cada punto de (4, b).

[ es derivable en un intervalo cerrado [, 4] siloesen (4, b) y existen las de-

rivadas laterales f'(a*) y f'(67).

Las funciones elementales, las que manejamos habitualmente, son derivables en to-
dos los puntos en los que estdn definidas salvo en algunos puntos de tangente verti-

cal, como el que hemos visto en la pdgina anterior, de f(x) = 3x en x=0.

1 Halla, paso a paso, las derivadas siguientes: 2 Halla, paso a paso, la derivada lateral f/"(0*) de f(x) = Jx

a) 4x—x% en xy=3 b) x® en x,=2

C)LenxO:Z d) (x=3)% en x5=1
x

y justifica la respuesta.

3 ;Qué condicién debe cumplir una funcién, f, para ser
derivable en el intervalo [1, 5)?

Unidad 8 ee e



continuidad | 7§ ’derivabilidad

derivabilidad I = l continuidad

| Observa
La igualdad (1) se sigue del hecho de que f

es derivable en x;, y, por tanto, f"(xy) es
finito.

X0

¢Es continua en x,?

X0

¢Es derivable en x;?

M Derivabilidad y continuidad

Una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en él. Es lo que
ocurre en los puntos angulosos y en los puntos de tangente “vertical” (es decir, per-
pendicular al eje X).

e %
| o X e

Sin embargo:
Si una funcién es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Demostraciéon

Para probar que f es continua en x; hemos de demostrar que:

xli)nf{() f(x) = f(xy) o,lo que es lo mismo, hlz’_r)no fxy + h) = f(x)

Vedmoslo: f(xy +h) — f(xy) =h- fxo +h})1—f(x0)

Tomamos limites cuando h — 0 en los dos miembros de la igualdad. Teniendo en

(o +h})1_f(x0) = f'(x), es decir:

cuenta que [ es derivable en x, hlz’mo
-

fxg+h) = fxg)

)
h = 0 f(XO) = 0

hlz'_;)%() [f(xg+h) —fFlxp)] = hlz'_r)no h-

Hemos probado que h[z’_r);zo [ f(x + h) — f(xp)] = 0 y, por tanto, hlZnO Sl +h) = flxp),

es decir, f es continua en x.

M Estudio de la derivabilidad de una funcién definida a trozos

f160), x<x

Consideremos una funcién: f(x) = { £, x> x
2 %), 0

En esta expresién, f; es derivable en el intervalo (4, x;) y f; es derivable en (xp, ).
Para estudiar si f(x) es derivable en x;, daremos los siguientes pasos:
1.0 Vemosssi f es continuaen xp: ; lim_fi(x) = lim fo(x) = f(x)?
X=Xy X=X
Si la respuesta es negativa, la funcién no es derivable. Si es afirmativa, seguimos.
2.0 Calculamos las derivadas laterales f"(x) = lim  f1(x) v f'(x{) = lz’m+ S0,
X —>x0 X=X

Es f'(x5) = f'(x}) y es un valor finito? En caso afirmativo, este es el valor de
f'(xp) ylafuncién f(x) es derivable en el intervalo (4, ).



Ejercicios resueltos

1 Estudiar la derivabilidad de [ en * Continuidad en x = 2:
xg = 2 utilizando las reglas de deriva-

, 1 2 ,
cion de las funciones polindmicas que xli”é— f&)= Xlimrx =4 x[inz f&)=f(2)=4. Portanto, f(x) es
conoces desde el curso pasado: /z'ﬂé L= lz’mz (3x—2)=4| continuaen xy=2.
x° si x<2 * %_ . o
f)= {3x D s x50 * Derivabilidad en x; = 2:

lim f'(x)= lim 2x=4= f'(27) | Las derivadas laterales existen pero no
x— 2" x— 2" .. .
; . ’ s coinciden. Por tanto, f no es derivable
xlimy f®)= x[i%ﬁ =3=/'2" en xy=2. Esun punto anguloso.

2 Estudiar la derivabilidad en x, = -2 * Continuidad en x; = -2:

de la siguiente funcidn: lim f@= lim (435742 = (-2 +3- (2] + (-2) =2
xXx—>-=2" x—> =27
X r3xrx x<-2 , , 2 2
RS e s s

[gmz f(x) =2. Ademds f(-2) =2. Portanto f(x) escontinuaen x,=—2.
el

* Derivabilidad en x, = —2:
3xt+6x+1, x<=2, lim f'(x)= lim (Bx*+6x+1)=1= f'(-2")
x— -2 x— -2

f(x) =

2x +5, x>=2, lim_f'x)= lim (2x+5)=1=f"(-2"%)
x — =2 x—=2*
Las derivadas laterales son finitas y coinciden. Por tanto [ es derivable en x; = -2
yes f(-2) =1.
3 Caleular m y n para que la siguiente * Para que sea continua en x; = 1, hemos de procurar que los trozos “empalmen”,
Sfuncion sea derivable en x, = 1: es decir, que los limites laterales en x =1 coincidan:
X2 —5x+m x<lI lim f(x)=1-5+m
f(x) = x—1
-2 + nx x>1 , 1-5+m==1+n > m—-4=n-1—> m-n=3
’ lim f)=—1+n
x—1*
* f serd derivable si las dos derivadas laterales en x; =1 coinciden:
lim f'(x)= lim (2x-5)=-3
o o 3="2+n > n=-1
lim )= lim (2x+n)=-2+n - -
x—=>1* x—=>1*
La funcidn serd derivable si se cumplen las dos condiciones anteriores:
m—n=3
} m=2, n=-1
n=-1
f esderivableen x5 =1 si m=2, n=-1. Suderivadaen f'(1) =-3.
4 Estudia la derivabilidad en x; =3 de la funcién: 6 Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién en x = 0:
2
x“—3x, x<3 —y=x, x<0
f<x):{3x—9, x>3 £ = fx, x>0
5 Estudia la derivabilidad en x; =0 de la funcién: 7 Calcula m y n paraque f(x) seaderivable en IR:
2 2
x"=5x+3, x<0 x“—mx+5, x<0
f(x)_{—x2+2x+3, x>0 f(x)— X% +n, x>0

W7 En la web ] G Ejercicios para conseguir que una funcién definida a trozos sea continua y derivable.

Unidad 8 ee e



E Funcién derivada

| Notacién
Para las derivadas, se usan superindices en
romanos
f[ fII fIII fIV

Sin embargo, para las tres primeras el I se ha
desfigurado, convirtiéndose en un apéstrofo:

i

Si una funcién, f; es derivable en un intervalo, 7, la funcién f":
x — flx)

definidaen 7, sellama funcién derivada de f-

Si f" es derivable, su derivada se llama /" (se lee f segunda).

Asi, sucesivamente, se definen ", fV, ..., f” (f tercera, f cuarta, f n-ésima).

Otra forma de nombrar las derivadas es Df, D%f, Df, ..., D"f.

La funcién derivada, f"(x), puede obtenerse a partir de la expresién de f(x) apli-

cando la definicién:
, (x+h)— f(x)
f'(x) = llm Q
h—0 h
No obstante, habitualmente las derivadas de las funciones se obtienen a partir de
las llamadas “reglas de derivacién”, que permiten hallar con comodidad y rapidez la
derivada de cualquier funcién. Conocemos muchas del curso pasado. Esas y algunas
nuevas se veran en paginas posteriores.

es la derivada en un punto variable x.

Ejercicio resuelto

1 Dada la funcién:
f(x)=5x— x?2
a) Hallar su funcion derivada, f'(x),

mediante el limite del cociente in-
cremental.

b) Hallar "(x) mediante las reglas de
derivacidn que conoces del curso pa-
sado.

¢) Hallar el valor de f'(=3) y f"(0).

d) Averiguar para qué valor de x se
cumple la igualdad f'(x) = 3 y
para qué valor es f'(x) = 0.

e) Hallar las derivadas sucesivas

£6), G0, .

a) f'(x) = lim [5 (¢ +h) = (x + h) ] - [5x — &7 _

h—0 h

= lim
h—0

5x +5h — #2 — 2xh —h? — §x + ¥ _
h

2
= lim Sh—2xh-h" lim (5-2x—-h)=5-2x
h—0 h h—0

b) Aplicando las reglas de derivacién que ya conoces del curso pasado:
f'x)=5-2x

Conocer la expresién de f'(x) tiene ventajas evidentes, como se apreciard en los

apartados c) y d).

c) A partir de la expresién de f'(x), podemos obtener, ripidamente, la derivada en
cualquier punto.

F=3)=5-2(3)=11
f0)=5-2-0=5

d) A partir de f"(x) podemos averiguar las abscisas para las cuales f'(x) toma un
valor determinado.

sPara qué valor de x es f'(x) = 3?
f(x)=5-2x=3 = 2x=2 > x=1 — f'(1)=3
sPara qué valor de x es f'(x) = 0?
5-2x=0 > 2x=5 > x=25 - (2,5 =0
e) Las derivadas sucesivas de esta funcién son:
f(x) =2
[ =0
[ =0




Unidad 8 s e e

E Reglas de derivacién

La validez de todas estas reglas se demuestra en el pentltimo apartado de esta unidad.

D[f(x) +g)] =f'x) +g ()

PRODUCTO POR UN NUMERO D[k-f)] =kf'(x

PRODUCTO D[fx)-g)] =f'x) - glx) +fx) - g'(x)

COCIENTE

COMPOSICION
(regla de la cadena)

POTENCIA

TRIGONOMETRICAS

FUNCIONES ARCO
(Inversas o reciprocas
de las trigonométricas)

EXPONENCIALES

LOGARITMICAS

pl/ O SW- g0 - f&) g

gx) 22

D{flgWl}t=flg)]-g'x)

D{fglhD} = f'(glh@)]) - g'[h ()] - h'(x)

[En |a web Zal

Ejercicios para repasar la composicién de

funciones.

|

DH = k.- x*=1 ke R-{0}
_ 2y _ 1

D({x)=D(x"?) = Y

oft)-o11--

DIf(* = kf(ﬂf)’e‘1 f'(%)

D[Jf®)] = 2W fw
[ @]~ f()2 S

D (sen x) = cos x
D (cos x) = —sen x

D(gx) =1 +tg2x

Dlsen f(x)] = cos f(x) - f'(x)
Dlcos f(x)] = —sen f(x) - f'(x)
Dlgf(x)] =1+ f)] - f(x)

D (arc sen x) =

D (arc cos x) =

Darctgx) = ! 1

Dlarc sen f(x)] = ﬁ Fx)
- fx

Dlarc cos f(x)] = ﬁ ()
- fx

Dlarc rg f(x)] = 1+]1C(x)2 [ (%)

D(e¥) = e*
D@a*)=a*-lna

D[ef W] = /W . £ ()
D[/ ®] = 4/ ® . ma-f'(x

D(lnx) = l, x>0

D(ln|x|)—% x=0
D(lagﬂx)—% T x>0
D(/ogﬂ|x|):% % x=0

Dlnf(x)] = ), f0>0

f( )
Dlin £l - f() f' %), flx) =0
Dllog, f ()] = Wﬁ
Dllog, |f (] = ﬁﬁ

(%), flx)>0

[ (), flx)=0




Ejercicio resuelto

1 Calcular la derivada de: a) [(x) = Sxt

_ .5
a) f(x) xz b) L D) = — 4 =_i5
b) f(x) = i x

(1) Recuerda que la derivada de una funcién f(x) se puede escribir utilizando la
notacién f'(x) obien D[f(x)].
, 3 “1_3 - 3
o) fx) = A’ 9 f W)= D) = 2P = 2x720 = i
d) f(x) = 3J772 d) F() = D(aﬁxz/a)zaﬁ_;xz/3f1 =3ﬁ.lx*1/3=ﬁ
3 3 3x

_ ) () = 1 1 _ 1 3
f)f(x)—x3—J2_x+x e)f(x)—3x2—ﬁ-2—&—3-?—3x2—ﬁ—?
f)f(x)=3x4—5x2+7x+1 f)f'(x)=12x3—10x+7
2 f(x) = sen (x? +5x—1) g) f(x) = cos(x2 +5x—1) 2x + 5)

_ "(x) = 1 cos x
h)f(x) = \sen x h) f'(x) rVens
i) f(x) = sen yx2+ 5x — 1 i) £'(x) = cos {x? +5x -1 -ﬁ(ﬂﬁﬂ
P ) =5¢7 73 D) £1(x) = 5D (e *3) =563 . D(x2 4 3x) = 5¢* *3* . (2 + 3)
B Flx) I S T B
) f(x) = arc cos {x k) f'(x) e D(yx) SN ey e
) f(x) = arc tg (sen x) 1) f’(x)=m'D(xenx)=%
m) f(x) = In (In x) m) £'(x) = ﬁ-D(lnxﬁﬁ-%: x;x
n)f () = arc g {x n) f'(x) = 1+(1®2-D(&>= ﬁx'ﬁ
0) f(x)= (x? = x + sen x)* 0) f'(x) = 4(x2—~/§+xenx)3-(2x— 2} +cosx>

I+ 1N 1 . l+senx | _
p)f(x)=ln[1_‘;27;’;] P = 1+senx D(l—fﬂlx>
1—sen x

_l—senx cos x(1—sen x) — (1+ sen x) (—cos x)

1+sen x (1_33713()2

COS X —Sen X cOS X +COS X +Senxcosx _ _2cosx _ 2cosx _ 2
(1+ sen x) (1— sen x) l—sen?x  cos’x COsSx




Ejercicio resuelto

Esta derivada se puede resolver mds cémodamente transformando la funcién
utilizando logaritmos:

D[/n 1+sen x

1—sen x

(*) (pues ln%:lnz‘l—ln B)

© D(ln(1 + sen x) — In(1 — sen x)] =

cos X
1+ sen x

cosx _ _
1—sen x

(—cos x) =

1+ sen x 1—sen x

COS X — COS X SET.X + COS X + C0S X Sen.X _
(1+ sen x) (1 — sen x)

2cosx _2cosx __2

l—sen?x  cos>x cosx

= e x s W=e—1  Dhxferlle — 1 1ofxelex—1 |-
@ f(x)=x yx +1 Q) f'(x) ¥ e Dlx-yx+1] Zm (1 Jx+l+x 2@)
_ 1 ‘2(x+1)+x= 3x+2
241/x2(x+1) 2{x +1 44«4‘x2(x+1)3

También puedes resolverla teniendo en cuenta que:

£ = 42 e+ 1)

1 Utiliza las reglas de derivacién para calcular la derivada de
cada una de las siguientes funciones:

Q) ) = =2 b) () = ==
~ 1— ~ 1-tgx
c)f(x)—ln 1+;‘ d)f(x)— 1+tgx

afw=Jt§j 0 £ () = bn o=

g f() = {3771 h) £(x) = log(sen x - cos x)*
D) F(x) = tg2x + sen® x j) flx)=senx+1-cosx—1
k) f(x) = arc sen |x

D) f(x) = sen(3x> — 2yx +32x)

m) £(x) = senx+x2+1

n) £(x) = cos® Y+ 3—x)2

[En 1a web Za)

@ Halla las derivadas primera, segunda y tercera de las si-
guientes funciones:

Ejercicios para repasar el célculo de derivadas.

a) y=x°
b) y = x cos x
- 3 2
Q) y=sen’ x+cos”x+x

3 Calcula f'(1) siendo:

3
fx) = gg-ﬁ

4 Calcula f’(%) siendo:

fx) = (cos® 3x — sen? 3x) - sen 6x

5 Calcula '(0) siendo:

FO) = lnx?+x+1 _%.

2x+1

3

arc tg
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E Derivada de una funcién conociendo la de su inversa

INYECTIVA NO INYECTIVA

Y
y=fw ,7L'

= I
jy=f(x)

Grificas de funciones inversas

y=2

Hay funciones cuya derivada no es fécil de obtener directamente pero si se conoce
la derivada de su funcién inversa o reciproca. En este apartado, vamos a aprender a
obtener la derivada de una a partir de la de la otra.

Empecemos recordando a qué se llama funcién inversa de otra.

M Funcién inversa o reciproca de otra

Recuerda que una funcién f es inyectiva si cada valor de y corresponde a un tnico
valor de x. Se llama funcién inversa de la funcién inyectiva £ y se designa f~1, a
la que cumple la siguiente condicién:

si £(r) =s entonces f1(s) = r

Es importante que tengas en cuenta lo siguiente:
* Las graficas de una funcién y de su reciproca son simétricas respecto a la recta y = x.

* Entre una funcién fy su reciproca £~ se cumplen las siguientes relaciones:
-1
x—f>f(x) Ly« Es decir, f71[f(x)] =x

x—_1>f‘1(x) L x Es decir, f[f_1 (x)] =x

* Si una funcién no es inyectiva no podemos hallar su inversa, pero podemos des-
componerla en tramos en los que sea inyectiva, y asi cada uno de ellos tendrd
inversa.

Ejemplos

e La funcién y=x? no es inyectiva, pero se puede descomponer en dos funciones:

y=x% x>0 y=x2 x<0

cada una de las cuales si es inyectiva y, por tanto, tiene inversa.

y=952,x20 Y i
’/’ }/:\/.; }’=X2,X<0
X

y=f@=x% x20 = f71()=yx

= f(x) = x2
y=f@ y:ﬁ(x):xz, x<0 — fz’l(x)=—a/;

* La funcién reciproca de y = Jx + 1, x€ [0, 4] se obtiene as:

)’:&"'1 se cambian y= _)/"'1 se despeja y \/}:x—l —>y:(x—1)2

xey
Extremos del intervalo de definicién de f~!:
fO)=40+1=1
fA)=y4+1=3
Por tanto:
) =yx+1, xe [0,4] —
- f_l(x) =(x-12 xe [1, 3]




Para que f'(x) = sen x sea inyectiva, la toma-

mos en el intervalo [—%, %]

L
V2

-1

En ese intervalo, cos x es positivo o 0. Por

eso, al despejar cosx= 41— sen* x nos hemos

quedado solo con el signo +.

J Observa

No necesitamos conocer la expresién de
(f ~1)" para calcular sus valores.

1 Halla (1) '(x) a partirde f'(x):
a) f(x) =x2-1, xe [1, 3]
b) f(x) = x3

M Obtencién de (f ~1)'(x) conociendo f'(x)

Si conocemos la derivada de una funcién [y, a partir de ella, queremos obtener la
derivada de su funcidn reciproca, f -1 procedemos del siguiente modo:

— Porser f7! reciprocade £ se cumple que £ [f 7! (x)] = x.

— Derivando: f'[f 1] - (7)) (x) = 1, por la regla de la cadena.
— Despejando:

NN S S
(f)' ) ff()

Por ejemplo:

'f(x)=x2, x20, f‘l(x): Jx

FIF W] =x & (fx)?=x 2000 5 e D) =1 = D(x) = #

* f(x) =senx, x€ [—— —] ) = arcsenx, xe [-1,1]

272

f[f’l(x)] =x & sen(arcsenx) = x DeLando) cos(arcsen x) - D(arcsenx) =1 —

— D(arcsen x) = 1
cos(arc sen x)

sQué significa cos(arc sen x)? Es el coseno de un dngulo cuyo seno es x. Es decir,
sabemos que sen O = x y queremos calcular cos 0. Pues hagdmoslo:

sen O, = X y como sen? oL+ cos> oL =1, cosO = Jl—senzocm/l—xz

Por tanto, D (arc sen x) =

l—xz'

M Obtencién de (f ~1)'(c) sin obtener previamente (f ~1)'(x)

Calculemos, por ejemplo, (arc sen)’ (%)

fx)=senx, xe

LI 0 I VR
2 ], [T (%) = arc sen x.
-1 1. 1) _ -1l ,.n
Calculamos f (2 ) arc sen( ) a = sena > a C
(f;l)y(l) — 1 (;) 1 - 1 [ 26
2 f'(ml6)  cosm/6  J3/2 |3 3
(%) f'(x) = D (sen x) = cos x. Por tanto, f'(%) =cos I = ﬁ

Naturalmente, se puede llegar al mismo resultado conociendo la expresién de

(f™1)'(%). Vedmoslo:
(f_l)'(X)=D(¢zrcsenx)= - (f 1)( ) m Blﬁ =%= 2;/3

m

2 f(x)=1gx, xe ( 5 2) Halla (/= 1'(y3) dedos formas:
a) Obteniendo, previamente, ( f’l) "(x).

b) Directamente.
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| :Se puede poner y' envezde f'(x)?

Utilizamos aqui, por primera vez, la expre-
sién y' para designar la derivada de la fun-
cién y = f(x). Al utilizar esta nomenclatura
se estd identificando la variable y con la fun-
cién f. Esto es correcto y se puede utilizar
siempre que se tenga claro el significado.

(De esto se habla en la pdgina 307 del libro
de primer curso: ;Es correcto poner y'?)

J Observa

Si ¢', eselresultado de derivar ¢ suponien-
do que y esunaconstantey ¢',, suponien-
do x como una constante:

Ejercicios resueltos

B Derivada de una funcién implicita

Hay funciones que vienen dadas mediante expresiones ¢(x, y) = 0, en las cuales es
dificil o imposible despejar la y. Por ejemplo:

y3—7x2+5y2x+ 17=0

En ellas, los valores de y quedan implicitamente dados por la expresién, pero no es
posible obtener explicitamente una funcién del tipo y = f(x). La derivada, y, dela
funcién, no es, sin embargo, dificil de calcular. Vedmoslo sobre el ejemplo anterior:

Al derivar y3 —7x? + 592x + 17 = 0, obtenemos:
3y%y = 14x + 52y y'x +y) =0 — 3y? y'— 14x + 10xyy'+ 5% = 0

14x—5}/2
3)/2 +10xy

'

(3y% + 10x))y' = 14x -5y — y'=

Observamos que y' viene dada en funcién de x y de y. Por tanto, para hallar el
valor de la derivada en un punto, hemos de conocer su abscisa y su ordenada. Por
ejemplo, sabiendo que la curva pasa por (2, 1), obtenemos su derivada en ese punto:

14-2-5

3+10-2 =1

}"(23 1) =

1 Hallar la ecuacion de la recta tangente
a la curva dada implicitamente por la
expresion x% —x + tg(x +y) =1 enel
punto de abscisa x = 0 considerando:

T
s <_2’ 2)

2 Hallar las ecuaciones de las rectas tan-

gentes a la elipse:
2
100 * 36 =1

en los puntos de abscisa x = 8.

-------------------------------------------------------------------------------------------

Empezamos averiguando la ordenada del punto. Para ello, sustituimos x por 0y
T

e

Por tanto, hemos de poner la recta tangente en el punto (0, %) Necesitamos co-
nocer su pendiente.

obtenemos, sencillamente, zgy=1 — y=

2x—1+[1+ zjgz(x+y)](1 +9)=0

Derivamos la expresion:
Sustituimos x =0, y= %: -1+ [1+tg2<2)](1+y’)=0 -
- -1+1+DA+y)=0 > -1+2+2y'=0 = y'=—

2
La pendiente de la recta tangente es — % Su ecuacibén es: y = LI %(x -0).

4

Obtencién de las ordenadas de los puntos de abscisa x = 8:

8 6436 ., 36 _
100 736 " 7 3617700 " 100 T

Para hallar la derivada podriamos despejar la y para, después, derivar. Pero parece
mds cémodo proceder como funcién implicita:
=8, y=—3,6 —» 16T o, g3

16 .72
2w Yy
100 * 36 ‘0<

100~ 36

x=8, y=3,6 &> < 5+
Hay dos rectas tangentes: y = 3,6 — 0,8(x—8) e y=-3,6 + 0,8(x— 8).

100" 36 "0y =08

1 Halla la tangente (o las tangentes) a las curvas siguientes en

el punto que se indica:

) 3x2 —5xy + 2y’x—93—27=0, en x,=3

I
b) sen(x“y) —y* + x=2 T 2,4

Q) (x=2)2+(p+1)2=25, en x5=5



B Derivacién logaritmica

| Recuerda

n(A-B)=lnA+InB
In (%)zlnA—lnB

n(A)®2=BnA

[En la web Zgy

Repaso teérico: propiedades de los
logaritmos.

Ejercicio resuelto

En ocasiones, tomando logaritmos y aprovechando sus propiedades, se simplifica
notablemente el cdlculo de la derivada de una funcién. Vedmoslo en el ejemplo
siguiente: f(x) = x*.

Esta expresién no es potencial, porque el exponente no es constante, ni exponencial,
porque la base no es constante. Carecemos, pues, de reglas para hallar su derivada.
Sin embargo, si tomamos logaritmos, obtenemos una funcién que sabemos derivar:

hfx)=xx
')
)

Esta técnica de hallar la derivada tomando previamente logaritmos recibe el nombre
de derivacién logaritmica.

=lnx+x-% = ) =fx)- - (Unx+1)=x*Inx+x*

Es casi imprescindible recurrir a ella para poder derivar funciones cuya expresién es
()
de la forma ¢(x) = ()P, Vedmoslo:

In 0(x) = B(x) In oux)

Derivando:

O'() o' (x)
e =B () - lno(x)+ B e

Se despeja ¢'(x) y se sustituye O(x) por su expresion:

0'6) =P B o) brou(a)+ B %

También recurriremos a esta técnica para demostrar la validez de algunas de las reglas
de derivacién que conoces.

1 Hallar la derivada de:
a)f(x) = xlenx

x2
b)g(x) =3 ?x

S =cosxdn %+ sen x -1

f ) x

Por tanto, f"(x) = x*"* (co: xinx+ m).
x

a) Inf(x)=(enx) lnx —>

b) Aunque se puede derivar directamente, en este caso resultard mds cémodo si
aplicamos la derivacién logaritmica:

2nx—In(1-x)]

lnf(x)=%ln< x )=%[[nx2—ln(l—x)]=

1-x

1
3

& 1(2 1\ 1 x=2 v 3] K2 1 x=2
f(x) _?<x 1—x>_§x2_x - f(x)_3m'§'x2_x

1 Halla la funcién derivada de las funciones siguientes:

a) f(x) = (cos x + 1)"2’1

X) = % sen® x c x=casx"x2+1
b)g()—wxz_1 ) b (x) = (cos x)
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ﬂ Obtencién razonada de las férmulas de derivacion

El orden en que iremos haciendo las sucesivas demostraciones es muy distinto del
orden en que fueron presentadas las férmulas que vamos a demostrar.

La secuencia que aqui seguimos permite, aplicando cada resultado en la obtencién de
los siguientes, simplificar notablemente algunas demostraciones.

DERIVADA DE LA SUMA DE DOS FUNCIONES: 0(x) = f(x) + g(x)

Efectuamos la demostracién basindonos en la definicién de derivada:

Ole+h)—0@) [fle+h)+gle+h)]-[f(0)+gW)]

h h

flx+h) - f(x) N glx+h)— g(x)
h h

OGc+h) -0 ()
A

00 = o,

oy JEN- @ gler gl

h—0 h h—0 h

f't) +g'(x)

DERIVADA DE LA FUNCION COMPUESTA: ((x) = g[f(x)]

Olx+h)—=0(x) M d(x+h)-d(x) flx+h) - f(») _

h T fle+h)— flo) h
: @ glfa+h)]-glfG)] fle+h)—fG)
g Fle+h)— F(x) h
®) glf@)+k-glf@] flx+h)-flv)
; - k h
; x:h

Flerb)=f0 + b Tomando el limite cuando h — 0, en cuyo caso 4 — 0, serd:
X + = X) +

¢ (%) =g'[f)] - fx)

(1) Multiplicamos y dividimos por f(x + h) — f(x).
(2) Expresamos 0(x) como g[f(x)] y, por tanto, ¢(x +h) = g[f(x + h)].
(3) Suponemos que f'(x) cumple la siguiente condicién:

Podemos encontrar un € > 0 para el cual se cumple que:

si s€ (x—¢€,x+€), entonces f(s) = f(x).

En tal caso, tomando |h| <€ serd f(x+h) = f(x) + £ o lo que es lo mismo:

fx+h)=f(x)+k con k=0.
Por tanto, g[f(x+h)] = g[f(x) + £].
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DERIVADA DE UN LOGARITMO NEPERIANO: O(x) = /e x, x>0

O(x+h) -0 () _inx+b)-lnx 1 I <x+h>
h h " h x

Ahora vamos a tomar el limite cuando h — 0.

JObserva Como x>0, entonces - — oo,

h

In(=x) si 0 "
In|x| = { n() s x< Recordemos que ”lz_)m <1+L> =e. Aqui ¥ hace las veces de 7.
o n

hx st x>0 h
1 1 . x
——D==si x<0 =¥
. x X N T O (e+h)—0(x) _ , ( 7>h _ 1/x
(In|x|)'= 1 G eeo 0 (x)_hlino—h =In hlzﬁo 1+ h =le
X
Por tanto: Si tenemos en cuenta que 2 ¢* = klne=k, resulta:

(In|x])'= 1 §ix=0
x

0’6 =1
X

y=in(=) y=inx Hemos considerado x > 0, pero puedes observar en el margen la comprobacién de
\ / que (/n]x])'= L i x=0.
x

Este resultado, junto con el de la funcién compuesta, permite utilizar la técnica de “la
derivacidn logaritmica” (se toman logaritmos y, después, se deriva). Con esta técnica
vamos a probar los siguientes resultados.

y=lnlx DERIVADA DEL PRODUCTO DE FUNCIONES: §(x) = £ (x) - g(x)

Tomamos logaritmos: /n O(x) = In f(x) + in g(x)
Derivamos:
0'() _ S . g'(x)
O  fl) g
Despejamos ¢'(x):
/') g'
&

f ) |
f 0

0" (0) =) - g() + fx) - g ()

=f(0)-

0" () =0 [ } f') gl +fx) g'(x)

DERIVADA DEL PRODUCTO DE UN NUMERO POR UNA FUNCION: ((x) = & f(x)

Es consecuencia inmediata de la anterior, considerando # como una funcién cuya
derivada es 0:

SEFW) +AFE) =0+ kL) = kFE)
0 () = kf()



DERIVADA DE UNA POTENCIA: ((x) = x*

Tomando logaritmos y derivando:

_ 0w _, 1
hox)=khnx — 0 =t .

Despejamos ¢'(x):
O'() = k- % 00 = k- % k0 () = kxkl

DERIVADA DE UN COCIENTE: O(x) = Sl (( )) > gx) =0
| Recuerda Es consecuencia de la derivada de un producto y de que:
D(l):D(x_l):—xQ:—L2 D( 1 )=_ g'(X)
* X g2 g(x)?

o) = (f(x) )f() f()( (f:)“))

S0 g f()-g'(x)

06 = ()2

DERIVADA DE UN LOGARITMO DE BASE CUALQUIERA: O(x) = log, x

Como log, x = Inx , D(log, x) =

") = L .1
Ina Dy — ' = Ina x

_1
na
DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL: ((x) = e*

In & () = q;)((;c)) 15000 > 0 =e

DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL DE BASE CUALQUIERA: ((x) = a*

o) =xlna — ‘E)((j:)) _ha—> O W=dlna

DERIVADA DE LA FUNCION SENO: O(x) = sen x

Olc+h)—0()  sen(x+h)—senx _

JRecuerda h - h
sen A—sen B =2cos At B oy A=B 260§x+h+x'senx+h—x 5enh
2 2 = 2 2 =fos(x+h>- 2
h 2/ h
2
sen oL

Teniendo en cuenta que /z’mo =1, al tomar limites cuando h — 0 obtene-
o —

o
mos la siguiente igualdad:

0' (x) =cosx-1=cosx




| Secante, cosecante y cotangente DERIVADA DE LA FUNCION COSENO: §(x) = cos x

Dado un dngulo o

0 (x) = cos x = sen (%—x)

sec Ol = L cosec Ol = 1
cos O sen Ol
) 0' (%) = cos (E—x> - (1) = —cos <£—x> - 0" (x) = —sen x
cotg O = —— 2 2
tg O
DERIVADA DE LA FUNCION TANGENTE: §(x) = zg x
o' =D ( sen x ): oS X - COS X — senzx(—sen X) _
cos x (6'05 x)
| Ten en cuenta 5 5
cos” x + sen” x 1 2
2 2 = = =1+1t0x
12 _ cos x+25m X _ cos2 x cos® x 4
cos™ X cos™ X
2 2
=0052x+5en2x:1+[g2x (])'(x):1+tg2x: 1
cos™ X cos™ X ngz X
DERIVADA DE LA FUNCION ARCO SENO: O(x) = arc sen x
O(x) =arcsenx — sen 0 (x) = x
y=arcsenx Derivamos: cos¢(x) - 0'(x) =1 — ¢'(x) = —1
n24 cos G (x)
:Cudl es el coseno del dngulo cuyo seno es x?
; ; sen O (x) + cos? O(x) =1 — cosd)(x):ir\/l—senzd)(x):ix/l—xz
-1 1
Por tanto: 0'(x) = 1
1-x?
+-m/2
Nos quedamos con el valor positivo de la raiz cuadrada porque sabemos que la fun-
cidén arc sen x es creciente.
DERIVADA DE LA FUNCION ARCO COSENO: ((x) = arc cos x
0 (x) = arccosx = cos O (x) = x
Derivamos: [—sen 0(x)] - ¢'(x) =1 — 0'(x) = )
17 sen G(x)
sen? O (x) + cos> h(x) =1 —
}/ = 4arc cos x

senq)(x)=i\/1—cosz¢(x)=i«/1—x2 - 4)'(x)=i2
1-x

En este caso, nos quedamos con el valor negativo de la rafz porque sabemos que la

funcién arc cos x es decreciente.

DERIVADA DE LA FUNCION ARCO TANGENTE: ((x) = arc tgx

Ox) =arctgx = 1gd(x) =x

Derivamos: [1+#2¢(x)]¢' () =1 — ¢' (x) = m d V= 1+1x2

e ®
L]
-
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B Diferencial de una funcién

| Notacién

Ponemos Af'(xy, h) porque el incremento
de f depende tanto del punto x; como del
incremento h de la variable independiente.
Por lo mismo se pone df (xy, h).

| Observa

La diferencial nos permite analizar en las cer-
canfas de un punto una funcién cualquiera f
a partir de una funcién lineal, ya que:

df (xg, h) = f"(xp) - h = f"(xg) - (x — xp)

es una funcién lineal de x.

[En la web Zgy

Ejemplo que muestra cémo la
diferencial se aproxima al incremento.

M Incremento y diferencial de una funcién en un punto

El incremento de una funcién f en x;, correspondiente a un incremento h dela
variable independiente, es:

Af (xp, h) = f (g + h) - f (o)

%, Xy +h

Su significado es el crecimiento de la funcién entre los puntos de abscisas x; y x, + h.

La diferencial de una funcién f en x,, correspondiente a un incremento h dela
variable independiente, es:

df o h) = F) - h

X, Xy +h

¢ es la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de abscisa x. El signifi-
cado de 4 f(xy, h) es el crecimiento de la ordenada de la recta # entre x; y x, + h.

M La diferencial como aproximacién del incremento

La tangente a una curva en un punto es la recta que mejor se cifie a ella. Por esta
razén, la diferencial & f(xy, h) puede tomarse como una buena aproximacién del
incremento Af{(xy, h), en el mismo punto, x;, y para el mismo valor de h, cuando
|h| es pequefio.

Esto se resume en la siguiente proposicién:

_ Af(egh)
o dfo )

Demostraciéon

P A f(x¢, h) fxg+h)— f(xp) )

= lim

W50 d flxph)  h30  flxgp)-h
_ 1 .f(x0+h)—f(xo)_ | AN
=\ e h Py 0!

M La derivada como cociente de diferenciales
Para la funcién identidad, g(x) = x, se tiene que g'(x) = 1 y que, por tanto:
dglx)=g'(x)-h=1-h=h

Es decir, dx =h. Teniendo esto en cuenta, podemos poner:

AFG) =) dx = F(x) = 4 {;Ex)

La derivada se puede expresar como cociente de diferenciales.




Ejercicios resueltos

Unidad 8 ee e

1 Obtener df(x), siendo:
a) f(x) = x°—3x+9
b) flx) = V52 + cos x

2 Calcular el espacio recorrido por una
particula cuya posicion viene dada por
la ecuacion:

s@) =213+ 12

s en centimetros, t en segundos, desde
t=4 hasta t = 4,01.

a) Exactamente.

b) Aproximadamente.

3 Calcular el aumento de volumen que
experimenta un cubo de lado | sabien-

do que cada lado aumenta h.

Concretar el resultado para | = 10 cm
y h=002cm.

a) df (x) = f'(x) dx = 2x - 3)dx

b) df(x) = 2x — sen x dx
f 2«}x2+cosx

..... 6 6800000888008 888000000800000000000000000000800000000008000000880000000csccsscsssssssansssl

a) El espacio recorrido se obtiene calculando el incremento de la funcién posicién
entre los instantes t=4s y £=4,01s:

As =5(4,01) —s(4) = 468,73813102 — 464 = 4,73813102 cm

b) Se puede obtener aproximadamente a partir de la diferencial, 4s, tomando
fo = 4, dto = h = 4,01 —4 = 0,01:

ds=s'"() - dt = (863 = 3¢% + 2¢) - dr
Para fy=4 y dt;=0,01: ds=472-0,01 =4,72 cm

Podemos apreciar que la aproximacién es muy buena.

..............................................................................................

Funcién: el volumen del cubo en funcién del lado — V= /3
Aumento:
AV=(+h)> =P = (P +3Ph+3h%+h3 - =37h+3h%+ 13
Aumento aproximado: 4V =V'(/) - h = 3/%h
Interpretacién geométrica:
12h /h? AV estd formado por los siete ele-

mentos que se desprenden del cubo
en la segunda figura.

dV estd formada por las tres placas
cuadradas.

[Zh /h2

La diferencia AV—dV consta de los tres listones y el cubito. Para h pequeno, estos
cuatro elementos tienen un volumen insignificante.

Para /=10 cm, h =0,02 cm, obtenemos:
AV=10,023-10%= 6,012 cm?, 4V =3-10%.0,02 = 6 cm?

La diferencia, 0,012 cm3, es insignificante.

1 Calcula Ay, dy, Ay—dy:
a) y=x%—x para x =3, dxy=0,01
b) y= x> =1 para x, =2, dxy=0,1
) y=3x para xy=125, dxy=1

2 A una bola de bronce de 7 cm de radi
plata de 0,2 mm de grosor.

W7 En la web | C} Aplicacién de la diferencial para hacer aproximaciones.

8 Calcula una aproximacién de 3/126 dando los siguientes
pasos:
* Llama f(x) = 3x.
* Obtén df para xy=125 y dxy=1.
* Obtén f(126) = f(125) + df (125) para dx, = 1.

o se le da un bafno de
4 Procediendo como en el ejercicio anterior, halla, aproxi-

Calcula la cantidad de plata empleada (aproximadamente, madamente:

a partir de la diferencial).

a) 1,014 b) y15,8 o) 366



Ejercicios y problemas resueltos

1. Definicién de funcién derivada

Hallar la funcién derivada de
fx)=Hx+3

utilizando la definicion.

Hazlo ta. Halla la funcién derivada de
fx) = {x* —4 utilizando la definicién.

Funcién derivada:

f'(x) = hlz’_r)no M; fle+h)=yx+h+3

£ = bim yx+h+3-yx+3 _0
h—>0 h

o Indeterminacién.

Multiplicamos numerador y denominador por yx+h+3+4Jx+3 para poder sim-

plificar la fraccién:
(Jx+h+3)2—(\fx+3)2 B

"(x) = 7 =
S h50 h(v’x+h+3+JxT3)

lim h
h—0 h<\Jx+h+3+\/x+3)

= lim 1 -1
h=0 Jx+h+3+yx+3 2yx+3

. Estudio de la derivabilidad de una funcién definida a trozos

Estudiar la derivabilidad de la siguiente
Sfuncion:

4x+8 x<-2
fx)= 4-x2 2<x<2
4x -8, x22

Representar las grdficas de [y [

Hazlo tu. Estudia la derivabilidad de la
siguiente funcién:

2 rdx+2 si x<—1
fl) =95 si —l<x<l
3x si x>1

Representa las gréficas de f'y f"

* f estd definida por funciones polinédmicas en los intervalos (—oo, -2), (-2, 2) y
(2, +00). Por tanto, f es continua y derivable en esos intervalos.

* fescontinuaen x=-2 yen x=2, porque:

i f@=f(D=0y lim f(9=f@) =0

Estudiamos su derivada:

4  six<-2
f(x)=9-2x si 2<x<2
4 six>2

f'(27)=f"(-2") =4 — f esderivable en x=-2

f'2)=-4, f'2) =4 = f'(2) =f'(2*) = f noesderivable en x =2

[ \
4 (| &
N E
2
/
A \e
7? T T e e i RS Y 1]
\ l
f tiene un punto /" no existe en x = 2.

anguloso en x = 2.



3. Valor de un parametro para que f sea derivable

Hallar el valor que ha de tener el pardmetro
m para que lafuncion f(x) sea derivable en
x=1

3—mx? si x<1
f)=1 2 .
e si x>1

Hazlo tu. Halla el valor que ha de tener
a para que la siguiente funcién f(x) sea
derivable en todo IR:

axt =252 =2 si x<0

f(x)-{ -2 si x>0

4., Funcién derivada

Hallar la funcién derivada de la siguiente
Sfuncion:
fe)=]x=3] + |x]

Hazlo tu. Calcula la funcién derivada
de esta funcién y representa £y f.

f) =|2—x]+]x+ 1|

Para que f sea derivable en x =1, ha de ser continua en

x=1.

* Si fescontinuaen x=1, debe ser Zan f)=f1)=3-m

sz f(x)— lzm (3- mx%) =3 —
sz S < [zm W= lim 2 _2

x>t mx m
3em=2 5 m2_3m+2=0 <m_2
m m=1

fescontinuaen x=1 si m=1 obien m=2.

m

* fserd derivableen x=1 si f'(17) = f'(1%).

—x% six<1

si x>1

3—x
Para m=1: f(x) = 2
x

—2x si x<1 — f'(17)=-2

f169 = — 2 sixsl o fl(19=-2
X

3-2x% si x<1

si x>1

Para m = 2: f(x):{i

X

—4x si x<1 —> f'(17)=-4

S@ = ~Losixs1 o f1an=-1
X

* Definimos f por intervalos teniendo en cuenta que:

/
]
/
|

Jf noesderivableen x=1 si m=2.

3 —x+3 si x<3 |x=3]= —x+3 | —=x+3| x=3
e =3| x—=3 six23 || = - x x
%
FE —x si x<0 [x=3| +|x] = —2x+3 2x—3
7] & six20 0

-2x+3 si x<0

fl)=13 si0<x<3
2x—3 si x23
-2 si x<0
f'(x)=10 siO0<x<3
2 six>3

* f(07) =-2, f'(0*) =0 — f noesderivableen x=0 porque f'(07) =/"(0%).
f'(3)=0, f(3') =2 — f noesderivable en x =3 porque f'(37) =f'(3%).

E
°
®

o0

o]
]
S
(=]
=)



Ejercicios y problemas resueltos

8. Reglas de derivacién

Hallar la funcion derivada de estas fun-

ciones:

a)y = arc sen (2xy1 - x?)

b =l 3|sen x - cos X
)= o2

o)y=arctg X _
1—x?

Hazlo ta. Halla la funcién derivada de
estas funciones:

a) y = arc sen (x—%)

X+

b) y = bn (@)

X

6. Coincidencia en la derivada

Hallar la derivada de esta funcién:

Jefto =221}

X +

sEl resultado es la derivada de alguna fun-
cidn que conoces?

Justificar a qué se debe.

1 2
-D(Q2xy1=x7) =
V1-(2x41-x2)2
=1-(2 1—x%+ —2x” ):
J1— 42 + 424 V1= 2

2(1-2+%) _ 2

\t‘l—x2 B V’l—x2

b) Antes de derivar, aplicamos las propiedades de los logaritmos:

a)y'=

1 24y 1

_J‘(I—sz)z J1-x2 1-2x?

1/3
y= ln<w> =%[/n(&en X)+In(cos x)— 2 In(1—x)]

(1-x)?
y'= 1| cosx _senx [ 2 =l<6052x—sen2x+ 2 >=
3lsenx cosx 1-x] 3 Sen X cos x 1-x

1 cos 2x 2 2 1
e =%\ cotg 2
3 (1/2)5m2x+1—x] 3<cog x+1 )

—X
l_2_ —2x*
' 1 x 2 241—x2
o) y'= ~D( ):(l_x). -
1+< . )2 1= ({1-x2)2
J1- 2
= (1-x3). 1 __ 1
1-x2)y1-x* 1-x?
a1 <x—1)_1 2 2 1
X) = .D = . - —
e 1<x—1)2 x+1 ) 26242 (x+1)? 2(1+x%) 1+x?
et (x+1)2

Observamos que la derivada de f es igual a la derivada de la funcién g(x) = arc 1g x.
Si dos funciones que no son iguales tienen igual derivada, difieren en una constante.

La funcién f(x) no estd definida en el punto x=-1. Sin embargo, podemos asegu-
rar que f(x) es continua en todo IR excepto en x=-1.

Reflexionamos sobre la funcién f(x) si x=—1.
* Alaizquierdade x=—-1: f(-2) — g(-2) = arc 1g(3) — arc tg(—Z)(;) 3—475
(*) El resultado obtenido con calculadora se divide por 7 obteniéndose 0,75 = 3/4.

* Aladerechade x=-1: f(0) — g(0) = arc tg(—1) — arc 1g(0) = —%

Por tanto, la funcién f(x) serd:

1 g(x)+3—7t si x<—1 arctgx+3—n si x<-1

fx) = arctg === 4 4
x+1 T . T .
g(x)—z si x>-1 arctg x =4 si x>-1



7. Obtencion de (f~1)'(x) conociendo f'(x)

Damos por sabido que la derivada de la
siguiente funcion:

fx) = arctg —= :

-2

1y 1
es f(x) = m

(Lo vimos en el Ejercicio resuelto 5).

A partir de este resultado, calcular la deri-
vada de la inversa de [ (x).

Hazlo tu. Sabemos que:

_ 2 N 2
f(x)=ln(lnx)” yque f'(x) = oy
Calcula (f‘l) "(x).

E
°
®

o0

o]
]
S
(=]
=)

e Aplicamos a este caso la relacién entre las derivadas (f1)"y f":

1= )2

'@ =

1

1
FUF@ 1

1= 01?

* DPara seguir, hemos de obtener la expresién de (f° 1) (%) a partir de la de f):

intercambiamos J

x
1

};:ﬂ}‘ctgm I x

x=arctg

porla y 1_),2

- tgx=

y
-y

2

tgx

Jl+1g? x

2
— tgx= J 5 - (1= t?x=9>> y?(1 + 12 x) = tg% x —
1g* x 1g x P
- }/2= — y=———3 esdecir, [/ (x) =
1+tg2x Jm
Por tanto:

2
) o T-TF 1622 1o %% ) _
() '@ = 1= ] =,/ (m

8. Obtencién de (f~1)'(x,) sin calcular (f=1)'(x)

Dada la funcién del ejercicio anterior

fx)=arcrg ﬁ

cuya derivada se conoce:

o
f(x)—m

Caleular  (f -1)'0) y -1) <%> sin
utilizar la funcion derivada de la inversa,

) ).

Hazlo tu. Dada la funcién del Hazlo ti
del ejercicio anterior, calcula (f‘l)'(O)
sin utilizar la funcién derivada de la in-

versa (f‘l) "(x).

1+tg2x—tg2x_ 1

Leg?x  flrigs

Volvemos a utilizar la reciproca para ayudarnos a hacer estos calculos:

f(x) = arctg =~ - f_l(x) =

—x2

e Para hallar (f‘l)'(O), calculamos primero f~1(0) =

Por tanto:

* Para hallar (f‘b'(%), calculamos primero f‘l(

(f—l)l(o) _ 1 1

f—l(?‘t) tg% \F

tgx

1/1+tg2x

%0 ¢

\,‘1+tg20 B J1+0

1

=1

FIFo1 FO)

3

(SN

1):

1

J1-02

4fk%=f(§y 1éﬂ2

Habriamos llegado a los mismos resultados utilizando la derivada de la funcién in-

versa, (f‘l) "(x).

tg x

0=

') = D(

J1+tg2x

F e oo

-

1 1

\/1+tg20 )

1 1 _1



jercicios y problemas guiados

1. Obtencién de los valores de dos pardmetros para que la funcién sea derivable

Calcula los pardmetros a y b para que la
siguiente funcion sea derivable en x = 1:

e libh.oe 1 s x<1

f(x)= 2 x

si x>1
x+ 1

2. Derivacién implicita
Halla los puntos de la circunferencia
x2+y?+6x-2y—15=0

en los que su tangente tiene pendiente — ER

4
Represéntala.

3. Derivacién logaritmica

Utiliza la derivacion logaritmica y las pro-
piedades de los logaritmos para calcular las
funciones derivadas de las siguientes fun-

ciones:
a)y = log, tgx
b)y=(x+1)%"

c)y:Jx2—1~4x+]

* Para que la funcién sea derivable, debe ser continua. Para ello, los pardmetros «
y & deben cumplir cierta condicién. Se obtiene asi una primera ecuacién que los
relaciona.

* Para que f sea derivable, 2 y & tienen que cumplir otra nueva ecuacion.
* Ya tienes un sistema de dos ecuaciones con las incgnitas @ y 4. Resuélvelo.

* Comprueba que la funcién asi obtenida es continua y derivable en x = 1.

Solucién: a = i; b= _5
4 4
e Deri implici ; ' ] 3 m
eriva en implicita y sustituye y* por su valor, - = NG
(0} 5
Obtendrés una relacién lineal entre x e y (ecua- 4
N,

cién de una recta, 7).

e Halla la interseccién de 7 con la circunferencia.
Obtendrés los puntos que pide el enunciado.

* Represéntala.

Solucion: (=6, =3), (0, 5). i

a) Utiliza la definicién de logaritmo para expresar la igualdad en forma exponencial.

Toma logaritmos y aplica la propiedad del logaritmo de una potencia para despe-
jarla y.

Deriva la funcién obtenida.

b) Toma logaritmos en los dos miembros y aplica la misma propiedad que en el apar-
tado anterior.

Deriva la funcién implicita obtenida y despeja y .

¢) Toma logaritmos como en los apartados anteriores y aplica la propiedad del loga-
ritmo de un producto.

Expresa las raices como potencias y aplica los logaritmos para “bajar” el expo-
Y g )
nente.

Deriva como en el apartado anterior.

Solucioén:
Intg x .1 < In x lntgx)
V= Inx _)}/—anx' senx-cosx  x

| n(x+1)  mx 0 x
b)y —[ o A (x+1)

o S5x—1
97 e e



jercicios y problemas propuestos

Para practicar

ess 08 PSS 0PSOOSPOOPOOROOROIOPRPROIOIRORISIRNRORROROED

M Definicién de derivada

1 Halla con calculadora el cociente incremental — pan
x9=2y h=0,1 de:
)fW=yx bBf@=x’-5x+1 O f()= %

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en
el punto de abscisa 2.

& Halla con calculadora el cociente incremental - pan
xg=7/3y h=0,01 de:
a) [ (x) = sen x b) f(x) = cos x o) fx) =tgx

Compara resultados con las derivadas de estas funciones en
el punto de abscisa /3.

fxg+h)— fxg)
h

3 Sabemos que  /im
h—0

= f ’(xo)-
A partir de esta expresion, justifica la validez de esta otra:

S-S

X —Xg

lim
X —> XO

4 Escribe la expresion de los siguientes limites (se supone
que las funciones que intervienen son derivables):

a) [l/m g(x)_g(ﬂ) b) [l/m f(h)_f(o)
x4  x—g h—0 h
x—0 X x—0 X

5 Ellimite lim " (w+h)—sen es la derivada de la fun-
h—0 h

cién seno en el punto de abscisa T, es decir, sen’ (). Por
tanto, el limite es:

sen' (1) = cos (1) = —1

Calcula andlogamente, es decir, a partir de las reglas de
derivacién que ya conoces, los siguientes limites:

, ~i4+h_2 , €2+h—€2
2 hh—@”o? b) h[Z”oT

. (P =3x+1)-1 . 3 _64
C) xlzn_?) x=3 d) xll—7>”4 x—4

6 Utiliza la definicién de derivada para hallar f7(2) en los
siguientes casos:

Q) f6) = £ b) £ = Jx+2

7 Aplica la definicidn de derivada para hallar f'(x) en cada

caso:
a)f(x)=x+% b) f(x = yxt+1

M Reglas de derivacion

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2
8 a)y= x“ -3

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

2l

22

23

24

a5

26

7

1+x
a)y= lnTx
= seilzx
a)y=arctg%

a)y= sen? x

a) y = sen x>
a) y=(24x-3)7
a)y:sen2x2

a) y = cos® (7x?)
a) y= ¥5x-3)?
a) y=Iln(Qx—1)
a) y=In(x?-1)
a)y=inl-x

a) y=logs(7x +2)

a)y: e4x
a)y=2%
a) y=5tg° (3x% + 1)

a) y = ytg x*

b) y = 33x?

2. x
b)y= x+ 5
b)y=7¢>*

b) y = sen x cos x
b)y:ln(x2+ 1)

b) y = cos? (2x — )
b)y= g x

b) y = arc tg(x? + 1)
b) y = log, x

b) y = arc tg%
b)y=3+1

2
b) y = arc sen %

2
— g X
by=1%-
b) y = arc cos 2
b) y=(arctg x)2
- 3
b)y=1In (tg x)
_ 1
b)y= ln(ln x)
b)y:zzrcsen(

b)y= Ix +x

_3/x=2
b))’ x+2

x+1>
x—1

Unidad 8 eee



jercicios y problemas propuestos

M Otras técnicas de derivacién

28

29

30

31

32

33

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando
previamente las propiedades de los logaritmos:

a)y=in 11:3’: b) y = In(x g x)*
3f2
o y= ln( xe_l ) d)_y=ln(2x-sen2x)

Calcula la derivada de estas funciones implicitas:

a) x2+y%=9 b) x2 + y% — 4x— 6y = -9
X2 LZ_ (x—l)z_(y+3)2_
96t ! 95 4 !
e) x3+y3=—2x)’ f) xy2=x2+y
2 )/2
g)%_f_ h) 4x% + 4y + 8x+3=0

i) x2+xy+92=0 ) px—x2—y=0

Aplica la derivacién logaritmica para derivar:

a)y=x3x b)y=xx+1
c)_y=x€x d)_y=(lnx)’“rl
e)y=<mzx)x £) y=x%e*

Determina la derivada de cada una de estas funciones:
1 X
“(1+L1
9y=(1v1)

b) y = (sen x)*

Q) 4x?+y?+4x—12y-6=0
dxy=e+y

e) Yxy =lny
f)x2—y2+3xy+5=0

Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos mane-
ras y comprueba, operando, que llegas al mismo resultado:

I) Utilizando las reglas de derivacién que conoces.

IT) Aplicando la derivacién logaritmica.

o-(221)

3x6052x

l+x

b)y: 1-x
d)y= V%41 3\/37

Calcula el valor de la derivada en x =0 de cada una de las
siguientes funciones:

a) g(x) = e 5i £(0)=0y f(0)=1
b) h(x) = [smf(x)]3 si £(0) = % y £1(0)=1
Q) jx) =4lnfx) si f(0)=ey f(0)=1

) y = sen

M Diferencial de una funcién

34

35

36

Determina la diferencial, df (x), para cada una de las
siguientes funciones:

a) f(x) =xf x4 1

o) f(x)=In %

b)f(x - €2x2 +1
d) f(x) = ¥x?+2

Halla Ay, dy y Ay—dy en cada uno de estos casos:
a) y=x2—3x+1 para xy=2 y dxy=0,2

b) y= ¢ para xy=2 y dxy=0,1

Q) y=Nx2+2 para xy=5 y dxy=0,02

d)y= X

Vxt—2x+5

Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones
utilizando el diferencial:

1 1
Y 4,001 RENSE

para xg =1y dx;=0,1

c) log 10001

M Derivabilidad

37

38

39

40

Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en
qué puntos no son derivables:

a) b) [ T\ )

/
/

\ /
)

i_
\

—

¢Alguna de ellas es derivable en todo IR?

a) Comprueba que la siguiente funcién es continua y de-
rivable y halla £7(0), £'(3) y f'(1):
3x—1 si x<1

f(x)={ 2

x“+x six=1

b) ;Cudl es su funcién derivada?

¢) ;En qué punto se cumple f'(x) = 52

Comprueba que la funcién f(x) es continua pero no es
derivable en x = 2:

In(x—-1) si x<2
ICE Fari

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes
funciones:

e si x<0
a) flx) =11

—x%+3x+2 si x23

si 0<x<3

x4 2x+1 si x<—1
2x+2 si —1<x<2

—x2+8x  si x>2

b) f(x) =



41

42

43

44

45

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las funciones:

0 six<O0 - %<0
) f@) = 1 si 0sx<l b)f(x)={‘i_x ; i;o
x st x21

a) Calcula 7 y n para que f sea derivable en todo R:

X2 _5x+m si x<1

f(x)={ >

—X“ +nx si x>1

b) ;En qué puntos es f"(x) = 0?

Calcula 2 y & para que la siguiente funcién sea derivable
en todo [R:
ax®+3x  si x<2

S0 = {xz—bx—4 si x>2
Calcula @ y & para que f sea continua y derivable.

f(x) _ {x3—x si x<0

ax+b si x>0

Di si es derivable cada una de las funciones siguientes en
los puntos que se indican. Si es derivable, calcula su valor
y, en caso contrario, di cudnto valen las derivadas laterales.

3x-1 si x<2
a)f(x): {xz—x+3 six>2 en xp =2
2 .
x“—1 si x<1
b)f(x)z{Zx—Z si x>1 en x =1

o) f(x) =|x| en x,=0
d)f(x)=|x2—x—6| en xp=-2y x =3

Para resolver

46

47

48

Dadas f(x) =x? y g(x) =3x+ 1, halla:
a) (fog)'() b) (gof)'(%)

o) (fog) d) (fe®)
Dadas f(x) = (x + 1)2 y g(x) = x2.
a) Calcula:
F&D (feo'w L (gof)'®

b) Si 4 es una funcién cualquiera, halla en funcién de 4’
y de 4 las derivadas de:

flhx)]  flx+h@]  glflx+ b))

a) Representa la funcién f(x) = |x + 1| + |x - 3]|.
Observando la gréfica, di en qué puntos no es derivable.
b) Representa f"(x).

* Mira el Ejercicio resuelto 4.

49

50

51

52
83

54

5§85

2 §i x<0
si x20

Dada la funcién f(x) = x - |x| = {;;

a) Halla /'(x). b) Halla f"'(x).

Representa gréficamente los resultados.

Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:

a) y=|x-2] b) y = |x? + 6x + 8|
o) y=x+|x=3| d) y=x%+ x|
Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes
funciones:
_ 1 _ M
a) fx) = ol b) f(x) = 2]
Si £(x) =x2|x|, halla £, f"y £

Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:
-1 si x=0
fx) = w six= 0, x=3
x —_—

1 si x=3

Estudia la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcién:

£ 1+3\1x2 si x<0
x) =
I—vaz si x>0

Determina, si es posible, el valor del pardmetro # para
que la funcién f sea derivable en todo su dominio de
definicion:

x In x si 0<x<1

fl) = {a(l—el_x) si l<x

56 Averigua los puntos de derivada nula de estas funciones:

87

58

a) y= X b)y = 16
)y (x+3)? )y x2(x — 4)
2
c)y=xz_7x+1 d)y=e"(x-1)
x“+x+1
e) y=x2e* £) y = sen x + cos x
Indica los puntos de derivada nula de estas funciones:

a) f(x) = 3x— 2x2) e* b) y = cos 2x — 2cos x
) y= yx*—4x d) y = y4x — x?
Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo (0, %)

en el que la tangente sea paralela a la cuerda que pasa por

0,0)y (%1)
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jercicios y problemas propuestos

59 Halla la derivada de orden 7 de estas funciones:
a) flx = e b) f(x) = x”
60 Calcula la derivada de orden 50 y 51 de esta funcién:

y = sen <%x>

61 Hallala pendiente de la recta o rectas tangentes a estas fun-
ciones en el punto de abscisa que se indica en cada caso:

a) x2+y2—2x—8y+15=0 en x=2

b) cos(x +y) + sen(x—y) =0 en x= us

4

c)y:(lnx)’“rl en x=1 d)y:(arctgxzx en x=1
)}’_2 x_z_l _7 f) _(J—)lnx _ 2
€ 55—y -1 enx= y=(Vx en x=¢

_(senx Y _ hx_2 }’_2_ _
8r==, en x=T )36+49—lenx_5

62 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la fun-
cién f(x) = sen 2x se anulan en el origen de coordenadas.

63 Calcula el valor aproximado de las siguientes expresiones
utilizando el diferencial:

a) Y122 b) Y1370 c) log, 130
d) 4260 e) 3103825 f) 34001

64 Halla, aproximadamente (mediante diferenciales), el vo-
lumen de un cubo de 4,012 dm de lado.

65 Determina el aumento de volumen que experimenta un
ortoedro de 15 dm de altura y cuya base es un cuadrado
de 20 dm de lado sabiendo que aumenta 1 cm la longitud
del lado. Hazlo de forma exacta y de forma aproximada
(utilizando diferenciales).

66 a) Halla usando diferenciales el incremento de volumen
que sufre el siguiente elipsoide al aumentar el radio de
la seccién circular en 1 mm.

* Recuerda que en un elipsoide: 'V = %nﬂzb

b) Calcula, también utilizando diferenciales, el incremen-
to de volumen que sufre el elipsoide al aumentar el se-
mieje mayor en 1 mm.

67 Prueba laigualdad D|arc g ( e —e” )} -2
2 e re™

Cuestiones tedricas
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68 Dibuja un boceto de la derivada de cada funcidn:

b)[ 1\ | /
a) ) \ / c) /
\ /

/
\ /
I

69 ;Cudntos puntos de derivada nula puede tener una fun-
cién polinémica de tercer grado? ;Es posible que no tenga
ninguno? ;Es posible que solo tenga uno?

70 Justifica que una funcién polinémica de segundo grado
tiene siempre un punto de tangente horizontal.

71 Sea f(x) =x> y a un punto cualquiera. La funcién que
mide la diferencia entre f y la tangente a la grafica en el

punto (a, @) es g(x) = f(x) — f'(a) (x— a) — f(a).
g0 .

X—a

a) Prueba que /im

b) Prueba que si f es una funcién cualquiera, también se
verifica el resultado anterior. Haz una gréfica explicativa.

72 ;Verdadero o falso?
a) lm fla-b-fl@ —f'(a)

h—=0 h
+2h) -
)t T2V opi
o iim f(a+2h)h— flash) Fla

73 Considera la funcién f(x) = x g(x). Si g(x) es continua
en 0, prueba que f(x) es derivable en 0 y calcula su de-
rivada. (No supongas que g(x) es derivable; puede no
serlo).

74 Estas graficas son las funciones derivadas de £, g, 4 y j:

£ a | I
L ./1

o) 9.

a) ;Cudles de esas funciones (f, g 4 y j) tienen puntos
de tangente horizontal?

b) ;Cudl de estas gréficas es la funcién derivada de una
funcién polinémica de primer grado?

¢) ;Cudl de ellas corresponde a una funcién polinémica
de segundo grado?

d) ;Alguna puede ser polinémica de tercer grado?

e) ;Alguna de las funciones puede ser y = /n x?



Para profundizar
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75 Demuestra que f es derivableen x=0 y que g noloes:

zsenl si x=20 xsenl si x=20
g ) = x

f(x)={z x

si x=0 0 si x=0

76 Sean f y g dos funciones tales que f(x) = x>+ 1 y
g'(x) = cos <% x) y 2(0) = 4. Calcula:

b) (g°f)'(0)
d) (')

a) (f~2)'(0)
9 '@

77 Las funciones siguientes:

senh (x) = Ca _26_

x; cosh (x) = M; tgh (x) = o

2 e
se denominan seno hiperbdlico, coseno hiperbélico y tan-
gente hiperbdlica.

Comprueba que se cumplen las siguientes igualdades:
a) cosh? (x) — senh? (x) = 1

b) senh (x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

c) cosh (x + y) = cosh x cosh y + senh x senh y

d) senh’'x = cosh x

e) cosh'x = senh x

£) toh'sx= —1
) 1gh'x cosh? x
Autoevaluacion
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78 Sea f(x) = arc cos Jx.

a) Calcula a partir de su funcién inversa, la derivada de
esta funcién.

b) Halla /" (%) sin utilizar f"(x).
¢) Comprueba el resultado de b) a partir del de a).

79 Prueba, utilizando la definicién de derivada, que la si-
guiente funcién es derivableen x=1 ynoloesen x=-1I:

fl)=(1-x V1—x?

80 Se dice que 4 es una raiz doble de la funcién polinémica
/, cuando:
fx) = (x— a)? ¢(x), donde g es una funcién polinémica
a) Prueba que si f tiene una raiz doble, 4, entonces
f'(@ = 0.
b) Reciprocamente, prueba que si « esraizde f" yde f
entonces & es una raiz doble de f

81 Halla la derivada 7-ésima de las siguientes funciones:
b)y= L1
)y "

82 Halla la derivada de la siguiente funcién y comprueba que
es una constante:

1—cos x
=arctg —"= con 0<x<T
y 4 1+cos x

Justificalo teniendo en cuenta la férmula de z¢ (%)

a) y=e*

o y=n(l+x)

5 Resoluciones de estos ejercicios.
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1 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a)y=2x+2) yx-1

x+3
x_

b)y=arctg

By

f)x2+y2—xy=0

c) y=ln(sen x)?

e) y= (tgx)1 X

@ Aplica la definicién de derivada para hallar f'(x) siendo:
_ 1
fo=t

3 Dada la funcién:
F) = | x| + |x? + 2x]
definela por intervalos y obtén:
a) f'(x)
b) /()
Representa f(x), f'(x) y f/'(x).

4 Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

re0- |

;Existe algtin punto en el que f"(x) = 0?

x2+2x—1 si x<1
x+1 si x>1

Represéntala.

5 Halla 2 y b paraque f(x) sea continua:
2x+a si x<-1
fx)=qac+b si-1<x<0
3x*+2 si 0<x

Para los valores de 2 y & que has obtenido, estudia su de-

rivabilidad.

6 Observando la grifica de esta fun- .
cién f; estudia su derivabilidad. LY
Halla, si existen, f'(-4), f'(0) y
f'3).
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