Ll'mites de funciones.
Continuidad

Lios limites: basicos para el Analisis
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El principal interés que albergan tanto el concepto como el cilculo de
limites reside en su cardcter de herramienta bésica para el Andlisis.

&x

N
\

"'". \
kA

El proceso de paso al limite fue utilizado desde la antigiiedad para re-
solver problemas que resultaban inaccesibles mediante los sencillos pro-
cedimientos de la aritmética, el dlgebra o la geometria elemental. En
un principio, y durante muchos siglos, su significado y su uso fueron
meramente intuitivos. De ese modo, ya en el siglo 111 a. C., Arquimedes
obtuvo la superficie de algunos recintos curvos.
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El cdlculo infinitesimal de los siglos xvi1 y xviir siguié basado en una
idea de los limites intuitiva y poco precisa. Fue en el siglo x1x (Cauchy,
Weierstrass) cuando se perfil6 la nocién de limite de manera rigurosa. S
Para ello, fue necesario definir con rigor, también, la recta real y sus £ ¥ L
propiedades. De este modo se consiguié para el Andlisis altas cotas de "i"..
N

precisidn, eficacia y sencillez.
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Weierstrass, padre del Anélisis moderno

Karl Weierstrass fue una de las personas més influyentes en el Andlisis
matematico moderno. Nacié en Ostenfelde, Alemania, en 1815. Presio-
nado por su padre, estudié derecho en Bonn con nulo aprovechamien-
to, ya que después de cuatro afos no consiguié obtener el titulo. En
1839, a sus 24 afos, entr6 en la Escuela de Magisterio de Miinster para
prepararse como profesor de ensenanza secundaria. Fue alli donde le
empezaron a atraer las matemdticas por influencia de un buen profesor.

A partir de 1841 y durante 14 anos dio clases en institutos, estando bas-
tante aislado del mundo matemdtico, pues su sueldo era tan bajo que
no podia permitirse el lujo de mantener una correspondencia cientifica.
Weierstrass trabajé por su cuenta incesantemente, construyendo una
matemdtica modelo de rigor, precisién y profundidad.

En 1854 la universidad de Kénigsberg le concedid, por sus trabajos en
Andlisis matemadtico, el titulo de doctor honoris causa, y en 1856 fue
nombrado profesor de matemdticas en la Real Escuela Politécnica de
Berlin, donde permanecié hasta su muerte en 1897.

Su influencia fue mucho mds grande por sus excelentes cursos y textos,
donde estdn incluidos sus resultados fundamentales, que por sus articu-
los de investigacién, de los que publicé pocos. Entre sus alumnos hubo
muchos matemdticos importantes, entre otros la famosa Sofia Kova-
levskaya. Esta realizé trabajos de gran profundidad y fue la primera
mujer que consiguié una plaza de profesora universitaria en Europa. Karl Weierstrass (1815-1897).




Sofia Kovalevskaya

Es una de las mujeres mds conocidas e interesantes en la historia de las
matemadticas. Nacié en Mosc, en el seno de una familia acomodada de
la alta burguesia rusa. Eran descendientes de reyes, pero su bisabuelo, al
casarse con una gitana, perdi el titulo hereditario de principe.

Soffa y su hermana formaban parte de un movimiento moscovita a fa-
vor de la emancipacién de la mujer. Deseaban salir a estudiar a Alema-
nia, cosa imposible en aquel entonces para una mujer soltera. Asi que
se pusieron en contacto con un joven paleontdlogo del grupo, Vladimir
Kovalevsky, y le propusieron que se casara nominalmente con una de
ellas. Kovalevsky escogi6 a Sofia y asi, ella y su hermana tuvieron liber-
tad para salir de Rusia y estudiar, primero en Heidelberg y, luego, en
Berlin.

En aquella época las mujeres no podian asistir a las clases publicas, pero
Karl Weierstrass, profesor en la Escuela Politécnica de Berlin, estimé
tan altamente el talento matemdtico de Sofia que decidié, entre los
afos 1870 y 1874, darle clases particulares, con las que Sofia se convir-
tié en una de las grandes figuras de su tiempo en Andlisis matemdtico.

En 1874 la universidad de Gottingen, ante la insistencia de Weierstrass,
le concedié el titulo de doctor (in absentia, es decir, a distancia, ya que,
siendo mujer, el claustro no estaba dispuesto a hacerlo de otra forma).
A pesar de su titulo y a pesar de la influencia de Weierstrass, ninguna
universidad quiso contratar los servicios de una mujer como docente,
por lo que Sofia regresé a Rusia. En 1884 fue invitada como conferen-
ciante a la universidad de Estocolmo, y alli permanecié ligada a esta
institucién, de la que fue nombrada profesora en 1889.

Murié en Estocolmo en 1891. Vivié solo 41 afos, dejando una impor-
tante labor matemadtica y varias obras literarias de gran valia.

Resuelve

Piensa y encuentra limites

1. Utiliza tu sentido comun para asignar valor a los siguientes limites:

Sofia Kovalevskaya (1850-1891).

a) lim x%  lm x3, lim (x3—x?) b) Ilim x%  lm X3, lm (x3—x?)
X —>+o0 X —>+oo X —> + oo X —>—o0 X —> —o0 X —>—oo0
o lim x% lim x3, lim (x3-5x%+3) d) lim =, lim i, lim
x—2 x—=2 x—2 x—=>+e0 x  x—>toeo 27 x—+toeo 421
e) If l, lim %, lim Zx f) lim l, lim %, lim 2x
X—>—oc0 x X —> —o0 X X —> —oo0 X +1 x—0 x x—0 X x—0 X +1
3 3 _g,2 3 2
g) lim , I X > 5x h) lim Zx R p— —
X —>+00 x*+1 X —> + 00 x*+1 X —>—o0 P | X —> —oo 3x+5

2. Tanteando con la calculadora, da el valor de estos limites:

b) lens (x—3) - In(x—3)

sen x

,

lim
—> + oo

c)x

3
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B Xdea grafica de los limites de funciones

Empecemos revisando el significado de las expresiones _/m = <> asociando cada
X

uno de los casos que pueden darse con su representacion grafica.

B Limites cuando x — +

También puede ocurrir que el limite no exista. Veamos dos ejemplos:
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. é)}?foo f(x) no existe . éffm f(x) no existe
| Observa M Limites cuando x — —o

Cuando x — —co también puede ocurrir
que el limite no exista. Como ejemplos
sirven los mismos que hemos usado para
x — +oo cambiando la orientacién de
las graficas, haciendo que tiendan a —oo.

e 7

i f@=re [
| Ejercicios propuestos
1 Describe mediante un limite cada una de las siguientes ra- 2 Asigna _lim y lim acada una de las siguientes
X —>—o0 X —> +o0

mas: . . a . .
funciones conocidas (dibuja esquemdticamente su grafica):

a) f(x) = x2 b) f(x) = —x? o flx) = x3
d) fx) = —x3 e) f(x) = sen x £) flx) =gx

3 Dibuja, en cada caso, una funcién que cumpla:

D Jin, [0 =4, ln [0 ==

C) d)
A b) lim_ f()=3, lim f()=3
C) xil;;zlw f(x) = 40, xé;”{lw f(x) = —o00

d) xil;’ﬁx, f(x) =—09, xé}’:lw f(x = 400




M Limites cuando x — c. Limites laterales

Limite por la izquierda de ¢: : ! H
lim_ f(x)
xX—>c" '

x se acercaa ¢ tomando valores me-
nores que c. ¢ ¢

Limite por la derecha de ¢: /

lim_ f(x)

xX—=>c

\

x seacercaa ¢ tomando valores ma-
yores que c. 3 e e \ ;

lim f(x)=1 lim_f(x) = +o0 lim f(x) =—o0
x—=c* x—=c* x—ct

Si f(x) estd definida a la izquierda y a la derecha de ¢, para que exista lim f(x) es
necesario que tenga limites finitos a los dos lados, y coincidan:

Limite en c:

e L i g
: X Entonces /lim f(x) =1
x seacercaa ¢ por cualquiera de los lz’m+ f)=1 x—>¢ )
lados, indistintamente. ¢ X

No existe limite en estos casos:
| Observa

Si lz’m f(x =to00 Yy lfm f(x)=+oo’
x—c” x—=c*

1/

-

no decimos que /im_f(x) = +o0; decimos =

v

c N

que /im f(x) no existe. Solo existe cuan-
X—>c

o

do tiene limites laterales finitos y coinci-
dentes. lim f(x) no existe lim f(x) no existe lim f(x) no existe
X-Q[jX ) X—éfj% ) x—éffl )

‘Ejercicios propuestos

4 Describe con limites las siguientes ramas:

A A s

5 Representa una curva que cumpla las seis condiciones siguientes:

lim f(x)=4 lim  f(x) = —oo lim f(x) = —oo
X—>—oo x— -3~ x—-3"

lim_ f(x) = —oo lim f(x) = +oo lim  f(x) no existe
x =57 x—5* X > +oo

L[ W7 En la web | O Ejercicios para practicar la asignacién de limites a partir de gréficas.
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E Un poco de teoria: aprendamos a definir los limites

En matemdticas, para dar pasos firmes, es necesario que las bases estén bien asenta-
das. Y la base de esta unidad es el concepto de limite. Hasta ahora hemos manejado
visiones intuitivas, interpretaciones graficas, pero... ;como definir rigurosamente un
limite?

Vamos a definir algunos de los limites que hemos visualizado en pdginas anteriores
y a analizar detenidamente los aspectos claves de estas definiciones. Si en cursos
proéximos (es decir, en la universidad) sigues estudiando matemdticas, afianzards estas
definiciones y aprenderds a deducir rigurosamente todas las propiedades de los limi-
tes a partir de ellas.

En este nivel nos conformaremos con asomarnos someramente al proceso de enun-
ciar con precision.
M Cémo definir con precisién que lim f(x)=1

X — +oo

% Laideaes que f(x) “seacercard mucho”a / cuando x “se haga muy grande”. Dicho
con mds precision:

zm f(x) =/ & Podemos conseguir que f(x) esté tan proximo a / como que-
X 400
ramos sin mds que darle a x valores suficientemente grandes.

Vamos a intentar hacerlo aun mejor:

zm f(x) =/ & Dado un nimero positivo € (arbitrariamente pequefo), pode-
X 400
mos encontrar un h (tan grande como sea necesario) tal que:

Cuanto mds pequefio sea €, mds grande he-

mos de tomar h. si x>h entonces |f(x)—/| <€

" S5x+10 -5

Veamos un caso concreto. Vamos a demostrar que /7
X —> +o0 X — 1

Tomamos € >0 (e imaginamos € muy pequefio). ;Cémo tiene que ser x para que
la distancia de f'(x) a5 sea menor que €?

cg & ‘5x+10—5x+5 <E g 15

x—1 x—1 <&

I -5]<e & \5;“%110_5

(*) Hemos quitado el valor absoluto porque para valores grandes de x, 151 > 0.
x—

15

15 15 15 + 1
x—1

<€ & x-1>—= & x>—-—=+1. Esdecir, h= —=
€ € €

. . 15
P lo, =0,001 h= 1=15001.
or ejemplo, si € - 0.001 + 5

Esto quiere decir que “si x> 15001, entonces Sx;i() dista de 5 menos de una
x —_—

milésima” (haz la prueba con la calculadora y dale a x el valor 15002).

, 3x—-20

1 Sabiendo que é}m 100" = 3, aplicalo que acabamos de ver para calcular h en funcién de €.
X +oo  x —

Averigua después para qué valor de h se verifica que “si x > h, entonces |f(x) — 3| < 0,01
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Cuanto mds grande sea 4, mds grande debe-

mos tomar h.

-h

/o

___________________ i

Cuanto mds grande sea 4, mds grande debe-

mos tomar h.

il
E
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0

c-0 ¢

Cuando mds grande sea 4, mds pequefio he-

mos de tomar 9.

[@) i c

Cuando mds pequeno sea €, mds pequefio

hemos de tomar

3.

M Definicién precisa de otros limites

Ya hemos dicho que solo pretendemos asomarnos al proceso de definir con precisién
los limites. Ampliemos nuestro horizonte definiendo algunos limites mds, a modo
de ejemplos:

m Cuando x — + la funcién tiende a +oo

/z’m X) = +00 & POdeOS conse uir ue X) seatan randecomo ueramos
i f(x) guir que f(x) g q

sin mds que tomar x tan grande como sea necesario.
Dicho con més precisién:

gm f(x) = +ec & Dado un ntimero 4 (arbitrariamente grande), podemos
X — +oo

encontrar otro nimero h (tan grande como sea necesario)
tal que:

si x> h, entonces f(x) > £

m Cuando x — —oo la funcién tiende a —oo

lim x) = —o0 <> Podemos conseguir que x) sea “tan negativo’ como
g
X —>—o0 . , « . »
queramos sin mds que tomar x “tan negativo’ como sea

necesario.
Con mds precision:
Lz’m f(x) =—c0 & Dado un nimero 4 (arbitrariamente grande), podemos
X — oo
encontrar otro nimero h (tan grande como sea necesario)
tal que:

si x<-h, entonces f(x) <—k

m Cuando x — ¢~ la funcidén tiende a +o0

lim_f(x) = +co < Ellimite de f(x) cuando x tiendea ¢ por la izquierda es
- .
xme +oo si al acercarse x a ¢ tomando valores menores que ¢,
f(x) toma valores tan grandes como se quiera.

& Dado un nimero 4, podemos encontrar un 8> 0 tal que:

si c—0<x<c entonces f(x) >k

m Cuando x — ¢ la funcién tiende a /

[zln f(x) =/ & Si queremos que f(x) sea muy proximo a /, podremos con-
X c
seguirlo sin mds que darle a x valores tan préximos a ¢ como
sea necesario.

< Dado € >0, podemos encontrar un 8 >0 tal que:

si xzcyc—8<x<c+9d, entonces |f(x)—/|<e

2 Define, acompanado de un dibujo, los siguientes limites:

0, tiy, 19 ==

b)xiz'rizw f(x) = oo o) lim f(x)=—oo d) xlzlncf(x)=—°<>

x—>ct
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E Sencillas operaciones con limites

M Operaciones con limites finitos
Observa estos dos limites:

2
[z'm 3x+5 =3 [z'm X —4x+12:l

X—too yx_7 X —> +oo 2X2+7 2

:No parece razonable, sin mds operaciones, hacer lo siguiente?:

, 3x+5 x*—4x+12 1
— -3-L_o
xg@“(x—z 2x2+7 ) ) 2 >

Estaremos aplicando esta propiedad:
im [f(x)—g] = lim fx) - lm g
vélida siempre que estos dos tltimos limites existan y sean finitos.

Parece, pues, razonable, admitir los siguientes resultados:

Siexisteyes finitoel /im f(x) =a yexisteyes finitoel /im g(x) = b, enton-
y x>0 f® y y 28 (x) = &,
ces se cumplen las siguientes relaciones (todas ellas valen para x — —co, x — +oo,

x>, x>ty x—>o):

L lim (f()+gW]= lim fG)+ lim gt)=a+b
% xli)mD [f(x) _g(x)] - xli;mlzlf(x) a xli;mli]g(x) =a- b
3. lim [f(0)-gW)]l= lim f(G)- lim gl)=a-b

f6) | Jfm f6)

4.Si b=0, I = _a
i b= Jlm 70 xlgmmg(x) 2

—

x—

5.5i f() >0, lim [f(¢¥)] =[ lim f(x)]xﬂmmgﬁ at

6.Si 7 esimpar
o - meD ”,/f(x) = nJi)mgf(x):”\/Z
Si n espary f(x) =0

7.8 a>0y f(x) >0, x/i')m:l [logo, f(x)] = log,, [xli)mzl f(x)] = log, a

En rigor, todas estas propiedades deberfan ser demostradas, pero esa tarea estd muy
por encima de lo que se pretende en este curso.

1 Todas estas propiedades que acabamos de presentar son muy sencillas y razonables. Y se pueden
enunciar en los siguientes términos:

1. El limite de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus limites.

Haz otro tanto con las propiedades 2 a 7 y reflexiona sobre las restricciones que se imponen en algunas
de ellas, de modo que las veas razonables (por ejemplo: ;por qué &= 0 en la propiedad 42, ;por qué

f(x) >0 enla propiedad 52, ...).



| Nota histérica

Lee lo que decia, en el siglo vi1, el matema-
tico indio Brahmagupta a propésito de una

expresién del tipo %:

‘... cuanto mds disminuye el divisor, tanto
mayor es el cociente.

Si el divisor se hace extremadamente pequerio,
el cociente se hace extremadamente grande.

Pero mientras pueda decirse que es de tal o ral
otra magnitud, todavia no se ha llegado a la
magnitud extrema, pues siempre puede darse
un niimero mayor que él. El cociente, por lo
tanto (cuando el divisor se reduce al minimo
posible, es decir, a cero), se hace indefinible-
mente grande y puede llamarse, con razin,
infinito”.

Es esta la forma de razonar que te sugerimos
(“si el divisor se hace extremadamente pe-
queno, el cociente se hace extremadamente
grande”). Aytdate de la calculadora cuando
lo necesites, pero llega a convicciones claras.

W Algunas operaciones con limites infinitos

Del mismo modo que se manejan de forma obvia las operaciones con limites finitos,
hay muchas operaciones en las que intervienen funciones con limites infinitos cuyo
resultado es también obvio. Por ejemplo:

Si lim f(x) =+ lim ¢(x) = +o0, entonces:
x—)l:lf( y x—):lg( >

lim [£() + g(] = +o0

Se expresa asi: (+0) + (+00) = (+00)

Ponemos, a continuacién, algunos resultados de operaciones en las que intervienen
funciones con limites infinitos. No trates de memorizarlos. Mira bien cada uno de
ellos, haz algunas pruebas, ponte algunos ejemplos y acaba viéndolos tan razonables
que los recuerdes cuando te los encuentres.

SUMAS PRODUCTOS

(+00) + (/) = (+0)

(+05) + (+00) = (+c0)

(#05) - (+o0) = (+9)
(+09) - (=o0) = (~o0)

(~o2) + (1) = (=0) - (ro0)- (1) = ree)
&1>“{em»m=@@
(<o) + (=20) = (==0) "
, (r00)- (1) = (o0)
_(_oo) = (+oo) Sl /< 0, {(—oo)(l):(+oo)
COCIENTES POTENCIAS
) = (0) (+00) (reo) o (+00)
(2o0)
(+00)) = (0)
D (4ea), si 140 Si 150, (+09)) = (+00)
(0) .
Si /<0, (+00)¥ = (0)
(£o0) = (+o0 il= ©) -
T = () Si 120, () =(1)
0 _ o1 JOF (o)
(o) = O 3 /1’{@F@=w>
. (1)) = (0)
Si0</<1, {(1)(_00) ~ (+00)

2 Si, cuando x — +oo, f(x) = +o0, g(x) =4, h(x) = —oo, u(x) = 0, asigna, siempre que puedas,
limite cuando x — +co a las expresiones siguientes:

a) f(x) = h(x)
£) ()

k) £ ()2 (x)
0) x + h(x)

b) £/
g f(x)/h(x)
D) h(x)/u(x)
p) h(x)®

) f () +h(x)
h) [~ ()17®
m) g()/u(x)

Q™ D) £2() + h*)

d) f )"
D) gx)®
n) x + f(x)

) f(x) - h(x)

j) u()lh(x)

) £ (P

5) f2(0) - h*()
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E Indeterminaciones

| Indeterminaciones

Las indeterminaciones mds importantes son:

(2o0) (0)

(te0) (0)

(+00) — (+20) (z0) - (0)
(+09)@ 0)©
(1)(+°°) (1)(—00)

1 Para x — 4 se dan los siguientes resultados:
fx) = +oo, g(x) =>4, h(x) > —c0, u(x) >0

;Cudles de las siguientes funciones son indeterminaciones

Con la expresién (+00) + (+00) = (+o0) estamos diciendo que, con seguridad, la suma
de dos funciones que tienden a +oo, cualesquiera que sean, es otra funcién que tam-
bién tiende a infinito. ;Qué resultado podemos aventurar para (+o0) — (+00)?

Veamos, con los siguientes ejemplos, que puede ocurrir cualquier cosa:

f@=x lm f@=veo| lim [f()-g(9)]=(re0) = (+e0)
(=245 lim_gld=ren | lim_[g()— F)]=(ro0) — (ve0)
W= i bWmres | lim (60— h(]=(so)— (1)

Las expresiones anteriores son del tipo (+o0) — (+o0). Sus limites son:

im [f(x) —g()] = lim 63— (62 + 5)] 2 oo

Y e

lim_[g(x) ~f()] =

X —> +oo xé;i’};lw [(x2 * 5) _x3]

i (g@ =) = o (62 +5) - %7 =5

2

3 crece mucho mds rdpidamente que x2.

(%) Pues x

Como hemos visto, (+o0) — (+o0) ha significado, segtin los casos, (+o0), (—o0) o 5.
Es decir, con solo saber que dos funciones tienden a infinito, no podemos saber a qué
tiende su diferencia.

., oo , oo et , 3 5
Si xéﬁm fx) =400y xgri’zm £(x) = +oo, ;cudnto vale xz;'{zx [f(x) — g(x)]?
Para contestar a la pregunta, no queda mds remedio que analizar mds a fondo cada

Caso concreto.

Una indeterminacién es el reconocimiento de que con solo conocer los limites de
las funciones que intervienen no podemos asignar limite al resultado de la opera-
cién. Hay que efectuar una investigacién mds profunda que nos permita llegar al
valor de dicho limite.

En las préximas pdginas aprenderemos algunos métodos para resolver los casos mds
frecuentes de indeterminacién. Los mds importantes son:

(0)

cuando x — 4? En cada caso, si es indeterminacién, di de

qué tipo y, si no lo es, di cudl es el limite:

(o) (0) ) (heo) (o). 100)(©) © (1)) (-)
&) 0 (+00) = (+00)  (200) - (0)  (+00) (0) (1) 1)

a) f(x) + h(x) b) f(x)/ 5 (x)

o) f@) d) £ (b @

e) flx)*® £) u(x)"®

g [ g(x)/4]f(x) h) g(x)f(x>



B COmparacién de infinitos. Aplicaciéon a los limites cuando x — *

| Recuerda

Cuando x — +oo hay tres grandes familias
de funciones infinitas (que tienden a oo
cuando x — +0):

* Potencias de exponente positivo:
X3, Jx, 3%, ..

* Exponenciales de base mayor que 1:
1,5% 2% €% ...

* Logaritmicas de base mayor que 1:

logy 5 %, logigx, Inx, ...

| Toma nota

Estos resultados son sencillos, importantes y
muy utiles para el cdlculo de limites.

Revisalos con mucha atencién y familiarizate
con ellos.

1 Indica cudles de las siguientes expresiones son infinitos

(+o0) cuando x —> +oo:

a)3x>—4yx+1  b)0,5

d) log, x e) 31
X7+

g) 4* h) 47

£) Vx

2 2

Si x — +o0, esclaro que tanto 2x como x
tiende a +oo “mucho mds deprisa” que 2x. Diremos, pues, que x
de orden superior a 2x.

tienden a +co. También es claro que x
2 s un infinito

’ . P . « »
sPara qué sirve esto? Para saber que, cuando compiten el uno con el otro, “gana” el
que mds puede:

= = 400

, 2 _ . / — %2} = oo / =
G, T s e i Qeoa) = e U o

Generalizando, si f(x) = o0 y g(x) — oo, se dice que f(x) es un infinito de
orden superior a g(x) si:

{;(i? — zeo 0, lo que es lo mismo, }gr((’;)) 50
Si f &) — [=0, entonces f(x) y g(x) son infinitos del mismo orden.

g(%)

W Aplicacién a los limites cuando x — +
Es ficil comprobar las siguientes afirmaciones:

* Dadas dos potencias de x, la de mayor exponente es un infinito de orden supe-
rior:
4 3,4 413
£ = Im =

lim X = too lim = LA
X—>+oo Sy

= 400
X —> +oo 7x3 X —>+e0 Sy

* Dadas dos funciones exponenciales de bases mayores que 1, la de mayor base es
un infinito de orden superior:
2x
1000-1,5%
Cualquier funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden supe-
rior a cualquier potencia:

mm = +00
X —> +oo

[z’m i = 400
x>+ 1000 x20

* Tanto las funciones exponenciales de base mayor que 1 como las potencias de x
son infinitos de orden superior a cualquier funcién logaritmica.

* Dos polinomios del mismo grado son infinitos del mismo orden:

7x% + 3x%*+ 1000 y x> — 10x* — 2000 son infinitos del mismo orden.
* Dos exponenciales de la misma base son infinitos del mismo orden:

100 - 2¥ y 0,01 - 2* son infinitos del mismo orden.

* Si en una suma hay varios sumandos infinitos, el orden de la suma es el del su-
mando de mayor orden:

3x%—5x3 + 7 esun infinito del mismo orden que x*.

%2+ 7. 1,1 es un infinito del mismo orden que 1,1%.

2 a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes

infinitos:
) —1,5% log, x Jx x? 3x° 1,5 4%
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
lim /og_zx lim 3% lim I
i) _4% X — oo & X — +oo 2 Xx—teo ] 5

Unidad 7 ee e



B Calculo de limites cuando x — +o

| Recuerda

Cuando x — +eo, el protagonismo de una
funcién polinémica lo desempena su térmi-
no de mayor grado.

[En la web Zab)
Ejemplos y ejercicios sobre el

calculo de limites de cocientes de
polinomios.

|

M Cociente de polinomios

El célculo de limites de fracciones algebraicas (cocientes de dos polinomios) se re-
suelve con toda sencillez si prestamos atencién a los términos de mayor grado del
numerador y del denominador.

p—1
f(x): wcP+axP +...

se comporta como % x4,
bxT+bxT 1 4., b

*Si p>g, xé;@w f(x) = too (el signo del limite depende de los signos de 2 y 4).
S pea S04
*Sip<q, lim f(x)=0

Por e¢jemplo:

3
1. | Lim M = +oo, pues el grado del numerador es mayor que el del
10x7 = 7x+3 denominador: el infinito del numerador es de orden
superior al del denominador.
Razonadamente:
3
3 2 1 e 2 1
, 2 xr x? , X  x? (+00)
= lim ——=—— = = [im = =+
X —> +oo 10x2_ﬁ+i X > +oo 10_1+i (10)
x2 X2 x? X x?
3 2
2. [, —3x —5x —1 :i:_l
x —l>71’-1°o 6.96‘3 _ 7X2 6 2
, 10x—3
3. lim ——=—=0 |
x=reo 55240 /—»

4 4
4. lm 0¥ +5x o 10xT
X —> +00 6(1—x3) X —> +00 —6x3

M Cociente de otras expresiones infinitas

La regla anterior también es vélida cuando en el numerador, en el denominador o en
ambos, hay expresiones radicales. Para aplicarla, tendremos que tener en cuenta que:

* Jax" +... se comporta como P‘/; . x™ cuando x — +oo.
p . ;o . .
* Yax"+... no tiene limite cuando x — +oo si 4 es negativoy p es par, pues no
estd definido para valores grandes de x.
Por ejemplo:

1. Ilim CSxrl | lim Sx_3 3

"t [42 _ Gy ¥ 2% 2 5
3 _ 3/2
2. /l/m M = l'm & - Zl’m B x1/2 = 400
x40 Dx 45 x—teo Dy x>4o0 D



M Diferencia de expresiones infinitas

Estudiaremos tres casos, cada uno algo mds complicado que el anterior.

e) - 3x8 -2

) Vx — logs x4

I. Cuando se aprecia a simple vista que las expresiones cuya diferencia se nos pro-
pone son infinitos de orden distinto, podemos atribuirles, directamente, limite
+oo 0 —oo. Por ejemplo:

2
g™ 1. xé}n;z (v'x3—5x—3xz_7xl+2> = +oo Porque el minuendo es de grado
_ o 3/2 y el sustraendo es de grado 1.
. T A P ial con b
. lim o ,5% | = —eo Porque una exponencial con base mayor
5 o que 1 es un infinito de orden superior a
una potencia.

II. Cuando puede efectuarse la operacién

Si el limite no se aprecia a simple vista, intentaremos efectuar la diferencia indi-
| cada y, después, calcularemos el limite. Por ejemplo:
-5 lim 262 =5x 2x | = lim 227 =55 =2x(x+3) lim =% _ 11
_10 i x=teo | xt R x+3 CxSve x 13
III. Cuando hay radicales cuadraticos
- Si en el minuendo, f(x), en el sustraendo, g(x), o en ambos, hay una raiz
LEn la web 2@ cuadrada, la operacién no es inmediata. Entonces se procede multiplicando y
M‘ Ejemplos' de cdlculo fie limites dividiendo por f(x) + g(x), con lo que desaparece la diferencia de raices, que
©~" indeterminados del tipo () — (). obstaculizaba el cdlculo del limite.
FO)—g() = [/ 60— g G+ g _ f60)? - gx)?
f&)+g(x) f&)+g()
Por ejemplo:
2_ . _ 2_
lim (y‘xz—x—x> = lim (Jx x x)(a/x x+x) =
X — +0o X —> +00 m x
--------------------- 2,2
" = lim . lim —=%— =
-1 o xt—x+x T YxPox+x
= lim -1 =1 __1
X = +oo ,1—i+1 1+1 2
x
1 Sin operar, di el limite, cuando x — +eo, de las siguientes 2 Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes
expresiones: expresiones:
3x3+5  4xd—x x° x
a) (x2—3v‘2x+1) b) (x*-2%) 2 x+2  x—2 b) 22+1 2
2
o) yxZ+1—yx d) 3% -2~ ) %_L—Z d) Vx?+x—Yx%+1
x

e) 2x— {x%+x ) Jx+l—yx+2

Unidad 7 ee e
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[En la web 7y

o

Ejemplos y ejercicios sobre el cdlculo
de limites de una potencia.

J

I No lo olvides

ax +b
<1+L> =e?
X

lim (1 + ﬁ) =ek

X —> +oo X

lim
X —> +oo

3 Halla los siguientes limites cuando x — +oe:

a) <1+571x>x b)<5+ 51x>5x ) <5+51x>5x ) <1+3€>3x2 b)<1_21x>4x
I TS AT Y (18 N ()
os2)  w(-t)" (L] o) p(1e2])

M Limite de una potencia

El limite de una potencia, en muchos casos, se puede calcular sin mds que conocer

los limites de la base y del exponente. Por ejemplo:

L xﬁ;’ﬁ,@ (6?2 + 1) 73 = oo, pues es del tipo (+00)(+2).

2. lim (M)x = +oo, pues es del tipo (2)¢*),
xBheo \

3. lim < X )x =0, pues es del tipo <l>(+m) -1
x—>+e0 \ 2x +1 P @) (ro)

Sin embargo, cuando xé;”fm fx)=1y xé;rizw 2(x) = +oo, el xgrizw f(x)g(x) es una

indeterminacién del tipo (1)**?, que hay que estudiar en cada caso.

M Limites inmediatos relacionados con el nimero e

Si recuerdas del ano anterior la definicién del nimero ¢ como limite de la sucesién

n
<1+ l) , los siguientes resultados te parecerdn evidentes:

n
X X
13 -+t (4] -3
X X e

Basindonos en ellos, obtenemos estos otros limites:

(2] - oo -

lim = ¢!
X —> +o0

lim
X —> +oo

= Ilim
X —> +o0

e Iim
X —> +oo

1 2x 1 v
o lim <1+—) = ¢, pues haciendo 2x =y queda /im (1+) .
X —> +00 2x X —> +00 9y
ax xﬂ
e Iim <1+l> = Ilim <1+L> =¢?
X —> +oo X X —> +oo X
ax
e Iim <l—i> =™
X —> +oo X
ax +b ax b
1 1 1
.xé;@m (11’?) xé;yﬁx, <1+;> <1+;> :Eﬂ 1=€a
k
Ik
. k x_ , Y , 1Y _ k
xgnfw <1+;> _xéﬁ:loc <l+m> _xéﬁ:loc [<1+x/k> =€

4 Calcula estos limites cuando x — +oo:
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M Expresiones del tipo (1)**). Regla practica

Estas indeterminaciones se resuelven relaciondndolas con el niimero e. En ocasio-
nes, no veremos de forma inmediata esta relacién, por lo que te damos aqui una regla
préctica para deshacer tal indeterminacidn:

Si xé;;tloo f=1y xé;;zloo 2(x) = +oo, entonces:
lm  [f6)—1]-g()
lim f(x)g(x) = L.

X —> +o0

[En la web /& Demostracion

FEjercicios para practicar la resolucién 1 2 NP la base de la f 1 1
di %im)ites E)ndet[f):rminados del tipo f (%)% ) <=) {1+ [ f (x)—1] }g(x) (:) (1) Para poner la base de la forma 1 + o (x)
(1=,
" @) f)-1=—1—
_h. 1 8% (3) W
= — = ) —
flo-1 Si f(x) = 1, entonces ——L—— —> co.
fR-1, s
1 ﬁ'{f@_l]' 2 (4) | (3) Multiplicamos y dividimos el exponente
=1+ 1 = por f(x) —1 para que la expresién adop-
TN la forma:
f(x) _ 1 te
LIEN
141
L (U @-11¢@ o (x)
1 Fe-1 4§ )
=1+ — (4) Si ¢(x) — +eo, entonces:
N 1 0 (x)
fl)-1 l1 e
"o
Ejercicio resuelto
1 Calcular este limite: * Como es del tipo (1)**), podemos aplicar la regla anterior:
3x—1 , x2+x—17 . _ , x=3 ). 1
xé;"fl <X2x;x;1> szxéffee< X242 1)(396 l)zexgnzoo<x2+2>(3x )=€3
2 +

* Vamos a resolverlo de nuevo dando todos los pasos, como si no tuviéramos la
“regla prdctica”.

(x2+x_1>3x1=<1+ 3 >3x—1=<1+ ] >3x—1:
x2+2 x2+2 (x*+2)/(x—3)

)962_1‘2.ﬂ.(3x_1)

= (1+1
(x*+2)/(x—3)

x=3 x242 _

x-3
Br-1
X242 X242 Bx—1)

_ <1++ x=3 3
(x%+2)/(x—3) Xree

5 Resuelve estos limites aplicando la regla anterior. Después, 2 345 5x -3 b B3 3x42 2x—1
resuelve también uno de ellos dando todos los pasos: im \ 3x_1 lim 3 .2




ﬂ Cilculo de limites cuando x — —co

—> o0

I

—> 400 )/:2”‘

[En la web Zgy

Ejercicios de repaso sobre limites de funcio-
nes cuando x — oo,

Para calcular limites cuando x — —eo, tendremos en cuenta que:

Jim [0 = lim | f(=)

Por tanto, calcularemos el /im ~ de la expresién que resulta de cambiar x por —x.
X +oo
Por ejemplo:

1. xl{’f’m (x2—5x+3) = xﬁ@w (=% = 5(x) + 3] =
= lim (x%+5x+3)=+00
X —> +o0

Observa que, para calcular el limite, serfa suficiente con haber hecho el cambio
en el término de mayor grado, que es el tnico que influye en el resultado final.
(Incluso se puede realizar mentalmente observando si el exponente es par o impar
¥, por tanto, si la potencia va a ser positiva o negativa).

2. xéz}’rf% Bx3+2x-1) = xﬁ;rfm B(x)>+...1= lm (B3x3+..)=-0

X —> +o0
3. Iim Y5x*—11x%+1 = +o0

X —>—o0

4

Pues la mayor potencia, x”, es par, y su coeficiente, 5, positivo.

4. lim =43 +3x% +5x = +o0

X — —oo
Pues la mayor potencia, x3, es impar, y su coeficiente, —4, negativo: — - — = +
5. lim 45x%+7x*+8 no existe

X —>—o0

Pues el radicando se hace negativo cuando x — —oco.

6. lim 2= lim 2%= lkm L= 1)
X —> —oo

— X — 400 X —> +o0 ?_ (+oo) -

-1
7. lim <1+l> = lim < _l) = lim [( _L)] e
X —>—oo X X = +oo X X — +00 x

M Familias de funciones infinitas

En el margen del epigrafe 7.5 vefamos tres familias de funciones infinitas para
x —> +oo. ;Lo son también para x — —co? Si, pero con algunos cambios:

* Las potencias de exponente positivo, cuidando que en las raices de indice par el
radicando no sea negativo para x — —oo.

PR

* Exponenciales de base menor que 1.

0,7%; <l> =e™, ...

4

* Logaritmos de base menor que 1.

logy 7 %, logy;, x = log, % =In %,
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Ejercicio resuelto

1 Hallar el limite cuando x — —o de 23 9.
T S e a) lzm A= Ilim -2kl
s siguientes expresiones: i x40 10x2+ 7x 43
x® 4+ 2x —

a) % = Se podria haber dado el limite directamente observando que el numerador es
de grado mayor que el denominador (+e°) y que el numerador es negativo y el
denominador positivo.

30— %%+ 3 . L 3 -5x*+3 1
b)) ———=——=-B b) lim B= lim = " T2 -
/ 65> — 7x? ) X x> _Gx3 — Tx? 2
c) M =C ¢) No existe.
2x+5

Observa que el radicando, 5x3 — 2x, toma valores negativos cuando x — —co.

(\I—3x3 4x2 3) D d) xi{}gﬁm D= xznfm (\1396 +5 _ A _3) (+00) — (—o0) = +0

2
e) (J—j’xj +5+ 43; _23> =EF e) Es una indeterminacién del tipo (+o0) + (=eo). Para resolverla, observamos que
* el primer sumando es de grado 3/2, y el segundo sumando, de grado 1. Por tan-
to, xi’;"ﬂo E = too,

f) (y‘xz — 5 — x) =F f) xiz)’;zzm F = +o0, pues es una expresion del tipo (+00) — (—o0) = (+0) + (+00).
, , 1 -
2 ("x2+ X+ x):G g) xl;);zlw G= xéfﬁo (\sz_x—x)z—? (Ver pdgina 215).
_3.
3" 3\ g B
, _ , _ o _ , 113 _, 2
h) (1+Z> =H h) xé)n:loc H_xéﬁ:loc ( 2X> xlﬁzq/loc ( ZX) ¢
3
1 Sin operar, di el limite cuando x — —co de las siguientes @ Calcula el limite cuando x — —oo de las siguientes expre-
expresiones: siones:
3 3
2_3hv 11 2, 9% 3)6 +5 4.X' —-X X X
a) x 2% + b) x° + a) ) "3 b) 2. 2

2 x 2 X
c) x“ -2 d) x* -2 ) m—«jx2+1 dﬂmm

e) 2% -3 f) yx> -1 —5* 2
e) vxt+2x +x f)<1+%>
g) 2% — x? h)x2— Yx%-1

S5x+3 3x -1
g)< _l) h) x +x 1
i) 3x+2 —x2 j) 3*-27 x X242



B Liimite de una funcién en un punto. Continuidad

Vamos a recordar y sintetizar algunos resultados que ya conocemos:

M Limite en un punto y limites laterales

f(x) es una funcién definida a la izquierda y a la derecha de «.

] Atencién Si existen los limites laterales y coinciden
Observa que en la definicién de limite en ¢ lim f()= lim f(x) =1
no hay ninguna referencia al valor de la fun- x> x—>c’
ciénen ¢, f(c). Es decir, para la definicién entonces decimos que el limite de f(x) existe y es igual a /:
de limite en ¢ no importa que f no esté
definida en ¢ o, si lo estd, cudl es su valor. XZZ”[ f (x) =1

M Continuidad en un punto
f es continua en ¢ si xlzgzc fx) =f(0).

Es decir, si f es continua en ¢, se cumplen las tres condiciones siguientes:

’La continuidad de las funciones o x[@r fl&) existey es finito.

reales y los errores en la medida — f estd definida en ¢. Es decir, existe f(c).

Las funciones que se refieren a fenémenos
reales relacionan, frecuentemente, causas
con efectos.

— El limite de f(x) en ¢ coincide con el valorde fen c.

Por tanto, una funcién puede dejar de ser continua en un punto por no cumplir

En una funcién P=f(T), que relacione la alguna de esas condiciones:

temperatura en un autoclave con la presién
dentro de este, la temperatura es la causa y la
presion es el efecto. :

Q\_/

Que f sea continua significa que a “peque-
fias variaciones” en la causa corresponden

[o%: (e TR

;
. :
i L]
« B o, . :
pequefias variaciones” en el efecto. ; ;
. c c
Puesto que toda medida que tomemos en
una magnitud real es aproximada (nunca f no estd definidaen ¢ f no tiene limite en ¢ x/zl;n[ S ) =f(o)
exacta), la continuidad permite aproximar-
nos tanto como deseemos al valor del efecto Cuando una funcién es discontinua en ¢ pero existe el limite en dicho punto, se dice
(presién) sin mds que controlar, tanto como que la discontinuidad es evitable.
sea necesario, el valor de la causa (temperatu-
ra). Una discontinuidad en la funcién traerfa En los demis casos, la discontinuidad es inevitable. Puede deberse a un salto finito
como consecuencia la imprevisibilidad en (los dos limites laterales son finitos, pero distintos), un salto infinito (uno de los
los efectos, puesto que la causa siempre es- dos limites laterales, o ambos, son infinitos), o bien carecer de limites laterales. Por
tard sometida a la imprecisién de la medida. ejemplo:
| i
] .
l 1 : /
/2 ;'\/- '
i |
[En la web Za ’ :
a a
Actividad interactiva para reforzar . o
{:} dad 3 p Salto finito Salto infinito No existe lim  f(x).
conceptos relacionados con la x>

continuidad. h=lim_f(9)= lim f(x)=1, lim_f(x) = +oo

x—=>d




E Calculo de limites cuando x — ¢

Ejercicio resuelto

M Limites en puntos donde la funcién es continua

Parece razonable decir que [z'm4 (x+1)2=52=25. Si, parece lo mas adecuado, pero
x—

scudl es el fundamento teérico que nos permite hacer esto? Vedmoslo:

(x + 1)? es una funcién continua en todo R ¥, por supuesto, en x = 4. Por tanto,
el limite de la funcién en x = 4 coincide con el valor de la funcién en x = 4.

En general, esto le ocurre a todas las funciones elementales (todas las que manejamos
habitualmente) en todos los puntos en los que estin definidas.
Si f(x) es una funcién habitual dada por su expresién analitica y estd definida en

el punto x = ¢, entonces:

para hallar x[z’_r)nc f(x) calcularemos, sencillamente, f(c)

M Funciones definidas a trozos. Limites en el punto de ruptura

Veamos cémo se calcula el limite en x = ¢ de la siguiente funcién:

[, x<c . .
fx) = £, x> endonde f{(x) y f5(x) son funciones continuas.

Si fi (x) escontinuaen ¢, existe xlz'_r)nc fi &) =£(¢) y, portanto, lim fi (x) = f; (o).
xX—>c”

Anidlogamente, existe xlz’_r)nf @) =f(0) y, por tanto, le’i . @) =f0.
Por consiguiente:
* Si fi(0) =f5(0), ellimite XZ@[ f(x) existey es ese valor.

En tal caso, si la funcidn estuviera definida en x = ¢ (bien porque f; rige para
x<c obien f; espara x2¢), entonces f(x) serfa continuaen c.

* Si fi(e) = f5(c), no existe x/z’_r)n[ f ).

1 Calcular, si existe, /z'ml f(x), siendo:
x —>

x+ 1,

1 Halla los siguientes limites:

, 3+2x
2) lenZ x—3

c) lim (3 —sen 2x)
x—0

x <1

f(x)z{—x2+4x—1, x> 1

)=Ilim (x+1)=lm (x+1)=2

lim
f x—1" x—1

x—1"

lim f(x)= lim (x2+4x—1)=lim (x2+4x—-1)=2 -
x—>1* x—1* x—1 :

/|

/

2 Halla el limite cuando x — 5 de las siguientes funciones:

Como los limites laterales coinciden,
existe el [z’m1 f(x) yesiguala2.
Prate

b)xllz’n5 e x2=5x+1, x<5 2 X<
2 £ - Y5 by g -] em1)?
d) lim 3+ x —4, x>5 x2 . x25
x— -1

Unidad I? ee e




Acaso te resulte util el siguiente organigrama M Indeterminaciones cuando x — ¢
que ya conoces del curso pasado: , L o .
En el cdlculo de limites los casos mds dificiles (y mds interesantes) son, como ya

Plx) sabemos, aquellos en los que se presenta algtin tipo de indeterminacién. Veamos los
X! q que se p giin tip
soe QW) mds importantes.
l’ m Cocientes de polinomios, indeterminacién EO;
P Plx) P im P(x)
xznc Q Q C, X _) ¢ Q(X)
P(x)  Plo) . e,
* Si Q(c) =0, entonces /zm no es indeterminacién).
A QW QW )
* Si Q(¢) =0, pueden darse dos casos:
, — P(c) = 0. Entonces la fraccién puede simplificarse dividiendo numerador y
Foe denominador entre x— ¢, y se tiene que:
m PO _ o P@E=9 . P
x—=c Q(x) x5 Ql (X—C) x5 Ql(x)
Py = P) : (v— o) — P(c) # 0. Entonces el limite es +oo. Puede ser distinto el limite a la izquierda
Q%) = QM : (x—0) y a la derecha de ¢. Para averiguarlo, se recomienda obtener con la calcula-
dora el resultado del cociente para valores de x préximosa ¢ por uno y otro
lado.
¥
|| PW=Pk) Veamos algunos ejemplos:
Q1(%) = Qlx)
o - 1. lim x4 2.1
La expresién := significa “se pone en lugar de”. ¥23 04267 +5x+10 70 14
2 _
2_ [lm X" = 4 ( ) [l’m w - /l’m ﬁ - i
(En la web Za ¥22 3422455410 (0) x—>-2 (x+2)(x?+5) *>-2 x*+5 9
Ejercici | cdlculo de limi
d::ezzlccileorftss ffer;gﬁflfnfiocs. o e T 3. /lml 2967+3 Eg; = too (Eneste casoes —oo aladerechade 1y +oo ala
*ol xt=5xed izquierda).
W" m Otros cocientes, indeterminacién EO;
Ej 1 jercicios de limi 1
G jetliplos y ejerciclos de Hmites e(r(l)) o8 Veamos otras expresiones en las que también se presenta la indeterminacién -~ ©0)
que aparece la indeterminacién —=. [OR

(0) . , 3x? - 2x _ ()

Por ejemplo: lim =
Jemper I 2ix—6 (0

Para poder resolver esta indeterminacion, hemos de reducir a indice comin las dos
,
raices:

[l’m_G x—23 no existe. 3\,'x2—2x _ SV(.X'—Q.)X _ 6v(x—2)2x2 =6 x2
o2 T (x-2)x+3) I2ix—6 x-2)(x+3) 8Q(x-2)3(x+3)3 V (x-2)(x+3)3

Por qué? Si x — 27 es x<2 yen tal caso Por tanto:
x—2 <0, mientras que x2>0 y (x+3)>>0

. lim  f(x) no existe
Por tanto, cuando x — 2~ el radicando es lim vx - 6l x < x = 2_
negativo. La rafz sexta no existe. x—2 x2 Fx— (x — 2) (x +3)3 llm fx)=+o

| iPor qué?

3 Calcula los limites siguientes: 4 Calcula los limites siguientes:
o0 =2x%+2x+5 L X0 =5x+1 Vx?+2x -3 , A3 —x
a) lim =——== =72 b) lim ——""— a) lim S ———— b) lim ———
x— -1 X2—6.X'—7 x—>4x3+2x2_3x x—-3 3 3+3x2 x—1 x2+x_2



m Diferencias, indeterminacién (+o0) — (+0)

La mejor forma de deshacer estas indeterminaciones es efectuar la operacién (resta)
y estudiar la expresién resultante. Por ejemplo:

-6 1
x(x-3) x-3

]‘<oo> (vo0) = lim |- X°=6 x|
T e M x(x=3) x(x-3)|"
i -6-x :Q:

x—>3 x(x=23) (0)

g k=3)+2) . x+2 5
‘xli”s x(x—3) _xlzﬂa x 3

m
x—3

» Indeterminaciones (1)*+*)
Tanto el proceso que seguimos en la pdgina 217 como la regla a la que se llega son
aplicables al caso de limites cuando x — .
Si x/z’i)n[ fl)=1y xlz’_r)n[ g(x) = +o0, entonces:

lim [f()-1]1-¢g()
g g() = p ¥ e
thc ) e

Ejercicio resuelto

1 Calcular este limite:

* Comprobamos que la base tiende a 1 y el exponente a infinito. Es, por tanto, una

] indeterminacién del tipo (1)(*?. Podemos aplicar la regla:
x—6 1
z x2_4x—]0 ; <x2—4x—1071)_ 1
xl—7)”6< x—4 lim <x2—4x—10>x_6 :(1)(+oo):exli;”6 x—4 x=6 _
x—=6 x—4
I x2—5x—6‘ 1
CesDs  x—4 x=6 _ 72

* También podemos calcular el limite razonadamente:

x2—4x—10 _ <x2—4x—10_ )_ ¥ —5x-6 _ 1
x—4 =1+ x—4 L)=1x x—4 =1+ x—4
x*—5x—6
Tenemos la expresién 1 + +), siendo ¢(x) = +co. Hemos de hallar, por
tanto, el limite siguiente: Ol
x2—5x—6.#
x—4 x—4 x—-6
2
lim <1+ 1 > w6
x>0 (x —4)/ (x* = 5x — 6)
Calculamos el limite del exponente:
2 -G
Iim X -5x-6 1 _ lim (x+1) (x 6) 1/:1
x—6 x—4 x—06 x—>6 x—4 2@46 2

El limite pedido es: ¢”/?

x+1
2 3 2 -7
5 Calcula: /im (x —5x+2 x4+ 2x+] ) 6 Calcula: /im (x_7x+4>x

x— X2+ 2x X+ x x> x=3

Unidad I? ee e



m Uhna potente herramienta para el calculo de limites

[ Regla de ;L'Hépital?

De la lectura inicial de la unidad 9, se de-
duce que serfa mds justo darle a esta regla el
nombre de Johann Bernoulli.

Ejercicios resueltos

La regla de L'Hopital, que ya conoces del curso pasado, utiliza la derivacién para
hallar limites de cocientes. Y, con un poco de habilidad, se puede hacer extensiva a
otros tipos de limites (productos, potencias...).

REGLA DE L'HOPITAL. RESUMEN PRACTICO

16
g(x)

, donde 1 es —oo, +o 0 un numero, si dan

. . . (0) (2o0)
lugar a una indeterminacién del tipo —= o
8 P20 © @)

numerador y denominador y calculando (si existe) el limite del cociente de sus
derivadas.

Los limites del tipo  //m
x— ]

, pueden obtenerse derivando

A veces, después de este primer paso, se llega a otra indeterminacién, por lo que
se puede repetir el proceso.

Hay expresiones del tipo (o) — (20), (1), ... que, con cierta habilidad, se pueden
poner en forma de cociente para que se les pueda aplicar la regla de L'Hépital.

1 lim 3x°+ 2% — 16

x>2 x2_x-2

B-x)e"—2x—3

2xh’—;;”O X2
3 %5

L xP—5-2
4 Jim

x> 3 x—3

X —X
8 lim £ —¢"
x>0 senx

.....

-----

.....

(0)

Es una indeterminacién del tipo —=. Aplicamos la regla de L'Hopital:

0)

lim _f'(x) = lim Ox+2 _ 14

; _ _ 14
x—2 g'(x) x—2 2x—1 3

— El limite buscado es 3

B-xe-2x-3 (O)H , ~ —+(B-xe-2 (0)1:{

x—0 x2 _(0) _xl—>0 2x :ﬁ
g ==+ (3-x)" 1-1+3 1
S 2 T2 T2

H — Aplicando la regla de L'Hopital.

-----------------------------------------------------------------------------------------

3 _(@) B 33 () B 3Y(3)? () H

X —> +oo x3 (oo) X —> 400 3x2 (°° X = too 6x (°°)
o 3 ([” 3) o0
(R S

Vemos asi, mediante la regla de L'Hopital, que una funcién exponencial es un infi-
nito de orden superior a una funcién potencia.

.........................................................................................

2x

2_ 2
ltm 2 -2 (0 H I 23X =5 _3
x—3 x-3 (O) x—3 1 x—3 x2_5 2

—x H x_ *X'_ —
lim € =€ _(o H )7 e (1) lim M_%zz




Ejercicios resueltos

6 by 551

7 lim (cos 2x)3/x2
x =0

/ x _ 71)2/(x+1)
S L

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Transformamos el producto en cociente (A X = 1//1x )

_ o Sl _(0)H
= NON

1/x 2
PCILEE L L

Lim x5 —1) = (+%9) - (0)

—1/x

2 . . .
Para poner (cos 2x)3*“ en forma de cociente, tomamos logaritmos neperianos:

A = (cos 2x)3/x2 — A= %-ln (cos 2@:%‘2’52’0
x x
(sen29-2
lim mnA= lim 3ln(cos2x) _ (0) H lim cos 2x
x=0 x>0 x2 0)  x—0 »
gy B2 _(OH —3(1+1¢% 2x) 2.
x—0 X ( ) x—0 1

xZZnO [Infx)]=-6 = xZZnO fx) = e 0

Por qué hemos tomado /z y no logaritmos de otra base? Porque los /2 son los
que tienen una derivada mds sencilla.

cosx—1
x—>0 sen x+xcos x

lim (i— L )=<oo)—<oo>= lim senx=x_(0)

X senx x>0 xsenx  (0)

:QE —sen x __ 0 -0
(0) x>0 cosx+cosx+x(—senx) 1+1+0

Tomamos logaritmos:

X
A= @ -1+ lnA:M
x+1
22
(+00) H : 2% 1 2.-2%.In2
lim InA=-—"—"- = s =1 = LrL e _90nd=n4
X = +oo (+00) X = +oo 1 X = +o0 2% _1

lim mA=h4d = Ilim A=4
X = +oo X — 40

1 Hallar los siguientes limites aplicando la regla de L'Hépital:

3 2
) lim .;c +§x +Xx
==l 32 xt—x—1

e) lim (cosx + sen x)1*
x—0

b) lim e
x—=0

Dt

rx—1 O lim sen x (1 + cos x) &) lim & —
X2 x—0 X oS X x>0  senx
2
— 2l m. (3—x) 264 m Y =9-4
209 g) leﬂZ B3-x) h) lenS poa

Unidad I? ee e



m Continuidad en un intervalo

y ]V'
TNL S

Ejercicio resuelto

Una funcién se dice que es continua en un intervalo (finito o infinito) de IR sies
continua en cada punto del intervalo.

Las funciones elementales que utilizamos habitualmente son continuas en todos los
puntos en los que estdn definidas. Por ejemplo, las funciones polindmicas, las trigo-
nométricas seno y coseno o las exponenciales son continuas en todo IR; las funciones
log x son continuas en (0, +e0); la funcién Jx es continua en [0, +o0); etcétera.

Podemos, no obstante, construir funciones discontinuas en uno o mds puntos. Por
ejemplo:
filx) x<a
r= H(x) x>a

Las funciones definidas a trozos presentan discontinuidades en los puntos de empal-
me, salvo que en ellos los limites laterales coincidan. Es decir, salvo que f,(2) = f5(a).

La siguiente funcién es discontinua en todos sus puntos. Se llama “funcién de Diri-
chlet” y, ciertamente, no tiene nada de elemental.

y:D(x)={

Para estudiar la continuidad de una funcién en un intervalo, atenderemos a todo lo
ya dicho y estudiaremos en detalle la continuidad en los puntos conflictivos.

0 si x esirracional

1 si x esracional

Existe una serie de importantes teoremas relativos a funciones continuas en un inter-
valo. Con ellos, el hecho de que una funcién sea continua nos asegura poder realizar
ciertas afirmaciones sobre algunos comportamientos, obvios pero importantes, de la
funcién que se estudia. Vamos a verlos.

M Teorema de Bolzano

Si f(x) es continua en un intervalo cerrado y en sus extremos toma valores de distin-
to signo, entonces, con seguridad, corta al eje X en ese intervalo. Es decir:

Si f(x) escontinuaen [a, 6] y signo de f(a) = signo de f'(4), entonces existe
c€ (a, b) tal que f(c) = 0.

Como tal teorema, habria que demostrarlo, pero, a pesar de lo evidente que es el re-
sultado, la demostracién es sumamente complicada, superando el nivel de este curso.

1 Probar que la ecuacion
x3—3x+40=0
tiene alguna raiz real.

Aproximar su valor hasta las décimas.

Consideremos la funcién f(x) = x3 — 3x + 40, continua por ser polinémica. Cal-
culamos el valor de f" en distintos puntos para encontrar dos con distintos signos.
Asi encontramos que f(—4) =12, f(-3) =22.

Es decir, f es continua en [-4, —3] y signo de f(-4) = signo de f(-3).
Por tanto (teorema de Bolzano), existe un ¢ € (-4, -3) tal que f(c) = 0.

¢ es una raiz de la ecuacidn.

Tanteando con valores decimales, obtenemos: f(-3,8) = —3,472; f(-3,7) = 0,447.
Por tanto, podemos asegurar que hay una raiz de la ecuacién en el intervalo
[-3,8; —3,7] y que el nimero —3,7 se aproxima en menos de una décima a una raiz
de la ecuacién dada.

o
[ 7 En la web ] {“} Actividad interactiva para afianzar el teorema de Bolzano y ejercicios de aplicacién.




Ejemplo interactivo para reforzar el
teorema de Darboux.

M Consecuencias del teorema de Bolzano

Teorema de los valores intermedios (Darboux)

Si f es continua en [, 6], entonces toma todos los valores intermedios entre
fla) y f(b).

Es decir, cualquiera que sea el nimero 4 comprendido entre f(2) y f(6), existe
un nimero s, a<s< b, tal que f(s) =

El teorema de los valores intermedios es una consecuencia inmediata del teorema de
Bolzano. Veamos otra:

Si f'y g son funciones continuasen [4, 6] y f(a) <g(a) y f(b) > g(b), entonces
existe un nimero s € (a, b) tal que f(s) = g(s).

B Teorema de Weierstrass

Si fes continuaen [a, 4], entonces tiene un méximo y un minimo absolutos en
ese intervalo. Es decir, existen sendos ndmeros, ¢ y 4, del intervalo [4, 6] para
los cuales se cumple que:

cualquiera que sea x € [a, 6] es f(d) < f(x) <f(0)

Por tanto, todos los valores de f'(x) estdn comprendidos entre el mdximo y el mi-
nimo.

Ejercicio resuelto

1 Probar que las grificas de las funciones
fx)=lnx y g(x)=e> secortan
en algiin punto.

f()=h1=0 g()=e1=1/e~0,37 (1) <g(1)
£(2)=2=~0,69 g2)=¢?=0,14 f2)>¢Q@)

Como ambas son continuas en todo su dominio de definicién y, mds concretamen-
te, en el intervalo [1, 2], podemos asegurar que se cortan en algin punto compren-
dido entre 1y 2.

1 Encuentra cuatro intervalos distintos en cada uno de los 3 Justifica cudles de las siguientes funciones tienen maximo y

cuales tenga una raiz la ecuacién siguiente:

2x4 —14x2 4 14x—-1=0

Busca los intervalos entre —4 y 3. Comprueba que

f(1,5) < 0 y tenlo en cuenta.

2 Comprueba que las funciones e* + e~

cortan en algin punto.

minimo absoluto en el intervalo correspondiente:
a) x2—1 en[-1, 1] b) x2 en [-3, 4]
) en [2, 5] d) en [0, 2]
—1ye"—e™ se e) L e [-5, 10] f) e en [0, 1]
1+x2

Unidad I? ee e



1. Operaciones con limites

Si f(x) > =2, g(x) > —o0, h(x) >0,
ux) > +oo y v(x) > 0,4 cuando
x —> +oo, calcular el limite de las siguien-
tes funciones cuando x —> +oo:

a) f(x)—g(x) b) f(x)/u(x)

o ulx) - f(x) d) v(xk®

e) u(x)/h(x)

Hazlo tu. Siendo f, g b, u y v las

funciones anteriores, calcula el limite de
estas funciones cuando x — +oo:

Q) 20" b) u()EW ) gx) - u(x)

2. Indeterminaciones

Si fix) > +o0, g(x) > —o00, h(x) >0
y j(x) = 1 cuando x — + oo, identificar
las indeterminaciones y asignar el limite en
los otros casos.

a) lim [f&)g(x)]
b) lim [gx)-h(x)]
o lim [fE)h(x)]
d) lim [f)¥]
o) lim (i€

3. Comparacién de infinitos

Comparar los drdenes de infinito y asignar
limite a estas expresiones:

a) xﬁ;rizw (10x2 — X - I)

b log 63 +1)
¥ve [0x? -5
¢ lim 27

X2t Jog 63 +1)
o i (L7)

Hazlo tu. Comparando los érdenes de
infinito, asigna limite a estas expresiones:

\fxs—l

lim ———
25 1025

., 2%
V. hr Toe -5 K

Aplicamos los resultados de las operaciones con limites.
a) lim [f(x)-g()] = (-2) ~ (~=)
bk f@]_(&)_

e 4@ |7 o)

[ (x) - f(x)] = (+00) - (=2) = —o0

=—2 4+ 00 =400

94,
[2()€D] = (0,4)) = 400

u(x) | (+e0)

hx) ] (0) 7

d)  lm,

e)

X —> +oo

Para saber si es +o0 0 —co hay que conocer las funciones #(x) y /(x) y estudiar
el signo del cociente para valores de x muy grandes.

a)

x—>+oo

Indeterminacién. No podemos saber cudl es el limite de
ese cociente sin conocer las funciones /'y g. Puede ser
finito o infinito.

[g(x) - h(x)] = (o) - (0) Indeterminacién

S ] (+20)
= = +00
h(x) (0)

Aunque no podemos saber si el limite es +o0 0 —co sin conocer la funcién 5,
este caso no es una indeterminacién porque solo puede darse uno de esos dos re-
sultados.

) lim (£ 9] = (o)) = L0

+00

fw]zu@
¢@ | )

c)

X —> +oo

e) . g@w [f(x) ¢ @] = (1)¢) Indeterminacién

a) xﬁ@w (10x2—M) = _oo

Porque el minuendo es de menor grado que el sustraendo.

S 41
by lm 226D
x>t () x2 -5
Porque cualquier potencia es un infinito de orden superior

a cualquier funcién logaritmica.
X
o 2
X fog (x” +1)
Porque toda funcién exponencial de base mayor que 1 es un
infinito de orden superior a cualquier funcién logaritmica.

1-3*)__
d) xénoo < 2x+5 ) -
Porque entre dos funciones exponenciales de base mayor
que 1, la de mayor base es un infinito de orden superior.

AN



4., Cilculo de limites

Calcular los siguientes limites:

a) lim Ax+1—-2
x=3 Jx+6 -3

Inx
b Z’ 21nx )
) A </n (7+7)

c) lim L:x

>1/(x -2)

, 3x+1
d) x[Z”Z < 2x

X —x
e) lim A
X —> —o0 fx _ e—x

) lim x? =1

x—>1 |x—]|

Hazlo tu. Calcula los limites siguientes:

2x—1
a) lim (74’6_2)

X —> +o0 3x

b) x@g}m (log x)' 3%

o lim YEr2-2
¥x=>2 2x-3-1

1

. x+2 \x—4
o o, 57)

2
C) 3 x“ =1

x=-e |x 1]

0 lm €re”
X too X =X

@
°
@

o~

o)
]
g
(=]
)

)

, yx+1-2
Ui ¥YX*L=—2
VI 6= 0

Indeterminacién. Multiplicamos numerador y denomina-
dor primero por yx+1+2 y después por yx+6+3:
dx+1-2 x—3 _ (x—3)(4x+6—3)=~/x+6+3

Vx+6-=3 (x+6=3)({x+1+2) (x=3)(Wx+1+2) Jx+1+2

Por tanto: lim x+l-2 = lim 7.x+6+3=§=2
x>3 Jx+6-3 x-3 Jx+1+2 4 2

Inx
b) lim (W) = (1)**) Indeterminacién

X —> +00 ln(7x2)
Inx , 2lnx
_£MX 1)}
lim L””; =€xé>nz°°<ln7+2[nx )nx -
X —> +00 [n(7x)
2lnx—In7-2lnx L, =In7-lnx —in7
=e"—>n‘z°°( n7+2nx )lnx exgnzw n7+2lmx _, 2

1 ’ 2x + X (+°°) . d . ., l d l
o lim === =_—=. Hayunaindeterminacién que resolvemos comparando los
Xowee X (+00)
6rdenes de los infinitos del numerador y del denominador. Entre dos funciones
exponenciales de base mayor que 1, la que tenga mayor base es un infinito de orden
superior. En este caso la base mayor estd en el denominador. Por tanto:
2%+ x =0

ex

lim
X —> +oo

1/(x - 2) too
d) lim <3§7+l> = (%) . Estudiamos los limites laterales de —1 5 en x=2:
X

x—=2

x_
1 — ﬁ — _oo [' 1 = ﬂ )
- x2T 0" e x2 T w7
1/(x=2) —o0
lim el = Z =0
x—2" 2x 4
Por tanto: e No existe limite.
) 3x+1 x—2) 7 +o0
x&%* 2x “\4 =
o lim & e lim er+e* (+00)

XDmes X _oX | x e g X _ X (—oo)

Dividimos numerador y denominador entre e*:

—X
¢ 1
, e +ef , e +! , €2x+1 0+1
lim T = [im = Iim = =-1
Xtoo X _ X X0 X 1 X —> +o0 1 1 0-1
o er

2
f) lim X =1 _ © Indeterminacién
0 e T )

2 —(x+1), x<1
Definimos la funcién en intervalos y simplificamos: =1 ( )
x+1, x>1

1]

lim —(x+1)=-2

;. , 2 _ x—17 . ;.
Hallamos los limites laterales: fm *~=1 - X No existe limite.
=1 |x—1] lzrr%+(x+1)=2
X —>



Ejercicios y problemas resueltos

8. Regla de L'Hépital

Caleular los siguientes limites: x—ln(l+x) (0) H

) din (s L) = ()= () = fig 22000 O

@) lim (4_9 0 \ (L) o (v 0
x>0 \In(l+x) x _ Im 1-[1/(1+x] (O H p 1/(1+x)2 1
b) lim X=senx 20 n(l+x)+[x/(1+x]  (0) 20 [1/(1+x)]+[1/(1+2%] 2
x—0 2
- sen x b) lim w=@2 2 w=@2 i sen x 0
x>0 e x? (0)  x=0 2xcosx? (0)  x=0 2cos x? — 42 sen x>

C) X z”{loo (/n x)]/ex
o lim (Inx)"e" = (0)©. Tomamos logaritmos.
X —> +oo

arctg (¢) — <%>

9. b

I lim (Ve = lm I (lnx) = () H lim Vlxinx) _
¥ X 4eo ¥ (00) x>0 o~
= lim L o5 xz,fw (n )Ve* = ¢0 = 1

X —> +o0 x Zﬂ x L’x
Hazlo tu. Calcula estos limites:

, arctg (¢)—(n/2)  (0) H
In (cos 3x) d) x éffw X ) T

arctg (¢¥)— <£>

= (+00) - (0) = . lim

p 2 = +eo 1/x - (0)
2 e In (cos 2x) fxz R Coo) H )
o lve™™ 4, —x- ¥ (=o0) H —2xe¥ —x“e* _
b) lim (cos 2x)3/x2 - xé)@oo 1 xéffw 14 2% - (+00) - xg@oo 2% B
x—0 —
x
2 — o) H — o) H
Q) lim e 1 _ —2x —Xx =( ) = lim —2—2x=u= lim -2 -0
xo1 \ e x-1 X = oo 26~ (+o0) x> DX (+o0)  x—>eo DX
6. Continuidad en un punto
a) Estudiar la continuidad de esta fun- a) Definimos la funcién por intervalos para prescindir del valor absoluto:
cion: —x — .
si x<-2
|x+2| .
fl) =1 x six#—2 fl) =11 si x=-2
1 si x=-2 x+2 .
si x>-2

b) Clasificar sus discontinuidades, si las hay,

y representar los resultados obtenidos.

Para x < -2, f(x) es continua porque lo es —¥— 2,
x

Para x>-2, f(x) noescontinuaen x=0 porque no existe f(0).

Para x =—2, estudiamos la continuidad:

/z’mz_ fx)= lz’mz_ % =0
o e Por tanto, li;nzzf(x) =0.

lim  f(x)= lim x+2 _
x— -2 x> -2 X

Como f(-2)=1 — xli;m_z fx) = f(=2) = f(x) noescontinuaen x=-2.

b) En x =0 hay una discontinuidad inevitable de . [ ‘Y l\ ,
salto infinito porque x/ZnO f(x) = too. EEEA
Hazlo tu. Estudia la continuidad de la En x=-2 hay una discontinuidad evitable por- ] \-..____
funcién f(x) y clasifica sus discontinui- que existe limite pero no coincide con el valor
., — N X
dades. de la funcién en ese punto. X
2 X :
x“+ - si x=0 0
GE { || \
1 si x=0 \




7. Funcién continua
Hallar a y b para que la funcion f (x)
sea continua en 1R.

sen x — ax

fe)=1

x2+b

si x>0

si x<0

Hazlo tu. Determina los valores de «
yde & paralos que f(x) es continua.

2 +2x+b

sen (ax)

si —oo<x<0
si O<x<m

fx) =

(x—m)2+1 si m<x<+oo0

8. Teorema de Bolzano

a) ;Se puede aplicar el teorema de Bolzano

a la funcion f(x) = !

intervalo? I+x?

en algiin

b) Demostrar que la funcién anterior y
g(x) = 2x — 1 se cortan en, al menos,
un punto.

Hazlo tu. Prueba que las gréficas de las
funciones
f)=senx y g = 1

X

se cortan en algiin punto del intervalo

<27‘C, 52—71>

Si x=0, f(x) esuna funcién continua porque las funciones que intervienen en su

definicién lo son. Y f(x) serd continuaen x=0 si lz’mo f(x) = £(0). Comprobemos
am x—>

esto tltimo:

£(0) = b

lim f(x)= lim (x2+b)=b
x—0" x—0"

_ 0) H _
li _ y Senx—ax _OM . cosx—a |
Tt e R (R M
. Sia=zl, xli?%f(x): 16¢=i°°
. : oH _ - 0
Si a=1, ! _OH  csx—a_ g —enx_0_g
fa=l, lm fO=tgy = o T i =S

Sia=1y b=0, ZZnOf(x) =f(0)=0 — f(x) escontinuaen x=0.

Por tanto, para que f(x) sea continuaen IR, debenser =1y 6=0.

es una funcién continua en todo R, ya que el denominador no se

@fwzljﬁ

anula para ningtin valor de x.

1
C =
omo f'(x) e

teorema de Bolzano porque no existe ningtin intervalo [a, 6] en el que se verifique

signo de f'(a) = signo de f(b).

> 0 para cualquier valor de x € IR, no se puede aplicar el

b) Si f(x) y g(x) se cortan, entonces:

1 —2x+1=0
1+ x2

f@=g0) » 1 =21
1+x

x4 l= —2x3+x2—2x+2.

Definimos la funcién F (x) = f(x) — g(x) = 1 5
1+x

1+ x?

F(x) escontinuaen IR porque su denominador nunca se anula.

Como . éﬁzw F(x)=-oc0 y . g’n_zw F (x) = +o0, la funcién F (x) cambia de

signo en al menos un x € IR por lo que, segtin el teorema de Bolzano, existir4 al

menos un punto ¢ € IR tal que F(c) = 0. Y esto nos asegura que existird al menos
un punto ¢ € IR tal que f(c) = g(c), y, por tanto, f(x) y g(x) se cortardn en, al
menos, un punto c.

9. Teorema de los valores intermedios

Dada la funcion
fl)=x?+x-5

prueba que existe un valor ¢ tal que

f(o) = 20.

/, por ser una funcién polinémica, es continua en todo IR.
Tanteando, observamos que f(2) =5 y f(3) = 25.

Segin el teorema de los valores intermedios, f toma todos los valores entre 5 y
25. Como 20 estd comprendido entre f(2) =5 y f(3) = 25, existird un nimero

ce (2,3) tal que f(c) = 20.

@
°
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jercicios y problemas guiados

1. Célculo de limites

Caleular los siguientes limites:

25
3
ol [J35x—8x3

1+ 2x

b) lim (1+ 4x3)2/x3
x—0

tg x
c) lim (Lz)g

x—0" \ x

2. Limite finito

Calcular el valor de a para que el siguien-
te limite sea finito y obtener ese limite:

3. Funcidn continua

Estudiar la continuidad de esta funcion
segtin los valores de a:

-2x +a si x<1

f(x)={x2—ax+5 si x>1

4. Continuidad en un punto

Dada la siguiente funcion:
o=k i w0
fx) =1k si x=0

I-lnx si x>0

a) ;Existe algiin valor de k para el cual
f(x) sea continua?

b) Hallar el limite cuando x — +oo y
cuando x — —oo de la funcion.

()

a) Comprueba que hay una indeterminacién del tipo ™) entre dos infinitos del
. (o)
mismo orden.

El limite del cociente estd determinado por los coeficientes de los términos de
mayor grado en el numerador y denominador.

b) Se trata de una indeterminacién del tipo (1)), Justifica por qué se puede aplicar
la regla préctica para este tipo de indeterminaciones y obtén el limite.

¢) * Es una indeterminacién del tipo (e0)?). Toma logaritmos neperianos y utiliza
las propiedades del logaritmo de una potencia y de un cociente.

* Expresa el producto obtenido como cociente para conseguir una indetermina-

)
cién —=.
(e0)
* Aplica la regla de L'Hopital y recuerda que el resultado es el logaritmo neperiano
del limite buscado.

Solucionia)=1  b)ed o1

* Comprueba que hay una indeterminacién del tipo (o) — (o) y conviértela en otra

del tipo % para poder aplicar la regla de L'Hopital.

* Determina cudl ha de ser el valor de # para poder seguir.

* Con el valor de # obtenido, aplica de nuevo la regla de L'Hépital.

Solucion: a =2 lz’m( 1 _a)_-1
x—=0 \ X _1 2x 2

* Razona si la funcién es continua para x = 1.

» Estudia la continuidad en x = 1. Recuerda la definicién de funcién continua en un

punto y calcula f(1) y lz’_r)nl f ).

* Observa que tanto los limites por la izquierda como por la derecha de 1 dependen
de a. ;Cudl debe ser el valor de # para que exista el limite?

* Discute la continuidad de f'(x) segin el valor de 2 que has obtenido.

Solucion: Si a=4, f(x) escontinuaen IR; si a=4, f(x) es discontinua en
x =1, tiene un salto finito.

a) Comprueba si existe limite cuando x — 0 estudiando los limites laterales.

b) * Observa cémo estd definida la funcién para valores “muy grandes” positivos y
“muy grandes” negativos.

* Para calcular los limites ten en cuenta la tendencia de ¢* y de /nx en el infinito.
Solucién:
a) No.
b) lm f(x)=0; lim f(x)=-co



jercicios y problemas propuestos

Para practicar
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M Limites cuando x -

1 Calcula estos limites:

) , n(x?+1)
x 3
)l (=) bl =
c) gm x4l d) gm Wx2+x—yx+7)
X 400 L,x X 400

& Calcula los siguientes limites y representa graficamente los
resultados obtenidos:

a) xlz)’rizw 0,5+ 1)

9 dn (1-3)

3 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo:

b) lim 2¢+!
X —>—o0

1-3x
d) xél)’rgw <1+%)

_ 5% —2x+1 _ x+logx
=0y e
_ 3+2& . _3'72x
R s Dit) =
i (x) = x*-1 £ By = 2x +5
C) J (X) m ) (X) ,—4x2 —
9) [ (x) =27 -3 h)m(x)=%_5x__2x

4 Calcula estos limites:

3/.2
a) lim ‘/;

x—>—eo Dy +]

2
o lim (’“595_390) £ lm
X —>

x>t \ x4 ] 2 +oo

. 32 , <3x+4)“
(1’2 x+1> h)xéffw 2x+5

5 Calcula los siguientes limites:
2

b) dm_ (1,5 ~x7)

I, bn,

g) lim

X —> +oo

x2+1 Y x+1 u
L <xz_1) b) o, (x—2
x+2 4 x;—l
, x—1 , 3x —
C) xﬁ”-{loo <x+3> d) xé);? <3x_2>

3x-2 x° =5
o (1) 0 (533
6 Halla estos limites:
Q) lm (s 20—’ —4)
b) lim (< +1+2)

7 Calcula el limite cuando x — +e0 y cuando x — —eo de
las siguientes funciones:

__ & _ xP42x

a) f(x) = 2 b) g (x) log 22
Q) h(x) = Y3x2+2—5x d)ix) =x2— Jxi-1
oy 2x+3 _ Xt %
0= 22 D kW= -

8 Calcula el limite de estas funciones cuando x — +oo y
cuando x — —oo:
1-x

a)f(x) _ x+2

Inx

si x<0

si x<0

X
b) g (x) = { ¥x*+1

si x>0 e —Inx si x>0

M Limites en un punto
9 Sabiendo que:

xll’—;;”zp(x s xll’—7>712 q(X)z_oo

lim r(x)=3 lim s(x) =0
x—2 x—>2

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes

limites:
, 5(x) , (%)
0 26 b iy, LV

19) xlﬁ)nz [s(x) - g | d) xlﬁ)nz |p(x) —2¢ ()|

10 Calcula estos limites. Si alguno es infinito, calcula los li-
mites laterales:

) lig TITE6 )y O aSeo
x—1 1—x =1 (¥ -1)(x=2)

2 2
O lm SXTAXAL gy, o x7+3x=10
x>-23  9x2_4 x22 x3 %2 _8x+12

11 Calculay representa los resultados obtenidos.

21
2 le”I (x—1)2 x(x—l)]
, 3 4
b)xlznz x2—5x+6_x—2]

12 Calculay estudia los limites laterales cuando sea necesario.

2 i (1—7 f3-x )
x—2

b) lim Yx+9-3
x—0 x2

[M—m
3

c) lim
x—=0

Unidad 7 eee




jercicios y problemas propuestos

13 Calcula.
1 1
, x2+l)x , 2x2—x—l ¥-2
a) fim, <2x+1 b) dim, \ ==
14 Aplica la regla de L'Hépital para calcular los siguientes
limites:
3 X 43
Q) lim —X*l b) lim In(e*+x°)
x— -1 x2_3x_4 x—0 X
o) lim X d) lim 2= b
x—0 1—cosx x—0
o) lim arcigx —x ) lim €=
x>0 x—senx x—>0 1—cosx
In (cos 3x) ., In(1+x)
g) le—;;”O X2 h) le—}ZzO 4 \/;
_ 2
i) lim 1-cos” (20 i) lim <7x —Senx >
x—0 3x2 x—0 \ xsenx
K) lim L=cosx ) lm gx-8
x>0 1 x—>n/2 sec x+10

15 Observa las graficas y di, en cada caso, cudl es el limite
cuando x > 07, x > 0%, x = +o0 y x —> —co,

a) / b)
- \
\ i B
\\_
w 1
|
M Continuidad

16 Estudia la continuidad de las siguientes funciones y dibu-
ja su gréfica:

a)f(x)={

1/x  si x<1
2x—1 si x>1

& s x<l

b) g(x) = {

Inx si x>1

17 Calcula el valor de % para que las siguientes funciones
sean continuas en todo su dominio. Represéntalas para el

valor de % obtenido:

x2+kx  six<3

2) f() = {ln(x—Z) si x>3

bx?—3 six<2

b) g (%) = {ex2'4

six>2

18 Calculael valorde « y & paraque f(x) seacontinua en
todo su dominio.

x2—-1 si x<0
fx)=qax+b si 0sx<1
2 sil<sx

19 Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

e si x<0
a) f(x) = 3x%+1 si 0<x<l1
4ilnx si x21
X2+ 2x si x<0
b) g(x) = | sen x si O<x<m

(x—m)2+1 simsx

1-x2

e si x<—1
<) hx) = =1 si x>-—1
x

x+2 si x=z=2
Qi =] 4
% si x=-2

20 Clasifica las discontinuidades de las siguientes funciones:

3 232 x—2
a) (@:%
f X2 —x-2

3 2
b _ X7 =2x" - 3x
)¢() X2 —x-6

21 a) ;En qué puntos son discontinuas las siguientes funcio-
nes::

D

1))

\
\
N\

N |

\
\
|

, \
I\
o~ =2 Jol 2 \
‘ Il
ol

b) Di cudl es el limite por la derecha y por la izquierda en
los puntos de discontinuidad.

Para resolver

0 0 0 000000000 NRPOOOOOORRRNONONOEOBINPRERBNOIONSROIRNOEOINRROPOETPRNDS

22 Calcula los siguientes limites:
1

=

l_x X+

, 253 +x2 -3 , <2x—5> 2
) xé)@oo ( 5x3_2x2 ) b) xél)i’izoo 2x+3
f 2

Q) lim XSenx d) lim v13-x"-3
x—>0 1—cosx x—2 x—2
C) lim lnx 2 ,—x

x—1 (x_1)2 f) xll;@oc X

X
h) lim & —xcosx—1
x>0 senx—x+1—cos x



23

24

a5

26

7

28

29

30

Calcula estos limites:

tgx
b) lim <L>
x—0 \ x

1
d) lim ( 1 )
x—0 \ sen x

£) lim (1 — sen 2x)*%83*
x—0

a) ) —{l(%z)- cos x In (tg(x))

o) lim (cos x + sen x)\*
x—0

e) xé;rfm xIn (“Tx)

Sabiendo que la funcién
x?—4x+3 si —1<x<0
= 2
f@ X +4 si x>0
x+1

es continua en (=1, +o0), halla el valor de «.

El rendimiento fisico de un deportista, durante 60 minu-
tos, varfa con el tiempo segin esta funcidn:

—t(t—a) si 0<t<15
3,52+5 si 15<£<30
100 -6 si 30<2<60

fx) =

Calcula 2 y & para que la funcién rendimiento sea con-
tinua.

3x — 4

5 . €S discon-
x> +bx*+8x—4

Sabemos que la funcién f(x) =

tinuaen x=2. Calcula & y estudia el comportamiento
de la funcién en las proximidades de los puntos de discon-
tinuidad.

Dada la funcién f(x) = ax’ +b

t9% con a=#0, calcula los
a—x

valores de 2 y & para que la funcién pase por el punto

A

X

(2’ 3) y Cl xé;@oo

Calcula el valor de # para que cada una de las siguientes
funciones sea continua. ;Alguna es continua en todo R?:

Jx—1

b)glx) =1 x—1
si x=1 2k

si x=1

si x=1

XK1
a)f(x) =7 x-1
Ink

si x=1

Halla el valor de & para que la funcién f(x) sea continua

en R.
x2+2x+b si x<0
f&) =9 1+

i 0
o si x>

Calcula el valor de 4 para que la siguiente funcién sea
continua en x = 0:
2 _k si x=0
-1 x

-1 si x=0

fl)=

31

32

33

34

35

36

37

38

39

@
.
.

o~

o)
]
e
=
D

:Existe algtn valor de % para el que la funcién f(x) sea
continua en x = 0?
1cosx g o
sen x
fl) =1k si x=0
2
X s x>0
x
Determina dénde son continuas las funciones siguientes:
= x b -1
a) f(%) nGe—2) ) g (%) =
Q) )= y[*=1 dit)=—"1
x+2 —cos® x

Estudia la continuidad de f(x) segtin los distintos valores
de m.
3—mx? si x<1
=12 si x>1
mx
a) Calcula el valor de « para que [lim X=X eq
x—0 2
finito. X
b) Halla el limite para ese valor de a.
Estudia la continuidad de la funcién f'(x) = _1 y

. . .. 2—|x
clasifica sus discontinuidades. |

Estudia la continuidad de esta funcién:

|x+2| si x<-1

fx) = x2

2x+1 si x>1

si —1<x<1

Halla el valor de # para que la siguiente funcién sea conti-
nuaen x=2. Represéntala en el caso #=2 y di qué tipo
de discontinuidad tiene:

|x =1 -z si x<2

rea- {1

alcula el limite de las siguientes funciones cuando
Calcula el limite de 1 guientes [t d
x —> +oo y cuando x — —oo, definiéndolas previamente
por intervalos:

0 f - P

six>2

b) g(x) = |x— 3| - x|

Q) h) =|2x—1] +x d)i(x) = x|+|1
x
Estudia la continuidad en x =0 de esta funcién:
~ ||
fx) =2x+ N

sQué tipo de discontinuidad tiene?



jercicios y problemas propuestos

40 Se define la funcién f del modo siguiente:

rea- |

Inx—1 si x>1

2% vax+b si x<1
Encuentra los valores de @ y & para que la funcién sea
continua y su gréfica pase por el origen de coordenadas.
41 a) Comprueba que xé{@m [ln(x+1)=In(x)]=0.
b) Calcula  lim  x [/n (x+ 1) = in (x)].

42 Al estudiar el tamano de una bacteria, los investigadores
han comprobado que su didmetro (en micras) varia con el
tiempo seglin esta funcién:

t+a si t<8horas

—3+432-15
r—8

D (z) =

si ¢>8horas

a) Analiza si es posible encontrar un valor de 2 para el
cual el crecimiento se mantenga continuo.

b) Estudia cudl ser4 el didmetro de una bacteria si la obser-
vamos al cabo de varias semanas.

43 El precio de compra de un producto varfa segiin el nd-
mero de unidades encargadas y esto queda reflejado en la
siguiente funcién:

S5x si 0<x<10

€6 = {«/axz +500 si x>10

a) Halla @ para que el precio varie de forma continua al
variar el nimero de unidades que se compran.

b) ;A cudnto tiende el precio de una unidad cuando se
compra un nidmero muy grande de unidades?

Cuestiones tedricas
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44 Dada la siguiente funcién:

x—4
4

-2
e‘x2 si %<xsl

si 0_x<l

f(x) =

observamos que [ estd definida en [0, 1] y que verifica
f0)=-1<0y f(1) = ¢! >0, pero no existe ningdn
ce (0,1) tal que f(¢) =0. ;Contradice el teorema de
Bolzano? Razona la respuesta.

45 Da una interpretacién geométrica del teorema de Bolzano

y utilizalo para demostrar que las graficas de f(x) = x2 + x?
y £(x) =3 + cos x se cortan en algin punto.

46 Sea la funcién f(x) = x> + 1. ;Podemos asegurar que
dicha funcién toma todos los valores del intervalo [1, 5]?
En caso afirmativo, enuncia el teorema que lo justifica.

47 Si f(x) escontinuaen [1,9], f(1)=-5y f(9) >0,
spodemos asegurar que la funcién g(x) = f(x) + 3 tiene al
menos un cero en el intervalo [1, 9]?

48 De una funcidén g se sabe que es continua en el intervalo
cerrado [0, 1] y que para 0 <x< 1 es:

_xPex
g) = —
:Cudnto vale ¢(0)?

49 ;Verdadero o falso? Justifica la respuesta.

a) Siuna funcién no estd definida en x =3, puede ocurrir
ue lim f(x)=5.
! x—3 f( )

b)Si f(x) es una funcién continua tal que f(x) <0
si x<3 y f(x)>0 si x>3, noes posible que
lz’_r)n3 fx) =5.

) La ecuacién x°

+x+ 1 =0 no tiene ninguna rafz real.

d) Si sabemos que f'(x) es continua en [z, 6] y que
f(a@) =3y f(b) =5, podemos asegurar que para algin
¢ del intervalo [, 6] se cumple que f(c) = 7.

e) Laecuacién senx+ 2x—1 =0 tiene, al menos, una raiz

real.

£) Si f(x) y g(x) son continuas en el intervalo [, 4],
f@) >g@) y f(b) <g(b), entonces existe un punto
¢ de dicho intervalo en el que se cortan las gréficas de

fyeg

g) Si f(x) y g(x) no son continuas en un punto x, de
su dominio, la funcién f(x) + g(x) puede ser continua
en ese punto.

h) La funcién y = tgx no cumple las hipétesis del teorema
n 3n

4’ 4

de Bolzano en el intervalo

50 Escribe una definicién para cada una de estas expresiones
y haz una representacién de f

a) Jm_ fl)=3 b)  tim  f(x) =~

O lim_f(x) =+ d) lim, f) =0

O lim f(x) = +e0 £) lim f(x) -4

51 Estudia los valores que pueden tomar 2 y & para quela
funcién f(x) = 25+ 2‘;

2
table.

tenga una discontinuidad evi-
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52 Estudia el comportamiento de cada una de estas funciones
cuando x — +oo:

a) f(x) = x> —sen x b) g(x) = cosxl

x?+
O hx) = Ent (x)

X

d)i(x) = 3x + sen x

* Ent(x) es la funcion parte entera de x.

53 Calcula, si es posible, el valor de % para que cada una de
las siguientes funciones sea continua en x = 0:

1—cos x
(e -1)2
k si x=0

si x=0

a) f(x) =

sen x

b)g(x) =1 ¥
k si x=0

si x=0

X sen x
1g %
k si x=0

si x=0

c) hix) =

54 Halla el valorde 4 yde & para que la siguiente funcién
sea continua en IR y pase por el punto (1, -2):

axt b si |x]<2

S0 = % si|x[>2
X
Autoevaluacidon

55 En una circunferencia de radio 1, tomamos un dngu-
lo AOP de x radianes. Observa que: PQ = sen x,
TA =tgx y arco PA = x.

Como m<ﬁ<ﬁ 4 senx<x<tgx

sen x =1

A partir de esa desigualdad, prueba que xlzno .

56 Aplica el resultado anterior para calcular los siguientes li-
mites sin utilizar la regla de L'Hopital:

sen x
2x

a) xZZnO
b) lim
x—=0
C) xZZnO
d) lim
x—=0

57 Supongamos que f es continuaen [0, 1]y que 0 < f(x) < 1
para todo x de [0, 1]. Prueba que existe un nimero ¢ de

(0, 1) tal que f(c) =c.

Haz una grafica para que el resultado sea evidente.

EAEEEY 9 Resoluciones de estos ejercicios.

1 Calcula los siguientes limites:

a)

ex

_1
A b) lim ()1

¥ (1/3) %3

o lim (2x+1—44x%+1) d) Iim
X —> +o0 x—0 X — tg X
2
& a) Estudia la continuidad de f'(x) = 92_ Xy justifica qué
x“+3x

tipo de discontinuidad tiene.
b) Halla sus limites cuando x — +o0 y cuando x — —eo.

c) Representa la informacién obtenida en a) y en b).

3 a) Estudia la continuidad de la siguiente funcion:
x

f(x) =49 x+2

el si x20

b) Calcula . lim_ f)y . lim | f(x).

si x<0

4 Determina  y & para que la siguiente funcién sea continua
en x=0:

& —x—a si x20
) = b sen x
% si x=0

5 Dada la siguiente funcién:

f(x) = sen %x

demuestra que existe un c€ (0, 4) tal que f(c) = f(c+ 1).

6 Sea la funcién definida por esta expresion:

fl)=x+e™

Demuestra que existe algin niémero real ¢
cte =4

tal que

Unidad 7 eee
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