TRANSFORMACIONES GEOMETRICAS:
HOMOLOGIA Y AFINIDAD

Formas geométricas fundamentales. Homologia y afinidad. Su aplicacion al trazado
de las conicas.

Dada la importancia que tienen algunas transformaciones geometricas, sobre todo la homologia y la
afinidad en el estudio de la Geometria Descriptiva o Representativa, consideramos necesaric dedicar
un tema a las citadas transformaciones. Siendo la circunferencia la linea que con mas frecuencia se
presenta en la representacion de cuerpos y superficies, dedicamos a ella, en especial, este estudio, rela-
cionandola homologicamente con las conicas.

1. Formas geomeétricas fundamentales.

Para hacer un estudio de las propiedades graficas de la Geometria es necesario conocer los conceptos
de punto, recta y plano, llamados elementos fundamentales.

Los puntos se designan con letras mayusculas 4, B, C, ..., acompafadas si es preciso de subindi-
ces: las rectas, con letras minusculas, g, b, ¢, ..., y los planos con letras minusculas del alfabeto griego,
o, B, v, 0s € -

Una figura geométrica es un complejo de elementos fundamentales. Seguin agrupemos estos ele-
mentos de la manera mas sencilla, tendremos las llamadas formas fundamentales. Se clasifican en:

Formas fundamentales de la primera especie:

12 Serie rectilinea: Conjunto de puntos que pertenecen a una recta.

22 Haz de rectas: Conjunto de todas las rectas de un plano que pasan por un punto.
32 Haz de planos: Conjunto de todos los planos que pasan por una recta.

Formas fundamentales de la segunda especie:

12 El plano de puntos: Conjunto de todos los puntos del plano.

22 El plano de rectas: Conjunto de todas las rectas del plano.

22 [.a radiacion de rectas: Conjunto de todas las rectas del espacio que pasan por un punto.
4% La radiacion de planos: Conjunto de todos los planos del espacio que pasan por un punto.

Formas fundamentales de la tercera especie:
12 El espacio de puntos: Conjunto de todos los puntos del espacio.
22 El espacio de planos: Conjunto de todos los planos del espacio.

Dos elementos de distinto nombre se pertenecen cuando uno de ellos esta sobre el otro o éste pasa
por aquél. Por ejemplo, la recta y uno de sus puntos, €l plano y una de sus rectas s€ pertenecen.
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2. Homologia.

.a homologia es una de las transformaciones geométricas que liga a dos figuras planas. Se utiliza con
mucha frecuencia en geometria descriptiva y por lo tanto en dibujo industrial.

Se dice que los puntos 4, By D de la figura F son homologos de los A°, B’y D" de la figura F7,
cuando cumplen las siguientes condiciones (Fig. 1):

12. Estar en linea recta con un punto C, fijo, llamado centro de homologia (4°, A y C estan en li-
nea recta; B’, By C lo mismo y también D’, Dy C).
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2% Que las rectas homologas, por ejemplo ABy A’B’, se cortan en puntos de una recta fija llama-
da eje de homologia. También las rectas BDy B'D’, ADy A D’ son homologas y se cortan en 10S pun-
tos 1, 2y 3 del eje. (Fig. 1).

Asi pues, una figura es homoéloga de otra cuando son homologos los puntos de una con los puntos
de la otra.

3. Rectas limites.

Se llaman rectas limites al lugar geométrico de los puntos homologos de los del infinito. Dadas dos f1-
guras F'y F’ cada una de ellas tiene una recta limite. (Fig. 1).

El conjunto de puntos del infinito de la figura F”, como son los puntos H’c y M’ tienen por ho-
mologos otros H y M que estan en una recta R’L’, llamada recta limite de la figura F. El conjunto de
puntos del infinito de la figura F, como son los puntos S y N, tienen por homologos otros S’y N’
que estan en una recia RL, llamada recta limite de la figura F.

Existe una propiedad importante: Las dos rectas limites son paralelas al eje y la distancia de C a
R’L’ es igual que la del eje a RL.

Puede ocurrir que sean exteriores a la parte de plano comprendida entre Cy ¢l eje, segun se ve en la
figura 2.
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Para obtener las rectas limites basta saber que los puntos homoélogos estan en linea recta con el cen-
tro de homologia y la definicion de recta limite.

Para obtener, por ejemplo, el punto H, homdlogo del AH’°°, se traza por C la paralela a la recta
A’B’hasta que corte en H a su homologa que es larecta AB. Para hallar el punto M, se traza la parale-
la por C a D’B’ hasta que corte en M a su homoéloga DB. Larecta limite buscada es HM. De la misma

forma se obtiene la otra recta limite.

|
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Fig. 2 Fig. 3

4. Formas de definir una homologia.

Una homologia queda definida conociendo los siguientes elementos:

1° El centro, el eje y dos puntos homdlogos. (Fig. 3).

El lector, como ejercicio, puede hallar con estos elementos la figura homologa del cuadrilatero
ABPD.

2° El centro C, el eje e y la recta limite de la figura que se busca RL. (Fig. 4).

Para obtener el punto homologo de un punto A4, p. €j., se hace la operacion que se indico para las
rectas limites. Se traza una recta cualquiera que pasa por A4, se prolonga y cortaen /a RL Yy en 2 al eje;
se une el centro C con el punto / y por 2 se traza la paralela a C/ hasta que corte en A’ ala prolonga-
cion de CA. Teniendo ya una pareja de puntos homologos A y A’ el resto de los puntos se obtiene co-
mo se ha indicado.

3° El centro vy las dos rectas limites.

Este caso se reduce al anterior, sabiendo la propiedad indicada al obtener las rectas limites, ya que
el centro dista de una de ellas lo que el eje de la otra.

Fig. 5

143



4° Dos pares de puntos homdlogos y la direccion de eje. (Fig. 5).

Sean A—A’y B—B’los pares de puntos homdlogos y D la direccion RL
del eje. Uniendo A con A’y B con B’ se obtiene el punto C, centro de RL
homologia. LLa recta AB es homologa de la A’°B’, se cortan en el punto /

del eje y por este punto se traza la paralela a la direccion D. =
Si las dos rectas limites se confunden, es decir, coinciden, tal como | Cg

indica la Fig. 6, la homologia se llama involutiva. |
El eje de homoiogia, podemos deducir de todo lo dicho, es el lugar . a ol g

geométrico de los puntos dobles, es decir, de los puntos que son homo-
logos de st mismos.

5. Propiedades fundamentales.

En las relaciones homologicas existentes entre dos conicas (una circun-
ferencia y otra de las tres conicas, elipse, hipérbola o parabola) hemos Fig. 6
de tener en cuenta las propiedades siguientes:

12 Las tangentes comunes a las dos conicas pasan por el centro de homologia, siendo por tanto
rectas dobles. (No es general este enunciado).

22 Si una circunferencia y otra conica son homologicas y tienen dos puntos comunes, se puede to-
mar la cuerda comun como eje de homologia. Si solo tienen un punto comun, es decir, son tangentes,
se puede tomar como eje la tangente comun.

(No es general este enunciado).

32 Las relaciones de polaridad que existen en la circunferencia (polo y polar) se transforman por
homologia en sus correspondientes de la conica a obtener. Como veremos mas adelante, el homologo
del centro de una conica es el polo de la recta limite de la otra conica respecto de ésta.

Antes de estudiar las transformaciones homoldgicas de una circunferencia, exponemos al lector
unos ejemplos de homologia plana que facilitan la comprension del estudio de esta materia.

6. Problema.

““Dado un exagono regular 4, B, C, D, E, F, encontrar los elementos de la homologia que transforma
el trapecio ABCF en un cuadrado. Los vértices del exagono que designan las letras son correlativos.”
o 7)."

El eje es larecta AB = A’B’; Ay B son homologos de A’y B’. En la figura se indica la forma de
obtener el centro de homologia y las rectas limites.

7. Problema.

““Figura homologica de un pentagono regular estreliado, co-
nocido el lado. De la homologia se conocen el centro O, el gje
y un par de puntos homologos 4y 4°."" (Fig. §).

Se construye el poligono regular 7-2-3-4-5. A partir de los
puntos homodlogos conocidos 4 y 4’ se determinan el resto de
los puntos. Para hallar el punto 3°, se une 4 con 3,, hasta que
corte al eje, su homologa pasara por 4’y el punto 3’ esta en li-
nea recta con el centro y en la recta homologa de 4-3.

8. Transformacion homolégica de un cuadrilatero
en un cuadrado. (Fig. 9).

Sea el cuadrilatero ABPD. Tenemos que hallar la recta limite
y el centro de homologia. Estos dos elementos se pueden de-
ducir con facilidad.

Si prolongamos los lados opuestos AB—DP y BP—AD
hasta que se corten, obtenemos la recta limite uniendo los
puntos / y 2, ya que los lados opuestos de un cuadrado son
paralelos, por lo tanto se cortan en ¢l infinito y los puntos ho-
mélogos de los del infinito estan en la recta limite. Fig. 7
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Prolongando las diagonales, cortan a la recta ;
limite RL en 3y 4. El centro de homologia ha de /ﬁ\
ser un punto desde el cual se vean los segmentos /M\
1-2 y 3-4 bajo angulos rectos. Trazamos los dos lu- /1IN
gares geomeétricos, que son dos semicircunferen- [\
cias y tenemos el punto C, centro de homologia; [
las direcciones CI y C2 seran las de los lados del [
cuadrado buscado y las C3 y C4 las de las diagona- |
les. El resto de la construccion esta indicada en la
figura. El eje de homologia se puede tomar arbitra-
riamente.

9. Transformacion homologica de la cir-
cunferencia en elipse.

Por medio de la homologia vamos a transformar
una circunferencia en una elipse. Los elementos de
la homologia son: El centro C, la recta limite RL y
el eje. Es condicidn necesaria que la recta limite no
corte a la circunferencia, pues si esto sucediera los
puntos de interseccion tendrian sus homologos en
el infinito y se sabe que la elipse es una curva cerra-
da y que no tiene por lo tanto puntos impropios.

Seguiremos dos métodos: El primero consistira
en obtener la elipse por medio de una pareja de
diametros conjugados y el segundo mediante los
gjes.

Meétodo 17. (Fig. 10).

Con los datos indicados, sea la circunferencia Fig. 8

—

Fig. 9
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dada la que tiene por centro el punto O. Por C trazaremos una recta cualquiera CN; por el punto N de
la recta limite se trazan las tangentes a la circunferencia 74 y 72, cuyos puntos de tangencia son 71y 7.
Prolongada la recta 717>, obtenemos el punto M en la recta limite; desde él se trazan otras dos tangen-
tes a la circunferencia /3 y 74 cuyos puntos de tangencia son 73y T4 que unidos dan otra cuerda que pa-
sa por N. Las direcciones CN y CM son las direcciones de los diametros conjugados de la elipse. Las
cuerdas 71+—172y T5—T4 son las homologas de los dos diametros de la elipse, v su punto de intersec-
cion Oy el homologo del centro de la elipse.

Fig. 10

[Las tangentes desde N a la circunferencia cortan al eje en / y 2; sus homologas pasan también por /
y 2 y seran paralelas a la direccion CN, obteniendo 71 y 73.

Las tangentes desde M cortan al eje en 3 y 4; sus homologas pasan también por 3 y 4 y seran parale-
las a la direccion CM, obteniendo /3 y {a.

El punto de tangencia 7 tiene su homologo en 71 y en linea recta con C, es decir, el punto 75. Lo
mismo ocurre con los puntos 73, 73y T2 que unidos nos dan los diametros buscados de la elipse 7773y
13T4. Los puntos Jy K en los que el eje corta a la circunferencia son dobles y por lo tanto también per-
tenecen a la elipse.

Estos elementos son suficiertes para construir la elipse empleando los métodos ya estudiados o
bien por medio de la homologia, buscando puntos homologos de los de la circunferencia.

El homologo del diametro 7374 es la cuerda 7374 de la circunferencia; igualmente, el diametro
7173 es homdlogo de la cuerda 717>, cortandose por parejas en el mismo punto del eje.

Método 2? (Fig. 11).

Con los mismos datos vamos a obtener los ejes de elipse. El homologo del centro de la elipse es el
polo P dela recta limite respecto de la circunferencia. Para obtenerle, se traza por O la perpendicular a
la recta limite, OM, y por M las tangentes a la circunferencia cuyos puntos de contacto son /y 2. La

cuerda /-2 se corta con OM en el punto P, polo buscado.
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