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INICIACION AO CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONS.

CRECEMENTO DUNHA FUNCION NUN DUN INTERVALO. TAXA DE VARIACION
MEDIA.

Chamase taxa de variacion media (TMV) dunha funcién

y=f(x) nun intervalo [a, b], ao cociente: Py I /-c—
W[a’b}:varla.ao.n,def(x) :f(b)—f(a) V4
variaciénde x b—a N -

A TVM de f(x) en [a, b], é a pendente do segmento que

une
os puntos (a, f(a)) y (b, f(b)).

Si el eje X se representase el tiempo y en el Y la distancia recorrida, la TVM [a, b], seria
la velocidad media entre x=a y x=b.

Exemplo.-
Calcula T.V.M. de f(x)=5x—x" en [1,2]e[1,4].

Resolucioén:
- a4 , , 3 e of o)
TV AM.12 = T - : =21 =pendente da recta queune (LU e (2, F102])
la)- i 1sa4-41-1s1-11 4-4 - o
TV M. 1,4 == p ]' = - =——- =0 =pendente da recta gueune (10 1e (4, 01040

Se lle chamamos h a lonxitude do intervalo [a, b], podemos expresalo da forma
[a, a+h], e a TVM quedaria na forma:

fla+h~f(a)_fla+h~f(a)

T.V.M.|a,a+h|= T a p

i+l - il SAT+R -+ R) - 4 S+5h-1-h-2h-4 -k +3h
rraM. LI+h =- - = = = =3-4
-1 | .l'i' -'I?

(R

Se h=1>T.V.M.[1,2]=3-1=2

Se h=3-T.V.M.[1,4]=3-3=0

A TVM de f(x) nun intervalo [a, b], mide o crecemento medio da funciéon no
intervalo. Se a funcidon é crecente en [a, b] a sGila taxa de variacion é positiva; e
se é decrecente negativa.
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DERIVADA DUNHA FUNCION NUN PUNTO. MEDIDA DA VARIACION INSTANTANEA
DUNHA MAGNITUDE CON RESPECTO A OUTRA.

O crecemento dunha funcién nun punto vén dado, de xeito natural, polo crecemento

(pendente) da recta tanxente a
curva nese punto.
;f
...... -
fin] "--_-_-.-_I _--.---:-----------------E
e . _ _ R o fhixd- flal _
CRECEMENTO PUNTUAL DE | EN a Z!]:ll TFM a.x =lim ———— oo gue ¢ o mesiio,

xX-d

fla+hl-flal

CRECEMENTO PUNTUAL DE ¢ EN a =limTVM a.a+h =lm ,
-1 il i

A este valor, se existe, chamaselle derivada de f(x) en x=a e se designa por f'(a).
Se existe , dise que f é derivable en x=a.

A derivada dunha funcién y=f(x) no punto x=a é o limite:

f'(a):lim f(a"'h’)l_f(a)

h=0

Exemplo:

Calcula a derivada da funcién f(x)=x’-6x+11 en x=4, utilizando a definicién da derivada.

Resolucidn:

fid+nl- 4
h
] - oldeh) +110- [47 - 24410
=lim . =
-0 h

14 :J_i:n =

M+ Rh+ i 220 - 6h T A6 27 AT

.
i

=hm

o+ 2k

=hm
il Jlf
0

Klh+2) _
K

1 =2

ol

=lim
R

=limi i+
i
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INTERPRETACION XEOMETRICA DA DERIVADA DUNHA FUNCION NUN PUNTO

Calquerarecta secante a grafica de fjx) que pasepor a
ten por pendente:
f(a +)—f(a)
h
Cantfo mais pequeno sexa o valor de & (cando h tende a
cero), o punto @+ k mais cerca esta de a e a recta
secante achégase 4 recta tanxente en x=a sendo a

fr a+h)

fG )

sua pendente:
= a+h

SRR, | il a5
FeEE—

A derivada dunha funcién nun punto é a pendente da recta tanxente da curva
nese punto.

ECUACION DA RECTA TANXENTE A UNHA FUNCION NUN PUNTO X=X

Dado que a derivada dunha funcion nun punto é a pendente da recta tanxente a grafica da
funciéon nese punto m=pendente recta tanxente en x,=f"'(x,) -

Utilizando a ecuacion punto-pendente da recta, a recta tanxente a f(x) no punto (x,,f(x,))
€ a recta de ecuacién :

y=F(xo)+f"(x0)(x—x)

ECUACION DA RECTA NORMAL A UNHA FUNCION NUN PUNTO X=X
A recta normal en x=x, € a recta perpedicular a recta tanxente en x=x, .
Por ser perpendicular , m=pendente recta normal en x,= ,_1

f(x)

en forma punto pendente, a ecuacion da recta normal en (x,,f(x,)), é:

y:f(xo)"'

. Utilizando a ecuacion da recta

(X_Xo>

1
f'(Xo)

Nermal

e

f

Fs
e
F

..-'"-I- .=

LA P )

_Recta
BRgente
__.—'_

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA

PAXINA 3 DE 13




MATEMATICAS | INICIACION AO CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONS.

Exemplo: Escribe a ecuacién da recta tanxente e da recta normal & curva f(x)=x’—6x+11
para
x=4,

Resolucion:
Calculamos o punto P (4, f(4)) =(4,3) pq f(4)= 16-24+11=3

Recta tanxente en x=4.
y=f(4)+f'(4)(x—4) Como f'(x)=2x—6 entén f'(4)=2-4—6=2

y=3+2(x—4) y=2x—5

Recta normal en x=4.
1

y:f(4)—m(X—4) Como f'(x)=2x—6 entén f'(4)=2-4—6=2
y=3—1(x—4) y="%45
2 2

FUNCION DERIVADA DOUTRA FUNCION

Chamase funcién derivada de f(x), a funcién que asocia a cada abscisa x, a derivada de f
nese punto, f'(x), é dicir a pendente da curva y=f(x) en x. A derivada de f chamarémola f’
ou Df e a sua expresion ven dada por:

f'(x)=lim f(x+h)—f(x)

h-0 h

Exemplo.- Determina a derivada da funcién f(x)=5x—x° e comproba que, a partir de ela,
se
poden obter os valores concretos determinados no exercicio 10.

Resolucidn.-

Sle+h :I -lx+h I - | 5x- '

, . o L L

P e ) N SN SN - 2xh- S ET e

fix) =hm =lim: - o
[

||'i| fy—il n'li'

. =hm
a PR

=lim
P

Sh- vl - .l';l't (1 HlS-2v-h :l . i B
B — :‘ ;{— =hmi5-2v- Bl =5- 2y
B {1

— =hm
h 0 il }7"

£14) =5-2 4 =-3

18l =5-2.5=-5
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REGRAS PARA OBTER AS DERIVADAS DALGUNHAS FUNCIONS.-

DERIVADA DUN NUMERO POR UNHA FUNCION D[k -fix)] =k-fix) telR

DERIVADADA DA SUMA OU DIFERENCIADE FUNCIONS I f(x) el o] = (x) 21 x
DERIVADADA DO PRODUTO DE FUNCIONS Dl fixy el = ey glal+ flx) gl

DERIVADA DO COCIENTE DE FUNCIONS pl—— =0 2 -7 P

DERIVADA DA COMPOSICION DE FUNCIONS Dlle il =el rixl) 7lxl

POTENCIA

Dl ) =0 ! DI e 1 =n -4 lx)-fix

EXPONENCIAISN
Die'y=¢ O e’ =17 vl e

Oia’)y=a" Ina Dfa" " 1=a"" ‘Ina-flx]

LOGARITMICAS
1 o L
.Ir}lJ['.I\]' =— Jr}[][] |'l i .".'.l ] :f * |'l i .".'.l :f
il v Flxl

Dilog x) == Olog flxl ]| =——— flxl =

]
" Ina flx) Ina ™ flx) Ina
TRIGONOMETRICAS
Diseny) =cosxy .’_?[_wn_.f':: vl = £ %) cos £l x)
Dicos vy =- seny Dlcos flx)]=- f1x) wenflx)
ol

; . | . r PR LR P ST
Many) =———— =l+1tan" x Ditan fix)) =———— = xl {l +tan” fix]]
cosT cos™ il

FUNCIONS ARCO
]
] _ _'|_':

Darc senx) = Diarcsent | xl)

.

fMarceos ) = Diarceos 1 x)) =

1- x°

-l
: . i1l

: Diarctan flx)) =———

A IEANARIE

Dlarctan x) =
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APLICACIONS DAS DERIVADAS.-

CALCULO DA RECTA TANXENTE E DA RECTA NORMAL NUN PUNTO A UNHA

FUNCION (A RECTA NORMAL NUN PUNTO E A RECTA PERPENDICULAR A RECTA
TANXENTE NESE NUN PUNTO).

Exemplo:
Escribe a ecuacion da recta tanxente a cada unha das seguintes funcidns nos puntos que

se
indica:
a) f(x)=xe* en x=0
e*+e ¥
2

enx=0¢e x=In4

b) f(x)=
Resolucion:
a) f'(x)=e*+xe*=[1+x-e*

f(0)=0 f'(0)=(1+0)-e°=1 A ecuacién da recta tanxente é y=x

b) f'(x)=5="
Facemos primeiro a recta tanxente en x = 0
e+e ? 2 e—e® 0
0)= ===1 "(0)= =—=0
flo)=—=2=1 fr(0)=4=—=2

!

A ecuacion da recta tanxente neste caso é:
y—1=0 ou sexa y=1

Imos achar agora a ecuacion da recta tanxente en x =1In 4

ma, 1
In4 —In4 ! + In4 eM¥=x 4+l
e 4 1

e +e
f(h'l4): = = — T ==
2 2 2 8 ; de xeito analogo f'(hm):%

e a ecuacién da recta tanxente é agora:

17 _15
Y =g (x—In4)

CALCUII.O DOS INTERVALOS DE CRECEMENTO E DE DECRECEMENTO DUNHA
FUNCION E DOS EXTREMOS RELATIVOS.

TEOREMA: (CONDICION NECESARIA PERO NON SUFICIENTE PARA A EXISTENCIA
DE EXTREMOS RELATIVOS)

Se f(x) é derivable en x,€(a,b) e f(x) ten un extremo relativo en x,= f'(x,)=0.

Este teorema danos unha condicién necesaria para que unha funcién tefa maximo ou
minimo relativo nun punto , pero non suficiente, como podemos ver no seguinte exemplo.
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3 en x=0 non ten

Exemplo: A funcidn f(x)=x
extremo relativo,

segundo podes ver na grafica adxunta.
Nembargantes a sua

derivada en x=0 é cero, como xa sabes f'(x)=3x?

, f(0) = 0.

Os puntos x, que cumpren que f'(xo):o, chamanse puntos criticos ou singulares de f e
son POSIBLES EXTREMOS RELATIVOS.

TEOREMA:
f(x)é derivable nun puntox,€(a,b) .
Enton, cimprese que:
Se f'(x,)>0=f(x)é crecenteenx,
Se f'(x,)<0=f(x)édecrecenteenx,

CONSECUENCIA:
Se f'(x)>0paratodo x€(a,b)=f(x)é crecenteen(a,b)

Se f'(x)<0 para todo x€(a,b)=f(x)é decrecenteen(a,b)

TEOREMA: (CONDICI()N SUFICIENTE PARA A EXISTENCIA DE EXTREMOS
RELATIVOS)
f (x) admite derivada sequnda nun punto x,€(a,b) . Entén:

Se f'(x,)=0 e f"(x,)>0=f(x)tenunminimorelativoen x,

Se f'(x,)=0 e f"(x,)<0=f(x)tenun mdximorelativo enx,

CI:\LCUI,.O DOS INTERVALOS DE CONCAVIDADE E CONVEXIDADE DUNHA
FUNCION E DOS PUNTOS DE INFLEXION.

Diremos que unha funcidon f(x) derivable en x, ¢é . /
concava en xp, se e &
;

0x

recta tanxente a f(x) en x, estd situada por riba da
grafica nun entorno de xo. ‘0

Diremos que unha funcidén f(x) derivable en x,, € convexa en x,, se
a recta tanxente a f(x) en x, esta situada por debaixo da grafica nun entorno de xo.

Un punto x, dunha funcion f(x) no que a funcién é derivable, é un punto de inflexion,se
a funcion cambia en el de concava a convexa ou viceversa.
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Una funcion é concava ou convexa nun intervalo, se &€ concava ou convexa,
respectivamente, en tédolos puntos do intervalo.

TEOREMA:
Se f(x) admite derivada segunda en x,€(a,b).
Cumprese que :

Se f'"(x,)>0={¢é convexaenx,

Se f''(x,)<0={ ¢é concavaen x,

TEOREMA: (CONDICI()N NECESARIA PERO NON SUFICIENTE PARA A EXISTENCIA
DUN PUNTO DE INFLEXIéN)
Se f(x) admite derivada segunda en x,€(a,b).
Cumprese que :
Se f ten un punto de inflexién en x, =f""(x,)=0

O reciproco non é certo.

TEOREMA:( CONDICION SUFICIENTE PARA A EXISTENCIA DUN PUNTO DE
INFLEXION)
Se f(x) admite derivada segunda e terceira en x,€(a,b).
CUumprese que :
Sef'"(x,)=0 e f'""(x,)#0=x, éun punto de inflexién

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONS POLINOMICAS E RACIONAIS.

Construir a curva que representa graficamente a funcién y = f(x), consiste en determinar
as propiedades caracteristicas da mesma e os seus elementos notables, de xeito que ainda
non cofiecendo tédolos seus puntos, podamos debuxar a sua grafica. Temos que estudar os
seguintes aspectos:

Dominio: Conxunto de valores da x para os que a y toma valores reais
e As funciones polindmicas tefien por dominio tddolos nimeros reais.
e As funciones racionais estan definidas en todo R excepto nos valores que fan o
denominador igual a cero.
Cortes cos eixos: Son 0s puntos nos que a grafica corta aos eixos coordenados.

e Cortes co eixo X: Basta facer y = 0 e obter os valores da x correspondentes.
Estes puntos son por tanto da forma (x,0).

e Corte co eixo Y: Basta facer x = 0 e obter o valor correspondente da y que,
neste caso, se existe é Gnico. O punto sera da forma (0,y).

Simetrias: FUNCIONES PARES
E IMPARES
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Se fl-x) == flx) = flxlimpar= Aerdficade {| x) ¢ simétrica respecto a orixe de

coordenadas (0,0 Porex . /iy =x

Se fl-xl =flxl= ¢l par = A erdfica de | Vvl @ simétrica respecto aoeico ¥

Porev. flxl =x

Asintotas: Son rectas as que a grafica da funcién se achega cada vez mais, cando x ou y
tenden a #Y, pero non chega a tocalas. Segundo a sua posicién con respecto a os eixos
coordenados se clasifican en horizontais, verticais e oblicuas.

As funcién polinédmicas non tefien asintotas, pero si RAMAS PARABOLICAS. Hai que
estudar para elas,

lm fiv) queserd o +o o -« [Tm fix)que serd o + % on - o«

As funcion racionais poden ter:

Asintotas horizontais: A sta ecuacién é, da forma y=n onde n= lim f(x)

x>t

Asintotas verticais: A sua ecuacién é da forma x=k onde k é calquera valor da x
gue cumpra que:

lim f(x)=%*o lim f(x)==*o0
x>k* x>k~

Asintotas oblicuas: A sla ecuacion é da forma y=mx+n.

Para que unha funcion tefa asintota oblicua o grao do numerador ten que ser unha
unidade mais co do denominador. Para calcular a ecuacion da asintota tes que dividir
o numerador entre o denominador. O cociente é a ecuacién da asintota oblicua.

Monotonia: E o estudo dos intervalos de crecemento e decrecemento dunha funcidn.

Calculamos a primeira derivada e estudamos o seu signo. Nos intervalos nos que a
derivada é positiva a funcién é crecente e nos que a derivada é negativa, é decrecente.

Extremos relativos: E o estudo dos maximos e minimos relativos dunha funcion.

Os extremos relativos, se existen, estan entre os puntos singulares da funcién, é dicir, os
puntos nos que a primeira derivada é cero. Se a funcion pasa de crecente a decrecente no
punto, hai un maximo; se pasa de decrecente a crecente, hai un minimo, e se non hai
cambio de monotonia, non hai extremo.

Curvatura: E o estudo dos intervalos de concavidade e convexidade da funcion
Sabemos que a condicidn suficiente para que unha funcién sexa convexa ou céncava é que
a suUa segunda derivada sexa, respectivamente, maior ou menor que cero. Debemos

calcular polo tanto a segunda derivada e estudar o seu signo.
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Puntos de inflexiéon: Son, como xa estudamos no tema anterior, os puntos onde a
funcién cambia de convexa a concava ou de concava a convexa.

Sabemos que a condicién necesaria para que unha funcién tefia un punto de inflexién é que
a sUa segunda derivada sexa cero. Estudaremos polo tanto os valores que anulan a
segunda derivada. Este estudo xunto co estudo da curvatura, vainos indicar onde a funcion
ten os puntos de inflexion.

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION.

Con moita frecuencia aparecen problemas fisicos, xeométricos, econdmicos, bioldxicos...,
nos que se trata de OPTIMIZAR unha funcién (CALCULAR O MAXIMO OU O MINIMO
DUNHA FUNCION) (facer maximo un volume,uns beneficios, unha poboacién,; facer
minimos uns custos ou unha area...). A dificultade destes problemas normalmente non
estriba en optimizar unha funcién conecida, senén en atopar a expresion analitica da
funcién que temos que optimizar.

Nos problemas de optimizacién, o que interesa non son os extremos relativos da funcion
senodn os absolutos.

Se f(x) é derivable en (a,b), os MAXIMOS E MINIMOS ABSOLUTOS estan:

- NOS PUNTOS SINGULARES (os puntos x que verifican que f'(x)=0)

- NOS PUNTOS CORRESPONDENTES AOS EXTREMOS DO INTERVALDO.

Por tanto, para determinalos:

-Resolvese f'(x)=0.

-Seleccionanse as raices x,x,,..., X, que estan entre a e b (puntos singulares).

-Calcdilase f(x,),f(x,),f (x,),f(a),f(b) para saber cal deles é o maximo e cal o minimo
absoluto.

Tamén se pode recurrir a este teorema para saber se os puntos singulares son
maximos ou minimos relativos ou nin maximos nin minimos relativos.

Teorema:
Sexa f(x) unha funcién con derivada segunda en un punto x, € a , b |, cimprese que:

-Se f'(x,)=0 e f"(x,)>0 = f(x) ten un minimo relativo en X,
-Se f'(x,)=0 e f"(x,)<0 = f(x) ten un maximo relativo en x,
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Exemplo:

Dispofiemos dunha cerca de 100 m de lonxitude. Queremos delimitar a maxima area
posible. Cales seran as dimensions do rectangulo de area maxima delimitado pola cerca?

Solucion:

Chamemosile v aunha das dimensions do rectanenlo e v a outra.

100~ 2x
-—

Como o perimetro do vectangulo ¢ 1000 = 2x + 2y =100 = p

=501- x

() que queremns ¢ ver gue valores de xoe v fan maxima a area do recangulo:

A funcion que temos gue max nizar ¢ Arvea, =X = ol S0- x) =50x- o xel0,50)

Pava calcular os mdaximos e mininios ABSOLUTOSN temos gue buscar nos punios sin gulares ¢
nos cxtremos do intenvalo onde esta definido o funcion. A funcion definida nointervalo D =0, 50)

v el 0,50) (xwnha das diménsions do rectangulo de perimetro 100).

Nl =50-

| ]

A'lx) =50- 2y =0= 50- 2x=0= x =25 PUNTO SINGULAR

Hat un teovema (esta na teovia ) gue nos df gue se a A"(no punto sin gulary > 0= O punto sin gular € miinimo
relativo, e se A'"(no punto sin ewlar ) < 0= O punto sineular ¢ maximo relativo.

Ay =-2= AN25 =-2<0= x =25¢ o unico maximo relaiive.

Para saber se ¢ o macimo absoluto, calcwlamos o sua i max e ¢ a i max cdos extrenios.

A28 =n25

ALl =0 L Definitivamente en x =25 (Enton v =50- 25 =25)esta o maximo absoluto da funcion.

AlLs0) =0

O rectangulo de perimetro 100m gue ten area meaxima ¢ o gue ten dimensions 25 X285 (resultou ser o cadrado).

Adrea,,  =2525 =0625m.
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Exemplo:

Dispofiemos dunha cerca de 100 m de lonxitude. Queremos delimitar a maxima area
posible. Cales seran as dimensidons do rectangulo de area maxima delimitado pola cerca
se un dos lados queda contra un rio polo que por ese lado non imos colocar a cerca?

Solucioén:

Chamamosile x(a gue gueda contra o vio) a unha das dimensions do rectanenlo e v a outra.

_ I _ 100- x
Como a cevea enywegada e 100 m = x+ 2y =100= 1 =———

=50- l
p 5

R S S S R I'.:' O gue Voo 'L".i-[IL" re [ [r.".'. o [- i III'J 'I'.’['[r ol
() que queremos ¢ ver gue valores d 1 fan mdina a area do recangud
sy KL

A funcion gue temos gue max imizar ¢ Arvea = X0 = | S00- T‘ =5x- T reL N 100

Fara calcwlar os mdyimos e minimos ABSOLUTOSN temos gue buscar nos punios sin gulares e
nos extremos do mtemalo onde esta definida o funcion. A fuacion definida nointervalo D =(0,100)

vl 0100 e cdimension do rectangulo de perimetro 1000w gue so se swma wnha ves

porgue wn deses lados do rectangulo gueda pegado ao rio ¢ non se cerca).

A'l x) =50- x

N x)l =50- x=0= 50- x=0= x=50 PUNTO SINGULAR

Hai un teovema (esta na teoria ) gue nos di gue se a A"(no punto sin gular) = 0= O punto sin gular ¢ minimo
relativo, e se A" (no punto sin gular ) < 0= O punio sin gwlar ¢ mdyimn velativi.

ANy =-1= A5 =- 1< 0= 1 =50¢ 0 unico maximo relative.

Pava saher seé omaximo ahsoluto, calcnlamos g sig i max e e o § max edos extremns.

A(25) =625|

. . o s . . \
Al =0 s Definitivamente en x =500 Endon v =510 - - =25)esta o maximo ahsoluto da funcion.
Al1onl =0
O rectangulo delimitado cos 1000 m e cumplindo as condicions expostas no enunciadn do problema
gue ten area maxvima ¢ o gue ten dimensions 5025

A . E.."L'n'_,,,l,____,,,l, =S50 =25 =1250m" .
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MATEMATICAS | INICIACION AO CALCULO DE DERIVADAS. APLICACIONS.

Exemplo:

Un arame de 170 cm. de lonxitude dividese en duas partes. Con unha das partes
quérese formar un cadrado e coa outra un rectangulo de xeito que a base mida o dobre
da altura. Calcula as lonxitudes das partes nas que se ten que dividir o arame para que a
suma das areas do cadrado e do rectangulo sexa minima.

Solucion:

Se lle chamamos x a parte do arame para facer o cadrado, a parte coa que faremos o
rectangulo é 170 - x

X é o perimetro do cadrado, polo tanto a lado do
X 2

4 4
O perimetro do rectdngulo é 170-x. Como a base é o

170 -x

e a sua superficie: 6

cadrado é

170 =x

TN
w

6
170—x . , , 170—x 170—x
3 A superficie do rectangulo é: 6 3

A funcioén a optimizar é:

flx|=

1
dobre da altura a altura ten que ser e a base

?, 170—x 170—x _ x* [170—x]’
6 3 16 18

4

v oy_2x _ 2(170—x)
Fx)=16~"1s

2x  2(170—x)

— =0=x=80
16 18

" 1 1 , . .
f 1X)=§+§>0V x en x=80 hai un minimo relativo

que é ademais o minimo absoluto (basta con substituir en x=0 e x=170 para comprobar
gue iso é asi).

A suma das areas é minima cando x=80 e a area minima é 850 Cm2D=(O,17O)

Debemos dividir o arame en 80 cm para o cadrado e 90 cm para o rectangulo.
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	Este teorema dános unha condición necesaria para que unha función teña máximo ou mínimo relativo nun punto , pero non suficiente, como podemos ver no seguinte exemplo.

