MATEMATICAS |

| XEOMETRIA ANALITICA. PROBLEMAS AFINS E METRICOS. I

1. SISTEMA DE REFERENCIA AFIN

Chamamos sistema de
referencia a un conxunto
R=|0,B| formado por:

- un punto fixo, O, chamado
orixe

- Unha base B.

Sistemas de referencia del plano

Sea R = { O; uq,ug} donde B ={ u,,uy}es base

P OP-—xu +yu, - (xy)

Al punto P le correspande el par ordenado {x,y) gue
llamaremos coordenadas del punto P. Coinciden
con las componentes del vector de posicién OP.

Ainda que podemos formar
un sistema de referencia con
calquera base, traballaremos
no sucesivo ca base
canénica  B=|i,j|. Desta
maneira conséguese o
sistema de referencia co que
xa estas acostumado a
traballar.
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VECTOR POSICION.-

A cada punto P do plano asocidmoslle o vector OP de coordenadas |a,bl,
chamado vector de posiciéon do punto P. Deste xeito cada punto do plano ten
unas coordenadas |a,b|, que escribiremos P|a,b].

VECTOR DIRECCION.-

Os vectores serven tamén para marcar as direccions das recta. Un vector
paralelo a unha recta dise que é un vector direccidon da recta. Cada recta ten
infinitos vectores direccion.

Un par de puntos dunha recta determinan un vector direccion.

COORDENADAS DE UN VECTOR QUE UNE DOUS PUNTOS.-

Supofiamos que temos dous puntos A(Xl,yl) e B(Xz,y2) z

. O vector AB verifica que:

OA+AB=0B Ak
polo tanto A~ -~
AB OB OA (XZJ yz) _( Xls yl) :(XZ_XD .yz_yl //
0/
Y
X
Ej.-
M(7,-5)yN=(-2,-11)

MN = coordenadas de N —coordenadas de M =ON —OM =(—2,—11)—(7,-5)=(-2—-7,-11 —(-5))=(-9,-6)
NM = coordenadas de M — coordenaadas de N=0M —ON =(7 ,—5)—(—2,—11)=(7 —(— ),—5—(—11))=(9,6)
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CONDICION PARA QUE TRES PUNTOS ESTEAN ALINADOS.-
Para que tres puntosA(Xl,yl), B(Xz’yz) e C(x3,y3) estean C (%g,¥)

alifados, os vectores AB e BC tefien que ter a mesma
direccion, é dicir, ten que existir un escalar tal que
AB=k BC, ou 0 que é 0 mesmo, as slias coordenadas
tefien que ser proporcionais:

] ':xi ?lr1]

A(x,,y,),B(x,,y,)y C(x,, y,) alifiados < AB y BC tefien amesmadireccién
X37X_Y3™ Yo

X=Xy YoM

(coordenadas proporcionais) < AB=(x,— X, y,— y1)=k-BC=k-(X;—X,, y3— ¥, )&

Ex1.- P(7,11),Q(4,—3),R(10,25)estdn alifiados ?

P%:(—(g,2—81)4) = PQ y QRtefien a mesma direccion(PQ||QR) pg QR=—2-PQ= P,Q y Ralifiados
R=(6,

Ex2.- Calcula x para que P(1,7), Q(3,-4) , R(x,5) estean alifiados.

EQ:(Z’_H) Paraque l_ny(_)'Rteﬁanamesma direccién(ﬁQH@R)epor tantoP ,Q y R estean alifiados :
QR=(x-3,9)
XEB:_Tll2>18=—11x+33=>11x:15:>x:%

PUNTO MEDIO DUN SEGMENTO .-
As coordenadas do punto medio, M, dun segmento de extremos A(Xl,yl)
y A'[X,, ¥,| son: .

X tx, y,ty,
2 2

Dem.-

X tx, yity,
)

— = ], 1 1 1
OM:OA"'EAA :(X1:Y1)+5<X2_X1:Y2_Y1): X1+§<X2_X1):Y1+E(Y2_Y1) =

Ej.-

—_—

2+4 3+5

A(2,3)B(4,5) Puntomediode AB=M ;= > >

=(3.4)
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Esta expresién serve tamén para calcular o simétrico P’ dun punto P respecto
doutro punto O.

En efecto, dado un punto P(Xl,yl) e un punto O[X,,Y,|, o simétrico de A

respecto de P é un punto P'(X'l,y’l) tal que O é o punto medio do segmento
PP’.

Ex.- Calcula A’ o simétrico de A(2,3) respecto a B(4,5).

YR Y Wi simcirfco de A vespeciog B — 8 ox pusite siedio de 44— M

v+ 2

ECUACIONS DA RECTA.-

ECUACION VECTORIAL DA RECTA.-

PUxYy)

Unha recta no plano esta determinada por un punto P(p,,p,) e un vector
qirector.

d= (dl ) dZ)

Sexa OP o vector de posicién do punto e (6.4 =(x,y) o vector de posicion dun
punto X calquera da recta.

Cumprese que: OX=0P+Ad
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Esta ecuacion chamase ecuacion vectorial da recta e a partir dela obteremos
todas as demais.

ECUACIONS3 ”ARAMETRICAS.-

Se pofiemos as coordenadas no lugar dos vectores, queda asi:
(X’Y>:(p1’Pz>+)L(d1,dz)
Expresando cada variable por separado obtéfiense as ecuaciéns
paramétricas de r:

X=p,+Ad,

A pardmetro Paracadavalor de A, seobtieneun punto(x, y)der
y=p,+Ad,

ECUACION CONTINUA. ECUACION DA RECTA QUE PASA POR DOUS
PUNTOS.-

Se despexamos o parametro e igualamos o resultado, obtense a ecuacioén de r
en foma continua:
_X"h
d |[_X“P_Y—P
A — y_ pZ dl dz
dZ

A

ECUACION XERAL OU IMPLICITA.-

Facendo operacidns obtense unha expresiéon da forma:
Ax+By+C=0 Ecuacion xeral ou ecuacion implicita de r.

Desenvolvendo a ecuacién continua, temos que
dz(X_P1):dl(y_p2):>dzx_d1y_(P1d2_d1P2):O

O vector de coordenadas (A,B) A=d,y B=—d, é perpendicular a recta.
Chamase vector normal a recta.

OBSERVACION.-

Se 3x+5y+10=0 & a ecuacion xeral dunha recta , temos que saber que un
vector director da recta é a:(—5,3) e que un vector normal (perpendicular) a
recta é h=(3,5) .

ECUACION EXPLICITA.-

En todas as rectas , salvo nas paralelas ao eixo Y, despexando y, obtense
unha expresién da forma:
y=mx+n
m pendiente Ecuacién explicita da recta de r
nordenada enel origen
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A pendente dunha recta € o incremento da ordeada cando a abscisa
increméntase nunha unidade. A pendente dunha recta é a tanxente do angulo
que forma a recta coa parte positiva do eixo das X.

- d
Sid=(d,,d,)»>m==>
d,
Sim pendiente de la recta= (1, m )es unvector director dela recta

Se m é a pedente de r, entdn _m—l pendente das rectas perpendiculares de

r

ECUACION PUNTO-PENDENTE.-

y=yotm(x—x,)
m pendiente de larecta
(xy,y,) punto delarecta

Ex1.- Calcula as gcuaciéns da recta que pasa por P(2,-5) e ten como
vector director d(2,—-1).

OX=0P+1d=(x,y)=(2,-5)+A(2,—1) ECUACION VECTORIAL

X=2;23 ECUACIONS PARAMETRICAS
y=—5-

:x—2:y+5:> X—2_y+5

D) 1 5 1 ECUACION CONTINUA

A

—x+2=2y+10=> x+2y+8=0 ECUACION XERAL OU IMPLICITA

—x—8
2

y= - y:%lx—4 ECUACION EXPLICITA

y+5:_71(x—2):>y=—5—%(x—2) ECUACION EN FORMA PUNTO-PENDENTE

Ex2.- Calcula as ecuacions da recta que pasa por P(2,-5) e por Q(-7,2).
d=PQ=(-9,7)

OX=0P+id=(x,y)=(2,-5)+A(-9,7) ECUACION VECTORIAL
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X=2-9A ECUACIONS PARAMETRICAS
y=—5+7A

i=x__92=y;5=« X__92=y;5 ECUACION CONTINUA

7x—14=—9y—45= 7x+9y+31=0 ECUACION XERAL OU IMPLICITA

yzﬁz y:‘%x—% ECUACION EXPLICITA

y+5=%7(x—2):>y=—5—%(x—2) ECUACION EN FORMA PUNTO-PENDENTE

FEIXE DE RECTAS.-

Ao conxunto de todas as rectas que pasan por un punto P, chamaselle feixe de
rectas de centro P.

A expresion analitica do feixe de rectas de centro x
P(Xo’)’o) é:
alx—x,)+b[y—y,|=0

Ou tamén en funciéon dunha pendente m variable:
YZYO"'m(X_Xo)
Nesta expresion falta a recta x=x, que hai que engadir.

Se cofiecemos duas rectas do feixe en forma xeral r:ax+by+c=0 e
r':a'x+b'y+c'=0 o feixe pode ponerse asi:
klax+by+c|+k'[a'x+b'y+c'|=0

POSICION RELATIVA DE DUAS RECTAS. PERPENDICULARIDADE E
PARALELISMO.-

Duas rectas no plano poden:
1.-Cortarse nun punto (se os vectores directores tefien distinta
direccion). O punto de corte podese obter resolvendo o sistema que forman

as ecuacions das rectas.
Duas rectas son perpendiculares se os seus vectores directores son

perpendiculares.
2.-Ser paralelas ( se os vectores directores tefien a mesma direccion e

non tefien ningun punto en comun)
3.-Ser a mesma recta (se os vectores directores tefien a mesma

direccion e todos os puntos son comuns)
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OBSERVACION.-
Duas rectas son perpendiculares se a pendente dunha é a inversa cambiada

de signo da outra m=

Se duas rectas son perpendiculares e v=(v,,v,) é o vector director dunha
delas, entén un vector director da outra sera v'=(—v,,v,)

ANGULO FORMADO POR DUAS RECTAS
Chamase angulo formado por duas rectas ao menor dos angulos que forman.

180-cx

CASO1.-

Sed e c_{ .son vectores directoresdere s

€08 GTS) —C0s (/C_i:gs) = Mﬁ (/rjs )=dngulo formado por r e s= arccos M
14 a1d,

Observa que, ao tomar o valor absoluto do produto escalar, o resultado é
positivo e, polo tanto, o angulo é agudo (ou cero se os vectores directores
tefien a mesma direccion). Consideramos o angulo formado por duas rectas ao
menor dos angulos que forman, € dicir ao angulo agudo.

CASQ2.-

Sen efi son vectores normaisderes

i

— _— |

cos(r,s)=cos(i., )=

r N

7,

—

n-n
=(r,s)=dngulo formado porr es=arccos | |

r N

=

}

- |

n

UARUN

r

=

N

CASQ3.-

Sem_em, pendentesdasrectasres

— m.—mg| — . m,—m
tan(r,s)=|————=(r,s)=dngulo formado porr e s=arctan

1+m.m, 1+m m,

m,=tana ,a dnguloque formar e o eixo OX

m,=tan f3, f dngulo que forma seo eixoOX
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— tan o —tan m.—m,
tan(r,s)=tan(a—p )= =
(r.s) (e=p) l+tanatan f 1+m,m;

supofiemos o> 3

Tamén:

sem, e m, pendentesdasrectasres=(1,m,)e(1, m,)vectores directores der e s=>CASO 1
CALCULO DE DISTANCIAS.-

DISTANCIA ENTRE DOUS PUNTOS.-

SiA:<X0’y0)yB:(X1’.V1); d<ArB):|XB|:V/(X1_X0)2+(.V1_YO)2

Ex.-

SiA=(2,3)yB=(3,-1); d(A,B)=|(1,—4)|={(3=2)"+(-1-3}F={1*+(—-4)*=/1+16=/17

DISTANCIA DUN PUNTO A UNHA RECTA.-

Si P=(x,, y,)un punto y runa recta con ecuacién general:r: Ax+By+C=0

A distancia do punto P a recta r sera :

Ax . +By . +C
d(P(xO,yO),r:Ax+By+C=0)=%
| A%+ B?

A (_ = i
_20-(=5)43]_10_1045_, =

- d(P(1,-5),r:2x—y+3=0 — ) ==
v TR

RECTAS E PUNTOS NOTABLES DUN TRIANGULO.-

ALTURA TRIANGULO : Recta perpendicular a un dos lados que pasa polo
vértice oposto. Nun tridngulo hai 3 alturas que se cortan nun punto chamado :
ORTOCENTRO.

Ex.- Calcula o ortocentro do tridngulo de vértices: A(2,-1), B(4,5) e C(-4,3).

1.- Calculamos a ecuacioén da altura do lado AB. (recta que pasa polo vértice C e é
perpendicular ao vector AB)
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Temos un punto da recta C(-4,3) e un vector director da recta a=(6,— 2) porque &
perpendiculara AB=(2,6) . Polo tanto, a ecuacion da recta en forma continua é:
+4 — Pasando 4 ecuaci6n xeral
XT:V—;’ > —2(x+4)=6(y—3)>—2x—8=6 y—182x+6y—10=0>x+3 y—5=0
Ecuacion da altura do lado AB en forma xeral: x+3y-5=0.

2.- Calculamos a ecuacion da altura do lado AC. (recta que pasa polo vértice Be é
perpendicular ao vector AC )

Temos un punto da recta B(4,5) e un vector director da recta ZI: (4 ,6) porque &
perpendiculara AC =(— 6,4) . Polo tanto, a ecuacion da recta en forma continua é:

— —_ asando & ecuacion xeral
%:YTS ety 6(x—4)=4(y—5)26x—24=4y—2036x—4y—4=033x—2y—2=0

Ecuacion da altura do lado AC en forma xeral: 3x-2y-2=0.

3. Calculase o punto de interseccion ORTOCENTRO resolvendo o sistema formado polas duas
alturas.

x+3y—5=0 |5 ORTOCENTRO : (E 13)

3x—2y—2=0 11°11

Podese calcular a ecuacion da altura do lado BC e comprobar que tamén pasa polo ortocentro.

MEDIATRIZ TRIANGULO:Recta perpendicular a un dos lados que pasa polo
seu punto medio. Nun triangulo hai 3 mediatrices que se cortan nun punto
chamado: CIRCUNCENTO. O circuncentro € o centro da circunferencia
circunscrita.

Ex.- Calcula o circuncentro do triangulo de vértices: A(7,-1), B(4,8) e C(-1,3).

1.- Calculamos a ecuacion da mediatriz do lado AB. (recta que pasa polo punto medio de AB e
¢ perpendicular ao vector AB)

11 7
Temos un punto da recta PUNTO MEDIO DE AB:MAB=(7, 5) e un vector director da
recta 3: (9,3) porque é perpendicular a K»B= (—3,9) . Polo tanto, a ecuacion da recta en
forma continua é:
11 7

2 y= E Pasando 4 ecuacion xeral 3 9 7 >3 9 >3 9 1520 3 5—0
_= ——|= —_— _—= _— — + = — +5=
9 3 DY I LAY R R A RS X

Ecuacién da mediatriz do lado AB en forma xeral: x-3y+5=0.

X—

11 33 63
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1.- Calculamos a ecuacion da mediatriz do lado AC. (recta que pasa polo punto medio de AC
e é perpendicular ao vector AC)

Temos un punto da recta PUNTO MEDIO DE AC=M ,.=(3, 1] e un vector director da

recta 21: (4,8) porque é perpendicular a KE:(— 8,4) . Polo tanto, a ecuacion da recta en
forma continua é:

xX—3 _ y— 1 Pasandoéegacién xeral
4 8
Ecuacién da mediatriz do lado AC en forma xeral: 2x-y-5=0.

8(x—3|=4(y—1)28x—24=4y—458x—4 y—20=02x—y—5=0

3. Calculase o punto de interseccion CIRCUNCENTRO resolvendo o sistema formado polas
duas mediatrices.

Xx=3y+5=01, CIRCUNCENTRO : (4,3)
2x—y—5=0

Pdodese calcular a ecuacion da mediatriz do lado BC e comprobar que tamén pasa polo
circuncentro.

MEDIANAS TRIANGULO: Recta que pasa por un vértice e o punto medio do
lado oposto. Nun triangulo hai 3 medianas que se cortan nun punto chamado:
BARICENTRO.

Ex.- Calcula o baricentro do triangulo de vértices: A(7,-1), B(4,8) e C(-1,3).

1.- Calculamos a ecuacién da mediana do lado AB. (recta que pasa polo punto medio de AB e
polo vértice oposto C)

Temos un punto da recta PUNTO MEDIO DE AB=MAB=(%, %) e un vector director da

- (=13 1 -
recta d=MABC=(T,—E) que ten a mesma direccion que d=(13,1] . Polo tanto, a
ecuacion da recta en forma continua é:

17

2 y_E Pasando 4 ecuacion xeral 7
—_— = 1{x——|=13|y—=
13 1 2 2

Ecuaciéon da mediana do lado AB en forma xeral: x-13y+40=0.

X
11 11 91

—)x—7:13y—7—)x—13y+40:0

1.- Calculamos a ecuacion da mediana do lado AC. (recta que pasa polo punto medio de AC e
& 0 vértice oposto B)

Temos un punto da recta PUNTO MEDIO DE AC=M ,.=(3, 1] e un vector director da

recta d=M ,-B :(1,7 . Polo tanto, a ecuacion da recta en forma continua é:

X—3 _ !i_]' Pasandoéeglacién xeral
1 7

Ecuacion da mediana do lado AC en forma xeral: 7x-y-20=0.

7(x=3]=1{y—1|27x—-21=y—17x—y—20=0
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3. Calculase o punto de interseccion BARICENTRO resolvendo o sistema formado polas duas
medianas.

x—13y+40=0(5 BARICENTRO :

10 10
7x—y—20=0

33

Poédese calcular a ecuacion da mediana do lado BC e comprobar que tamén pasa polo
baricentro.

CALCULAR AREA DE UN__TRIANGULO CONOCIENDO LAS
COORDENADAS DE SUS VERTICES:

Ex.- Calcula a area do triangulo de vértices: A(1,-5), B(4,2) e C(-3,3).

1.- Calculamos a lonxitude da base: b=|AB|=distancia de Aa B=|(3,7)|=v32+72=1/58

2.- Calculamos a altura do triangulo que vai ser a distancia de C ao lado AB, é dicir a distancia
do punto C arecta que pasaporAeB:

Temos un punto da recta A(1,-5) e un vector director 321@:(3,7) . Polo tanto, a ecuacion
da recta que pasa por AB en forma continua é:

XT_IZ)GLS Pasandoéegaciénxeral 7(X_1]:3(y+5)_)7x_7:3y+15—)7x—3y—22:0

Ecuacidn da recta que pasa por AB en forma xeral: 7x-3y-22=0.

A distancia de C a recta r:7x-3y-22=0 vén dada pola férmula:
7-(—3)—3-3—22| _|-52|
V724(=3)2 V58

altura=distancia(C,r ,;)=distancia(C=(—3,3),r ,;:7x—3y—22=0)=

altura =distancia(C,r ;)= 22 nidades

V58

3.- Calculamos a area do triangulo : .
lonxitude dabase-altura _|AB|- distancia(C=(—3,3), recta r,;:7 x—3y —22=0)

Area do tridngulo=

2 2
/5822
) 458 _52_ :
Area do triangulo== — T, - 26 unidades cuadradas
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LUGARES XEOMETRICOS NO PLANO. MEDIATRIZ E BISECTRIZ.
C()N[CAS. CIRCUNFERENCIA, ELIPSE HIPERBOLE E
PARABOLA.ECUACIONS E ELEMENTOS.

Un lugar xeométrico do plano € un conxunto de puntos do plano que verifican
unha propiedade.

MEDIATRIZ DUN SEGMENTO AB:
Lugar xeométrico dos puntos do plano que equidistan dos extremos A e B.

Exemplo: Mediatriz do segmento que ten os extremos nos puntos A(5,2) e

B(1,4).

FPivoviemediatriz— d A Py =di B Py — J: w- 51T -2 : :\,[: w- 17+ -4 -

(= s alp- 20 =le- 17+ l0-4)7 — X 425- 100+ )7 +4- 4=, +1- 25+ y7 +16- 8y —

-Rv+dr+ 12 =0— -2+ v+ 3 =0 Eevacion da mediairiz

Exercicio: Mediatriz do segmento que ten os extremos nos puntos A(3,5)
e B(-2,1).

BISECTRIZ DUN ANGULO:

Lugar xeométrico dos puntos do plano que
equidistan das rectas que determinan o angulo.Nun
triangulo hai 3 bisectrices que se cortan nun punto
que se chama: INCENTRO. O incentro é o centro da
circunferencia inscrita.

Exemplo: Bisectriz do angulo formado polas rectas r:3x-4y+5=0 e

s:6x+8y+1=0.
. ] . . 3o - —1_1'+5| |f1.'-.'+?~G_1'+]| 3o - 4_1'+:'~| |f:.'-.'+?~'_1'+]
Pirviehisechrie — dilr) =d(hs)— = = = - — — = —
.J}.:+f—_1]' -Jh'+hi' = 10

, . , . 8]

— [0 3v-dr+ 5] =5lor+xv+ 1l — ox- Sr+ld=t6r+8r+1— lor-9=0— 1 =—  Hiscchizl
16

[~ " ; . ) , , . - 11 . .

— 100 3v- 4y +5) =51-b6x- Br-1] — G- ®r+l0=—fr-¥r-1— 12v+11 =0— v = Biseciz2

12

N
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Exercicio: Bisectriz do angulo formado polas rectas r:x+y+2=0 e s:3x-
y+5=0.

CONICAS:

Circunferencia Elipse Parabola Hipérbola

-
-

A

www.ditbutec.es.tl

CIRCUNFERENCIA DE CENTRO C(a,b) E RAIO r:

Lugar xeométrico dos puntos do plano que equidistan do punto fixo C (a,b)
i w2 i ;N2 ) clrunieraris
. , ., e, L= al =Rl = —

unha distancia r. A sia ecuacion é : - -

Exemplo: Calcula a ecuacién da circunferencia de centro C(2,3) e r=4.

Pl vie civeunferencia — (P 1] C02, 30 =4 — J a- 2V 4l -3 =4 = {x-20 +{1-3) =16—

- A4+ -6+ =16 — o - Ay -6r -3 =0 Fenacion veral da civeanferencia
Exercicio: Calcula a ecuacion da circunferencia de centro C(3,1) e r=3.
ELIPSE:

Lugar xeomeétrico dos puntos do plano tales que a suma das distancias a dous

puntos fixos chamados focos é constante e igual a 2a.
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AP Fl+dl PF I =2a

Ecuacion reducida: Focos no eixo X a>b

--'-" 1I- o ¥ ) T ) F v af Y
—+=—= =1 Relacion fundamental a= =h"+c¢” Fle,0)Fl-c.0]
g

HIPERBOLE:

Lugar xeométrico dos puntos do plano tales que a diferenza das distancias a
dous puntos fixos chamados focos é constante e igual a 2a.

AP FI-dlPF) =20

Ecuacion reducida: Focos no eixo X a>b

1 . , 2 g3 3 . o )
— - —= =1 Relacion fundamental a” +b~ =c= Fic,0)Fl-c. 0]

PARABOLA:

Lugar xeométrico dos puntos do plano tales que estan a igual distancia dun
punto fixo chamado foco e dunha recta fixa chamada directriz.

AP F) =diP.d)

Ecuacion reducida: Foco no eixo X

x :L lIr I: .'IJ

- " -0, . g
=0y ool x =2P directriz d\ F.d) =p
Ip 2 2
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=je

parametro

Ecuacion reducida: Foco no eixo Y

R -p A R
r=—F [[].L} TRV T :—J:m'm-m: dl Fodl =p
' Ip 2 ' 2

= e

paramatro
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