MATEMATICAS |

TRIGONOMETRIA. RESOLUCION DE TRIANGULOS.

MEDIDAS DUN ANGULO. RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO AGUDO.-

Un angulo é a rexioén do plano comprendida entre ddas semirrectas cunha orixe comun.
As semirrectas chAmanse lados e a orixe comun, vértice.

MEDIDAS DUN ANGULO.-
Para medir angulos utilizanse as seguintes unidades:

Grao sexaxesimal (°): Se se divide a circunferencia en 360 partes iguais, o angulo central
correspondente a cada unha das stas partes é un angulo dun grao (1°) sexaxesimal.
Un grao ten 60 minutos (') e un minuto ten 60 segundos ().

Radian (rad): E a medida dun dngulo tal que o seu arco mide un raio.
" B

2arad=360"° |"
mrad=180° \

1 radian mide algo menos de 60°. 1rad=57°17"45""

1.- Responde:
a) Cantos radians corresponden aos 360° dunha circunferencia?
b) Cantos graos mide 1 radian?
. . T .,
¢) Cantos graos mide un angulo que ten 5 radians?
d) Cantos radians equivalen a 270°?

2.- Expresa en graos sesaxesimais os seguintes angulos dados en radians:

e 27 4
26 LY V3
5mx 77 Om
d) 4 e) 5 f) >

3.- Pasa a radians os seguintes angulos dados en graos. Exprésaos en funcién de it e en forma decimal.

a) 40° b) 108° c) 135°
d) 240° e) 270° f) 126°
NOTA.-

Dous triangulos ABC e A’B'C’ son semellantes se:
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Primeiro criterio: A=A' y B=B' (dous dngulos iguais)
a

T c . .
Segundo criterio: — =-—=—(lados proporcionais)

(=
a

A

. o ~ b_c e s
Terceiro criterio: A=A'y b o (lados proporcionais e angulo comprendido igual)

RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO AGUDO.-

As razons trigonométricas dun angulo agudo definense a partir dun tridngulo rectangulo construido
sobre el.

As razéns trigonométricas son independentes do triangulo rectangulo escollido (todos os triangulos
rectangulos construidos sobre o angulo son semellantes e por tanto os lados son proporcionais).

A o
b <
_ lonxitude do cateto opostoa a _a
senode a= : . sena=—
lonxitude da hipotenusa c
_ lonxitude do cateto contiguo a o _b
cosenodeo = - - cosq=—
lonxitude da hipotenusa c
_ lonxitudedo cateto opuesto aa _
tangente dea = tana=—

lonxitude do cateto contiguo a

RAZONS TRIGONOMETRICAS DE 30° E 60°.-

Consideramos un triangulo equilatero de lado 1. Trazamos a altura, dividimolo en dous tridngulos e
guedamos cun deles.

1
O triangulo considerado é rectangulo de angulos : 60°,30° e 90° e lados :1 (hipotenusa) e 5 O outro

podémolo calcular utilizando o teorema de Pitagoras:

2 5
|

3

X2+

:12:«x2+l:1:x2:1—l:x2:§:x:+ q‘é
4 4 4 | 4
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30° 60°
= /3
sena o2 1 sen60°=X=12
sen30°=—=— 1 2

1 2

— 1
cos o cosBO"zﬁ:ﬁ o 2 1
1 2 cosb60’=—=—
_ 1 2
1 _43 -

t tan30°=—==— o—
an o 33 tan 60°=13

RAZONS TRIGONOMETRICAS DE_45°.-

Consideramos un tridngulo isoésceles rectangulo no que os lados iguais miden 1.

O triangulo considerado é rectangulo de angulos : 45°, 45 ° e 90° e lados :1 (catetos)
podemos calcular utilizandcio teorema de Pitagoras:
P+ 1’=x"=2=x’>x=+/2=2

.Ooutroo

45° _
1 42
sena sen45°=—=—
2 2
cos45°=if:J—2
Cos o V2 2
tan 45°=1
tan o

RELACIONS FUNDAMENTAIS.-

1.- sen’a+cos’a=1 (Férmula fundamental da trigonometria)

Dem.-
B
: a
seno =— cosa=—
A o c
b C
2 2 a\> [b\> & b®> @&+b® TEOREMAPITAGORAS C°
sen"a+cos"a=|—| + —| =5+5=" = >=1c.q.d.
c c ¢ cC c c
sena
2.- tana=
cos o
Dem.-
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a b
sena=— cosa=—
c C

a
sena_c_ac_a_tana q
=—=—=—= c.q.d.
cosa b bc b 9
c
2 1 1
3.- l+tan"a=—7— y 4- I+——=—
cos o tan"a sen"«a
Dem.-
DIVIDINDO A IGUALDADE ENTRE cos’a 2
2 2 = —_
sen"a+cos a=1 1+tan a_COS2O{
DIVIDINDO A IGUALDADE ENTRE sen” & 1 1
2 2 = 1+ —
sen“a+cos a=1

2 2
tan o sen o

4.- Calcula as demais razons trigonométricas do angulo o ( 0° < o < 90°) utilizando as relaciéns
fundamentais:

[

v

w|

Q

a) sena= b) cosa= c) tana=

2
3
8 e) cosa=0,72 f) tanax=3

d) sena=

CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA. RAZONS TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CALQUERA. -

Trazamos unha circunferencia de raio 1.
Tomamoso sistema de coordenadas coa orixe no centro da circunferencia.
Os angulos sitlanse sobre a circunferencia do seguinte modo:
-O vértice no centro.
-Un dos lados coincidindo co semieixo positivo das x.
-O outro lado, onde corresponda, abrindose o dngulo no sentido contrario ao movemento das
agullas do reloxo.
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.f'df-ﬂ- . -H--H"'\-u
/ / sen + Serﬂ\x
/ A\
f COS = cos + \
Cr'l : " - - - . - - - - i
Ol x=cosa =« '. |
1 = = II-
-5\ Sen | Sen /
\ /
‘\ COS - cos -I-//f'
'\-\._L-\-‘-\--\- -_'__.o-'f.z

Definese 0 sena como a ordenada do punto no que o segundo lado do angulo @ corta &
circunferencia goniométrica.
Definese 0 cosa como a abscisa do punto no que o segundo lado do angulo @ corta 4 circunferencia

goniométrica.

i ‘ ‘ 4 v

\—/

-
N
/.
N
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RAZONS TRIGONOMETRICAS .-

0°=360° | 3qe % 45° % 60° % 90° 180° 7 270°
27 £ 371
2 2
sena 0 1 Q B 1 0 -1
2 2 2
cos 1 B Q 1 0 -1 0
2 2 2
tan o 0 V3 1 J3 Non 0 Non
3 existe existe

5.- Indica las restantes razones trigonométricas de & (sin usar la calculadora para calcular @ ). Luego
compruébalas utilizando la calculadora.

a) senaz? a<180°

tana <0 c) tana=-3

a<270° b) cosaZ%

NOTA.-
Dous triangulos ABC e A’B’C’ son IGUAIS se:

Primeiro criterio: Tenen os seus tres lados iguais.

Segundo criterio: Tenen dous lados e o angulo comprendido entre eles iguais.
Terceiro criterio: Tenen iguais un lado e os seus dngulos adxacentes .

Cuarto criterio: Tenen iguais dous lados e o angulo oposto ao maior iguais.

REDUCCION AO PRIMEIRO CUADRANTE.-

ANGULOS SUPLEMENTARIOS (SUMAN 180°) =

sena =sen(180— f3)=sen f8 fi <] i i)
cos a=cos (180— 8 )=—cos 3 1
tan o =tan (180 — ) =—tan f3 Ry i

a = 180° -
B = OB = | PAXINA 6 DE 22
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ANGULOS QUE DIFIEREN EN 180°

a = 180° + p

sen a=sen(180+ 3 )=—sen 8
cos o =cos(180+ 3 )=—cos 8
tan ¢ =tan(180+ 3 )=tan 3

a = 180° + B
OB = OB = 1
sing = -sind
COS@ = -C JSB
tang = tang

ANGULOS OPUESTOS (SUMAN 360°)

.-"'-'-F-__--\-\-""'\-\.
sen a=sen (360— 3)=—sen f3 ,r’ff H\IE.
cosa =cos(360— B )=cos / Ry
tan ¢ =tan (360 — 3 )=—tan f3 [ fe cl
[ H-H-\""\-\. 3 ||
Y 1 H""\-\_‘\}:j
a0 -p
O = OB = 0
sina = -sinp
CosT = Cos@
tana = -tanp

ANGULOS COMPLEMENTARIOS (SUMAN 90°)
« = 90° - P

senaa=sen(90— B )=cos f3

cos c=cos (90— ) =sen 8
1

tan 8

tana=tan (90— )=

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA

PAXINA 7 DE 22



MATEMATICAS |

ANGULOS DIFIEREN EN 90°

| 1
et t =t 90+ =
; | ana=tan(90+f) —

/‘5\ k sen a=sen(90+)=cos 8
AN cos a=cos (90+ 3 )=—sen 8

a = 90° + p\
OB = OF =1
ging = cosp
cosa = -sinp

1
@ = =—

a = 270° - B
ANGULOS QUE SUMAN 270° —T—

sena=sen(270— 3 )=—cos 3 [ . |
cos a=cos (270 - )=—sen 8 | % ;F !
1 A | .-'I .-"l
tana=tan(270—p )= iy
a_f‘_ _d__,,-"
@ o= 20" - B
08 = OF = |
sinad = -Cosg
tang = “.E'IB

ANGULOS QUE DIFIEREN EN 270°
a = 270° + B

sena=sen(270+ 3 )=—cos f3 |
anam(oseal-—L [ A=A

tan
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RESUMINDO.-
Angulos opostos: Pl
sin {—a |j=—sin a cos|—al=cosa tan{—a )=—tana [ i:;f
| | | | | | 1 ::._:#.'.F; iy
| sin [360—a)=—sina | | cos{360—a)=cos a | | tan (360 —a)=—tan a | L r/

Angulos sunlementarios e angulos aue difiren en 180°:

| sin(180F a)=sina |

| cos( 180 F o )==cosa |

|t3n“3ﬂ$u:}=$t3nu |

{ Angulos complementarios e Angulos que difiren en 90°:

+1
1 Fal= (00 Fa|=%51 tan (M Fa)=——m
| sin [90F a|=cosa | | cos(90F a)==%sina n{MNFa) T

6.- Relaciona as razéns trigonométricas dos seguintes angulos coas dun angulo do primeiro cuadrante:

a) 150° b) 135° ¢) 210
d) 225° e) 315° f) 120°
g) 340° h) 200° i) 290°

7.- Se sena =0,35, determina:
a) sen(180°—«a) b) sen(a+90°) c) sen(180°+a)
d) sen(360°— ) e) sen(90°—a) f) sen(360°+a)

8.- Calcula as razéns trigonométricas de 55°, 125°, 145°, 215°, 235°, 305° e 325° a partir das razén
trigonométricas de 35°: sen 35°=0,57; cos 35° = 0,82; tg 35° = 0,70.

9.-Se tana:% e 0°<a<90°, determina:

a) sen(a) b) cos(a) c)
tan(90°— )
d) sen(180°—«) e)cos (180 °+a ) f) tan(360°— )

10.- Calcula o resultado das seguintes operacidns sen utilizar a calculadora:

a) 5cosg—cos 0+2 COSJ[—COSSTJT+COS2.7‘[

b) Stan Jr+3c057§t+2tan 0+sen37ﬂ—256n27z

c) gsenﬂ—4 sen3—ﬂ+356n =2 senZ
3 2 2 3 2

11.- Proba que:
1

a) 4sen%+\/§cos Z+ cost=2
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b) 2\/§sen2?ﬂ+4sen7€r—2seng=3

12.- Calcula o resultado das seguintes operaciéns sen utilizar a calculadora:
a) sen f+sen g+sen 7

b) cos 71— cosO+cosJ—zt— cos 32—ﬂ
27T 77 4 117
c) sen———cos —+tan —+tan——
3 6 3 6

13.- Calcula o resultado das seguintes operacions sen utilizar a calculadora:

5x 3 77
a) sen——+cos—— —sen —

4 4 4
b) coss—”+tan4—ﬁ—tan7—ﬂ

3 3 6

Y T _ _~n./? T
c)\/3c056+sen6 2cos4 2¢35en3
d) —2sen5—n+2\f€c055—n—2c055—ﬂ+sen3—ﬂ—cosn
4 6 3 2

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.-

Resolver un triangulo é calcular os datos desconecidos (lados e angulos) a partir dos que conecemos.

Nun tridngulo rectangulo se cofiecemos dous datos ( (ademais do angulo de 90°) ) , un deles un lado,
podemos calcular todos os demais (utilizando as razéns trigonométricas apropiadas , o teorema de
Pitagoras e sabendo que a suma dos angulos dun tridngulo é 180°.

14.- Resolve os seguintes triangulos rectangulos (C = 90°) calculando a medida de todos os elementos
desconecidos:

a)a=5cm, b=12cm. Hallac, A, B.

b)a=43m,A=237° Hallab, c, B.

c)a=7m,B=58° Hallab,c, A.

d) c=5,8km,A=71° Hallaa, b, B.

15.- Para determinar a altura dun poste afastdmonos 7 m da sta base e despois medimos o angulo que
forma a visual ao punto mais alto coa horizontal, co que obtemos un valor de 40°. Canto mide o poste?

16.- Estamos en A, medimos o angulo baixo o que se ve o edificio
(42°), despois afastamonos 40 m e volvemos medir o angulo (35°).
Cal coidas que é a altura do edificio e a que distancia nos atopamos
del? Observa a ilustracion:

40 m

17.- Se queremos que unha cinta transportadora de 25 metros eleve
a carga ata unha altura de 15 metros, que angulo se debera inclinar a cinta?
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18.- Unha escada de 2 m estd apoiada nunha parede formando un angulo de 50° co chan. Calcula a
altura & que chega e a distancia que separa a sta base da parede.

19.- O lado dun rombo mide 8 cm e o dngulo menor deste é de 38°. Canto miden as diagonais do
rombo?

20.-
a) Calcula a altura correspondente ao lado AB en cada un dos seguintes triangulos:
® () @ B
. C,
G ,< 28 cm
-ﬁ 17 cm £) cm
A 22 cm B A5 B A em €

b) Calcula a area de cada triangulo.

21.- Nun tridngulo ABC conecemos a=20cm, ¢=33cm e B=53° Calcula a lonxitude do lado b.

22.- No tridangulo ABC, AD ¢é a altura relativa ao lado BC. Cos datos da 3 cm
figura, indica os angulos do triangulo ABC.

B D<«—42 cm—> C
RESOLUCION DE TRIANGULOS CALQUERA.-
TEOREMA DO SENO
Nun triangulo calquera de lados a, b, c e de angulos A, B,C , cimprense as seguintes igualdades:
a b ¢

= = =2R R raio da circunferencia circunscrita
senA senB senC

OBSERVACION: Isto explica que en todo triangulo o d&ngulo maior ten en fronte ao lado maior e o
angulo menor ten en fronte ao lado menor.
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DEMOSTRACION:
A
\
\
\"‘-.
C .
I‘ul". LI
I".
L
"'.
L}
b
"'.
O \ i
L :

Se trazamos a altura h, dende o vértice A. Os triangulos ADC e ADB son rectangulos.
Polo tanto:

h . '
sel B =— = i = aen ,
- ) | , , C (b
s ¢ oxen B =h sen O = =

sen 0 wen 8

senC =—= h =h-sen
¥ ' |
Se trazamos a altura h, dende o vértice A, obtemos:

h. , '
sen B =— =, =qa wen Hl |
['I B | 1] [ll ll:l
= csen B =0 sen A= =

", . . sen A sen B
sen A =—= h, =0 -sen A
1 - J
Por tanto,
a b _ ¢
senA senB senC
. “¥
i e il _‘f{ ; - . ' .
Como = - = =2R A=A pg ronaneuwlos gue aharcan el mismo areon
sen A sen A wen Q07
, a b c . . . .
Entoén: = =2R R raio da circunferencia circunscrita

senA - senB  senC

APLICACIONS:
- Cando conecemos dous angulos e un lado.
- Cando cofiecemos dous lados e o angulo oposto a un deles.

23.- Calcula a e b no triangulo ABC no que: A=55° B=40° c=15m.
24.- Calcula o angulo C e o lado b no tridngulo ABC no que: A=50°,a=23m,c=18 m.
25.- Resolve os seguintes triangulos:

a)A=35°C=42°b=17m
b)B=105°b=30ma=18m
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TEOREMA DO COSENO B
Nun triangulo calquera de lados a, b,c, cimprese que: /&\

a’*=b?+c?—2bccosA L
b?=a?+c2—2accosB -
c?=a?+b2—2abcosC e

]

DEMOSTRACION:

Trazamos a altura, h, sobre o lado b.
s E—ﬁ ) -EZEHHE
T (2) HC =h- AH =b- ¢ cos A

Aplicando Pitagoras nos triangulos AHB e BHC, e tendo en conta (1) e (2) , resulta:

. . —2 . |'I Ve i LT - - ,
a” =h~+HC =h" +\h- ¢ cos .E,| =h +h +¢ cos - 2hecosd

.. ——2 . . L. .
¢ =h+ AH =h +| ¢ cos A =+ cos A
Restando as diias igualdades: @ - ¢ =" - 2bccos A > a” =b" +c” - 2becos

De xeito analogo chégase as outras duas relaciéns.

APLICACIONS:
- Cando coitecemos os tres lados.
- Cando coiecemos dous lados e o dngulo comprendido entre eles.

26.- Calcula a no tridngulo ABC, no que: A=48° b=27,2m,c=15,3m.
27.- Determina os angulos do tridngulo ABC noquea=11m,b=28 m,c=35m.
28.- Resolve os seguintes tridngulos:
a)b=32cma=17 cm C = 40°
b)a=23cmb=14cmc=34cm
RESUMINDO:

UN TRIANGULO SEMPRE SE PODE RESOLVER SE CONECEMOS TRES DATOS, UN DELES UN LADO:

CASO1.-Se conecemos os tres lados a,b,c.
A solucidon sempre existe se a suma de dous dos lados é maior ca o terceiro.
Co teorema do coseno:
b2+c2—a? a’+c2—b? a?+b?—c?
cosA=——— cosB=—————— cosC=—————— ou C=180—(A+B)
2bc 2ac 2ab

CASO2.-Se conecemos dous angulos e un lado. Por exemplo: A,B e a.
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A solucién sempre existe se a suma dos dous angulos é menor ca 180°. C=180—(A+B)
asenB _asenC

Co teorema do seno: b= ec
senA senA

CASO3.- Se coinecemos dous lados e o angulo comprendido entre eles. Por exemplo: a,b e C.
A solucidn sempre existe.
Co teorema do coseno, calculamos ¢: c=vVa2+b2—2abcosC

Como un lado menor ten en fronte un angulo menor co teorema dos senos calculamos ese
angulo ,descartando asi a posibilidade do angulo obtuso, pois entre 0° e 180° hai dous angulos que
tefien o mesmo seno, un agudo e outro obtuso.

O outro angulo sera 180° menos a suma do que xa sabiamos e o que calculamos no paso anterior.

Tamén ,unha vez tefnamos os tres lados, estamos no caso 1 e co teorema do coseno calculamos os
angulos.

CASO4.- Se coinecemos dous lados e o angulo oposto a un deles. Po exemplo; a,b e A.
Este caso pode ter unha, diias ou ningunha solucion.

Co teorema dos senos, calculamos senB,senB= bsznA
Se senB>1 NON HAI SOLUCION!!!1!
Se senB=1=B=90° Se A+B<180° UNHA SOLUCION!!!11!

Se senB<1=>B,eB,=n—B, Se A+B,<180°e A+B,<180° DUAS SOLUCIONS!!!!!!!
Tamén: a?=b2+c2—2bccosA”" S c2—(2bcosA ) c+(b?—a?)=0Ecuacién de 2* grao.
Resolvemos e calculamos ¢, pode haber unha, ddas ou ningunha solucién.

Ex.- a=2m , b=10m y A=60°
Polo teorema do seno,

2 = 10 :senB:M:'senB:4,330 seno dun angulo non pode tomar valores maiores ca
sen60 senB 2

1! Non hai ningln tridngulo con a=2m, b=10m e A=60°.

Ex.- a=3m, b=4m y A=35°
Polo teorema do seno,

3 _ 4 :>senB:4sen35:> B,=49°53'11"'=C,=95°6"'49"'=¢,=5,21m
sen35 senB 3 B,=130°6'49''=C,=14°53'11""=c,=1,34m

Hai dous triangulos que tefien a=3m , b=4m e A=35°.

3 4 enB:4sen35:

_ B,=49°53'11""'=C,=95°6"'49"'=¢,=5,21m
= =S
sen35 senB 3

B,=130°6'49''>C,=14°53"'11"'=¢,=1,34m

Hai dous tridngulos que tefien a=3m , b=4m e A=35°.

Tamén se poderia facer co teorema do coseno,
a’=b*+c*—2bccosA= 3 =4>+c*—2-4-c-cos35= c*—6,55c+7=0= ¢,=521=C,=95°6'49""= B,=49°53'11"

c,=1,34=C,=14°53"11""=B,=130°6"49’
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29.- Un barco B pide socorro e recibense os seus sinais en ddas estacions de radio,A e C, que distan
entre si 50km. Desde as estaciéns midense os seguintes angulos: BAC=46° e BCA=53°. A que
distancia de cada estacién consideras que se encontra o barco?

30.- Para calcular a altura dun globo, realizamos as mediciéns @
indicadas na figura. Canto dista o globo do punto A? Canto do
punto B ? A que altura esta o globo? R .

X

90°

H

31.- Dous amlgos 5|tuados en dous puntos, A e B, que distan 500 m, ven a torre dunha igrexa, C, baixo os
angulos: BAC=40° e ABC=55°. Que distancia hai entre cada un deles e a igrexa?

32.- Desde a porta da mina casa, A, vexo o cine, C, que estd a 120 m, e o quiosco, K, que estd a 85 m,
baixo un angulo CAK =40° . Que distancia hai entre o cine e o quiosco?

33.- Resolve os seguintes triangulos:
a)a=12cm;b=16cm;c=10cm b) b=22cm;a=7cm; C=40°
c)b=5m;A=C=35° d)b=4cm;c=3cm; A=105°

34.- Un avién voa entre daas cidades, A e B, que distan 80 km. As visuais desde o avion a A e a B forman
angulos de 29° e 43° coa horizontal, respectivamente. A que altura esta o avién?

35.- Determina o lado do octégono inscrito e do
octégono circunscrito nunha circunferencia de
raio 5 cm.

Octdgono inscrito "

Octégono circunscrito

=] lado

Iacaes

(43|
/457

225
apotems 22, la5

36.- Nunha circunferencia de raio 6 cm trazamos
unha corda AB a 3 cm do centro. Indica o angulo

AOB.
A m B

37.- Para localizar unha emisora clandestina, dous receptores, A e B, que distan entre eles 10 km,
orientan as suas antenas cara ao punto onde esta a emisora. Estas direccions forman con AB angulos de
40° e 65°. A que distancia de A e B se encontra a emisora?

38.- Nun adestramento de fatbol colécase o baléon nun punto situado a 5 m e 8 m de cada un dos postes
da porteria, cuxo ancho é de 7 m. Baixo que angulo calculas que se ve a porteria desde ese punto?
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39.- Dous barcos parten dun porto con rumbos distintos que forman un angulo de 127°. O primeiro sae
as 10 h da mana cunha velocidade de 17 nés, e o segundo sae as 11 h 30 min, cunha velocidade de 26
nos. Se o alcance dos seus equipos de radio é de 150 km, poderan pofierse en contacto as 3 da tarde?

b

TEOREMA DA TANXENTE
Nun triangulo calquera de lados a, b,c e dngulos A,B ,C ciimprese que:
A—B)
tan| ——
a—=b _ 2
a+b A+B
tan
2
a—c_ 2
atc A+C
tan
2
B—C)
tan
b—c_ 2
b+c B+C)
tan >

Este teorema, ainda que menos coinecido que o do seno e o do coseno, relaciona as lonxitudes do
triangulo e as tanxentes dos seus angulos. Pédese utilizar cando cofilecemos dous lados e un angulo ou

cando conecemos dous angulos e un lado.

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

BC
(1) seno = i = BC' = AC - sena (2)

D
(3 send = D = D= AD . senjd (4)

D DE+ EF  DE EF

DE
ron = — = [DF =D - roso
(D]

sl = _1—(- = A = AD . rosd
AD

senfo + J) = — = = —+ —
AD AD A AD
Por (1) e (2) Por(3) e (4)
B 'Deosn AT senn - AD - senfid- roso AL posd- senn BC
- AD T AD AD N AD
Simplificando
= serr - cos/d -+ eoso - sengd B
7 T

Entén, sen(o+f)=sena cos B+cosasen f3

40.- Calcula o coseno e a tanxente da suma.

Solucién.-

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA
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dngulos complementarios

cos(a+f) = sen(90—(a+pB))=sen((90—a )+(—p))=

dngulos complementarios

=sen(90—a ) cos(— fB)+cos(90—a )sen(— ) = cos o cos S —sen o sen f3

senacos 3 cos asenf3
sen(a+p) _ senccos B+coscsen 3 dividiendoporcosacosp  COS C£COS 3 " oS acos p _ tana+tanf
cos(a+p) cosacos—senasenf a Cos acosf  sen asenfS 1—tanatanf
cos acos B cos acos 3

tan(a+pB)=

RAZONS TRIGONOMETRICAS DA SUMA DE DOUS ANGULOS.-

sen(o+B)=sen acos (B)+cos a-sen(p)
cos (a+3)=cos a cos () —sen a-sen(f)

tan (o4 §)= tan a+tan 3
1—tan atan 8

41.- Determina as razéns trigonométricas do dngulo de 75° se sabes que 75° = 30° + 4!
42.- Calcula o seno, coseno e a tanxente da diferenza.

Solucion.-

seno dela suma

sen(a—pB)=sen(a+(—p)) = sencacos(—p)+cosasen(—p)=sen acos(f)+cosa:(—sen(p))=

=sena cos(B)—cosa sen(f)

cosdela suma

=" cosa cos(— f)—sena sen(— f)=cos c cos () —senca-(—sen(f))=

cos (a— B )=cos(a+(—p)

)
=cos a cos( 8 )+senasen(f3)

senacosf3 _ cos asenf3
_sen(a—p)_ senccos B—cos asenf3 diidiendo porcos acosp  COS (£COS 3 €OS ctCOS B tan a—tan 3
~cos(a—p) cos acosf+sencasenf - cos acosf sen asenfs " 1+tan atan 8
cos acosfB cos acosf

tan(a—p)

RAZONS TRIGONOMETRICAS DA DIFERENZA DE DOUS ANGULOS.-
sen(a—f)=sen acos(B)—cos a-sen(p)
cos (a— )= cos acos (f)+sen a-sen(f)

_ ,_ tana—tanp
tan (o f)= 1+tan ortan 8

43.- Calcula as razéns trigonométricas do angulo dobre.

Solucion.-

senode la suma

sen(2a)=sen(a+a) = senacos(a)+cosasen(a)=2senccosa
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cos de lasuma

cos (2 a)=cos(a+a)=cos(a+(—p)) =" cosacos( a)—senasen(a)=cos’ a—sen’ a

tanxentedasuma tan o+ tan o 2tan o
tan (2 or)=tan(a+ a) = = ;
l-tanotana 1—tan’a

RAZONS TRIGONOMETRICAS DOU ANGULO DOBRE.-
sen(2 a)=2sen acos a
cos (2 ar)=cos’ a—sen’ a

2tan o

tan(2 a)=
( ) 1—tan’a

+b )+ —
44.- Demostra a seguinte igualdade: cos(a b) cos(a b): 1
sen(a+b)+sen(a—b) tana
2sena—sen2a _1—cosa

2sena+sen2a 1+cosa

45 .- Demostra que:

46.- Demostra que:
sen(o+p) _tan a+tanf
sen

a tan a—tan 3

N

(a=p)
os(a—p) _1+tan o-tanpf
b) (

cos(a+f) 1—tana-tanp

sen2 a T

47- Simplifica a expresion e calcula o seu valor para a =
1—cos?a 4

48.- Calcula as razéns trigonométricas do angulo metade.
Solucioén.-
2 2
E, cos"a+sen"a=1
2 2
E, cos’a—sen’a=cos(2a)

Restando E,—E,: 2sen’a=1-cos(2a)

=

Despexando: sen a== Ou o que é o mesmo,

1 —
sen% zi\/ %(a) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %

2 2
E, cos"a+sen"a=1
2 2
E, cos’a—sen’a=cos(2a)

Sumando E,+E,: 2cos’a=1+cos(2c)
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1+ 2
Despexando: cos a== \‘! # Ou o que é o mesmo,
'1+cos(a) )
Cos % :iw’ L(a) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %
-
sen(%) iv‘ : C35<O‘) '1—cos(a)
tan(ﬂ) = 7 = ‘ i\‘\’
2 cos( —) | 1+cos () 1+cos(a)
2 iv 5

RAZONS TRIGONOMETRICAS DO ANGULO METADE

sen% :i\/ 1_%5(0{) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %
1+
cos%: + L(a) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %
1— .
tan[<|==+ M Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %
2 1+cos (a) 2

49.- Indica as razéns trigonométricas do angulo de 15° de dous xeitos, considerando:
a) 15° = 45° - 30° b) 15° = 30°/2

50.- Demostra que: 2tan a-sen? (%)ﬂen a=tan «

2sena—sen(2a)
2sena+sen(2a)

51.- Demostra que: =tan2(%)

52.- Sabemos que cosx=—— e sen x < 0. Sen determinar o valor de x, calcula:

4
a) sen x b) cos (+x) ¢) cos (2x)
X T _X
d) tan > e) sen(2 x) f) cos|m 2)

FORMULAS QUE TRANSFORMAN SUMAS E DIFERENZAS DE SENOS E COSENOS EN
PRODUTOS.-

senA+sen B=2sen A+B Cos A—B senA—senB=2cos A+B sen A—B
2 2 2 2
cos A+cos B=2 cos A;B Ccos A;B cos A—cos B=—2sen A;B sen A;B
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53.- Demostra as igualdades anteriores.

Solucion:
SeA=a+peB=a—p
Entén, a:ﬁ :#

Como, E, sen (a+/3’):sen a cos 3 +cos a sen 3
E, sen(a—f)=senacos 3 —cos o sen 3
Sumando E,+E, sen(a+f3)+sen(a—[)=2senc cosf3

Facendo o cambio : senA+sen B=2sen A;B cos A;B

Restando E,—E, sen(a+f)—sen(a—f)=2cosasenf3

Facendo o cambio : senA—senB=2cos A;B sen A;B

Como, E, cos(a+pB)=cosacos B —senasenf3
E, cos(a—pB)=cosacos(f)+senasenf
Sumando E,+E, E, cos(a+f)+cos(a—p)=2coscacosf

Facendo o cambio : cos A+ cos B=2 cos A;—B cos A;B

Restando E,—E, E, cos(a+f)—cos(a—pB)=—2sena senpf

A+B A—-B
sen
2 2

Facendo o cambio : cos A—cos B=—2sen

Exemplo: Transforma en produto cos3 x+cosx

3x—x

Solucién: cos3 x+cosx =2 cos3 x+x over 2 cos =2cos (2 x)cos x

ECUACIONS TRIGONOMETRICAS.-

As ecuacions trigonométricas resélvense utilizando:

cos” =1- sener, sen «=1- cos

- As relacions fundamentais.( 1.2. Sobre todo: )
- As formulas trigonométricas (5.1.;5.2.;5.3.;5.4.;5.5.)

- Os cambios de variable (t=senx ,t=cosx,...)
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- Outros: Pasar todos os termos para un membro , sacar factor comun e igualar a cero cada un dos
factores;...

ECUACIONS TRIGONOMETRICAS.-

54.- Escribe, en radians, a expresion xeral de todos os dngulos que verifican:
a) tanx=—+/3 b) sen x=cos x
c) sen2x=1 d) senx=tan x

55.- Resolve estas ecuacions:

a) 2cos?2x+cosx—1=0 b) 2sen2x—1=0

c) tan2x+tanx=0 d) 2sen2x+3cosx=3
Solucions: a) 60°,180° e 300°; b) -45°, 45°, 135°, 225° e 315°; ¢) 0°, 45°, 180° e 225°; d) -60°, 0°, 60°
e 300°

56.- Resolve:
a)4cos2x+3cosx=1 b) tan2 x+2 cosx=0
c) V2 cos % —cosx=1 d) 2senxcos2x—6sen3x=0

Solucions: a) -51° 19’ 4”, 51° 19’ 4”e 180° ; b) -30°, 90°, 210°, 270° e 330°; c) 90° e 180° ; d) 30°, 150°,
210° e 330°

57.- Resolve as seguintes ecuacions:
a) 2cos?x—sen?x+1=0 b) sen?2x—senx=0
c) 2cos2x—3cosx=0

58.- Resolve:
a) sen2x—cos2x=1 b) cos2x—sen2x=0
c) 2cos?x+senx=1 d) 3tan2 x—+/3 tanx=0
59.-

a) Transforma en produto sen3x —senx e resolve despois a ecuacion sen3x —senx =0.

b) Transforma en produto cos3 x+cosx e resolve despois a ecuacion cos 3 x +cosx =0.

60.- Resolve:
1
T T _ _
a) sen|=—x|+cos|t—x|== b) sen2x—2cos2x=0
) sen{§ e eos[ 373 ’

c)cos2x—3senx+1=0 d) sen(f+x)—\/§senx=0

61.-
D ‘ sena+sen2a P
a) Demostra que 1+ cosa+cos2a
b) Calcula sen utilizar a calculadora: 25en57n+2v/€cos 11Tn—4sen 2%—2 cos%ﬂen%
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3 . .-
62.- Sabendo que Sena=§ e a € un angulo do primeiro cuadrante, e que [=180°+a, utiliza as

féormulas trigonométricas para calcular expresando o resultado con fraccions ou radicais:

a) Coseno e tanxente de a b) Seno, coseno e tanxente de B
c) cos2a d) tan g

63.- Unha arbore e un observador estan en beiras opostas dun rio. O observador mide o angulo que
forma sua visual co punto mais alto da arbore e obtén 35°. Retrocede 10 metros e ao medir de novo o
angulo obtén 25°. Que altura ten a arbore?.

64.-Unha antena reprodutora de sinais de radio é observada desde dous puntos do chan separados
entre eles 150 metros. Os dngulos que forman as visuais & parte superior da antena coa horizontal son
75° e 55°. Calcula:

a) As distancias de cada punto de observacion a parte superior da antena.

b) A altura da antena

65.- Calcula o perimetro do
cuadrilatero adxunto :

66.- Resolve as seguintes ecuacions
trigonométricas

—senx=1

a) cos2 x=1+4cosx b) 2 tanx cos’

N | >
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