MATEMATICAS |

TRIGONOMETRIA. RESOLUCION DE TRIANGULOS.

MEDIDAS DUN ANGULO. RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO AGUDO.-

Un angulo é a rexioén do plano comprendida entre ddas semirrectas cunha orixe comun.
As semirrectas chAmanse lados e a orixe comun, vértice.

MEDIDAS DUN ANGULO.-
Para medir angulos utilizanse as seguintes unidades:

Grao sexaxesimal (°): Se se divide a circunferencia en 360 partes iguais, o angulo central
correspondente a cada unha das stas partes é un angulo dun grao (1°) sexaxesimal.
Un grao ten 60 minutos (') e un minuto ten 60 segundos ().

Radian (rad): E a medida dun dngulo tal que o seu arco mide un raio.
" B

2arad=360"° |"
mrad=180° \

1 radian mide algo menos de 60°. 1rad=57°17"45""

NOTA.-
Dous triangulos ABC e A’B’'C’ son semellantes se:

Primeiro criterio: A=A’ y B=B'(dous angulos iguais)
. .. a_b_c .
Segundo criterio: 7 b o (lados proporcionais)
e A~ b_c e .
Terceiro criterio: A=A'y b o (lados proporcionais e angulo comprendido igual)

RAZONS TRIGONOMETRICAS DUN ANGULO AGUDO.-

As razoéns trigonométricas dun angulo agudo definense a partir dun tridngulo rectangulo construido
sobre el.

As razons trigonométricas son independentes do triangulo rectangulo escollido (todos os triangulos
rectangulos construidos sobre o angulo son semellantes e por tanto os lados son proporcionais).
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lonxitude do cateto opostoa a

senode a=

lonxitude da hipotenusa

cosenodea =

lonxitude do cateto contiguo a

lonxitude da hipotenusa

lonxitude do cateto opuesto aa

tangente dea =

lonxitude do cateto contiguo a

a
sena =—
c

cosa —

tana =

RAZONS TRIGONOMETRICAS DE 30° E 60°.-

Consideramos un tridngulo equilatero de lado 1. Trazamos a altura, dividimolo en dous triangulos e

guedamos cun deles.

O triangulo considerado é rectangulo de angulos : 60°,30° e 90° e lados :1 (hipotenusa)

podémolo calcular utilizando o teorema de Pitagoras:

2

i3

4 4 7
30° 50
1 -
send sen30°:£:l sen 60 :—:7
1 2
Y 1
cos o c0530°:§:¢_3 21
1 2 cos60°====
_ 1 2
1_33 —
t tan 30 °=—=—> o
an a 373 tan 60°=1 3

RAZONS TRIGONOMETRICAS DE 45°.-

Consideramos un tridngulo isosceles rectangulo no que os lados iguais miden 1.

2

1
e = .0Ooutro

O triangulo considerado é rectangulo de angulos : 45°, 45 ° e 90° e lados :1 (catetos) . O outro o

podemos calcular utilizando o teorema de Pitagoras:

1%+ 12:x2=>2:x2:>x:+J§:J§

senao
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cos45°=

=
I\J|‘H

cosa

tan45°=1
tan o

RELACIONS FUNDAMENTAIS.-

1.- sen’a+cos’a=1 (Férmula fundamental da trigonometria)

Dem.-
B
: a b
seno =— cosa=—
o C C
b C
2 2 a\? [b)? & b? &®+b* r1EoREMAPITAGORAS C°
sen“a+cos o= —| + —| =S+—=="— = —=1c.q.d.
c c c C c c
sena
2.- tana=
cosa
Dem.-
B
: a b
seno =— cosa=—
o C C
b C

a
sena_c_ac_a_tana q
=—=—=—= c.q.d.
cosa b bc b 9
C
2 1 1
3.- l+tan"a=—7 y 4- I+——=——
cos” o tan"a sen” o
Dem.-
DIVIDINDO A IGUALDADE ENTRE C052(1 2
2 2 = —
sen a+cos a=1 1+tan a_COS2O£
DIVIDINDO A IGUALDADE ENTRE sen” o 1 1
2 2 = —
sen’ a+cos’a=1 1+

2 2
tan o sen o
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CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA. RAZONS TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS
CALQUERA. -

Trazamos unha circunferencia de raio 1.
Tomamoso sistema de coordenadas coa orixe no centro da circunferencia.
Os angulos sittanse sobre a circunferencia do seguinte modo:
-O vértice no centro.
-Un dos lados coincidindo co semieixo positivo das x.
-O outro lado, onde corresponda, abrindose o dngulo no sentido contrario ao movemento das
agullas do reloxo.

' — ~—

sen +

I cos - cos +

& b | . . } . " {

L4
x=cos g . |
sen - Sen -
\ /
J
\ cos - cos+ /
\\ | Y,
__.—""

Definese o sena como a ordenada do punto no que o segundo lado do angulo @ corta &
circunferencia goniométrica.
Definese o cosa como a abscisa do punto no que o segundo lado do 4ngulo @ corta 4 circunferencia

R
/
R
|/

goniométrica.
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RAZONS TRIGONOMETRICAS .-

0°=360° | 3qe % 45° % 60° % 90° 180° 7 270°
27 £ 371
2 2
sena 0 1 Q B 1 0 -1
2 2 2
cos 1 B Q 1 0 -1 0
2 2 2
tan o 0 V3 1 NE Non 0 Non
3 existe existe

NOTA.-
Dous triangulos ABC e A’B’C’ son IGUAIS se:

Primeiro criterio: Tenen os seus tres lados iguais.

Segundo criterio: Tenen dous lados e o Angulo comprendido entre eles iguais.
Terceiro criterio: Tenen iguais un lado e os seus angulos adxacentes .

Cuarto criterio: Tenen iguais dous lados e o angulo oposto ao maior iguais.

a = 180" - B
REDUCCION AO PRIMEIRO CUADRANTE.- e

i 4 B
ANGULOS SUPLEMENTARIOS (SUMAN 180°) | S T
sena =sen(180— 3 )=sen 3 0 /

cos a=cos (180— B )=—cos 3 \ 2
tan =tan (180 — f)=—tan 3 2 W gt a = 180° + B

g = 180 - B i

'_F- - |-T-| = b| / \
e sino sing =3
ANGULOS QUE DIFIEREN EN 180° ose = -cosp / ale g

sen a=sen(180+)=—sen 8 \i

| >
cos o =cos(180+ 3 )=—cos 8 1
tan ¢ =tan(180+ 3 )=tan 3 \
|
a = 180° + B
o8 - OF = 1
sing = -sinp

cosa = -cosp 5DE15
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ANGULOS OPUESTOS (SUMAN 360°)

sena=sen(360— 3 )=—sen 8
cosa =cos (360— 3 )=cos 8
tan @ =tan(360— 3 )=—tan f3

ANGULOS COMPLEMENTARIOS (SUMAN 90°)

sena=sen(90— f)=cos 8
cos =cos (90— ) =sen 8
1
tan

tana=tan (90— )=

ANGULOS DIFIEREN EN 90°

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA

a = 360° - B
i e
P T
! a - - i
| " ) ﬁ ol
w |
\ M‘“«x /
\ ‘h\j!
ST ) 4
a B
(] = = OB = r
sima = -sinp
COST = Cos@
tana = -tanp
a =

( : :‘Fﬁ; tanozztan(90+/3)=m
\

sen a=sen(90+3)=cos 8
. cos a=cos(90+)=—sen f8
-1
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ANGULOS QUE SUMAN 270°

A .

g ",
sena=sen(270— 3 )=—cos 3 f-f'f __L.I'*_':.. szl
cos a=cos(270— 3 )=—sen 3 " L] o |

1 | = |
tana=tan(270— )= \ N/ f
270-p)= L CN
\\‘ ! _."I f;
*-.,_.f____ B -
n = I70* 5]
s5ineE = -Co%5g

ANGULOS QUE DIFIEREN EN 270°
a = 270° + B

sena=sen(270+ f3)=—cos 3 /’f E‘\
cosa =cos 270+ )=sen 8 74 "
/ R A et
tan oc:tan(270+beta)=—1 .' a1
tan 3 {

RESOLUCION DE TRIANGULOS RECTANGULOS.-

Resolver un triangulo é calcular os datos desconecidos (lados e angulos) a partir dos que cofecemos.

Nun tridngulo rectangulo se conecemos dous datos ( (ademais do angulo de 90°) ), un deles un lado,
podemos calcular todos os demais (utilizando as razéns trigonométricas apropiadas , o teorema de
Pitagoras e sabendo que a suma dos angulos dun triangulo é 180°.
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RESOLUCION DE TRIANGULOS CALQUERA.-

TEOREMA DO SENO
Nun triangulo calquera de lados a, b, c e de dngulos A,B,C, cumprense as seguintes igualdades:
a b ¢

= = =2R R raio da circunferencia circunscrita
senA senB senC

OBSERVACION: Isto explica que en todo triangulo o 4ngulo maior ten en fronte ao lado maior e o
angulo menor ten en fronte ao lado menor.

DEMOSTRACION: A
Il‘"-.
\
\"x
C .
\\. b
I".
y
"'.
!
L
y
D \ ¢
L .

Se trazamos a altura h, dende o vértice A. Os triangulos ADC e ADB son rectangulos.
sen B =20 = h =c sen B | _ ,

Polo tanto: c Vs cwen B =h sen C= —-_ =_"

h sen ' sen B

sen U ==L = =h-senl |
h

Se trazamos a altura h, dende o vértice A, obtemos:

. ,
sen B =— = i, =qa -wen Hl |
i } | . i .
> i osen B =hsen A= =
h, . . sem A sen B
sein A =— = &, =i -sen A

) J

Por tanto,
a _ b _ ¢
senA senB senC
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- 3
i P i IR . . . | .
Como = - = =2R A=A pg vonangulos gue abarcan el wismo arco
wen A gen A wen 90"

a b c . . . .
= =2R R raio da circunferencia circunscrita

Entén: = = =
senA senB senC

APLICACIONS:
- Cando conecemos dous angulos e un lado.
- Cando coinecemos dous lados e o angulo oposto a un deles.

TEOREMA DO COSENO
Nun triangulo calquera de lados a, b,c, cimprese que: &B
1\
a’*=b?+c?—2bccosA /: a
b2=a2+c2—2ac cosB L h|
c?=a2+b?2—-2abcosC /f :
|
A~ I 0
& o »
b
DEMOSTRACION: ]

Trazamos a altura, h, sobre o lado b.

E 10 ily AH = cos
s = e s
Cos s B (2y HC =h- AH =h- ¢ cos A

Aplicando Pitagoras nos triangulos AHB e BHC, e tendo en conta (1) e (2) , resulta:
g - =h +HC =h"+\h-¢ -L'[JE.EJ =h"+h +¢ cos A= 2hecosd
“ . _= . f V2 - “ “
o =h+ AH =h + ¢ cos A =i+ cos A
Restando as ddas igualdades: ¢ - ¢ =0 - 2bccos A= a” =h" +¢ - 2hecos

De xeito analogo chégase as outras duas relaciéns.

APLICACIONS:
- Cando cofiecemos os tres lados.
- Cando conecemos dous lados e o angulo comprendido entre eles.
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RESUMINDO:
UN TRIANGULO SEMPRE SE PODE RESOLVER SE CONECEMOS TRES DATOS, UN DELES UN LADO:

CASO1.-Se conecemos os tres lados a,b,c.
A solucion sempre existe se a suma de dous dos lados é maior ca o terceiro.
Co teorema do coseno:
b2+c?—a? a’+c?—b? a’+b?—c?
cosA=——— cosB=———— cosC=—————— ou C=180—(A+B)
2bc 2ac 2ab

CASO2.-Se coiiecemos dous angulos e un lado. Por exemplo: A,B e a.
A solucién sempre existe se a suma dos dous angulos é menor ca 180°. C=180—(A+B)
asenB _asenC

Co teorema do seno: b= ec
senA senA

CASO3.- Se coinecemos dous lados e o angulo comprendido entre eles. Por exemplo: a,b e C.
A solucidon sempre existe.
Co teorema do coseno, calculamos c: c=+a2+b2—2abcosC

Como un lado menor ten en fronte un angulo menor co teorema dos senos calculamos ese
angulo ,descartando asi a posibilidade do angulo obtuso, pois entre 0° e 180° hai dous angulos que
tefien o mesmo seno, un agudo e outro obtuso.

O outro angulo serd 180° menos a suma do que xa sabiamos e o que calculamos no paso anterior.

Tamén ,unha vez tefnamos os tres lados, estamos no caso 1 e co teorema do coseno calculamos os
angulos.

CASO4.- Se coinecemos dous lados e o angulo oposto a un deles. Po exemplo; a,b e A.
Este caso pode ter unha, dias ou ningunha solucion.

Co teorema dos senos, calculamos senB,senB= bsenA
Se senB>1 NON HAI SOLUCION!!!1111
Se senB=1=>B=90° Se A+B<180° UNHA SOLUCION!!!1

Se senB<1=>B,eB,=n—B, Se A+B,<180°e A+B,<180° DUAS SOLUCIONS!!!!!!!
Tamén: a2=b2+c2—2bccosA”"" 3" c2—(2bcosA ) c+(b?—a?)=0Ecuacién de 2* grao.
Resolvemos e calculamos c, pode haber unha, dlias ou ningunha solucion.

Ex.- a=2m , b=10m y A=60°
Polo teorema do seno,

2 = 10 :senBzszsenB:ABSO seno dun angulo non pode tomar valores maiores ca
sen60 senB 2

1!'"" " Non hai ningun triangulo con a=2m , b=10m e A=60°.

Ex.- a=3m, b=4m y A=35°

Polo teorema do seno,

3 4 _4sen35 B,=49°53'11"'=C,=95°6'49"'=¢c,=5,21m
= =>senB=———=] 1 1 1

sen35 senB 3 B,=130°6'49"''=C,=14°53'11""=c,=1,34m

Hai dous tridngulos que tefien a=3m , b=4m e A=35°.

PAXINA 10 DE 15
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA




MATEMATICAS |

Tamén se poderia facer co teorema do coseno,
02:b2+C2—2bCCOSA:>32:42+C2—2'4'C'C0535:>C2—6,55C+7:0:>{ €,=521=C,=95°6'49"'=B,=49°53"11"

¢,=1,34=C,=14°53'11""=B,=130°6"49’

TEOREMA DA TANXENTE
Nun tridngulo calquera de lados a, b,c e angulos A,B ,C cimprese que:
B
tan ﬂ) "\_'
a—b _ 2 / :
+b | d
a tan A;—B C y i :
- |
_ |
a—c_ 2 A lH c
a+c A+C y
tan b
2
B—C)
tan
b—c_ 2
b+c B+C
tan

Este teorema, ainda que menos conecido que o do seno e o do coseno, relaciona as lonxitudes do
tridngulo e as tanxentes dos seus angulos. Pddese utilizar cando cofiecemos dous lados e un angulo ou
cando conecemos dous angulos e un lado.

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

B ’
(1) senn = — = BC = AC - senn @ wa = E = DE =D - rosa
AC D
(' 47
(3 sendi=— = (D= AD- senjd ngl= T =
8671 1D SET1 4y ecosd iD = Al Al rosid
' D DE+-EF DE EF
sgenjon+ 4= —=—-—— = — + —
AD AD AD AD
Por (1) e (2) Paor(3) e (4)
B ' Deosn ACsenn - A send - coso ALY rosi- senn
- AD T AD AD N AD
Simplificando
= gene - eosd + eoso - send F B
? *

Entén, sen(o+f)=sena cos 3+cosasen 3

40.- Calcula o coseno e a tanxente da suma.

Solucién.-
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dngulos complementarios

cos(a+f) = sen(90—(a+pB))=sen((90—a )+(—p))=

dngulos complementarios

=sen(90—a ) cos(— fB)+cos(90—a )sen(— ) = cos o cos S —sen o sen f3

senacos 3 cos asenf3
sen(a+p) _ senccos B+coscsen 3 dividiendoporcosacosp  COS C£COS 3 " oS acos p _ tana+tanf
cos(a+p) cosacos—senasenf a Cos acosf  sen asenfS 1—tanatanf
cos acos B cos acos 3

tan(a+pB)=

RAZONS TRIGONOMETRICAS DA SUMA DE DOUS ANGULOS.-

sen(a+f)=sen acos (f)+cos a-sen(p)
cos (a+3)=cos a cos () —sen a-sen(f)

tan (o4 §)= tan a+tan 3
1—tan atan 8

42.- Calcula o seno, coseno e a tanxente da diferenza.

Solucion.-

seno dela suma

sen(a—pB)=sen(a+(—p)) = sencacos(—p)+cosasen(—p)=senacos(f)+ sa(—sen(p))=

=sena cos(B)—cosa sen(f)

cosdela suma

cos(a—pB)=cos(a+(—p)) = cosacos(—fB)—senasen(—B)=cosacos(f)—senca-(—sen(B))=

=cosa cos(B)+senasen ()

senacos 3 cos asenf3
_sen(a—f)_ seno.cos B—cos asenf3 diidiendo porcos acosp  COS (£COS 3 €OS (2COS B tan a—tan 3
_Cos(a—/a’) " cos acos f+senasenfs B cos acos/a’+ senasenfl  1+tan atanf3
cos acosfB  cos acosf

tan(a—p)

RAZONS TRIGONOMETRICAS DA DIFERENZA DE DOUS ANGULOS.-

sen(a—p)=sen acos(B)—cos a-sen(p)
cos (a— )= cos acos () +sen a-sen(f)

tan (c— )= tan a—tan f3
1+tan atan

43.- Calcula as razéns trigonométricas do angulo dobre.

Solucion.-
sen(2 c)=sen(a+a) “""* =™ sen cicos( &)+ cos ausen( ar)=2sen cccos a
cos (2 a)=cos (a+ ar)=cos (a+(—f)) ““E"™ cos acos(a)—sen asen( o) =cos’> a—sen’ o

tanxentedasuma tan o+ tan o 2tan o
tan (2 a)=tan(a+ a) = = -
l-tanotana 1—tan’a
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RAZONS TRIGONOMETRICAS DOU ANGULO DOBRE.-
sen(2 a)=2sen acos a
cos (2 ar)=cos’ a—sen’ a

2tan o

tan(2 a)=
( ) 1—tan’a

48.- Calcula as razéns trigonométricas do dngulo metade.
Solucion.-
2 2
E, cos"a+sen"a=1
2 2
E, cos’a—sen"a=cos(2a)

Restando E,—E,: 2sen’a=1-cos(2a)

1—cos(2a)
Despexando: sen a:i\/y

=

Ou o que é o mesmo,

sen% =+

5= Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %

2 2
E, cosa+sen"a=1

E, cos’a—sen’a=cos(2a)

Sumando E,+E,: 2cos’a=1+cos(2a)
1+ 2
Despexando: cos a== \! M Ou o que é o mesmo,
| 1+ ;
Ccos % :iw’ %(a) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %
|
wenl 2 4. 1—cos(a) |
tan( &) = ( 2)__\1 2 _, |l—cos(a)
( 2) cos(%) | 1+cos(a) | T+ cos(a)
172

RAZONS TRIGONOMETRICAS DO ANGULO METADE

1- .
sen% =N %M Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %

+
COS%: i\/l%s(a) Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o angulo %

1_
tan[<|==+ M Escollemos o signo + ou o - dependendo do cadrante onde se atopa o 4&ngulo <
2 | 1+cos () 2
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FORMULAS QUE TRANSFORMAN SUMAS E DIFERENZAS DE SENOS E COSENOS EN
PRODUTOS.-

senA+sen B=2sen 2B cos A8 senA—senB=2cos 2B gen A—B
2 2 2 2
cos A+cos B=2 cos A;B Ccos A;B cos A—cos B=—2sen A;B sen A;B

53.- Demostra as igualdades anteriores.

Solucion:
SeA=a+peB=a—p
Entén, a:A+B e[a’:ﬂ

2
Como, E, sen(a+f)=senacos f+cosasen f3
E, sen(a—f)=senc cos 3 —cosasenf3

Sumando E,+E, sen(a+p)+sen(a—f)=2senacospf

A+B A—B
cos

Facendo o cambio : senA+sen B=2sen 5 5

Restando E,—E, sen(a+f)—sen(a—p)=2cosasenf

Facendo o cambio : senA—senB=2cos A;B sen A;B

Como, E, cos(a+p)=cosacos B —senasenf3
E, cos(a—f)=cosacos(f)+senasenf
Sumando E,+E, E, cos(a+f)+cos(a—pf)=2cosc cosf3

Facendo o cambio : cos A+ cos B=2 cos AZB Cos A2_B

Restando E,—E, E, cos(a+f)—cos(a—pf)=—2senca senpf

Facendo o cambio : cos A—cos B=—2sen A;B sen A;B

Exemplo: Transforma en produto cos3 x +cosx

3x—x

Solucién: cos3 x+cosx =2 cos 3 x+x over 2 cos =2cos (2 x)cos x
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ECUACIONS TRIGONOMETRICAS.-

As ecuacions trigonométricas resélvense utilizando:

cos” ce=1- sen’ee, sen o=1- cos e
- As relacions fundamentais.( 1.2. Sobre todo: |

- As formulas trigonométricas (5.1.;5.2.;5.3.;5.4.;5.5.)
- Os cambios de variable (t=senx ,t=cosx,...)

- Outros: Pasar todos os termos para un membro , sacar factor comun e igualar a cero cada un dos
factores;...
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