MATEMATICAS |

NUMEROS COMPLEXOS
NECESIDADE DE AMPLIAR O CONXUNTO DOS NUMEROS REAIS R.-

Existen ecuacions que non tefien soluciéns reais.

. . [~ 4 . . s
Ao intentar resolver a ecuacién x°+4=0 obtense x=+1—4 pero non existe ningun
namero real, nin positivo nin negativo, que elevado ao cadrado dea -4.

Para resolver a ecuacién proposta , podemos proceder da forma seguinte:
x=+y|—4=%{4-(-1)=+{ 4/ —1=%2-/ -1

Ainda que v/——l, non ten ningun significado numérico, si se comporta coma un namero,
polo que abreviadamente, o representaremos por i que significa unidade imaxinaria:
i={—1.

Enton, a ecuacion inicial x*+4=0, xa ten solucién : x=+2i e, a partir deste niimero,
podemos construir os nimeros complexos.

NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA BINOMICA.-

Aos nimeros da forma z=a+bi chamaselles nGimeros complexos, onde a recibe o nome
de parte real, e b, parte imaxinaria.

Cando a =0, os nimeros reciben o nome de imaxinarios puros.

O conxunto dos niimeros complexos represéntase por C . C:{a+bi/a, beR }

Se a parte real é a mesma e a parte imaxinaria de signo contrario, os complexos
reciben o nome de conxugados. Por exemplo, 3-2i e 3+2i son conxugados.

REPRESENTACION GRAFICA.-

Represéntanse no plano, a parte real represéntase no eixo de abscisas e a parte
imaxinaria, no eixo de ordenadas, por iso ambos eixos reciben o nome de eixo real e
eixo imaxinario, respectivamente.

A cada nimero complexo correspéndelle un punto do
plano que recibe o nome de afixo. O vector obtido ao a + bi
unir a orixe co afixo, representa tamén ao numero b
complexo.
] i
a Re
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z=—44+2i
-2 b

OPERACIONS CON NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA BINOMICA. .-

SUMA E RESTA: Simanse ou réstanse as partes reais e as partes imaxinarias.
Ex.-
2,=2-3i e z,=3+4i; z,+2z,=(2-3i)+(3+4i)=2+3-3i+4i=5+i

MULTIPLICACION: Multiplicanse coma se fosen binomios de primeiro grao en i tendo
en conta que i’=—1, xaque se i=y —1, i’=(V—1)’=—1.

Ex.-

2,=2-3i e z,=3+4i; z,-z,=(2—-3i)-(3+4i)=6+8i—9i—12i°=6+8i—9i+12=18—i

DIVISION: Realizase multiplicando numerador e denominador polo conxugado do
denominador. As opereaciéns continlianse ata chegar a forma a+bi.

Ex.-

z, _(2-3i)_(2-3i)-(3—4i)_ 6-8i—9i+12i* _ 6-8i—9i—12 _

=2-3i =3+4i; —= = = = =
Z L BT T 3val) (3+41)(3-41) 9-12i+12i— 161 9-12i+12i+16

_—6-17i_—6_17,
25 25 25

POTENCIACION: Estudaremos previamente as potencias da unidade imaxinaria.
.0 .1 . .2 .3 2 . . .4 .2 .2 .5 4 . . . 6 .5 . . .2
i=1; i=i; i'=—1; i'=ii=—i; i =i"I :—1-(—1):1; iI'=i-i=1li=i; i =i-i=i-i=i"=-—1;

7 __ 6 -
I =1 1=—1

Obsérvase que os valores repitense cada 4 pasos. Para calcular i" procederemos da
seguinte maneira: dividimos o expofente entre 4 e tbmase coma novo expoinente o
resto da division. Ex.- i"*=i° porque ao dividir 19 entre 4 obtense resto 3.

O célculo de potencias de niimeros complexos realizase da mesma maneira que a
potencia de calquera binomio tendo en conta o estudado para as potencias da unidade
imaxinaria.

Ex.-
(2+31)*

Paxina 2 de 10
DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA



MATEMATICAS |

TRIANGULO DE PASCAL POTENCIA DE UNA SUMA
1 (a+h) =1
1 1 (a+b) =1a+1b
12 9 (a+ by = 12 + 2ab + 1b°
1 28 % (a + b =1a +3a%h + 3ab? + 1b°
1 4 6 4 1 (a+ b) = 1a* + 4ah + 627b% + dab® + 1b*

T 5 10185 1 (a + b)y =1a° + 5a‘b +10a’b* +10&°b° + 5ab* +1b°

Os coeficientes do desenvolvemento son os valores da fila 4 do triangulo de Pascal
(tamén chamado tridngulo de Tartaglia ) consideramos a fila na que s6 hai un 1 como
a fila cero) .

Os expofentes de 2 empezan en 4 e van diminuindo ata 0 . Os expoinentes de 3i
empezan en 0 e van aumentando ata chegar a 4.

(2+3i)*=1-2*(31)°+4-2>(3i) +6-2*(3i)*+4-2"(3i)*+1-2°-(3i)*, é dicir,
(243i)'=16+96i+216i°+216i°+81i*=16+96i —216—216i+81=—119—120i

ECUACIONS CON SOLUCIONS COMPLEXAS.-
Co estudo dos numeros complexos podemos resolver ecuaciéns que antes non
podiamos.

Ex.-
l16—_4.9. ;
2x2—4x+4:0; X:4iv164 424=44_;141=1il.

NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA POLAR.-

Temos que definir previamente o médulo e o argumento dun nimero complexo.

MODULO: E a medida do vector que o
representa. Exprésase por r, ou ben por |z|.

Se z=a+bi, enton |z|=\/az+ b’

Eje imaginaric

ARGUMENTO: E o angulo a que forma o vector
co semieixo positivo de abscisas.

'

I
|
|
|
|
|
|
I ,_/ .u {argumento)
Se z=a+bi t6 tana—é FJ
e z=a+bl , enton _a I ! EJe real

Obtido o médulo e o argumento , a expresion en forma polar do nimero complexo
z=a+bi queda da seguinte forma: Z =r",.
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Ex.-
Expresa en forma polar z=—13—i.

Calculamos o médulo: r =|z| =y (—V3)+(—1)=V4=2

Calculamos o argumento « :

_ /
tan o = Tl[_g 2% = % = a=30°(nonvale porque z estd no 3 ° cuadrante)

ou =180°+30°=210°(este é o argumento de z porque zestd no 3 ° cuadrante )

Por tanto z=—13—i=2,,. (forma polar )

OBSERVACION: Se o angulo obtido non esta no cuadrante que corresponde , simanse
180° ao valor obtido coa calculadora.

NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA TRIGONOMETRICA.-
Observando novamente a figura, segundo a definicion do seno e do coseno , podemos
escribir: a=rcosa ; b=rsen a. Entén, obtense:

FORMULA DE MOIVRE
z=a+bi=rcos a+rsena-i=r(cosa+isenc) , que ¢é a expresién
trigonométrica dun niimero complexo.

z=a+bi=r,=r(cos a+isena)

N° COMPLEXO EN FORMA BINOMICA , POLAR E TRIGONOMETRICA

Ex.-

/_ —
2=4,,,=4(cos30°+isen30°)=4 %H'-% =2 3+2i

OPERACIONS CON NUMEROS COMPLEXOS EN FORMA POLAR.-

A forma polar pode ser utilizada para realizar operacions de multiplicacion , divisiéon e,
especialmente, potenciacion e radicacion, xa que , simplifica enormemente o proceso.

MULTIPLICACION: Multiplicanse os modulos e sumanse os argumentos.
FoSp=(IS)uss

Dem.-
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Sexaz,=r,=r(cosa+isena) e z,=s,=s(cosp +isenf)
z,-2,=r-s-(cos a+i senca)-(cos B +i sen B)=rs(cos cz-cos S +cosa-i-sen S +i-sena -cos f+i’senca-sen 5.
z,2,=rs"|(cos a-cos f—sena -sen B ) +i-(sen a-cos f+cosa -sen )]

E tendo en conta as férmulas de cos(a+ ) e de sen(a+ ), entén:

z,z,=rs|(cos(a+p))+i-(sen(a+p))|=(rs),.p

Ex.-
Se z,=35. €2Z,=5y, o produto sera
5 /5 5 I
2,2,=3,,5,,=15,,=15(cos 45 +isen 45°) = 15 L2 +j 12| =1312 1502,
2 2 2 2
< . X i re | T
DIVISION: Dividense os moédulos e réstanse os argumentos. — =| —
Sg \S)a-p

Dem.-

rq r , r
Temos que demostrar que —=| — que € 0 mesmo que I, =S, — .Facendo

5/3 S a—p S)a-p

e r r e
a multiplicacién sﬁ-(— :(s-—) =r, comprobamos que se verifica a
Sla-p S| p+la=p)

igualdade.
Ex.-
Se z2,=16¢,. e z,=2,,., o cociente sera
z, 16, =Y —
=2 :(E) =8,,.=8(c0s30°+i5en30°)=8| L2 +i-=|=43+4i
Z, 24 2 | 600300 2 2

POTENCIACION: Elévase o médulo ao n e o argumento multiplicase por n.(ra)":rnn,a

Dem.-

n__ multiplicanseos médulose stimanse os argumentos . .n
(ra) =rgry....rg — (r'r""r)a+a+,,,+a_r n-a
Ex.-

-\10
o (—1+i)7?

Pasamos a forma polar:
‘/7 —
Calculamos o médulo: r=|z|={ (1) +1*=y 2

Calculamos o argumento « :

1 . .
tana= -1 =—1=a=135°(este éoargumento de z porque z estdno?2° cuadrante)

Por tanto z=—1+i=12,,..(forma polar)
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1350°=3-360°+270° pasamos a forma binémica

(—14)°=(V 2. ) =(1 2)" 135 =321550¢ = 32,700 = 32(cos270+i sen 270)

=32(0+i(—1))=—32i

RADICACION: Faise a raiz n-ésima do modulo e ao argumento simanse de 0 a n-1

voltas e dividese por n.y ra:\r/l I ye360k  k=01,.23,..,n—1.

R
Os afixos das soluciéns dunha raiz dun nimero complexo son os vértices dun poligono
regular de tantos lados como indique o indice da raiz.

i @ Raices ; Raices
B o B Y ::Lébu.l‘.as W 3 = C'-IE(lil'tElIS
, . de la uni ol T de la
S/ e F ™\ unidad
|'IIII' II'
|
I'.
\\
‘l\\ =
g e ol
Dem.-

d ir =
Temos que demostrar que [V I 509 | =7,  k=0,1,2,3,..,n-1

n

. - n_ rj_ n _ _
Efectivamente, [V 1,00 | =(1 r)MSGODk_n—rM%ODk—ra k=0,1,2,3,..,n—1
n n
Ex.-
4167

k=0 2,.=V2+iy2

T 1~ pasamosaformapolar 4 T - k=1 2 n:—\/z"'l. /E
V16 remesalemarolr 47616 s = 13 =V 2400 2
180 180 43601( k:2 22250:_\/ 2—1\/2

k=3 2,..=V2-iy2

Podes comprobar que os afixos das soluciéons son os vértices dun cadrado.

Ex.-

A —3+3i?
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k=0 118,.
o , »: basamosaformapolar 37T —377a _ —
i —3+3i = i 18,35.=VV 18350 4360k = k=1 518165”

3 g
k=2 V18,4.

Podes comprobar que os afixos das soluciéons son os vértices dun tridngulo equilatero.

Ex.-
ﬁ I?
k=0 1,=1
[ e _'_"__ _____
A e
_ /5 ||‘21:\ ,/lr.u
_ o k=2 1,5=—+">i \ :
3/1 pasamosagrmapolar %/ 10 = 100 k= 2 2 dasee a=60' 1y
Qredeon k=3 1,.=—1 \
- v 3 Lagee 1 !
k=4 Le=7rm5 / \‘i” ;
1 V/§ % -
k=5 lyg==n— -
300 ) )

Podes comprobar que os afixos das solucions son os vértices dun hexagono regular.
EXERCICIOS.-

1.- Efectda las siguientes operaciones en forma bindmica:

a) (6—5i)+(2—i)—2(—5+6i) S.-18—18i
b) (2—3i)—(5+4i)+%(6—4i) S.-—9i
c) (3+2i)(4-2i) S.-16+2i
d) (2+3i)(5-6i) S.-28+3i
2+4i .
e)4_2i S.-i
1+5i 23 11,
g A2 S.-—2—4i
1
h) (2+i) S.-2+11i
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i) (2—3i)* S.- —119+120i
k) (1+i)* S.- —2+2i
) (2—3i)° S.- —46—9i
m) i7_.1 S-—1
1+i
n) (—i)°—(=i)" = (=i’ S.-—1-2i
2.- Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar:
a) 4+443i S.- 8.
b) —i S 1,00
c)3—343i S.- 650
d) 3+4i S-Sy
e) 3—4i S.- 5ypgesy:
f) 1-i S 2,
g) —2—5i S 29,5015
h) —2 S. -2

3.- Expresa los siguientes nimeros complejos en forma binémica (Férmula de Moivre):

a) 4. S.-243+2i
’/5 I

b 1 ° S_\’_+_
) 15 2 2
€) 2,40 S.-—2

= -3 V/E.
d) (V3 So-—+—
) (V )5% 2 2 :
e) 4,5 S.- —2+243i
f) 2000 S.- —0,3473+1,9696 i
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h) (—2+243i)’

6.- Calcula as seguintes raices :

a) i 1+i

b){ 1—i

f)d4—4/3i

g) i —243

DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS IES VAL DO TEA

4.- Dados los numeros complejos z=5 .., w=2,..,t =41, obtén en forma polar:

a)z-w S.-10g.
Z 5

02 o [3)

W2 4 15°

3
z 125

c) S.-| —

w-t’ ( 32 )300“

Z'W3
d) ; S.-10

5.- Calcula as seguintes potencias e expresa o resultado en forma binémica:
a) (1+i)° S.-2i
b) (3—i) S.-—16y3—16i
/‘_ 3
>(£3_ - 271
2

d) (2+3i)’ S.- ~—46+9i
e) (—1+i)° S.-2%i
f) (1—i) S.--4
g) (—2+i) S.- ~38+41i

S.- —128+1284 3i

Y ;Y .89 Y
S.-V 211,250’ 52101,250: 5 2191,250: E/ 2231,25°

§ .89 .89
SV 2105053 25505\ 2ags0

=
S:t—léili
2 72
S —2i:++/3+i
S-2:—1+y3i

S 240005 25005 240

S.= 33605 310875 318075 325205 S3040
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h){ —8+81 3i Sy 3+i;—1+/3i;—3—i;1-3i

7.- Resuelve las ecuaciones :

a) 2’+27=0 S.- —3;%1%
+J2 Jo
b) z*+1=0 S.- _gzi%i
¢) 2°+64=0 S-+2i;—3+i;V3=£i
8.- Obtén polinomios coas seguintes raices :
a)2+y3i e 2—y3i S-x’—4 x+7
b) —3i e 3i S.-x°+9
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