MATEMATICAS | CURSO 2023/2024

VECTORES

VECTORES. DEFINICIONS.-

Un vector fixo no plano é un segmento orientado AB . O punto A

€ a orixe do vector e o punto B é o extremo.

Cando a orixe coincide co extremo, o vector chamase vector nulo. /@j}"‘.
e \

Definese:

Modulo do vector TB a distancia entre A e B, e represéntase por
48|,

Direccion do vector K»B a direccion da recta determinada polos puntos A e B, a as suas
paralelas.

Sentido do vector ZB cada direccion admite dous sentidos: de A a B, ZB edeBaA, EA
que son opostas entre si.

RELACION DE EQUIPOLENCIA. VECTORES LIBRES.-

Diremos que dous vectores son equipolentes se tefien 0 mesmo mdédulo, a mesma direccion
e 0 mesmo sentido, e dicir, cando son iguais en todo pero estan situados en distintas posicién
do plano.

O conxunto de tédolos vectores fixos equipolentes entre si chamase vector libre. Os vectores
libres represéntanse polas letras, U, V, w...

A partir de agora, traballaremos sempre con vectores libres (V2={vectoreslibres} )

entendendo que o vector que vemos debuxado non é mais que un representante dos infinitos
vectores que tefien o0 mesmo médulo, a mesma direccion e 0 mesmo sentido ca el.

OPERACIONS CON VECTORES.-

PRODUTO DUN VECTOR POR UN NUMERO (ESCALAR)
O produto dun vector U por un nimero k, que chamaremos escalar, é outro vector ki t.q.

Médulo: igual a o produto do modulo de 1 polo valor absoluto de k, / —
i =[] )

Direccién: a mesma ca de u

Sentido: 0 mesmo ca U se k é positivo, e o oposto se k é negativo .

1u=u
—1i=—i P
- R ‘ﬁ_____—&—_—_—_
_u e O VeCtor OpOStO de u Productos de vactores por escalares
SUMA DE VECTORES
Sexan e v dous vectores libres. u
u ¥
Graficamente:
No caso da resta de vectores basta ter en conta que: I

-

U—Vv=ii+(—V)onde —V é o oposto de V
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PROPIEDADES DO PRODUTO POR UN ESCALAR:

- -

,vev, k,lIeR
-k(i+v)=ku+kv

(k+1)u=kt+lu
(kl)i=k(lu)
lu=u

AW N o=

PROPIEDADES DA SUMA:

- >

u,v,wev,

1.- Asociativa: U+(v+w)=(a+v)+w

2.- Conmutativa: U+v=v+i

3.- Ten elemento neutro, o vector 0 porque Ii+0=0+1i =i para todo uev,

4.- Todo i€V, ten elemento oposto —1i porque i +(— 11 )= (—1i )+ 1i=0( elemento neutro)
paratodo UEV,

Por verificar todas estas propiedades:

(V,,+, *,) ten estrutura de ESPACIO VECTORIAL REAL

COMBINACION LINEAL DE VECTORES. DEPENDENCIA E
INDENPENDENCIA LINEAL.

Dados dous vectores i e vV diremos que U é combinacion lineal de V, se hai un escalar k,
distinto de cero, tal que U=kV. Neste caso diremos que U € V son linealmente
dependentes.

No caso contrario, os vectores son linealmente independentes.

Se U é combinacion lineal de v, v tamén é combinacion lineal de U.

-

Dem.- Seti=kv=>v==-1

ol

Dados tres vectores, U,V,w diremos que wé combinacion lineal de i e V, se existen
dous escalares «, 3 non nulos, tales que w=a ti+[3 V.

- —

Neste caso diremos que os vectores, I, v e w son linealmente dependentes.
No caso contrario diranse linealmente independentes.
No plano tres vectores son sempre linealmente dependentes.

Calquera vector do plano se pode expresar como combinacion lineal de dous vectores,
non nulos, de distinta direccién.ex. w=31+4V (w é combinaciénlineal deti e V).

BASE. COORDENADAS DUN VECTOR.-

Chamamos base a un conxunto de vectores linealmente independentes e xeradores, e
dicir, tales que calquera outro vector do plano se poida pofier como combinacion lineal de eles.

No plano dous vectores, non nulos, con distinta direccion son unha base porque:
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- Son linealmente independentes
- Calquera vector do plano pddese pofier como combinacion lineal deles.

No plano hai moitas bases, pero todas elas estan formadas por dous vectores poriso V, é un
espacio vectorial de dimension dous.

Se os dous vectores da base son perpendiculares a base chamase ORTOGONAL, e se
ademais tefien médulo un (son unitarios) a base chamase ORTONORMAL.

COORDENADAS DUN VECTOR. OPERACIONS CON COORDENADAS.-

Supofamos que B= u v}e unha base. Existen entdn dous unicos numeros a, b tales que
calquera vector w se pode escribir como:

w=at+bv
Os numeros a, b chamanse coordenadas de w respecto da base B e exprésase:
=(a,b)

Se x=(a,b)e y=(a',b'), entonces:

SUMA DE VECTORES: X+y=(a,b)+(a',b')=(a+a’,b+b’

RESTA DE VECTORES: X—y=(a,b|—(a’,b')=(a—a',b—b’

PRODUCTO DE UN ESCALAR POR UN VECTOR:  AX=A(a,b)=(Aa, Ab)

COMBINACION LINEAL DE DOS VECTORES:
AX+py=Ala,b)+pula’,b')=(Aa+pa’, Ab+pub’|

BZ{_i',7}2{(1,0),(0,1)}chémase base candnica e é una base ortonormal. De agora en
diante traballaremos con ela, agas cando se diga o contrario.

PRODUTO ESCALAR DE DOUS VECTORES. PROPIEDADES.-

Chamamoslle produto escalar de dous vectores i e Vv ao numero real que resulta de
multiplicar o médulo de 1, polo médulo de v, polo coseno do angulo que forman.

u-v=|il|-|v|-cos (i, V)

Como |ii],|V| e cos(ii,V) son numeros -V é un numero real que pode ser positivo ou
negativo dependendo do valor do &4ngulo que formenilie V.

O produto escalar do dous vectores cumpre as seguintes propiedades:
Conmutativa: U-v=v-u

Asociativa: Alu-v)=(At)-v=0u-(AV)

Distributiva: ~ U-(V+W|=l-V+i-w

Un espacio vectorial no que se define un produto escalar chamase ESPACIO VECTORIAL
EUCLIDEO.

V, ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO
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CONSECUENCIAS DA DEFINICION DE PRODUTO ESCALAR.-

1.- |U|=vi-u pq  G-u=|ul[t|-cos(u,u)=|uf=i|=Vu-u .
MODULO VECTOR
u-v
2.-cos(li,V)==—
[al-[v]

ANGULO FORMADO POR DOUS VECTORES
3.- Dous vectores non nulos U e V son perpediculares se e solo se 1i-v=0

4.- O produto escalar de dous vectores e igual ao moédulo dun deles pola proxeccion do outro

sobre el. E dicir: | prox; (i) :%
v
Dem.-
u-v=|il-[v| cos(ﬁ,V):%:\u|-cos(ﬁ,'\7):|proxv(ﬁ)|
v

EXPRESION ANALITICA DO PRODUTO ESCALAR NUNHA BASE
ORTONORMAL.-

-

Sexa B:{f,]} unha base ortonormal, cUimprese entén que:

T~ 4
.
[l

—u
—
[l

o

ii=1 jrj=1
Se ﬂZ(a ,b) e '&:(a',b ') respecto da base B, cimprese que:
U-v=a-a+b-b'
Dem.-
i-v=(ai+bj)(a'i+b'j)=(ai+bj)a i+(ai+b]j)b'j=aa'ii+ba'ji+ab'i j+bb'j]'E aa'+bb’
A partir da expresion do produto escalar nunha base ortonormal podemos deducir que se
u

=(a ,b) e '\}:(a', b ') respecto a una base ortonormal cimprese que:

MODULO DUN VECTOR:
|ﬁ\=¢ﬁ-ﬁ:\/(a,b)-(a,b): \/a'a+b-b:\/az+b2
Ex.-

v=(3,4)=|v|=V37+4*=1/9+16=1/25=5
w=(2,7)=|w|=V2*+7°=4+49=1/53

ANGULO FORMADO POR DOUS VECTORES:

'

Vv _ aa +bb’
||V] \/a2+b2\/a ?+h"?

S| o

cos(ﬁ,{/’)=|
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Ex.- ¢, Angulo formado por vV=(3,4)ew=(2,7) ?
v-w _ 32+47 22

VWl 3244222 +72 54/53
=arccos(0,604386481)=52°48"55""

cos(V,w)=

22
= dngulo formado |V ,w)=arccos | —— |=
gulo formado(v, ) (5, m)

CONDICION NECESARIA E SUFICIENTE PARA QUE DOUS VECTORES SEXAN
ORTOGONAIS:

ulveuv=0<aa'+b-b'=0 (dous vectores son ortogonais se e s se 0 seu produto escalar é
cero)

Consecuencia : os vectores (a, b) e (b, -a) ou (a, b) e (-b, a) son ortogonais.

Ex.- (3,2)e(2,— 3)son ortogonais( perpendiculares )

Ex.- ¢ Canto ten que valer x para que os vectores (2,x) e (3,-5) sexan perpendiculares?

Para que sexan perpendiculares , o seu produto escalar ten que ser cero. Entén:

(2,x).(3,—5):o:2.3+x.(—5):0:6—5x:0:6:5x:x:g
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