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Los fardos de cereal

Resuelve el problema chino de los fardos de cereal procediendo de forma similar a como lo resolvie-
ron ellos. Recuerda el método de Gauss que aprendiste el curso pasado y ten en cuenta que, en los
cuadros, las ecuaciones estdn descritas en columnas en vez de en filas.

Llamamos:
x = 1.5 cereal
y = 2.° cereal
z = 3. cereal

Del enunciado deducimos las ecuaciones:

3x+2y+ z=39 3 2 11/39 32 1139
2x+3y+ z=34; — |2 3 1|34|=(0 5 1 |24
x+2y+32=26 12326/ 100 3699
Solucion:
39-2%y-z 37 24—z 17 __ 99 11
X233 T4V T 5 T4 Pt 3674
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1 ;Verdadero o falso?

a) En un sistema de ecuaciones con dos incégnitas (x, y) la ecuacién x + y =4 tiene, entre otras,
la solucién (3, 1).

b) En un sistema con tres incégnitas (x, y, z) la ecuacién x +y =4 no tiene sentido.

©) En un sistema con tres incégnitas (x, y, 2) la ecuacion x + y =4 si tiene sentido. Representa
un plano. Algunas soluciones suyas son (3, 1, 0), (3, 1, 7), (3, 1, —4).

d) Si estamos en el plano (dos incégnitas, x, y) la ecuacién y =0 representa al eje X.

e) Si estamos en el espacio (tres incégnitas, x, y, 2) la ecuacién y =0 representa al plano XZ.
a) Verdadero, porque 3 + 1 = 4.

b) Falso. En una ecuacién no tienen por qué aparecer todas las incégnitas.

¢) Verdadero. El valor de la tercera coordenada puede ser cualquiera.

d) Verdadero. En el eje X todos los puntos tienen la segunda coordenadas igual a cero.

e) Verdadero. En el plano XZ todos los puntos tienen la segunda coordenada igual a cero.

& Sin resolverlos, explica por qué son equivalentes los siguientes pares de sistemas:

a){"”’=5 {x+y=5

2x—y=7 3 =12
b){x+y—z=5 { z=2
x+y =7 x+y =7
x+ y—-z=5 =2
oy x+y =7
x+y =7
2 +2y—2=12
d){x+ y-z=11 x+y-z=11
x+2y—-2z=7 y =-4

a) Hemos sustituido la segunda ecuacién por el resultado de sumar las dos que tenfamos.
b) Hemos sustituido la primera ecuacién por el resultado de restarle a la segunda ecuacién la primera.

¢) En el primer sistema, la tercera ecuacién se obtiene sumando las dos primeras. El resto es igual que

en b).

d) Hemos sustituido la segunda ecuacién por el resultado de restarle a la segunda ecuacién la primera.
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1 Resuelve e interpreta geométricamente los siguientes sistemas de ecuaciones:
2x+ y=1 x+ y+2=06 X+y+2=06 X+y+23=06
a)\3x+2y=4 b) y-2z=1 )1x+y+z=0 d) y-2z=1
x+ y=3 x+2y =7 x -z=0 z=1

a) 2x+ y=1] = y=1-2x

3x+2y=4 1-2x=3-x = x=-2, y=3-(-2)=5

x+ y=3] = y=3—-x

Veamos si cumple la 2.2 ecuacién: 3-(-2) +2-5=-6+10=4

Solucion: x=-2, y=>5. Son tres rectas que se cortan en el punto (-2, 5).
b) x+ y+2=06

y—z=1¢ La3.2 ecuacién se obtiene sumando las dos primeras; podemos precindir de ella.
x+2y =
x+y 6-2z| x=6-2—-y=6-2-1-2=5-22
=l+z) y=1+z

Solucién: x=5-2A, y=1+ A, z=A. Son tres planos que se cortan en una recta.
Q) x+y+z=06

x+y+z=0¢ Lasdos primeras ecuaciones son contradictorias.

x —-x=0

El sistema es incompatible. Los dos primeros planos son paralelos y el tercero los corta.
d) x+y+2=6] z=1

y—z=1p y=l+z=2
z=1) x=6-y—-2=6-2-1=3

Solucion: x=3, y=2, z=1. Son tres planos que se cortan en el punto (3, 2, 1).

2 a) Resuelve este sistema:

x+2y=3
x— y=4

b) Anade una tercera ecuacién de modo que siga siendo compatible.
¢©) Afiade una tercera ecuacién de modo que el sistema sea incompatible.

d) Interpreta geométricamente lo que has hecho en cada caso.

)x+2y:3}x=3—2}/} 3—2y=4+},_>_1=3},_>y=%
ax— = 4| x=4+ ~ 11

J J x—4+y_4 3=73

Solucion: x = %’ y= —371

b) Por ejemplo: 2x + y =7 (suma de las dos anteriores)

c) Por ejemplo: 2x+y=9

d) Ena) — Son dos rectas que se cortan en (131, _31> .
., 11 -1
Enb) — Lanueva recta también pasa por (T’ T) .

Enc) — La nueva recta no pasa por (A, i) No existe ninglin punto comun a las tres rectas.

Se cortan dos a dos. 53
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1 Reconoce como escalonados los siguientes sistemas y resuélvelos:
3 _7 2x =6 2x -2t=6 2x +3z2=0
){ X—2y5 b){ x+y+32=7 04y x+y+3z =7 d)| x+3y- 2=7
V= 5 - z-4 5 - z+ t-4 bse 4
7
a) 3x =71 *=3 » 7 —4
x—2)/:5} x-5 -4 Solucion: x:?,y: 3
777273
b) 2x =6 2x =6| x=3
x+y+3z=7p 5x —z=4;: z=5x-4=11
5x — z=4| x+y+3z=7| y=7-x-32=7-3-33=-29

Solucion: x=3, y=-29, z=11

c) 2x —2t=6| 2x =6+2t| x=3+¢
X+ y+32 =7+ 5% — z=4—ty z2=5x—4+t=11+6¢
S5x —z+ t=4 x+y+3z=7 y=7—-x—-32=-29-19¢

Soluciones: x=3 + X, y=-29—19A, z=11+06A, t=1A

d) 2x +3z=0| 4x =4| x=1

—2.X' —2
—z=7%2 =0t g=—2X _ =2
x+3y zZ X +3Z zZ 3 3

4x =4 x+3y— z=7 y:m:%

-2

Solucion: x=1, y= %, z 3

2 ;Son escalonados estos sistemas? Resuélvelos:

) ; 2+ t=3
) 2y+ z_l b) X+y+z=7 ) xX+y+z=3 d y+3z-2t=4
2 2y ) _1 2x —z=4 < x—-y =2 2z =2
Yray+az= x — z+2t=5
_1
a) 2y+ z=1 2y =1 V=5
2y =1 2y+z=1p 2=1-2y=0
x+2y+2z=1| x+2y+2z=1| x=1-2y—-2=0
50[ucz'0’n:x=0,y=%, z=0
z
b) x+y+z=7| 2x =4+z x=2+§
2x  —z=4] x+y=7-z y=7—z—x= _3z

2
Soluciones: x=2+\, y=5-3A, z=2A

o) x+y+2z=3|x =2+y| x=2+y
x—y =2 x+z=3-y| z2=3-y-2-y=1-2

Soluciones: x=2+ X\, y=A, z=1-2\
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d) z+ t=3 2z =2 z=1
y+3z-2t=4 z+ t=3| t=3-2=2
2z =2 y+3z2-2t=4| y=4-3z+2t=5
X — Z2+2t=5| x — 2+2t=5| x=5+2—-2¢t=2
Solucion: x=2, y=5, z=1, t=2
Pagina 95
3 Transforma en escalonados y resuelve.
3 4 6 x— y+3z =0
) 2x -3y =21 b) oy z—; | Yryve= i 4 3x—2y-5z+7w=-32
Y135 + y=4 x+2y+ z_6 ¢ 3x—y—z—; x+2y— z+3w=18
Yry- &= rryres x=3y+ z+2w=-26
a) 2x—3y=21| a3 2x —3y=21 x=321 ,
3ev y=4 | Bevan e =33] y=E57=55
Solucion: x =3, y=-5
b) x— y+3z=—4| 9 x— y+3z=—4| 9 x— y+3z=—4
X+ y+ z= 2p @3H-(19 2y-2z= 6, @9:2 y— z= 3
x+2y— z= 6| (B3H-019 3y—4z=10| B9 3y—4z=10
(1.9 x—y+3z=—4| z=-1
29 y— 2= 3¢ y=3+z=2
33-3-29 —z= 1| x=—4+y-3z=1
Solucion: x=1, y=2, z=-1
) x+y+z= Z (;.:) | x+2y+2z= 13 9 x4y+2-6
Yoymas—ar GOS0 T TeEET @5 :(2) y+z=5
3x+y+z= 8| (9-3-09 -2y-2z=-10

(Podemos prescindir de la 3.2, pues es igual que la 2.2).

x+y=06-2
y=5-z

x=6-2—-y=6-2-5
y=5-z2

|

Soluciones: x=1, y=5-A, 2=\

d x—- y+3z = 0] @a»
3x-2y-5z+7w= 32| @9-3-(19
x+2y— z+3w= 18| GH-09

x-3y+ z+2w= 26| “&H=-09

x—y+ 3z = 0 @a»
y—14z +7w=-32( @9
38z—18w=114| (B9:2
-30z +16w=-90 | 15:6GH+19:

Solucion: x=1, y=10, 2=3, w=0

+z=1

x— y+ 3z 0
y—14z+7w=-32
3y— 4z+3w= 18

(1.9
29
(39-3-29

~2y— 2z+2w=-26| “9+2-29
x—y+ 3z - o) w=0
y—l4z +7w=-32 z=%=3
) z—=9%= 571 5__32 414z - 7w =10
' 34w= 0 x=y-3z=1
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1 ;Verdadero o falso?

a) Es posible que un sistema incompatible, al aplicar el método de Gauss, dé lugar a un sistema
escalonado compatible. O viceversa.

b) Al aplicar el método de Gauss, el sistema escalonado al que se llega finalmente es del mismo
tipo que el sistema inicial, pues todos los pasos que se dan transforman cada sistema en otro
equivalente a él.

a) Falso. Las soluciones de un sistema no dependen del método empleado para resolverlo.

b) Verdadero. Las soluciones de un sistema no dependen del método empleado para resolverlo.
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2 Resuelve estos sistemas de ecuaciones utilizando el método de Gauss:

X+ y+ z=2 3x—4y+2z=1 x—2y =-3

a)) 3x-2y— z=4 b) \-2x-3y+ z=2 )12x+3y+ z=4
2x+ y+2z=2 5x— y+ z=5 2x+ y-5z=4

a)  x+ y+ z=2 1 1 12 1.3 11 112
3x—2y— z=4 3 2 -1/4] - @3-3-03 0-5-4-2| >
2x+ y+2z=2 21 22 BH+2-(1.9 03 4 6

- 2] 2z=3
(1.9 1 1 1] 2 X+ y+ z
S @90 054 2| >  Sy+dg=2}y=2=%_
3.5+(123-3
(355 + @9 00 8 24 2-24) o5y
Solucion: x=1, y=-2, z=3

b) 3x—4)/+2z=1 3 —4 2|1 13)-2-33 -7 =2 0/-9
2x-3y+ z=2 2 312 = 2»-69H -7 =2 0/-3
S5x— y+ z=5 5 -1 1/5 39 5 =115
Las dos primeras ecuaciones son contradictorias. El sistema es incompatible.

o x-2 =-3 1 -2 0 -3 (1.3 1 -2 0-3
2x+3y+ z=4; (-2 3 14| > @3y+2.09 0-11=2| =
2x+ y—5z= 4 2 1 -5 4 BH-2-(13 05 =510

49 1-20-3 x=2y =-3| x=-3+2
- 29 0-11|=2| —

—y+z=-2| z2=-2+
(39 +5- 23 0000 Y Y

Soluciones: x=-3 + 2\, y=\, z=-2+A
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3 Resuelve mediante el método de Gauss.

2% =2 2x— y  + w=0 2x— y  + w=9
Yo yraEs x-2y+z =0 x-2y+z =11
a)1—=x+3y+ z=3 b) c)
5527 5— y+z+ w=0 S5x— y+z+ w=24
¥royro== 5x—2y-z+2w=0 S5x—2y-z+2w=0
a) x— y+2z=2 1 122 (1.3 1 -1 22
—x+3y+ z=3¢ (-1 3 13| > @9y+019 02 35| —>
X+ y+5z=7 1 157 3.H-@13 0 2 3|5
L x- ye2e=2] x- y=2—22} x:25‘23z+y5 ;
_ -5_ _2=9% _2 9%
2y+3z=5 2y=5-3z| y 5 )
9 5_32_9 7z
x=2-2z+ )

2
e e D _o _
Soluciones: x = ?—77\., r=5 -3\, 2=2A

b) 2x— y + w=0 2-1 0 1|0 (1.9
Xx=2y+z =0 1 -2 1 0|0 @29
Sx— y+z+ w=0[ |5-1 1 10| ~ 63-09
S5x=2y—z+2w=0 5-2-120 45-2-19
2-1 0 1/0 (1.3) 2-1 010 2x— y  +w=0| x=0
1-2 100 2.9 1 -2 1 0/0 x—2y+z =0| 2=0

- 2 2 —

30 100 (3. + (4.9 4.0 0 0/0 4x =0] y=0
10 -10/0 (49 1 0 -100 x -z =0 w=0
Solucion: x=0, y=0, 2=0, w=0

c) 2x— y + w= 9 2-1 019 (1.3)
x—-2y+2 =11 1 -2 1 011 2.9
Sx— yrz+ w=24( |5-1 1 124] 7 Gy-09
S5x=2y—z+2w= 0 5-2-120 45-2-(19
2-1 0 1|9 = 2-10 1|9 2x— y  tw= 9
1-2 1 011 2.9 1-2 1 0 11 x—-2y+z = 11

- 2 N -

30 1 015 (3.9 + (4.%) 40 00 -3 4x = =3
1 0 -1 0|-18 (49 1 0 -1 0/-18 x -z =-18
-3 69 x+z-11 _ 11 53
= — = 1 = — = =—— = —2 = —F
x=— z=x+18 4 ¥ 5 4 w=9-2x+y 4

Solucién: x=_4—3, y:%, z:%, w=573
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1 Discute, en funcién de £, estos sistemas de ecuaciones:
4x+2y =k 4x+2y =k
a)y x+ y—z=2 b)] x+ y—2=2
kx + y+z=l kx + J’+Z=0
Q) 4x+2y =k (42 0k a9 2 0k am
x+ y—z=2 11-12]— @3 1 1-1{2]—> @9
kx+ y+z=1 £E1 111 (3.3 + (2.9 E+1 2 03 (BHI= (L)
* Si k=3, queda:
42 0|k
x+ y—z=2| x—-z=2-y 2 3-2y 3 y
bl-12) = 4x + 2y =3} 4x =3—2y}_>x_T_Z_7
00 010
~ 3= 5+ 5y
Z—X—2+J/—T—2+_y— 4 _T-'-?

Sistema incompatible indeterminado.

Soluciones: x = S~ \, y=2\ z= D

4 4
* Si k=3, es compatible determinado. Lo resolvemos:
X+ y—z=2
4x+2y =k x=2—_§=—l;y=%=k;4=2+§
(k=3)x =(3-4k)
z=x+)/—2=—1+2+§— =—1+§
Solucion: x=-1, y=2+ %, z=—1+ %
b) 4e+2y =k| [42 0 k 1.3 4 20 4 (1.9
x+ y—z=2;|11-112]— @9 1 1 -12|—- @3
bx + y+2=0 £F1 10 (33 + (2.9 E+1 2 02 (33 -(@13

* Si k=3, queda:
42 03
11-12
00 0|-1

El sistema es incompatible.

* Si k=3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

X+ y—z-= 2 )
4e+2y = EY oo ﬁ:lg;y: k—24x:k22688
k- 3)x -k
2k K+k-8 o kK —5k+8
S I Y R T '
o 2-k K+ k—-8 __ k*—5k+8
Solucion: X V=t ? T
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4 2 0 &
1 1-1 2
k-3 0 0|34
4 2 0 &
1 1-1 2
k=30 0 2-+F
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2 Discute estos sistemas de ecuaciones en funciéon de £:

kx+y—-2=8 x+ y+ z=1
a)) x+y+2=0 b) y+hkz=1
2x  +z=Fk x+2y =k
a) kx+y—-z=8| [k 1-18 13 -@3 k-1 0 -28 13 +2-(39 k+3 0 0 8+2k
x+y+2=0 11 10— @3 1 1 10— @3 1 11 0
2x +z=k| \20 1 |k (3.9 2 0 1|k (3.9 2 01 £
* Si k=-3, queda:
0002
1 11 0| Sistema incompatible.
2013

* Si k=-3, es compatible determinado. Lo resolvemos:

(k+3)x =8+2k
x+y+z=0
2x +z=Fk
_ 8+2k
k+3
2
b Do k- —k—16
“ o k+3
o —k*—kx8
yEmEE k+3
o 8+2k . -k —k+8 __ k*—k-16
Solucién: x = 13 , Y= 5e3 , Z= b3
b) x + Y+ z=1 1111 1.3 111 1 ) 11 1 1
y+kz=1¢101 k1] @3 01 £ 1 |- @y 01 4 1
X+2y =k 120k (33 -1 01 -1k-1 (33 -@23 00 -1-F k=2
* Si k=-1, queda:
11 11
0 1 -1 1| Sistema incompatible.
00 0|3

* Si k=1, es compatible determinado. Lo resolvemos:

xX+y + z=1

y +hkz=1

(~1-kz=k-2
k=2 2_Fk
T IR T vk

2_Fk\_ o 2k—k* 1+ k—2k+k? 1—k+k?

y+k(Tk>_1 = y=1- 1+k 1+k o 1+k
e 1kt k 2k lak-l+k—kP—2+k  —2+3k—k*
x=1 J z=1 1+£ 1+k 1+£ - 1+4

o 243k—kY 1 —k+k: 2k
Solucion: x = “ar YT 1aE AT T
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1 Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son compatibles o incompa-
tibles:

3x-2y=5 dx+ 5y=7 X+ y+2z =7
a)| x+3y=-2 b) {2x—- y=0 ) {3x— y +4t=1

2x— y=3 7x+1ly =4 x-3y—4z+4t=06
a) 3x—2y= 5 3 -2 3-25

x+3y=—21 A=[1 3| 4'=|1 3 =2

2x— y= 3 2 -1 2-13

3-2
| ‘=ll¢0—>mn(A)=2

13 El sistema es compatible.
[A]=0 — ran(A")=2
b) 4x+ 5y=7 4 5 4 57
2x— y=0 A=2 -1| A'=({2 -1 0
Tx+1ly=4 7 11 7 11 4

|A'|=147 20 — ran(A") =3 2z ran(A) =2

El sistema es incompatible.

0 x+ y+2z =7 11 20 11 2 07
Bx— y+  4r=1y A=[3-1 0 4| A'=[3-1 0 41
x—3y—4z+4r=06 1 -3 -44 1 -3-446

Calculamos el rango de A:

11 11 2 1 10
‘ ‘:—4¢0; 3 -1 01(=0;(3-14|=0 — ran(d) =2
3 -1

1 -3 -4 1 34

Calculamos el rango de A"

117
3 -11(=-76 > ran(A") =3 =rman(A)
136

El sistema es incompatible.
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& Siguiendo el mismo proceso que en el ejercicio anterior, averigua si los siguientes sistemas son
compatibles o incompatibles:

x+3y-z=1 x+3y-z=1 X+ y+23z =7
a) 12x +z=2 b) 12x +z=2 ©)3x— y +4r=1
2y-2=0 2y-z=5 x-3y—4z+4t=-13
Q) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -11
2x +z=2y A=(2 0 1] A'=|2 0 1 2
2y—z=0 02 -1 02 -10

Calculamos el rango de A:
i

20 =620y |A|=0 - mn(d)=2

Calculamos el rango de A"

131
2 0 2|=0 (pueslal.2yla3.2columna son iguales) — rn(A") =2 =ran(A)
020

El sistema es compatible.

Observacion: Como la 4.2 columna de A’ y la 1.2 son iguales, necesariamente 7an(A') = ran(A); es
decir, el sistema es compatible.

b) x+3y-z=1 1 3 -1 1 3 -1 1
2x +z=2y A=12 0 1 A'=(2 0 1 2
2 —z=5 02 -1 0215

Sabemos que 7an(A) =2 (ver apartado a) de este ejercicio).

Calculamos el rango de A"

1 3
20 =-3020 = ran(A') =3 = ran(A)
0 2

NN =

El sistema es incompatible.

) x4+ y+2z = 7 1 1 2 0 1 1 2 0 7
3x— y+ 4r= 1y A=13 -1 0 4| A'=(3 -1 0 4 1
x—3y—4z+4r=-13 1 -3 -4 4 1 -3 -4 4 -13

Sabemos que 7an(A) =2 (ver apartado ) del ejercicio anterior).

Calculamos el rango de A"

1 1 7
3 -1 1 |=0—> man(d)=2=rmn(d)
1 -3 -13

El sistema es compatible.
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ﬂ Regla de Cramer
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1 Enuncia la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.

anx +ap) +a13z8=1~;
anX taxp)y+azs=c~c)
31X +d3p) + 4333 =C3

an a2 ais
Si |A|=|a21 a2 a23| 20 — ran(4) =3 =ran(4’)
a31 432 433

Por tanto, el sistema es compatible.
Al 1AL A
bl - bl -
|4 |4 |4
siendo A, la matriz que resulta de sustituir en la matriz A la columna de los coeficientes de x por la

columna de los términos independientes. Andlogamente, 4, y A, se obtienen sustituyendo en A la
columna de los coeficientes de la incégnita correspondiente por la de los términos independientes.

Su solucién es: x =

& Utilizando la regla de Cramer, resuelve el siguiente sistema de ecuaciones:

x—3y+5z=-24
2x— y+4z=-8

X+ )y =9
x—3y+5z=-24 1 -3 5
2x— y+4z=-8 |A|=12 -1 4]=-1=0
X+ ) =9 1 1 0
24 -3 5 1 24 5 1 -3 24
|A|=|-8 -1 4[=-7;]A4)|=|2 -8 4|=-2; |4=|2 -1 -8]=5
9 1 0 1 9 0 1 1 9

Por tanto: x=7, y=2, 2=-5
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3 Demuestra la regla de Cramer para un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas.
Procede de forma andloga a como se ha hecho en esta pdgina.
Tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incdgnitas:

ﬂ11x+ﬂ12)/+ﬂ13z= Cl all ail2 aii3
Ay X + dpy) + dy33 = Cyp, con |Al=|an axn ax| =20
az1X +dzp) +4a33% =C3 a3l 432 433

Hemos de despejar cada una de las incégnitas. Empecemos por la x.

Para despejar x, hemos de eliminar y, z. Esto se consigue multiplicando las tres ecuaciones, que lla-
mamos (1), (2), (3), por los adjuntos de los coeficientes de la x:

(1) - Ay = ay Ayyx+ ayy Ay + a3 Az = a4y
(2) - Ay = ayy Apyx+ ayy Ayyy + ay3 Az = 04y,

(3) - A3y = a3y Aszyx + azy Aszyy + azz A1z = 343
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Sumando, obtenemos una igualdad que vamos a analizar por partes:
* El coeficiente de la x es:
ay Ay + ay) Ay + az) Az = |4
* El coeficiente de la y es:
ap Ay + ayy Ay y + azy Az =0
Anilogamente, se ve que el coeficiente de z es cero.
* El término independiente es:

ey Ajy + ¢y Ayy + 3 A3, que es el determinante de la matriz A, que resulta al sustituir en A la co-
lumna de los coeficientes de x por la columna de los términos independientes:

€1 a2 a3
A.=|c2 a2 a2
€3 a3 a3z

Recapitulamos: al efectuar la suma (1) - A;; + (2) - Ay + (3) - A3}, obtenemos:
|Alx+0y+0z=|A,]
Puesto que |A| # 0, podemos despejar la x, y obtenemos:
|4
X =
|4
Para despejar la y habria que multiplicar las ecuaciones (1), (2), (3) por A;,, A,,, Asz,, respectivamen-
te. Y andlogamente procederiamos para despejar z, obteniéndose:
|4, 144
V=g 2T
Zl ||
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E] Aplicacién de la regla de Cramer a sistemas cualesquiera
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1 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:

=3
x— y+3z=1 x— y+3z=1 x+y+z_5 3x+4y=4
a)13x— y+2z=3 b) {3x— y+2z=3 c) . J’+z_4 d) ) 2x+6y=23
-2y+7z=0 -2y+72=10 Sx—y+z=6 2x+3y=1
Q) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 31
3x— y+2z=3p A=|3 -1 2| A=(3 -1 2 3
-2y+72z=0 0 -2 7 0 -2 70
Calculamos el rango de A:
L 0y 4)=0 A) =2
0 -2 =—2# y||_ —>mn()—
Calculamos el rango de A"
1 -1 1
3 -1 3|=0 (lal.ayla3.2columna son iguales) — rn(4’) =2
0 -2 0

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 2.2 ecuacién:

x—y+3z=1} x—y=1-3z — x:y+1—3z=1+§
2y+72=0 Dy=Tz o yz%
Soluciones: x=1+ M\, y=7\, z=2A
b) x— y+3z=1 1 -1 3 1 -1 31
3x— y+2z=3 ¢ A=|3 -1 2| A'=(3 -1 2 3
-2y+7z=10 0o =2 7 0 -2 710

Sabemos, por el apartado a), que mn(4) = 2.

Calculamos el rango de A"

1 -1 1
3 -1 3[=2020 = ran(A")=3=rmn(A)
0 -2 10

El sistema es incompatible.

o x+y =3 1 0 1 1 0/3
y+z=5 |0 1 , |01 15
x +z=4 A= 1 0 1 A= 1 0 1|4
Sx—y+2=0 5 -1 1 5 -1 1/6
110
Como |0 1 1|=2=20 — mn(d)=3
1 01

Calculamos el rango de A"

|A'|=0 = ran(A) =3
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El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la dltima ecuacién y
aplicar la regla de Cramer:

310 1 30 113
511 051 015
140 1] 2 |1 4 1| 4 |1 0 4] ¢
e T LA s e A b Sl ek
Solucion: x=1, y=2, z=3
d) 3x+4y=4 3 4 3 4 4
2x+06y=23 A=|2 6| A'={2 6 23
—2x+3y=1 -2 3 -2 31

Como |A'| =309 = 0, entonces ran(A') = 3 = ran(A).

El sistema es incompatible.



Unidad 3. Sistemas de ecuaciones VANANTANSAC HILLERATO!

Matematicas |l

E!] Sistemas homogéneos
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1 Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones:
’3x—5y+z=0 x— y— z=0
a)) x-2y+2=0 b)x+ y+3z=0
| x+y =0 x-5y-92=0
x+1ly—4z=0 5 N
2x+ 4y+ z=0 rryros -
c) d)3x-y -2t=0
x+ y-2z=0 o
2% 16y +52=0 Xoyw 2o E=
a) 3x—57+2=0 3 51
x=2y+z=0p |Al=]1 -2 1{=-5=20
x+y =0 1 1 0
Por tanto, ran(A) = 3 = n.° de incdgnitas.
El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, 2=0
b)x— y— 2=0 1 -1 -1
x+ y+3z=0p |[A|=|1 1 3[=0
x=5y-9z=0 I -5 -9
-1

Seleccionamos el menor =220 — ran(d) =2

1 1

Podemos suprimir la 3.2 ecuacién y pasar la z al segundo miembro:

X—y=2 } y-2 } Soluciones: x=—N, y=-2\, z=X

x+y=-3z| y=-2z
c 11y—4z=0
) xrlly—ds 1 11 —4
2x+ 4y+ 2=0 . :
-2 4 1 |=-18 — ran(A) = 3 = n.? de incdgnitas.
x+ y—-2z=0 1 1 o
2x— 16y +52=0 B

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, 2=0

d) x+y+5z =0 1 1 50
3x—y  —2r=0¢ A=[3 -1 0 -2
x—y+ z— t=0 1 -1 1 -1
1 15
3 -1 0|=-1420 — mn(d)=3
1 -1 1

Para resolverlo, pasamos la 7 al 2.° miembro:

x+y+5z=0
3x—y =2t
X—}/+ z=1
0O 1 5 1 0 5 1 1 O
2t -1 0 3 2t 0 3 -1 2¢
~ t—ll__7t_,;_ _ltl_7t__t- _l—lt_o_
S VA I A v v R A— v

Soluciones: x=MA, y=-\, z=0, t=2A
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2 Resuelve.
x—-2y+3z=0
) y+ z=0
2 x-3y+2z=0
(—x + 5y =0
(% - 2y + 332 = 0
b) y+ z=20
x -3y +22=0
—x + 5y + 3z =0
x + 3z =0
) y - t=0
R y +2t=0
(2x+2y+3z+ =0
x + 3z =0
- t=20
d) ‘
x + Y + 2t =0
2x + 2y + 3z + 9t = 0
Q) x-2y4+3z=0 1 23
7+ z=0 ~ 0 1 1
s—3ys2:-0[ 4711 52
—x + 5y =0 -1 5 0
Calculamos el rango de A:
1 1 -2 3 1 -2 3
0 1:I:tO;O 1 1|=0;|0 1 1|=0
1 -3 2 -1 5 0

Por tanto, ran(A) = 2. Elsistema es compatible indeterminado.
Para resolverlo, podemos prescindir de las dos tltimas ecuaciones y pasar la z al segundo miembro:
x—2y=—32} x=—3z+2y=—3z—22=—52}
y=-2 | y=-%
Soluciones: x=-5\, y=-\, z=1A

b) x—2y+3z=0

y+ 2=0 ] o . ' .
x—3y+2z-0 El menor asociado a las 1.2, 2.2 y 4.2 ecuaciones es:
—x+5y+32=0

1 -2 3

0 1 1=320 — ran(A) =3 = n.° de incignitas

-1 5 3

El sistema tiene solucién tnica, que es la solucién trivial por ser homogéneo.

Solucion: x=0, y=0, z2=0
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) X +3z =0 1 03 0
y —s=0l  [o10-1|
X+ y +2t=0 A= 110 2 » [4]=0
2x+2y+3z+ t=0 22 31
1 03
0 1 0|=-320 — ran(A) =3 < n.°de incdgnitas.
1 10

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién y pasar
la 7 al segundo miembro:

x— 3z=0 z:_—;:%:t

¥ =t y=t
X+ =-2t| x=-2t—y=-2t—-t=-3¢t

Soluciones: x=-3\, y=\, z=N\, t=\

d =x +3z =0 1 03 0
y - t=0 _010—1_ o
X+ y voreof |A] = 110 2 =-2420 — ran(A) = 4 = n.° de incignitas
2x+2y+3z+9t=0 2 23 9

El sistema tiene solucién tnica, que es la solucién trivial por ser homogéneo.

Solucion: x=0, y=0, 2=0, t=0
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m Discusion de sistemas mediante determinantes
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1 Discute y resuelve.

x+ y+az=0 X+ y=k
a) yax— y =-1 b) \kx— y=13
x+4y+62=0 5x+3y=16
a)x+y+dz=0 1 1 a 1 1 2/ 0
ax— y =-1¢ > A=|a -1 0|; A'=|a -1 0 -1
x+4y+06z=0 1 4 6 1 4 60
Py a—— [1A1 a=2
|A|=4ﬂz—5ﬂ—6=0 = a= 5+ 285+96 :518121 :51811 < 3
a=—
4
* Si a=2, queda:
1 1210 1
A=12 -10|-1 Tomamos el menor: ) _1‘=—3=0 — ran(A) =2
1 4 6|0
%,—/
A
1 1 O
2 -1 -1{=320 — mn(A") =3 =ran(A) — Elsistema es incompatible.
1 4 0
°Si¢=—%, queda:
1 1/1-3/4 0 1 1
A'=|-3/4 -1| 0 |-1]| Tomamos el menor: ] S SN ran(A) = 2
-3/4 1| 4
1 4 6 0
%f—/
A
1 1 0
-3/4 -1 -1|=3=0 — ran(A") =3 = ran(A) — Elsistema es incompatible.
1 4 0

*Siaz2y a=-3l4 = ran(A) = ran(A") = n.° de incégnitas = 3, el sistema es compatible deter-
minado. Lo resolvemos:

0 1 a« 1 0 «
-1 -1 0 a -1 0
0 4 6 6 — 4a 1 0 6 -6
X=-" ) V=" )
4a°-5a2—-6 4a”"—-5a-06 4a“—5a—-6 4a“-5a-06
1 1 O
a -1 -1
1 4 0 3

Z = =
44> —54-6 4a’—5a4-6

6—4a a—06 2 3

Solucion: x = y=

4 —5a-6 " 4 —54-6  4d*—54-6
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b) x+ y=£ 11k
kx— y=13p = A'=|k -1 13
5x +3y=16 5 316
| —
A
k=2
4] =3k2 11k +10=0 — = 12VIZIZ120 1121 —
6 6 k:?
* Si k=2, queda:
1 1]2
A'=12 113
5 3 16
—
A
1
Tomamos el menor: 2 —1‘ =320 — ran(A) = ran(4") = 2 = n.° de incignitas

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuacién:

x+y=2

2x—}/=13} Sumando: 3x=15 — x=5; y=2-x=2-5=-3

Solucion: x=5, y=-3
e Si k= %, queda:

1 1 /5/3
A'=|(5/3 -1 13
5 3116
| R—
A

1 1
’ ‘: =8 .0 > ran(A) = ran(A') = 2 = n.° de incdgnitas

5/3 1" 3

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuacién:

_2
X+}/—3
%x—y:B
8, 44 . 44 11, 5 . 5 11 _=23
Sumando: 3= N R EAE T I 2
Solucién: x = 17) y= —23

*Si k22 y k= % — ran(A') =3 = ran(A), el sistema es incompatible.
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2 Discute y resuelve, en funcién del pardmetro a4, el siguiente sistema de ecuaciones:

(a-1x+ y=0
(@a-1)x+(@a+1)y=0
(@a—1Dx+(a+1)y=0
4 a—1 1
“\a-1 a+1

11 =0
|A] = (-1) ‘1 a+1‘ =(a—1)(ﬂ+1—1)=ﬂ(ﬂ—1)=0<Z=1

(a—1)x+ y=0}

* Si 2=0, queda:

—-x+y=0

} y=x —> Sistema compatible indeterminado.
—-x+y=0

Soluciones: x= A, y=2\
* Si =1, queda:

=01 . . .
2-0 } Sistema compatible indeterminado.
Soluciones: x=N\, y=0

*Sia=0ya=l — ran(4d)=2

El sistema tiene solo la solucién trivial: x=0, y=0
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m Forma matricial de un sistema de ecuaciones
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1 Expresa en forma matricial y resuelve (ten en cuenta el ejercicio propuesto 1 de la pigina 78 de la
unidad anterior).

x— y— 2=6
2x— y=7
a) i —x +3z=2 b) ¥y
x-2y=11
—2x+5y-3z=0
a) x— y— z=6 1 -1 -1\ /x 6
—x +3z=2¢r = [-1 0 3| |y|=|2
—2x+5y-3z=0 -2 5 3/ \z/ \0
S = —
A . X -8B

En el ¢jercicio 1 de la pagina 78 hemos calculado AL

15 8 3\ /6| [106
A-X=B > X=A1.B={9 5 2|.[2]|=| 64
5 3 1/ \o 36

Solucion: x =106, y=064, z=36

b) 2x — y=7 2 -1 X 7
x—2=11] 7 \1 2/ \y)7\n

—_— = =~

B . X=C

En el ¢jercicio 1 de la pagina 78 hemos calculado B~

) o 2N (7N (3 (1
B-X=C — X=B -6_7(_1 2>-(11>_7<15 -{ s

Solucion: x=1, y=-5

2 Expresa en forma matricial y resuelve.

x—2y-3z—-1t=0 x+y =5
y+2z =4 y+z =-1
a) 2y+3z+t=1 b) z+t=4
3x -2y +t=-2 t=2
Q) x—2y-3z-1=0 1 -2 -3 -1\ (x| [0
y+2z =4 01 2 0]y 4
2yi3z+0=1{ 1o 2 3 1[|z|7|1
3x—2y +1=-2 3 -2 0 1 t -2
—_—
A X =B

Calculamos la inversa de la matriz A:

|[A]=-520 — existe A7

-5 0 -5 0
-6 3 -8 2

1 __1
A7 = 513 -4 4 -1
3 6 -1 -1
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5 0 -5 0\ [0 -5 1
AX-B s gt g L6 3 =8 20 4| 4 [0} [0
513 -4 4 —1]|1]775 |-10]7| 2

3 6 -1 -1/ |2 25 \=5

Solucion: x=1, y=0, =2, t=-5

b) x+y =5 1 10 0| [x 5
=-1 0110 -1

y+z N 17.
z+t=4 001 1]||z 4
t=2 00 01 ¢ 2
— — —
A . X - B

Resolvemos el sistema escalonado.

Solucion: x=8, y=-3, 2=2, t=2
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1. Discusion de sistemas aplicando el método de Gauss

Hazlo tu. Discute y resuelve, en funcién del pardmetro, aplicando el método de Gauss.

—x+my+ z=2 x+ y+ z=0
a) 2x— y+2z=0 b) {3x+2y+az=5
g —-3z=-2 2x+ y+ z=3
-1 m 1 ]2\ 33 -1 0 3|2\ 63
al2 -1 2 0] @y 2 -1 2 0] @9y+2-019
-1 0 =3|-2/ @a» -1 m 1 2] G35-09
-1 0 -3 -2\ Gy -1 0 -3 -2
0 -1 -4/ -4| @ 0 -1 -4 -4
0 m 4 | 4 (39 + 2.9 0 m-1 00
* Si m= 1, elsistema es compatible determinado.
—x —3z=-2
—y—4z=—4 Solucion: x=-1, y=0, z=1
(m—-1)y =0

* Si m=1, elsistema es compatible indeterminado.

-  —3z=-2
—y—4z=—4 Soluciones: x=2—-3\, y=4—4\, z=1A
Oy =0
1 1 1[0\ @a® 1 1 1 0\ a» 1 1 1 0
b)[3 2 «|5| @y-3-09 0 -1 -3 5| @3 0 -1 -3 5
21 13/ G3)-2-(19 0 -1 -1 3/ G3y-0y 0 0 2-a| -2

* Si a=2, elsistema es compatible determinado.

x+ y+ 2=0

3x+2y+az=5; Solucion: x=3, y=-—

2x+ y+ z2=3
Los tres planos se cortan en un punto.

* Si a=2, la matriz queda:

1 1 10
0 -1 -1]5
0 0 0/ -2

El sistema es incompatible. Los planos se cortan dos a dos.
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2. Discusién de sistemas aplicando el teorema de Rouché

Hazlo tu. Discute los siguientes sistemas de ecuaciones y resuélvelos cuando sean compatibles:

. X—y+ z=2

x+ y+ z=a-1 4
)i2x+ y+az=a b Zry=- &=
2 y mx+y+3z2=06

x —-2z=0

a=2
=—a2+3¢z—2=0< )
a =

x+ay+ z=1

Q
— XN =

1 11 1
|21 a a | > |A=|2
1 a1l 1

*Siaz2yaz-1 — ran(A)=3=ran(A") — el sistema es compatible determinado.

Para cada valor de « distinto de —1 y 2, tenemos un sistema con solucién tnica, que por la regla de

Cramer es:
a-1 11 1 a-1 1 11 a-1
a 1 a 2 a a 2 1 a
e 1 a1 1 1 1 . 1 2 1
—a*+3a-2 J i +3a-2 i +3a-2
Solucién: x=a+1, y:z_d, z=——2
a—1 a—1

Son tres planos que se cortan en un punto.

e Sia=-1:

X+ y+z==2 1 1 1 =2
2x+y—z=-1p, = (2 1 -1|-1

x—y+z=1 1 -1 1 1

bl 120 A)=2

5 177120 = ran (A) =

1 1 =2 El sistema es incompatible.
2 1 —1(=320 — ran(A)=3

1 -1 1

Son tres planos que se cortan dos a dos.
*Sia=2:
x+ y+ z=1

1
2x+ y+2z=2p — |2
x+2y+ z=1 1

N = =
— N =
— N =

‘11

) 1‘:—1::0 — ran(A) =2

Como la columna de términos independientes es igual a la columna de coeficientes de z, tenemos
que ran(A') =2 = ran(A), el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro:

x+y+ z=1
2x+}/+2z:2} = x=1-% y=0, 2=

Los planos se cortan en una recta.
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b) Empezamos estudiando el rango de A', ya que puede ser 4:

1 -1 1 2

2 1 -1

w1 3 6 =12-12m
1 0 =20

*Sim=z1 — ran(A') =4 = ran(A), el sistema es incompatible.

* Si m =1, quitando la tercera ecuacién:

1 -1 1

2 1 -1{==620 = ran(A) =3 =ran(A"), el sistema es compatible determinado:
1 0 -2

xX—y+ z=2

2x+y— z=4¢ Aplicamos la regla de Cramer y obtenemos: x=2, y=1, z=1
x— 2z=0

Los planos se cortan en un punto: P= (2,1, 1).
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3. Sistemas que dependen de dos parametros

Hazlo tu. Discute y resuelve segtin los valores de m y 7 el sistema siguiente:

mx+y+ z=n
X+ y+mz=2

2x+y+mz=n

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

m 1 1
1 1 m|=m-1
2 1 m

*Sim=z1 = ran(A) =3 =ran(A") — el sistema es compatible determinado.
Para cada valor de m distinto de 1, tenemos un sistema con solucién tinica:
mx+y+ z=n

n—mn+mn+2m® —4 go_2m+2n—mn—4
m—1 ’ m—1

xX+y+mz=2p — x=n-2, y=
2x+y+mz=n
*Sim=1y n=2:

X+y+z=n
X+y+z=2
2x+y+z=n

Las dos primeras ecuaciones son iguales. El sistema es compatible indeterminado.

El sistema queda:

X+y+z=2
2x+y+z=2

Pasando z al segundo miembro obtenemos: x=0, y=2-A, z=2A
*Si m=1y n=2, las dos primeras ecuaciones representan dos planos paralelos.

El sistema es incompatible.
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4, Sistemas homogéneos

Hazlo tu. Discute y resuelve este sistema de ecuaciones:

x+ y— z=0
x+3y+ z=0
3x+ay+4z=0
Es un sistema homogéneo, luego siempre es compatible. Calculamos el determinante de la matriz de co-
eficientes:
1 1 -1
1 3 1(=20-2a
3 a 4

*Sia=10 = ran(A) =3 =ran(A") — el sistema es compatible determinado.
Para cada valor de # distinto de 10, tenemos un sistema con solucidén tnica: (0, 0, 0), la solucién trivial.
*Sia=10 = ran(A) =2 =ran(A") — el sistema es compatible indeterminado.

Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro:
X+ y= z

} Soluciones: x =2\, y=-\, z=1A

x+3y=—2
8. Sistemas con mas incognitas que ecuaciones

Hazlo tu. Discute este sistema de ecuaciones y resuélvelo en el caso a = 0:
xX— y+ z— t=2
3x+ y— z =-1
xX—5y+5z—at=a+5

Como A no es cuadrada, vamos a calcular su rango:

1 -1 1 -1
A={3 1 -1 0| — calculamos los siguientes determinantes:
1 -5 5 -a
1 -1 1 1 -1 -1
1 -1
‘3 1‘=4¢0, 3 1 —1(=0,1(3 1 0|=16-4a
1 -5 5 1 -5 —a

*Siaz4 — ran(A) =3 =ran(A") < n.° de incdgnitas — el sistema es compatible indeterminado.

Pasamos z al segundo miembro como pardmetro por no haber seleccionado la columna de coeficientes
de z para el menor distinto de cero.

X— y+ z— t= 2
3x+ y— z = -1t 5 x=0,y=A-1, z=A, t=-1
X—5y+5z—at=a+5

eSia=4 — ran(4) =2

X— y+ & —t= 2

3x+ y— z =—1 ¢ Sianadimos la columna de términos independientes:
x—5y+5z—4r= 9
1 -1 2
3 1 -1{=0 — ran(A')=2=ran(A) — elsistema es compatible indeterminado.
1 -5 9
Para resolverlo, tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z y ¢ al segundo miembro como pa-
rdmetros:

X—y+z—t= 2 1,1 . 3.7 -
} Soluciones: x= e y=A M z=A, t=U

3x+y-z =-1
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1. Sistema matricial
Dado este sistema de ecuaciones:
X—y+mz=m
mx+y— z=m
(m+1)x + z=m+2
ballar la matriz A™'B, sin calcular la matriz inversa de A, siendo A la matriz de coeficientesy B

la de términos independientes.

x
) X=|y|=A4"'B
z
b)AX=AA"'B=B
c) X es la solucién del sistema:
X—y+mz=m
mx+y— z=m
(m+1)x+ z=m+2

Para que exista A~! el sistema tiene que tener solucién tnica.

1 -1 m
[Al=| m 1 -1|=-m?+m+220
m+1 0 1

Luego m=—-1y m=2.

En estos casos,

m -1 m 1 m m
m 1 -1 m m -1
m+2 0 1 P ) m+l m+2 1 S )
*= 2 ) =1 y= 2 ) =1
-m"+m+2 —-m~+m+2 —-m"+m+2 —-m"+m+2
1 -1 m
m 1 m
. m+l 0 m+2 _—m2+m+2_1
B —m*ym+2 S mPema2
1
Solucion: X= |1
1

2. Sistemas con infinitas soluciones

Sean S y S' dos sistemas de ecuaciones con dos incégnitas que difieren solo en los términos indepen-
dientes. Si S es compatible indeterminado, ;lo serd también S'?

Si § es compatible indeterminado significa que la columna de términos independientes es linealmente
dependiente de las columnas de los coeficientes.

Al cambiar los términos independientes, cambiamos la columna correspondiente y puede que sera lineal-
mente independiente con las anteriores, luego puede que el sistema resulte ser incompatible.
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3. Sistema compatible para cualquier valor del parametro

Sea el sistema de ecuaciones:
ax+ y+ z=a+2
2x—ay+ z=-2
X— y+az=a
a) Comprobar que es compatible para cualquier valor de a.

b) Calcular su solucién en forma matricial en el caso a = 0.

¢) Resolver para a =1 utilizando el método de Gauss.

a 1 1
a) |2 —a 1|==4?-1=0 - a=-1
1 -1 a
*Sia=—-1 — ran(A) =3 =ran(A") — elsistema es compatible determinado, tiene solucién unica.
*Si a=-1:
—x+y+z= 1
2x+ y+z= 2
x—y—z=-1
-1 1
)1 =320 > man(d)=2
Afadimos la columna de términos independientes:
-1 1 1
2 1 2|=0— rman(A)=2=ran(A)
1 -1 -1

El sistema compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.

Es compatible para cualquier valor de a.

b) z = 0:

0 1 1\ [x\ /2
2 0 1)|y|l=|-2|] > AX=B > X=A"'B
1 -1 0 z 0
0 1 1\ /-1 1 -1
2.0 1] ={-1 1 =2
1 -1 0 2 -1 2
101 -1\ [2)\ [-4

X=|-1 1 2] [-=2]|=|-4

c)a=1:
X+y+z= 3
2x—y+z=-2
x—y+z=1
11 13\ a9 1 1 1 3 (1.9
2 -1 1|2 @»-2-09 0 -3 -1/-8| @9
1 -1 1)1 (35— 0 -2 0 /|-2/ 3-G39-2-29
11 1|3
0 3 -1/ -8 - x=-3,y=1,2=5
0 0 210
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4. Ahadir una ecuacién a un sistema

Anadir una ecuacion al sistema
2x—y+2z=1
x+y—- z=3
de modo que sea:
a) incompatible.
b) compatible determinado.
¢) compatible indeterminado.
{Zx —y+2z=1
a)
X+y— z=3
Hacemos (1.2) + (2.3) — 3x+2z=4

Cambiamos el término independiente — 3x+z =75

El sistema:
2x—y+2z=1
x+y— z=3
3x + z=5

es incompatible.

b) {2x—y+2z:1 N %

x+y— 2=3

i
SV
N
I

o

Una solucién es: x = %, ¥

Afadimos la ecuacién 5x—4y =0

El sistema:
2x— y+2z=1
x+ y— z=3
S5x—4y— =0

es compatible determinado.
¢) Hacemos (1.2) + (2.3) — 3x+z=4

Ponemos esta nueva ecuacién que es combinacion lineal de las anteriores.

El sistema:
2x—y+2z=1
xX+y— z=3
3x + z=4

es compatible indeterminado.
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Para practicar

M Método de Gauss

1 Resuelve, si es posible, los siguientes sistemas:

x+2y+2=9
a)y x— y—z=-10
2x— y+2z=5
—x+2y— z=1
©)12x—4y+2z=3
x+ y+ z=2
Q) x+2y+z=9 1 2
x— y—z=-10 1 -1
2x— y+z=5 2 -1
1.3 1 2 1
@23 0 3 2
23+2-39 0 -7 0

x+2y+2=3
b) 2x— y+z=-1
2x-3y+2=0
d)\3x- y =0
4x+ y—2=0
1 9 (1.3) 1 2 1 9
-1 -10] -@»H+01.? 0 3 2|19
1 5 (B33H-2-(013 0 -5 -1/-13
9 x+2y+ 2=9
19 —
19] —» 3}/+2z:19 —)y:l;z: 923}/
7 -7y =7

Solucion: x=-1, y=1, z=8

b) x+2y+z=3

1 2 1
2 -1 1

(1.9

)

12103
0s 17
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=8;x=9-2y—z=-1

2x— y+z=-1 -23+2-(1.9
_/_z
x+2y=3—z‘\ 55
y=7-2 x=3—z—2y=3—z—%+%=%—%
Si tomamos z = 5A, las soluciones son: x=%—37x, y:%—?», z =5\
o x+2y— z=1 -1 2 =11\ 39 1 1 1|2
2x—4y+2z=3 2 -4 23] @3 2 -4 2 3| >
X+ y+ z=2 1 1 1 12/ @19 -1 2 =11
1. 1 1 1] 2 1.3 1 1 1|2
- 2H-2-09 0 -6 0|-1| @3y+2-3Y 00 05
3.3 + (1.3 0 3 03/ 6GY 0 303
La segunda ecuacién es imposible: Ox + 0y + 0z =5
El sistema es incompatible.
d)2x-3y+2z=0] (2 -3 1 0| @9 2 -3 10
3x— y =0 3 -1 0 0] @3 3 -1 00] >
4x + y—z=0 4 1 -1/0/ G»+@1y 6 -2 00
(1.9 2 -3 170 2x-3y+2z=0
- 29 3 -1 0 0] =
3x—y =0
(=223 0 0 00

y=3x; 2=-2x+3y=-2x+9x="7x; x=A
Soluciones: x=MA, y=3\, z=7A
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2 Estudia y resuelve por el método de Gauss.

[—x+ y+3z=-2 y+ z=-1
a)4x+2y- z=5 b)jx— y =1
2x+4y-7z=1 X+2y+3z=-2
S5x+2y+3z=4 x— y+3z-14t=0
©)12x+2y+ 2=3 d)2x-2y+3z+ ¢t=0
x-2y+2z=-3 3x-3y+5z+ 6t=0
a) x+ y+3z=-2 -1 1 3 =2\ @a» -11 3 |=2
he+2y— z=5 b+ [ 4 2 -1 5| @y+4-09 0 6 11 3| >
2x+4y—Tz=1 2 4 7|1 BGH+2-(19 0 6 -1 -3
—1 1 -2
- 11 -3 | — Sistema compatible determinado.
2')—(2*‘) 0 0 -12] 0

Lo resolvemos:

X+ y+ 3z=-2
6y+UZ——3 y———,x y+32+2_%

Solucion: x—i y:—?, z=0

b) y+ z=-1 0 1 1 -1 @8 1 -1 01
x—y =1tl1 10 1) ay  fo 1 11>
Xx+2y+3z=-2 1 2 3|2/ 69 1 2 3|2
1.3 1 -1 01 (1.2) 1 -1 0 1
— (29 0 1 1 -1 2.9 0 1 1 1
(33 -(@1.3 0 3 3|3/ BH-3-29 0O 0 0|0
Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:
x—y =1
y+z=—l} x=l+y; z2==1-y; y=A
Soluciones: x=1+MA, y=\, z=-1-A
c) Sx+2y+3z=4 5 2 3|4 (3.3 1 =2 2/-3
2x+2y+ 2=3 2 2 1|3 (2.9 2 2 1 3| =
x-2y+2:=-3] \1 2 2 3] an \s 2 3 4
1.3 1 -2 2 -3 (1.8) 1 -2 2|3
- 23-2-03 0 6 -39 29:3 0 2 -1/3
B3H-5-01.3 0 12 -7119/ BH-2-29 0O 0 -1 1

Sistema compatible determinado. Lo resolvemos:

x—2y+2z=-3| z=-1

2y— z=3  y=1
—z=1| x=-3+2y-2z=1

Solucion: x=1, y=1, z=-1
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d) x— y+3z-14r=0 1 -1 3 =14 0\ a» 1 -1 3 =140
2x—2y+3z+ t=0 2 23 1 |0 @y-2-(19 00 -3 29 0] —
3x—3y+5z+ 6t=0 3 35 6 [0/ 63y-3-019 0 0 —4 48 |0

(1.9 1 -1 3 -14/0
- @23 0 0 -3 2910
—4.23+3.(39 0 0 0 2810

Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x—y+3z-14r=0
-3z2+29t=0p — t=0; z=0; x=y; y=A
28:=0

Soluciones: x=MA, y=A, 2=0, t=0

3 Resuelve por el método de Gauss.

x +2z=11 x+y+z+t=1
2 x+y =3 b) x—y+z—-1t=0
y+ z=13 x+y—z—t=-1
x+y+ z=10 X+y+z—t=2
1 0 211\ @a» 1 0 2|11\ @a» 1 0 2 |11
) 1103 2.3 -@1.3 01 -2/ -8 @3 01 -2|-8
V1o 11 13| 69 01 1 13| Ga-@ 00 3 21|
1 1 110/ @“49H-09 01 -1 -1/ @&9H-@29 00 1|7,
(1.2 1 0 2|11
2.3 01 -2 -8
~ 63 00 3 21
(4.3 -(1/3)- (3.9 00 0 0

(32) — 3z=21 — z=7
22 — y-22=-8 = y—14=-8 = y=06
(13) > x+2z=11 > x+14=11 - x=-3

Solucién: x=-3, y=06, z=7

11 1 1)1} a9 11 1 11
1 -1 1 -1/0]| @vy-a9 0 -2 0 -2 -1
Dly 1 oo ea-ay 00 -2 -2 -2
1 1 1 -1]2/] ¢45-09 00 0 -2 1

(49) > 2r=1 — t=—%

(33) — —25-2/=-2 — 2z+1=-2 — 2= %

28 - 2y-2z=-1 =5 -2y-3=-1 = y=1

(12 = x+y+z+r=1 > x+ 1+ %—L =1 = x=-1

2

Solucion: x=-1, y=1, z= 2, t=—
olucion.: x _)/ zZ 2 2
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4 Discute los siguientes sistemas segiin los valores del parimetro m:

x+2y=3 x-2y+ z2=3
a) y=1 b) y+2z=0
2y=m-2 3y+7z=m
x+ y— z=1 x—y =0
)y —2y+ 8z=3 d) 13x + z2=0
mz =1 | (m-5)z=0
a) x+2y=3 12 3 1.2 1 2
y=1 01 1 | @ 01 1
2y=m-2 0 2\ m=2/ B9H-2-23 0 0 m—4
* Si m=4 — Sistema compatible determinado.
* Si m=4 — Sistema incompatible.
b)x—2y+ z=3) [1 2 1]3\ a9 1 2 1/3
y+2z=0 0o 1 2|0 2.9 0 1 2/0
3)/+7z=m‘ 0 3 7|\m/ B3H-3-019 0 0 1|m

Sistema compatible determinado para todo m.
ox+ y— z=1| (1 1 -1]1
-2y+8z=3; [0 -2 8 |3
mz=1) \0 0 m|1

*Si m=0 — Sistema incompatible.
*Si m=0 — Sistema compatible determinado.
d) x—y =0 1 -1 0 |0
3x 4+ z=0p (3 0 1 |0
(m-5)z=0] \0 0 m-50
*Si m=5 — Sistema compatible indeterminado.

*Si m=5 — Sistema compatible determinado con solucion x=0, y=0, z=0.

5 Discute los siguientes sistemas y resuélvelos cuando sea posible:

x— y-2z=2
2x—y =4 2x+ y— z=1 x+2y=3
2x+ y+3z=1
a) \—x+ (y/2) =2 b){ x-2y+ z=3 0i2x—- y=1 d) 3 + 223
x+my =2 5x-5y+2z=m 4x+3y=m x+2y+5z=m
a)2x—y =4 2 -1 4\ a» 2 -1 |4
—x+ (2)==2¢ |-1 1/2 2| 2-@3+019 0 0 0
x+my =2 1 m | 2] 2.69=-019 0 2m+1]0
*Sim=— % — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

5 4 y=2x—4
oy=t o x=A\

Soluciones: x=MA, y=2\-4

e Si m=— % — Sistema compatible determinado.

2x — y=4| y=0

Cm+1)y=0| x=2
Solucion: x=2, y=0
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b)2x+ y— z=1 2 1 =11\ @» 1 2 1 3
x=2y+ 2=3 1 =2 13| a3y 21 -1]1| —>
S5x=5y+2z=m| \5 =5 2 |m| B9 5 -5 2 m
(1.9 1 -2 1 3 (1.9 1 -2 1 3
- 2H-2-019 0 5 3| -5 @3 05 -3 -5
BYH-5-019 0 5 -3|m-15/ 6G3H-@» 0 0 0 m-10

* Si m=10 — Sistema compatible indeterminado. Lo resolvemos:

x=2y+ z=3 }/=_5;32=—1+3—5Z
5y —3z=-5 x=3+2}/—z=3—2+%—z=1+%
Hacemos z =5\
Soluciones: x=1+ \, y=-1+ 3\, z=5A
* Si m=10 — Sistema incompatible.
o x+2y=3 1 213\ a» 1 2 3
2x— y=1 2 11 23-2-(1.9 0 -5 -5 -
dc+3y=m| \4 3 'm| BH-4-009 0 -5 m-12
(1.9 1 2
- 29:65) 01 1
(3.3 -@29 0 0|m-7
* Si m=7 — Sistema compatible determinado.
x+2y=3
y:l} x=3-2y=1
Solucion: x=1, y=1
e Si m=7 — Sistema incompatible
d) x— y-2z=2| [1 -1 =2 2\ a9 1 -1 2 2
2x+ y+3z=1 21 3 1) @9y-2-09 0 3 7| =3
3x o+ z=3[ (3 0 1 3| 69309 o3 7| 3|
x+2y+5z=m| \1 2 5 | ml @“IH=09 0 3 7 m=-2
(1.3 1 -1 =2 2
2.3 03 7| -3
= eY-@9 00 0 0
(4.9 -@2.9 0 0 0 | m+1
* Si m=-1 — Sistema compatible indeterminado.
-3-7z 7z
Cy_2z22 | g7 Tz
x— y—2z ¥ 3 3
3y+7z=-3 x:2+y+2z:2—1—%+22:1—%

Haciendo z = 3\:
Soluciones: x=1-N, y=-1-7A, z=3\

* Si m=-1 — Sistema incompatible.
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M Teorema de Rouché. Regla de

Cramer

6 Aplica el teorema de Rouché para averiguar si los siguientes sistemas son compatibles o incom-

patibles:
x— y=6 X+ y— z=-2 2x+3y-2=3
a) 14x+ y=-1 b)2x- y-3z=-3 ) {—=x-5y+2=0
5x+2y=-5 x-2y-22=0 3x+ y—-2=06
. X+ y+ z=2
x—-y-2z=2 x+3y+ z=-1
x—-2y-7z=0
d)2x+y+3z=1 e) Ve z=-l ) x— y- z=-1
3x + z=5 2x + 3y _o (2x+ y+3z=5
a) x— y=6 1 1|6
dx+ y=-1p A'=[{4 1 -1
5x +2y=-5 5 2 -5
H—/
A
1 —
Como 4 1 =520y |A'| =0, tenemos que: ran(A) = ran(A') = 2 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado. Para resolverlo, podemos prescindir de la tercera ecuacién:

~7=6 | Sumando: 5x=5 — x-1
x—y } umando: 5x =5 X }Solucién.'x=1>.y=_5

de+y=-1| y=—1-4x=-1-4=-5
b) x4+ y— z=-2 11 -1/-2
2x— y-3z=-3p A'=(2 -1 -3 -3
x—-2y-2z=0 1 -2 20
| —
A
1
Tenemos que |A| =0 y que ) _1‘ =320 — ran(d)=2
1 1 =2
Como |2 -1 3|=-320 > man(A')=3=mn(d) =2
1 -2 0

Por tanto, el sistema es incompatible.

) 2x+3y—2z=3 2 3 -1/3
—x—=5y+2=0¢p A'={-1 -5 10
3x+ y—2=06 3 1 -1/6
%f—J
A
2 3

Como |A4]|=0y ‘_1 _5‘ =—7 =0, tenemos que ran(4) = 2.

2 3 3
Ademis, |-1 -5 0| =0.Luego ran(A") =2 = ran(A) < n.° de incignitas.

3 1 6

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la tercera ecuacién:

2x+ 3y— z= 3} 2x—z=3—3y} Sumando: x=3+2y

—x— 59+ 2= 0| —x+2=5y 2=5y+x=5y+3+2y=3+7t

Soluciones: x=3 + 2N, y=X, z2=3 + 7\
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d) x—y-2z=2 1 -1 22
2x+y+3z=1p A'=12 1.3 1
3x + z=5 3 0.1 5
%/_/
A
21

Como |A4]|=0 y‘B 0’ =-3 20, tenemos que ran(A4) = 2.

1 -1 2
Como |2 1 1|=620 — mn(A')=3=zmn(d)=2

3 0 3

Por tanto, el sistema es incompatible.

e x+ y+ z=2 | 11 12

x—2y-7z=0 [ |1 2 710

yroa=-1f 7 0 1 104

2x + 3y =0 | 2 3 00

%/_/
A
1 1 1
Como |1 -2 -7|=5207y |A'|=0, tenemos que ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incégnitas.

0o 1 1

El sistema es compatible determinado.

Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién. Aplicamos la regla de Cramer:

2 1 1 1 2 1 1 1 2
0o -2 -7 1 0 -7 1 =2 0
-1 1 1| 715 0 -1 1| _q9 0 1 -1| 5
= == = = = =2 = —===1
X 5 5 =2 J 5 5 “ 5 5

Solucion: x=3, y=-2, z=1

£) x+3y+ z=-1 1 3 1 -1
x— y— g=-1¢ A'=|1 -1 -1 -1
2x+ y+3z=5 21 3|5

N
A

Como |A|=-14 =0, tenemos que ran(A) = ran(A") = 3 = n.? de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

103 1 1 -1 1 1 3 1
1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
15 1 3] o _ 2125 31 14 121 5| 28
- it v s v VA =4 4’

Solucion: x=0, y=-1, z=2
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7 Resuelve los siguientes sistemas aplicando la regla de Cramer:

) [8e+ 14y -2 b x”"z”:;
Y 13x- sy=11 x-y o ois
z—t=0
3x-y =2 X—y—-z+t=4
0)i12x+ y+ z=0 )
X+y+z3—t=2
3y+2z=-1
a) 8x+ 14y=2 8 14| 2 4 940
3x— 5y=11 \3 511 = |A]=-82=
H_/
A
‘2 14‘ 8 2
11 S50 164, 13 1] g2
=g s BT g s
Solucién: x=2, y=-1
b)x+y-z+zr=1 1 1 -1.1 1 1 1 -1
x—y —t=2¢ A'=|1 -1 0.-12| — Tenemosque |1 -1 0 |=-2=0.
z—1=0 00 1 -10 00 1
%f—/
A
1-z 1 -1 1 1—-¢# -1
2+t -1 0 1 2+ 0
e 0 13- 34r, 10 2 1] 14 —1-¢,
*= ) I ) T2 T2
1 1 1-¢
1 -1 2+¢
0 0 t 2t
zZ = ) —_2 =17
Soluciones: x=3+7\’, }/=_1_7L, z=MN t=A
2 2
o) 3x—y =2 3 -1 0 2
2+ y+ z2=0 ¢t A'=(2 1 10| - |4A|=1=0
3y+2z=-1 0 3 2 -1
%/_J
A
2 -1 0 3 20 3 -1 2
0 1 1 2 0 1 2 1 0
103 2| 0 -1 2| _s 0 3 -1| 7
=—=—=-]; y=————=—"F=-5; g= ———— ==
* 1 1 Y 1 [T E 1 T/
Solucién: x=-1, y=-5, z=7
dDx—y—z+t=4| x—y=4+z-¢| |1 -1
=2=0
X+y+z—t=2| x+y=2—-z+z¢| |1 1
4yz—t —l‘ ‘1 4yz—t
~ 2—z+t 1 6 4. 1] 2—z+t  2-2z+2t
x-—2 —5—3,)/— 2 = ) =—1l—-z+¢

Soluciones: x=3, y==1-A+WU, z=A, =L
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8 Estudia y resuelve estos sistemas, cuando sea posible:

'3x+y—z=0 ' x—-2y+ z=-2
a)y x+y+z=0 b)1-2x+ y+ z=-2
y—-z=1 x+ y—2z=-2
) =5
x+2y+2=0 vy
i 1 d x +2=0
€ Y 1 y+z=7
T yoE=- 2x+y+z=11
a) 3x+y—2=0 31 -10
x+y+2z=0p A'=|1 1 1
y—z=1 01 -1/1
%,—J
A
Como |A|=-6=0, tenemos que: ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incégnitas.

El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos mediante la regla de Cramer:

01 -1 3 0 -1 310
01 1 1 0 1 1 10
_11—1_2__1__01—1__4_2‘_011_2__1
U6 T6T3)T T 6 TL6T3TTT 6 TL6 3
Solucion: vo=L y_2 =L
olucién: x 3 y 3 z 3
b) x-2y+ z=-2 1 211/|=2
2x+ y+ z=-2¢ A'= —211 1 =2
x+ y—2z=-2 1 1 =2|=2
%/_/
A
Como 5 _1‘=—3y |A| =0, tenemos que ran(A) = 2.
1 2 2
Ademds, |-2 1 2| =18=0. Luego mn(A') =3 = ran(A) = 2.
1 1 =2

Por tanto, el sistema es incompatible.

© x+2y+2=0 1 2:'1]0
~x-y =1 ¢A=|-1 1.0 1
~ y_z=-1 0 -1 -1 -1
%f—J
A
1 2 0 1 2
Como |A4]=0, |[-1 -1 1 =0y‘_1 _l‘zl::o,tenemosque:
0 -1 -1

ran(A) = ran(A") = 2 < n.° de incdgnitas. El sistema es compatible indeterminado.

Para hallar sus soluciones, podemos prescindir de la 1.2 ecuacién y resolverlo en funcién de y:

—x—y =1 x=—1-y
—y—z=-1| z=1-y

Soluciones: x=-1-N\, y=A, z=1-1A
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d) x+y =5 11 0[5
x +z=6 , |1 0 16
yra=7 (A7)0 1 17
2x+y+z=11 2 1 111
-
A

110
Tenemos que |[A'|=0 y |1 0 1|=-2=0.
011

Luego ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas. El sistema es compatible determinado. Para resol-
verlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién:

510 1 50 115
6 01 1 61 1 0 6
7 v o4 5 1070 —6_, 101 7] _8_
S i I A i LN e S
Solucion: x=2, y=3, z=4
9 Resuelve los siguientes sistemas homogéneos:
Ix+3y+2z=0
x+ y— z=0
) {12x -3y -22=0 pyor - v+ =0
2 2y 0 8x+ y+4z=0
¥-gr == x+2y-2z=0
aQ x+ y— 2=0 x+ y— 2z=0 1 1 -1
12x—3y-22=0 x=2y+ z=0p A=|1 2.1
x=2y+ z2=0] 12x-3y—2z=0 12 -3 -2
1 -2
Como |4]|=0y 1 ‘ =-3 =0, entonces, ran(A) = 2.

El sistema es compatible indeterminado. Para resolverlo, podemos prescindir de la 3.2 ecuacién y
pasar la z al segundo miembro:

X+ y=2
x—2y=—2
z 1 ‘ ‘1 z
|-z z—2___z_£_ _l_z_—Zz_Z_z
A T R
Soluciones: x=%, y=%, z=A\
b) 9x + 3y +2z=0 9 3 2
3x— y+ 2=0 - 3 -1 1
8+ y+4z=0 18 1 4
x+2y-2z=0 1 2 =2
9 3 2
Como |3 -1 1|=-35=0,entonces ran(A) = 3 = n.? de incégnitas.
8 1 4

El sistema solo tiene la solucién trivial: x=0, y=0, z=0.
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M Discusidon de sistemas mediante determinantes

10 ;Existe algiin valor de a4 para el cual estos sistemas tengan infinitas soluciones?:

3x-2y-3z=2 x+ y+ z=a-1
a) \2x+ay—-5z=-4 b)2x+ y+az=a

x+ y+2z=2 x+ay+ z=1
a) 3x—2y—-3z=2 3 2 3|2

2x+ay—5z=—4; A'=|2 a -5 -4

X+ y+2z=2 1 1 22

%/_/
A

|A|=92+27=0 —> a=-3
e Si a=-3, queda:

3 2 32
A'=(2 -3 -5 -4
1 1 2] 2
3 3 2 2
Como ) _3’ =51y |2 -3 —4|=20,entonces ran(A) =2 = ran(A') =3
1 1 2

El sistema es incompatible.
*Sia=-3 = ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

Por tanto, 7o existe ningtn valor de @ para el que el sistema tenga infinitas soluciones.

b) x+ y+ z=a-1 1 11/ a-1
2%+ y+az=a A'=12 1 a| a
x+ay+ z=1 1 a1 1
%,—J
A
—3+49_— a=1
|A|=-a?+32a-2=0 = a= 54v9-8 Bl
-2 -2 a=2

* Si a=1, queda:
1110
A'=(2 1 1)1
11 1)1

La 1.2y la 3.2 ecuacién son contradictorias, luego el sistema es incompatible.

* Si a=2, queda:

1 111 =
A'= 72”717}2 2| Las columnas 1.2, 3.ay4.asoniguales,y‘2 1‘:—1::0;
1 2 11
H_/
A

luego, ran(A) = ran(A') = 2. El sistema es compatible indeterminado.
*Siazlyaz2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

Por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones para = 2.
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Pagina 115

11 Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcién del parimetro a:

2x— y+ 2=0 x+y+ z=0 ax+ y- z=0 3x+3y—- 2=0
a)] x+2y-32=0 b) {ax +2z=0 ) x+ 2y+ z=0 d)j4x+2y—az=0

3x—4y—az=0 2x—y+az=0 3x+10y +4z=0 3x+4y+62=0
a) 2x— y+ z=0 2 -1 1

x+2y-3z=0p A={1 21 -3

3x—4y—az=0 3 -4 -a

Como es homogéneo, sabemos que ran(A4) = ran(A’).
|A|=-52-25=0 = a=-5

*Si a=-5 — Como 1 2

‘=5¢0 — ran(A) = ran(A') = 2

El sistema es compatible indeterminado.

* Si a#-5 — Solo tiene la solucién trivial x=0, y=0, 2= 0.

b) x+y+ 2=0 11
ax +2z=0p A'=|a :02
2x—y+ﬂz=0 2 -1 a

Como es homogéneo, sabemos que ran(A) = ran(A’).

1:/1+24 115 a=-3

Al=-a*-a2+6=0 > a= =
|A|=—a”—a+ a ) =) s

*Sia=-3 0 a=2 — Como

1
0 2’ =220 > man(A)=ran(4') =2

El sistema es compatible indeterminado.

*Siaz-3yaz2 — ran(A)=ran(A") = 3. Solo existe la solucién trivial x=0, y=0, z=0.

Q) ax+ y— z=0 a 1 -1
x+ 29+ 2=0p A'=[1 21
3x+10y+42=0 3 10 4

Como es homogéneo, sabemos que 7a7(A) = ran(A’).
|A|=-24-5=0 > a= ?

5 1
2 1

e Si ﬂz—? — Como

‘:3::0 — man(A)=ran(A') =2

El sistema es compatible indeterminado.

*Sia=-— 2 — ran(A) = ran(A') = 3. Solo existe la solucién trivial x=0, y=0, z=0.
d)3x+3y- z2=0 3 3:-1
4 +2y—az=0p A'=|4 2 -a —>|A|:3a—46:0—>a:43—6
3x +4y+6z=0 3 4
. 46 33 :
'Sla=7—>Como 4 2 =—620 = rman(A)=rmn(Ad') =2
El sistema es compatible indeterminado.

e Sia= 43—6 — ran(A) = ran(A") = 3. Solo existe la solucién trivial x=0, y=0, z=0.
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12 Discute los siguientes sistemas segtin los valores del parimetro m:

(mx+y+ z=4 (x+ y+ z=m-1 [(x+ 2y+3z=0
a)) x+y+ z=m b)2x+ y+mz=m oy x+my+ z=0
xX—y+mz=2 x+my+ z=1 2x+ 3y +4z=2
x +2z=3 2x+ y+ z=1

x+my+z=4
&) x+3yrz=5 o 3x+ y+ z=-1 f) xX-2y+ z=m
Y 2y— z=-2 x+ y-2z=0

mx+ y+z=4

xX— y+mz=-5 X— y— z=m

\

a) mx+y+ z=4 m 1 1|4
x+y+ z=mp A'=|1 1 1 |m
X—y+mz=2 1 -1 m|2

H_J
A
m=1
Al=m?*-1=0
4] =m <m— 1

* Si m=1, queda:
1 1
A'=(1 1
1 -1 1|2

14
111 ::l Contradictorias — Sistema incompatible.

e Si m=-1, queda:

-1 1 1| 4
A=11 1 1 /|-1 ::| Contradictorias — Sistema incompatible.
1 -1 -1] 2

*Sim=z1ly mz-1 — ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado.

b) x+ y+ z=m-1 1 11
2+ y+mg=m A'=(2 1 m m
1 m 1

x+my+ z=1 1
|
A
o ~ 3:/9-8  3x1 m=1
|A|=-m*+3m—-2=0 > m= =) == me?
* Si m=1, queda:
11 1]0
A'=(2 1 11 ::| Contradictorias — Sistema incompatible.
1 1 11
* Si m=2, queda:
1 111
A'= gﬁlﬂ: 2| 2. Las columnas 1.2, 3.2 y 4.2 son iguales.
1 2 1)1
%/_J
A
11
Como )1 ==120 = ran(A') = ran(A) = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
*Sim=zly m=#2 — ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incégnitas.

El sistema es compatible determinado.
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o x+ 2y+3z=0 1 2 30
x+my+ z=0p A'=|{1 m 10
2x+ 3y+4z=2 2 3 4|2

N
A

|A|=2m+2=0 = m=1
* Si m=1, queda:

1 20
! 1’:—1}7 1 1 0|=-2=%0,entonces: ran(A) =2 =ran(Ad')=3
2 3 2

El sistema es incompatible.
* Si m=1, queda: ran(A) = ran(A") = 3 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado.

d) x+my+z=4 1 m 14
x+ 3y+z=5¢p A'=[1 3 1|5
mx+ y+z=4 m 1 1 4
[ —
A

J16 — m=3
|A|=m?—4m+3=0 — m= 44 126 12:4i2\/2:4§2< .
m =

e Si m =3, queda:

1 3 14 ::l L . . .
a2l 31 s Contradictorias — Sistema incompatible.
311

1 1
A'={1 3 .1|5]|. Lal.ayla3.2filason iguales.
11 14
11
Ademas, 13 ’ =2#0. Luego, ran(A) = ran(A") = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
*Sim=z3y m=1 = ran(A) =ran(A') = 3 = n.? de incégnitas.

El sistema es compatible determinado.
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FILAS

1 0 2 3 1.3 1 0 2 3
4 3 1 1 -1 23 -3-(1.3 0 1 -5 -10
| |_ 0 2 -1 =2| 69 0 2 -1 21"
1 -1 m —5| @9-09 0 -1 m-2 -8
FILAS
1 -5 -10 (1.9 1 -5 =10
=12 -1 2 1= 023»-2-013 0 9 18 | =
-1 m-2 =8 3.3+ 1.3 0 m—-7 -18
? 18 18 ) ! 18(-9 7) = 18( 2)=0 2
“lm—7 18| 7 % | mo7 1| T o= lsm L) =0 =
1 0 2
Ademids, [3 1 1[=920 — mn(d)=3
0 2 -1

*Si m=-2 = ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas. El sistema es compatible indeterminado.

*Sim=#-2 — ran(A') =4 = ran(A) = 3. Elsistema es incompatible.

f) 2x+ y+ z=1 -2 1 11
xX—=2y+ z=m , 1 2 1 |m
x+ y-2z=0 111 =210
X— y— z=m 1 -1 -1 |m

H_J
A

|A'|=3m+3=0 > m=-1

-2 1 1
Eliminandode A la3.2fila, |1 -2 1|=-3%0
1 -1 -1
* Si m=-1, queda:
-2 1 11
Sl o214
A=11 1 200
1 -1 -1 -1

Entonces: ran(A) = ran(A") = 3 = n.° de incdgnitas.
El sistema es compatible determinado.
* Si m=#-1, queda:

3=ran(A) <ran(A') =4 — Elsistema es incompatible.
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13 Estudia los siguientes sistemas de ecuaciones. Resuélvelos cuando sean compatibles e interpreta
geométricamente las soluciones obtenidas:

2x+ y— z=1 x+ay— z=1+a
a)) x-2y+ 2=3 b)\x+ y—az=a
5x—-5y+2z=m X— y— z=a
X+ y+ z=1 X+ z=1
o) ymx+ y+(m-1)z=2 d) y+(@a-1)z=0
xX+my+ z=m (x+(@a-1)y+ az=a

a) La matriz asociada al sistema, permutando las dos primeras filas entre s, es:

1 2 113
21 -1/1
5 =5 2 |m

Usando el método de Gauss obtenemos:

1 -2 1 3
0 5 3| -5
0 0 0 m-10

e Si m= 10 — Elsistema es incompatible.
* Si m=10 — Elsistema es compatible indeterminado.

Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
Soluciones: x = %7\. +1, y= %l -1, z=A

Interpetacion geométrica:
* Si m# 10, tenemos tres planos que se cortan dos a dos.

* Si m =10, tenemos tres planos que se cortan en una recta.

b)x+ay— z=1+a 1 a2 -1
X+ y—az=a = (1 1 —a|=1-42
X— y— z=a 1 -1 -1

*Siaz-1yazl = ran(A)=ran(A’) =3 — Elsistema es compatible determinado.

Lo resolvemos usando la regla de Cramer:

2
_—a+a +1 1 __2
SR R G | 21
*Sia=-1:
x—y—2z=0 1 -1
x+y+z=-1p = ’1 1‘:2::0—)7;1;1(/1):2
x—y—z=-1

Anadimos la 4.2 columna:

1 -1 0
1 1 -1|==2 — ran(4')=3
1 -1 -1

Luego, ran(A) = ran(A') — Elsistema es incompatible.
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*Sia=1:
X+y—z=2 11
x+y+z=1 —9’1_4‘=—2=0—%'mnM)=2
x—y—z=1
Afiadimos la 4.2 columna y la 2.2 fila:
1 1 2
1 1 1|==2 = ranld)=3
1 -1 1

Luego, ran(A) = ran(A') — Elsistema es incompatible.
Interpretacién geométrica:
*Si a#-1y a=1, tenemos tres planos que se cortan en un punto.
* Si a=-1, el primer y el tercer plano son paralelos.

* Si a=1, el primery el segundo plano son paralelos.

1 1 1
olm 1 m-1|=m-1
1 m 1

*Sim=#1 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.
Lo resolvemos usando la regla de Cramer y obtenemos: x=1, y=1, z=-1.
e Sim=1:
x+y+z=1
1
x+y =2r — ! 0‘:—1::0%7471(/1):2
x+y+z=1

Afnadimos la 4.2 columna:

— =
—_— O =

1
21=0 = ran(A') =2
1

Luego, ran(A) = ran(A') =2 — El sistema es compatible indeterminado.
Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos y al segundo miembro como pardmetro.
Soluciones: x=-h+2, y=\, z=-1

Interpretacién geométrica:

* Si m=# 1, tenemos tres planos que se cortan en un punto.

* Si m =1, los tres planos se cortan en una recta.
1 0 1

)0 1 a-1|=-4>+32-2=0 > a=2, a=1

1 a-1 a

*Siazlyaz2 — ran(A) =ran(A') =3 — Elsistema es compatible determinado.

Usando la regla de Cramer:

o Z—;’ )= Z—é’ Z=_ai2
e Sia=1:
x+ z=1
y =0
x+ z=1

Las ecuaciones 1.2 y 3.2 representan el mismo plano.
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Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
Soluciones: x=1-X\, y=0, z=A
e Sia=2:
X + z=1
y+ z=0
X+y+2z=2

10
01
Anadimos la 4.2 columna:

1 01

01 0|/=120 — ran(4)=3
11 2

=120 > ran(d) =2

En este caso el sistema es incompatible.
Interpretacién geométrica
*Siaz1y a=2, tenemos tres planos que se cortan en un punto.
* Si a=1, dos planos son coincidentes y se cortan en una recta con el tercero.

* Si @ =2, los planos se cortan dos a dos.

M Forma matricial de un sistema

14 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:

25+ y =2 X+ y— z=3 x+y =-1 x+2y+ 2=3
a) y+32=0 b)12x+ y+ z=-2 c) y+z=-2 d) 3y+ z=4
2x+y+ z2=2 x-2y-3z=1 x +z2=3 x+2y+2z=4
a) 2x+y =2 2 1 0\ /x 2
y+32=0 01 3|{y|=|0
2x+y+ z=2 2 11 z 2
—_—
A . X =B

|A|=2#0 — Existe A'. La calculamos:

oy —— Adj (A) —— (Adj (A))' —— L (Adj (A)

4]

2 -6 =2 2 6 =2 2 -1 3 -1 —1/2 3/2
1 2 0|l=(-1 2 o|l=>|6 2 -6|=>1(3 1 =3|=4"
3 6 2 3 -6 2 2 0 2 -1 0 1
Luego:

1 —1/2 3/2\ [2\ [1
A-X=B > AV A.X=A".B—> X=A"'.B=[3 1 =3]-|0]|=(0

-1 0o 1/ \2/ \o

Por tanto: x=1, y=0, 2=0
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b) x+ y— z2=3 1 1 -1\ [x 3
2x+ y+ z=-2 2 1 1 y|=1-2
x—=2y-3z=1 1 -2 -3/ \z 1

— — —
A X - B

|A|=1120 — Existe A!. La calculamos:

o —— Adj (A) ——> (Adj (A))' —— L (4dj (4))*

/ 4]
-1 -7 -5 -1 7 -5 -1 5 2 -1 5 2
—5—2—3—>5—23—>7—2—3—>1—117—2—3=A—1
2 3 -1 2 -3 -1 -5 3 -1 -5 3 -1
Luego:
-1 5 2 3 -11 -1
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B—>X:A‘1-B:ﬁ 7 =2 3|2 :ﬁ 22 |={ 2
-5 3 -1 1 =22 -2
Por tanto: x=-1, y=2, z=-2
) x+y =-1 1 1 0\ /x -1
y+z==2 01 If{y|l={-2
X +2z=3 1 0 1/ \z 3
—_— = —~
A . X = B

|A] =2 =0 — Existe A~'. La calculamos:

0 — Adj (A) ——> (Adj (A))' —> —L_(Adj (A))’

J | 4]
1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1
11—1—)—111—)11—1%%11—1:1‘171
11 1 1 -1 1 101 1 -1 1 1
Luego:
1 -1 1)\ /=1 4 2
A-X:B—>A‘1-A-X:A‘1-B—>X=A‘1-B:% 1 -1 =2 :% —6|=(-3
11 1/ \3 2 1
Por tanto: x=2, y=-3, z=1
d)x+2y+ z=3| (1 2 1\ [x\ [3
37+ z=4 0 3 1|-|y]|=(4
x+2y+2z:4 1 2 2 Z 4
—_—
A . X_B
|A| =320 — Existe A7!. La calculamos:
01— Adj (4) —— (Udj (A))' —— 10 (4dj (A))
4 -1 -3 4 1 -3 4 -2 -1 4 -2 -1
2 1 0|l=l=21 o]l=|1 1 21]>2L{1 1 —1]=4"
11 3 1 -1 3 3 0 3 3 0 3
Luego:
4 -2 -1\ /3 0\ [0
A-X:B—>A‘1-A~X=A‘1~B—>X=A‘1«B=% 11 —1].|4 =% 3|=[1
3 0 3/ \4 3/ \1

Por tanto: x=0, y=1, z=1
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15 Escribe en la forma habitual estos sistemas y resuélvelos si es posible:

x 11 4
1 3 2 4 x
o 320l wisa)G)-(e
2 2 -1 1
a) x+3y+2x=4| x+3y=4-2A
x— y— z2=0| x— y=»A
’4_2k 3‘ ‘1 4_2x‘
LA N 4 4, 1L A | 4430 _4-3)
1 3 —4 4 —4 —4 4
1 -1
Soluciones: x = 427“,)/: 4_437”, z=1
b) x+y=4
3x —y=0; Comprobamos si tiene solucién:
2x—-y=1
1 1 4
3 -1 0/=-820 — mnd)=3
2 -1 1
! 0 A)=2
3 1 20 = man(Ad) =

Como ran(A) = ran(A"), el sistema es incompatible.

1 -1 4 11
16 Escribe las ecuaciones lineales del sistema AX =B, siendo A=|3 1 0|y B=(5 ),y
-1 01 2
resuélvelo.
1 -1 4\ /x 11
AX=B > |3 1 0]|y|=|5
-1 0 1/\z 2

Multiplicando las matrices del primer término:

x—y+4z=11
3x+y =5
—X + z= 2

Resolvemos el sistema:

1 -1 4]11
A=[3 1 0 5
10 1 2
M—
A B
4] = 8
11 -1 4 1 11 4 1 -1 11
5 10 3 50 3 1 5
2 0] g o e 21| g, o1 0 2] 4
*= § g YT § T et 8 = 70

Solucion: x=1, y=2, z=3
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17 Resuelve el siguiente sistema:

2 0 5\ /(~x -3 4

1 1 2])ly|+(1]=(-1
-11 1 P 2 1
2 0 5 x 7
1 1 2-|y|=|-2
-1 1 1 z -1
— — —
A . X = B

Calculamos 47! (4| =160 — existe A7Y):
o, ——> Adj (A) ——> (Adj (A))' —— L_(4dj (4))*

4 |A]
3 -1 2 31 2 3 5 -5 3 5 -5
—572—>57—2—>179—>1L6179=A*1
5 9 2 59 2 2 2 2 2 2 2
Por tanto:
3 5 5\ (7 16 1
A-X=B = X=A"'.B=-L[{1 7 9| |=2|=-L|-16]=|=1
16 16
2 =2 2 -1 16 1

X 1
Luego, | y|=|-1]; es decir: x=1, y=-1, z=1
z 1

Para resolver

18 Una panaderia utiliza tres ingredientes A, B y C para elaborar tres tipos de tarta. La tarta T se

hace con 1 unidad de A, 2 de By 2 de C. La tarta T, lleva 4 unidades de A, 1de By 1de C.Yla
T3 necesita 2 unidades de A, 1 de By 2 de C. Los precios de venta al piblico son 7,50 € la T ;
6,50 €1aT,y7 €laTs;. Sabiendo que el beneficio que se obtiene con la venta de cada tarta es de
2 €, calcula cudnto le cuesta a la panaderia cada unidad de A, By C.

x
Llamamos X= | y| ala matriz de precios por unidad de A, B y C, respectivamente.

z

La matriz que indica los ingredientes en relacién con el tipo de tarta es:

A B C
T, (1 2 2
T, 4 1

1
Ts \2 1 2
El gasto para cada tipo de tarta es:

7,50\ [2) (5,50
6,50 |—|2|=[4,50

7 2 5
Podemos calcular la solucién mediante la resolucién del siguiente sistema:
1 2 2\ /x 5,50 X 0,50
4 1 1|-1y|={450] — Lasoluciénes: |y|=| 1
21 2] \z 5 z 1,50

La unidad A cuesta 0,50 €, la unidad B cuesta 1 € y la unidad C cuesta 1,50 €.
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19 a) Halla un niimero de tres cifras tal que la suma de las centenas y las unidades con el doble de
las decenas es 23; la diferencia entre el doble de las centenas y la suma de las decenas mds las
unidades es 9 y la media de las centenas y decenas mds el doble de las unidades es 15.

b) ;Es posible encontrar un niimero de tres cifras si cambiamos la tercera condicién por “el triple
de las centenas mis las decenas es 25”2

a) El nimero buscado es xyz.

El sistema que expresa las condiciones del problema es:

x+2y+2=23
2x—(y+2)=9 | = x=9, y=5, z=4
x+}/+2z=15

El niimero es 954.

b) El sistema resultante es:

x+2y+2=23
2x—(y+2)=9
3x +y =25

Este sistema no tiene solucién, luego no hay ningtin niimero que verifique esas condiciones.

20 Un automévil sube las cuestas a 54 km/h, las baja a 90 km/h y en llano marcha a 80 km/h. Para
ir de A a B tarda 2 horas y 30 minutos, y para volver de B a A, 2 horas y 45 minutos. ;Cudl es la
longitud de camino llano entre A y B si sabemos que la distancia entre Ay B es de 192 km?

Llamamos x a la longitud de camino llano entre Ay B, y ala longitud de cuesta arriba yendo de A
aBy z alalongitud de cuesta abajo yendo de A a B.

Tenemos que:

=192k
x+y+z=192km x+ y+ 2=192

X V2 _) Shoras 27x + 40y + 24z = 5 400

SxO 5),4 920 27x + 24y + 40z = 5940
%+%+5—4=2,75 hOraS

1 1 1 192 1.3 1 1 1 1192 1.3

27 40 24 5400 @3-27-(1.9 0 13 -3|216| @3

27 24 40 5940/ (3-27-(1.3) 0 -3 13|756/ (BY-3+@2%-13

1 1 1 192 x+ y +z= 192| y=31,725km
0 13 -3 216 13y—3z= 216 ¢ z=05,475km
0 160 0 5076 lGOy =5076 x=94,800 km

Solucién: Lalongitud de camino llano entre A 'y B es de 94,8 km.
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21 Una persona ha obtenido 6 000 € de beneficio por invertir un total de 60 000 € en tres empresas:

A, By C. La suma del dinero invertido en A y B fue m veces el invertido en C, y los beneficios
fueron el 5% en A, el 10% en By el 20% en C.

a) Plantea un sistema de ecuaciones para averiguar la cantidad invertida en cada empresa.

b) Prueba que si m > 0, el sistema es compatible determinado.

¢) Halla la solucién para m = 5.

a) Sean x, y, z las cantidades invertidas en A, B y C, respectivamente. Planteamos el sistema:
x+ y+ 2=60000 x+ y+ z=060000

X+ 0y = mz X+ y— mz= 0
0,05x +0,1y+0,2z= 6000| 0,05x+0,1y+0,2z= 6000

1 1 1 160000\ @9 1 1 1 60 000
b)| 1 1 -m 0 @3H-09 0 0 -m-1|-60000
0,05 0,1 0,2] 6000/ (G3-005-(@13 0 0,05 0,15 3000

* Si m=-1: Elsistema es incompatible.
* Si m=—1: Elsistema es compatible determinado.
Por tanto, si 7 > 0, el sistema es compatible determinado.

c) m=5, solucion: x=20000<€, y=30000<€, z=10000 €.
Pagina 116

22 Tres comerciantes invierten en la compra de ordenadores de los modelos A, B y C de la siguiente for-

ma. El primero invierte 50000 € en los de tipo A, 25000 € en los de tipo B y 25000 € en los de tipo
C. El segundo dedica 12500 € a los de tipo A, 25000 € a los de tipo By 12500 € a los de tipo C
y el tercero 10000 €, 10000 € y 20 000 €, respectivamente, en los modelos A, By C. Después de
venderlos todos, la rentabilidad que obtiene el primero es el 15 %, el segundo el 12 % y el tercero
el 10 %. Determina la rentabilidad de cada uno de los modelos vendidos.

x
Llamamos x = | y | ala matriz de rentabilidad por modelo: A, B y C, respectivamente.

z

La matriz que indica la inversién en relacién con el comerciante es:

A B C
1.0 50000 25000 25000
2.0 12500 25000 12500
3.0 10000 10000 20000

La rentabilidad para cada comerciante es:

0,15-100 000 15000
0,12-50000 |=( 6000
0,1-40000 4000
Podemos calcular la rentabilidad por modelo mediante la resolucién del siguiente sistema:
50000 25000 25000 15000

x
12500 25000 12500 |- y|=( 6000
10000 10000 20000/ \z 4000
cuya solucion es:
x 0,23
y1=10,11
z/ 10,03

La rentabilidad del modelo A es del 23 %, la rentabilidad del modelo B es del 11 %, y la rentabilidad
del modelo C es del 3 %.
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23 Un cajero automdtico contiene 95 billetes de 10, 20 y 72 euros. Se sabe que tiene almacenados
2000 €y que el nimero de billetes de 10 euros es el doble que el niimero de billetes de 20 euros.

a) Plantea un sistema de ecuaciones que refleje las condiciones del problema. Prueba que si
m € [5, 50, 100], el sistema es compatible determinado.

b) ;Puede haber billetes de 5 0 100 euros en el cajero?
c) Resuelve el sistema para m = 50.

a) Llamamos x al nimero de billetes de 10 €, y al ndmero de billetes de 20 € y z al nimero de

billetes de 2 €.

El sistema que expresa las condiciones del problema es:

x+ y+ z= 95 x+ y+ z= 95
10x + 20y +mz=2000p — §10x+20y+mz=2000
X = 2y x— 2y = 0
Para m =5, la matriz de coeficientes es:
1 1 1
10 20 5
1 20
1 1 1
Su determinante resulta: |10 20 5[ =-2520 — ran(4) =ran(A') =3
1 20

Luego el sistema es compatible determinado.

Para m = 50, la matriz de coeficientes es:

1 1 1
10 20 50
1 -2 0
Su determinante es:
1 1 1
10 20 50| =11020 — ran(A) =ran(A') =3
1 -2 0

Luego el sistema es compatible determinado.

Para m = 500, la matriz de coeficientes es:

1 1 1
10 20 500
1 -2 0
Su determinante es:
1 1 1
10 20 500 =1460=20 — mn(A) =mn(A')=3
1 -2 0

Luego el sistema es compatible determinado.
b) Para m =5, el sistema es:
x+ y+ z= 95
10x + 20y +52=2000p — x=122, y=61, z=-—88
x— 2y = 0
La solucién no es posible porque el nimero de billetes no puede ser negativo.

Para m = 100, la matriz de coeficientes es:

1 1 1
10 20 100
1 -2 0
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Su determinante es:

1 1 1
10 20 100 =260=20 — mn(A)=rmn(d')=3
1 -2 0

Luego el sistema es compatible determinado.

x+ y+ z= 95

750 375 110
1 1 = = = =
Ox +20y+1002=2000; — x 13,)/ 13,z 13

x— 2y = 0
La solucién no es posible porque el nimero de billetes no puede ser un niimero fraccionario.
Para cualquiera de los dos casos el sistema tiene solucion, pero no son soluciones reales.
c) Para m =50, el sistema es:

x+ y+ z= 95
10x +20y +502 =2 0001 — x=50, y=25, z=20
x— 2y = 0
Hay 50 billetes de 10 €, 25 billetes de 20 € y 20 billetes de 50 €.

24 Discute y resuelve los siguientes sistemas:

Ax +2z=0 (m+2)x+ (m-1)y-2z=3
a) Ay— z=A b) mx — y+z=2
x+3y+ z=5 X+ my—z=1
A +3y+ z=1A mx+ y+ z=2
01 x+Ay+Az=1 d)j2x+my+m?z=1
x+ y— z=1 2+ y+ z=2
a) Ax+ 2z=0 A0 2
M- z=At = |A|=]0 L -1|=A%+X =0 - A=-1, =0
x+3y+ z=5 I 3 1

SiA#-1y A=0 — ran(A) =ran(A') =3 — El sistema es compatible determinado.

Usando la regla de Cramer:

4 A+3 2M
S W R W Ry W
Si A=0:
2z=0
- z=0
x+3y+ 2=5

Las dos primeras ecuaciones son equivalentes.

-2=0
x+3y+z=5
Sistema compatible indeterminado.
Pasamos y al segundo miembro como pardmetro.

Soluciones: x=-3A+5, y=A, z2=0
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Si A=-1:
- X+ 2z=0 -1 0 2 1 0
—y—z=-1p =2 A=(0 -1 -1 %‘0 _1‘=1=0—>mn(A)=2
x+3y+ z2=5 1 3 1
Anadimos la cuarta columna.
-1 0 O
0 -1 -1|=220 — ran(A') =3 — Sistema incompatible.
1 3 5
b) m+2)x+(m—-1)y—2z=3 m+2 m—-1 -1
mx — y+z=2¢ - |A|l=| m -1 1|=-m?-m=0 - m=0, m=-1
X+ my—z=1 1 m -1

Sim=0y m=#-1 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.

2m+1 }/—1 . 2m+1

Usando la regla de Cramer: x =

mtem o om m* +m
Si m=0:
2x—y+2=3
—y+2=2¢ — ran(A) <3, pero ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x— z=1
Siom=-1:
x— z=3
—x—y+z=2¢ — ran(A) <3, pero ran(A') =3 — Sistema incompatible.
x—y—-z=1

) x+ 39+ z=A
x+MAy+Az=1; Estudiamos el determinante de la matriz de coeficientes:
x+ y— z=1

1
A =202 +20+4=0 > A=2, A=-1
-1

4] =

—_— >
—_— > W

SiAz-1y A=2 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.

Usando la regla de Cramer:

A3 1 Al A3 A
1 A A 11 A 1 A1
11 -1 11 -1 1 11
=5 by =0, e s
20N+ 2A+ 4 20N+ 20+ 4 20N+ 2A+ 4
Si A=2:
2x+3y+ z=2 ) 3
x+2y+2z=1; — ‘1 2’ =1 > mn(d)=2
x+ y— z=1
Afadimos la cuarta columna.
2 3 2
1 2 1|=0 — ran(A') =2 — Sistema compatible indeterminado.
1 11
Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
2x+3y+ z=2
x+2y+2z=1

Soluciones: x =41+ 1, y=-3U, z=L
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Si A=-1:
—x+3y+z=-1 13
x— y—z= 1l = ’ | _1‘ =2 — ran(A)=2
x+ y—z=1
Afiadimos la cuarta columna.
103 -1
1 -1 1|=0 — rn(A')=2 — Sistema compatible indeterminado.
1 1 1
Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
—x+3y+z=-1 }
x— y—z=1

Soluciones: x=1+1, y=0, z=1
d) mx+ y+ z=2

2x+my+mzz:1
2x+ y+ z=2

La matriz de coeficientes es:

m 1 1 m 1 1 m=1
2 m m? , cuyo determinantees |2 m m”| = —m?3 + 3m2—2m=0 < m=0
2 1 1 2 1 1

N
i

Sim#0, mz1ly m#2 — ran(A)=mn(Ad') =3
Luego el sistema es compatible determinado.

Usamos la regla de Cramer.

2
Solucion: x=0, y= _2m _%, z=2m=1

Para m =0, la matriz de coeficientes es:

011

20 0] — (2) (1)‘:—2¢0—>mn(A):2
211
Anadimos la dltima columna.
01 2
20 1(=220 = mn(A')=3 — Sistema incompatible.
21 2
Para m =1, la matriz de coeficientes es:
1 11 11
211 —)‘2 1’:—1::0—)7471(/1):2
211
Anadimos la dltima columna.
11 2
2 1 1|=-120 = mn(A') =3 — Sistema incompatible.
21 2
Para m =2, la matriz de coeficientes es:
211
2 2 4| > ) 2‘:2:0%7474(1‘1):2
211
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Afadimos la tltima columna.

21 2
2 2 1|=0— mn(A') =2 — Sistema compatible indeterminado.
21 2
Tomamos las dos primeras filas y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
2x+ y+ z= 2}
2x+2y+4z=1

Soluciones: x =\ + %, y=-3A-1, z=1

25 Discute los siguientes sistemas en funcién del parimetro y resuélvelos cuando sean compatibles:

kx +kby— z=2 x+3y+ z=5
ax+ y =0 mx+ y+z=0
3x - ky =0 mx +2z=0
a) - y+2az=0 b)) x-my—-z=1 c) d)
- =0 2x + +2=0 %+ ky =0 T Esm
rray Y x +2z=1 x— y+ z=0
Q) x4 ¥ =0
— y+2az=0 Estesistema es compatible por ser homogéneo.
—X + ay =0
La matriz de coeficientes es:
a 1 0
0 -1 2a
-1 a 0
a 1 0
Su determinantees: | 0 -1 2a|=-24°-24=0 — a=0
-1 a O

Siaz0 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.

Solucion: x=0, y=0, z2=0

Si a=0:
y=0
=0
—-x=0

Las dos primeras ecuaciones son equivalentes — Sistema compatible indeterminado.
El sistema queda:

y=0

e 0} Soluciones: x=0, y=0, z=A

b) mx+ y+z=0
x—my—z=1

2x+ y+2=0
La matriz de coeficientes es:
m 1 1
1 -m -1
2 1 1
Su determinante es:
m 1 1
1 —m —1|==m?+3m—-2=0 > m=2, m=1
2 1 1
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Simzly mz2 — ran(A) =ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.

Utilizando la regla de Cramer: x= 0, y=-— ” 1_ Rt 1_ 7
Si m=1:
1 1 1 11
1 -1 -1 —)’1 _J:—Z:O%mn(A):Z
2 1 1
Anadimos la tltima columna.
1 1 0
1 =1 1|=1=20 = rnn(A') =3 — Sistema incompatible.
2 1 0
Si m=2:
2 1 1 7
1 2 -1 —>‘1 _2’=—5¢0%mn(A)=2
2 1 1
Anadimos la dltima columna.
2 1 0
1 =2 1|=0 — rn(A') =2 — Sistema compatible indeterminado.
2 1 0
Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos z al segundo miembro como pardmetro.
2;52:?; — Soluciones: x = %, y=— 37“5_2, z=M\
Q) kx+hky— z=2
3x — ky =0
5x + ky =0
x +2z=1

La matriz ampliada es:

b ok -1 2
3 -k 0 0
5 £ 0 0
1 0 2 1
Su determinante es:
E k-1 2
3 -k 0 0
5 £ 0 0] —40k
1 0 2 1
Si k20 — ran(A') =4 — Sistema incompatible.
Si £=0:
—z=2 5
3x =0 , ) e
5x -0 Las ecuaciones 2.2y 3.2 son equlvalentes, nos queda: 3x =0
- x+2z=1
x+2z=1

El determinante de la matriz ampliada es:

0 -1 2
3 0 0[=1520 —> rman(A')=3
1 2 1

Como ran(A) < 3, el sistema es incompatible.

Este sistema no tiene solucién para ningtin valor de 4.
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d) x+3y+ z=5
mx +2z=0

my— z=m

x— y+ 2=0
La matriz ampliada es:
1 3 1 5
m 0 2 0
0 m -1 m
1 -1 1 0

Su determinante es:

1 3 1 5
m 0 2 0
0 m -1 m
1 -1 1 0

=Tm-m?*=0 > m=7, m=0

Simz0y mz7 — ran(A') =4 — Sistema incompatible.
Si m=0:
X+3y+ 2=5
2z=0
-z=0
x— y+ z=0]
Las ecuaciones 2.2 y 3.2 son equivalentes, por tanto el sistema es equivalente a:
x+3y+ z= 5]
2z=0
x— y+ z=0]

El determinante de la matriz de coeficientes es:
1 3 1
0 0 2(=820 — ran(A)=ran(A") =3 — Sistema compatible determinado.
1 -1 1

Usando la regla de Cramer: x = %, y= %, z=0
Si m=7:
x+3y+ z=5
7x + 2z=0
7y— z=7
x— y+ 2=0
El menor formado por los coeficientes de las tres primeras ecuaciones es:
1 3 1
7 0 2(=56=0 — ran(A)=ran(A') =3 — Sistema compatible determinado.
07 -1
Tomamos las tres primeras ecuaciones:
x+3y+ z2=5
7x + 2z=0
7y— z=7

cx= Lo, 5 7
Usando la regla de Cramer: x = >V ATy
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m—1 1 0
26 Sealamatriz: A=|m-1 m+2 2

m—-1 m+2 m+1
a) Determina para qué valores de 7 la matriz es singular.

b) Resuelve, si es posible, el siguiente sistema para m=1y m=-1:

x 2
Aly|=|8
2z 8

m—1 1 0
AA=|m-1 m+2 2

m—1 m+2 m+1

m—1 1 0 1 1 0
|Al=|m-1 m+2 2 |=(m-1){1 m+2 2
m—1 m+2 m+1

1 0 0
=m-1)|1 m+1 2 |=

1 m+2 m+1 1 m+1 m+1

10 0 10 0
=m-Dm+D[1 1 2 |[=m=Dm+D|[1 1 0 |[=(m=-1)*(m+1)
1 1 m+1 1 1 m-1

A essingular para m=-1y m=1.

-2 1
b)Si m=-1 - A={|-2 1 2
-2 10
El sistema queda:
—2x+y =2 1
2x+y+2z=8¢ — |1 2| =220 = ran(d) =2
—2x+y =8
Anadimos la cuarta columna.
1 0 2
1 2 8{=1220 — mn(A') =3 — Sistema incompatible.
1 0 8
010
Sim=1—>A=(0 3 2
03 2
El sistema queda:
y =2
3y +2z=8; Las ecuaciones 2.2 y 3.2 son equivalentes.
3y+2z=8
1 0

3 2 =220 — mn(A)=2

Anadimos la cuarta columna.
1 0 2

3 2 8|=0— mn(A')=2 — Sistema compatible indeterminado.
3 2 8

Tomamos las dos primeras ecuaciones y pasamos x al segundo miembro como pardmetro
=2
J — Soluciones: x=M\, y=2, z=1
3y+2z=8
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2ax+ by+ z=3c
27 Sea el sistema de ecuaciones: | 3x —2by —2cz=a
Sax— 2y+ cz=-4b
a) Justifica que para los valores de los pardmetros 2 =0, b=1, ¢ =2 el sistema es compatible.

b) Determina los valores de los pardmetros a4, & y ¢ para los que se verifica que
(% 3, 2) = (1, 2, 3) es solucién del sistema.

¢) Justifica si dicha solucién es o no es tinica.
a) 2ax+ by+ z=3c

3x—2by—2cz=a
Sax— 2y+ cz=—4b

Para =0, b=1, c=2, elsistema queda:

y+ z= 06

3x—2y—4z= 0

2y+2z=—4

El determinante de la matriz de coeficientes es:

0 1 1
3 2 —4|=0 — ran(A)=2
0o 2 2
01 6
3 2 0|=4820 — mn(d)=3
0 2 -4

Como ran(A) = ran(A"), el sistema es incompatible.

b) Sustituimos las incégnitas por los datos y resolvemos las ecuaciones. Obtenemos el sistema:

2a+2b+ 3= 3¢
3-4b—-6c= a
Sa— 4+3c=—4b

Las nuevas incégnitas son @, b, c.

20 +2b—-3c=-3
—a—4b—6c=-3
Sa+4b+3c= 4

El determinante de la matriz de coeficientes es:

2 2 -3
-1 -4 -6|=-78 — rman(A) =3 — Sistema compatible determinado.
5 4 3

Solucion: a=1, b=-1, c=1

¢) Como el sistema es compatible determinado, la solucién es dnica.
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28 a) Demuestra que el siguiente sistema de ecuaciones tiene siempre solucién para cualquier valor

de o y B:
x—y+(O+P)z=0
x + z=f
x - z=0-303

b) ;Es posible que tenga infinitas soluciones para algin valor de o y 32

a) x—y+(@+P)z=0 1 -1 a+p o
X+ z=P A'=[1 0 1 B
x - z=0-3p 1 0 -1 o-3P
A
I -1 o+P 1
|Al=]1 0 1 =‘1 _1‘=—2=0—)mn(A):mn(A')=3

1 0 -1
El sistema es compatible determinado para cualquier valor de o y .

b) El determinante de la matriz de coeficientes es:

1 -1 o+P
1 0 1 | =-2 = rnan(A) =3 — Elsistema serd siempre compatible determinado,
1 0 -1

luego la solucién siempre serd tnica. No puede haber infinitas soluciones.

Cuestiones tedricas

29 ;Verdadero o falso? Justifica tus respuestas y pon ejemplos.

a) A un sistema con dos ecuaciones y dos incégnitas que es compatible indeterminado, podemos
anadirle una ecuacién que lo transforme en incompatible.

b)Si S y S’ son dos sistemas equivalentes con solucién tinica que tienen iguales los términos inde-
pendientes, entonces los coeficientes de las incégnitas también son iguales.

m 1 1)\ (% m
c)Para m=1, elsistema | 1 m 1 || y|=|m| tiene infinitas soluciones que dependen de un
1 1 m/ \z m

parametro.

d) El sistema anterior es incompatible si m = -2.

ax+ y+ z=a+2
e) El sistema \2x —ay + z=2  tiene siempre solucién para cualquier valor de a.
X— y+az=a

120 a
f) El sistema (1 3 1/17]=p) s compatible indeterminado para cualquier valor de 2 y b.
z
g) Si el determinante de la matriz ampliada de un sistema de cuatro ecuaciones y tres incégnitas
es distinto de cero, el sistema tiene solucién dnica.

h) Si el rango de la matriz de coeficientes de un sistema es menor que el namero de incégnitas,
el sistema es compatible indeterminado.

a) Verdadero.
Tenemos el sistema:
x—y=2

25— 2z = 4} —  Compatible indeterminado.
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Le anadimos la ecuacién: x—y = 3.

x—y=2
2x —2yz=4; — Incompatible.
x—y=3

b) Falso. Los siguientes sistemas son equivalentes, tienen iguales los términos independientes y no
tienen los mismos coeficientes en las incégnitas.

x+y=3 3y=3
x—y=1 — x=2, y=1 %:1 — x=2, y=1

¢) Falso.
Para m =1 el sistema tiene infinitas soluciones, pero dependen de dos pardmetros ya que:
ran(A) = ran(A') = 1

Podemos quedarnos con una sola ecuacion y pasar dos incdgnitas al segundo miembro como pard-

metros.
d) Verdadero.
El rango de la matriz de coeficientes es:
-2 1 1
1 2 1(=0— rman(4)<3
1 1 =2
El menor tiene como rango:
-2 1 =2
1 2 2|=-1820 — mnd')=3
1 1 =2

Como los rangos no coinciden, el sistema es incompatible.

e) ax+ y+ z=a+2
2x—ay+ z=2

X— ytaz=a

Falso, para 2 =1 el rango de la matriz de coeficientes es:

1 -1 1
2 -1 1|=0 = mn(d)<3
1 -1 1
Anadimos la 4.2 columna al menor ; 1 = 0.
113
21 2|=2— rmanld')=3
1 11

Luego para a =1, el sistema es incompatible y, por tanto, no tiene solucién.

f) Verdadero, ran(A) =2, y como solo hay dos filas, A" no tiene més rango. Es compatible determi-
nado para cualquier valor de 2 y 6.

g) Falso, puede ser también incompatible.

x+ y+ 2=0

2y+2z=3
3y+3z=1
xX—y =-1

Tiene |A'| =7 %0, pero ran(A) =3 — Elsistema es incompatible.
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h) Falso, puede ser también incompatible.

x+ y+ z2=3
2x+2y+2z=4
3x+3y+32=5

ran(A) =1, ran(A') =2
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30 En un sistema de igual niimero de ecuaciones que de incognitas, el determinante de la matriz de
coeficientes es igual a 0. Responde razonadamente a las siguientes preguntas:

a) ;Puede ser compatible?

b) ;Puede tener solucién tnica?

©) ;Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, podria ser compatible indeterminado si 7an(A) = ran(A") < n.° de incdgnitas.

b) No, pues al ser ran(A) < n.? de incdgnitas, el sistema no puede ser compatible determinado.

¢) Si, si es compatible, pasando al 2.° miembro las incégnitas que sea necesario.

31 Si dos sistemas de cuatro ecuaciones lineales con cuatro incégnitas, AX=B y AX =B/, tienen
una misma matriz de coeficientes A, ;puede ser incompatible uno de los dos sistemas mientras
que el otro es compatible determinado?

No. Si uno de ellos es compatible determinado es porque 7a7(A) = ran(A') = 4. Por tanto, si A es
la misma matriz en los dos sistemas, también en el otro serd ran(A) = 4. Luego los dos serian com-
patibles determinados.

32 Determina una matriz A para que el sistema homogéneo AX =0 sea equivalente a la ecuacién
matricial:
1 -2
(x* y 2){2 1]=(0,0
1 2

La ecuacién matricial dada la podemos escribir asi:

x+2y+ z=0
—2x+ y+2z=0
121 *
Si llamamos A = 51 9 y X=|y]|, entonces: AX=0.
z
1 21
Por tanto, la matriz A que buscamos es A = (_2 ] 2).
1 2 a a+3
33 Sean A=|1 -1|, B=|b|y C=( b
03 ¢ c+3

Justifica que si el sistema AX = B es compatible determinado, entonces el sistema AX = C tam-
bién lo es.

Si AX = B, es compatible determinado — ran(A) = ran(A") = 2.

Para ello, el siguiente determinante debe ser igual a 0:

1 2 a
1 =1 6|=3a—-3b-3c=0
0 3 ¢
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Calculamos el determinante de la matriz ampliada correspondiente al sistema AX = C:

1 2 a+3
1 -1 b |=3a—-3b6-3¢
0 3 ¢c+3

Los dos determinantes tienen el mismo valor, porque el segundo se obtiene sustituyendo la 3.2 colum-
na por ella mds la suma de las otras dos, luego valen cero para los mismos valores de @, & y ¢. Por
tanto, el sistema AX = C es compatible determinado.

Para profundizar

34 Estudiay resuelve cuando sea posible.

x+ y +2t=3 ax + 3+ t=1
3x— y+ z— t=1 ay+ z— t=1

2) 5x-3y+2z—4t=a b) ay+ z—-2t=2
2x+ Y+ Z+ t=2 az— t=0
a) x+ y +2t=3 1 1 032 3
3x— y+ z— t=1 e 3 -1 1%—1 1
S5x—3y+2z—4t=a 121 1.1 2
2x+ y+ z+ t=2 75”;3”2”—4 a
-
A
1 1 0
|[A|=0y (3 -1 1{=-320 — mn(d)=3
2 1 1

(La 4.2 columna depende linealmente de las tres primeras).

FILAS

1 1 0 3| a» 1 10 FILAS

3 211 1| @9 3 11 L3 1as b3
|A| = 2 1 1 2| Ba-ey 1 2 lo =|-1 2 1 | @y+@ 03 4

5 _3 2 4 (43 -2. (2.9 1 -110lz=2 -1 -1 a=-2 3.3+ (1Y 0 0 a+1

=3@+1)=0 - a=-1
*Sia=-1 = ran(A) =ran(A') = 3 < n.° de incégnitas. El sistema es compatible indeterminado.
Para resolverlo, podemos prescindir de la 4.2 ecuacién y pasar la # al 2.° miembro:
=3-2¢t
3x—y+z=1+1¢

X+ )

2x+y+z=2—1t

3-2+ 1 0 1 3-2¢ 0
1+ -1 1 3 1+ 1
o1 2=t VM 275 _5-2¢ |1 2-t 1| 4s—4 _4-4r,
3 3 3 07 3 3 5
1 1 3-2¢
3 -1 1+¢
g 121 2-t] 8-5+_ -8+5¢
-3 -3 3
Soluciones: x = 5_327\', y= 4_347‘, z= _8;57\', t=A

*Siaz-1 = ran(A) =3 = ran(A') = 4. Elsistema es incompatible.
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b)ax + z+ t=1 a 01 1|1
ay+ z— t=1 "t 0 a1 -1]1
ay+ z—2t=2 021 22
az— t=0 00 « -1 0
%,—/
A
a 0 1 1 FILAS
R I O S e ML
||—041_2—ﬂg _1_;;_(.) o g | Toa
00 a -1 ‘- ' “ -
=a-a’=a°=0 > a=0
* Si 2=0, queda:
001 111
oo <11 > 221 ,
A'= 001 2 2|5 222 } Incompatible
000 -1 0/ —¢=0
*Siaz0 — ran(A) = ran(A') = n.° de incignitas = 4.
El sistema es compatible determinado. Lo resolvemos:
1 01 1 a1l 1 1
1 a1 -1 01 1 -1
2 41 2 021 -2
10 0 a -1| Qa+la 2441 . 10 0 a -1| , 1
e P R a2 R
a 0 1 1 a 0 1 1
0 a1 -1 0 a1 1
0 a2 =2 0al 2
_ 2 3
B R S U W
a a a a a
Soluciones: x = 2‘l—+1, :L, z=i, r=-1
a ! a a
35 Discute los siguientes sistemas:
x— y+ z=2 x+ y+ z=a-1 x-3y+z=a ax+ y—-z=5b-1
a) 12x +3y—-2z=-8 b) \2x+ y+az=a c) ix -z=b d)\2x+ay =b+1
4x+ y+az=>b x+ay+ z=0b x +z=c —x +z=0b
Q) x— y+ z2=2 1 -1 11| 2
2x+3y—22=-8; A'=(2 3 -2 -8
4+ y+az=0b 4 1 al|b
| —
A
|A|=54=0 = a=0
* Si 2=0, queda:
1 -1 1] 2 L1 1 -1 2
A'= 727”341—2 —8;‘2 3|=5= 0; (2 3 —-8|=56+20=0 — b=-4
4 1 0 b 4 1 b

*Sia=0y b=-4 — ran(A) = ran(A') = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
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*Sia=0y bz—-4 — ran(A)=2=ran(A’) = 3. Elsistema es incompatible.

*Si az0 — ran(A) = ran(A') = n.° de incégnitas = 3. El sistema es compatible determinado,
cualquiera que sea el valor de 4.

b) x+ y+ z=a-1 1 1 1 a-1
2x+ y+az=a A=(2 1 a a
1 2 1| b

x+ay+ z=0b
%/_/
A

=1
|A|=—(¢z—1)(a—2)=0<;l:2

* Si a=1, queda:

1 1 10
A'=12 1 11 ::| Contradictorias, a no ser que & = 0.
11 11/56

—Sia=1y b=#0 — Sistema incompatible.

—Sia=1y b=0, queda:

1 110
A'={2 11 1| Lalafilayla3.2son iguales.
1 110
‘ ) 17 0 = ran(A) =ran(A') = 2 < n.° de incégnitas — Sistema compatible indeterminado.
* Si a=2, queda:
11,11
A'={2 112 2| Lal.columnay la 3.2 son iguales.
1 21 46
11 1 11
‘2 1 20 — ran(d) =2 21 2l==(b-1)=0 — b=1
1 2 6

—Sia=2y bzl - ran(d)=2=mn(A') =3.
El sistema es incompatible.

—Sia=2y b=1 — ran(Ad) =ran(A") = 2 < n.° de incégnitas.
El sistema es compatible indeterminado.

—Siazlyaz2 — ran(A) =ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de &.

o x-3y+z=a 1 -3 1 |a
X —z=by A'={1 0 =16
X +z=c¢ 1 0 1

N
A

|A| =620 —> ran(A) = ran(A') = n.? de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valorde 4, b y .

d)ax+ y—z=0b-1 a 1 -1 b6-1
2x+ay  =b+lp A'=(2 a 0 b+1
—x +z=0b -1 0 1 b
-—
A
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a=-1
Al=a?-a-2=0
2
a=

e Si a=-1, queda:

-1 1 -1/4-1
A={2 -1.0 b+1
-1 0 1 &
! 0 A) =2
s 107 — mn(A) =
-1 1 b-1
2 -1 b+1|=-3b=0 = b=0
-1 0 b

—Sia=-1y b=0 — ran(A) =2 = ran(A’) = 3. El sistema es incompatible.
—Sia=-1y b=0 — ran(A) = ran(A") = 2 < n.° de incégnitas.
El sistema es compatible indeterminado.
* Si a=2, queda:
2 1:-1b-1
A'=(2 210 | b+1

-1 0 1 b

2 2 b+1|=36-3=0 — b=1

—Sia=2y b=1 — ran(A) =2 = ran(A") = 3. Elsistema es incompatible.
—Sia=2y b=1 — ran(A) =ran(A’) = 2 < n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible indeterminado.
—Siaz-1yaz2 = ran(A) =ran(A') = 3 = n.° de incdgnitas.

El sistema es compatible determinado para cualquier valor de .

36 Dado este sistema de ecuaciones:

x-1=30-
y+2=20+f donde 0, f € R
z=0+2f

transférmalo en un sistema equivalente que no dependa de los pardmetros o, P35 es decir, trans-
férmalo en un sistema en el que sus ecuaciones se expresen solo en funcién de las incégnitas.

Interpretamos el sistema al revés, es decir:

30-PB=x-1
200+ B=y+2
[0+ 2=z
Para que este sistema tenga solucion, el siguiente determinante debe ser igual a 0:
3 -1 x-1
2 1 y+2{=3x-7y+52-17=0
1 2 =z
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En este caso, para calcular o0 y P, tomamos las dos primeras ecuaciones y obtenemos un sistema
compatible determinado:

300-PB=x-1
200+ B=y+2

Las soluciones son: o = lx+ly+%, B=—2x+éy+%

55 55

Sustituimos o y [ por sus valores en el sistema original y obtenemos:

ol 1o 1) (_2..,3 .8
}/+2-2(5x+5)/+5>+< 5x+5y+5)

(1,1, .1 2,..3, .8
z-<5x+5y+5>+2( 5x+5y+5)

Las ecuaciones de este sistema se expresan solo en funcién de las incégnitas.

\
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1 Resuelve por el método de Gauss el siguiente sistema e interprétalo geométricamente:

x-3y- z=-1
x+5y+3z=3
x+ y+ z=1
3x+7y+5z=5
x=3y— z=-1 1 -3 -1/ -1 (3.9 1 1 1|1
x+5y+3z=3 1 5 33 N 29 1 5 33
x+ y+ z=1 1 1 11 (1.9 1 -3 -1 -1
3x+7y+52=5 3 7 5|5 (49 3 7 515
(1.9 11 1 1 (1.9 1111
23)-03 0 4 2 2 @5)a 2 02 11
~ Gy-a9 0 -4 2 2| 7 6+ 0000
(43)-3-(1.9 0 4 2 2, (4. -@23 00 0 0
x+ y+z=1 iii:j},—z=)’
2y+z=1
y=A

Soluciones: x=MA, y=»A, z=1-2A. Son cuatro planos con una recta en comdn.

& Un transportista tiene tres camiones P, Q y R en los que caben un cierto nidmero de contenedores
de tres tipos A, By C. En el camién P caben 5 contenedores del tipo A, 3 del tipo B y 4 del C. En
el camién Q, caben 2 contenedores del tipo A, 5 del By 5 del C. Y en el camién R, caben 4 del A, 3
del By 6 del C. Si se han de transportar 45 contenedores del tipo A, 44 del tipo B y 58 del tipo C,
scudntos viajes ha de hacer cada camidn si todos los viajes los hacen totalmente llenos?

Llamamos:
x = viajes del camién P
y = viajes del camién Q

z = viajes del camién R

P QR

A [5 2 4\ [x 45
B (3 5 3| |y|=(44
C\4 5 6/ \z 58

Obtenemos el sistema de ecuaciones:

5x + 2y +4z =45
3x+5y+3z=44; — x=5, y=4, =3
4x +5y +6z=58

El camién P tiene que dar 5 viajes.
El camién Q tiene que dar 4 viajes.

El camién R, tiene que dar 3 viajes.
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3 a) Discute, en funcién de 4, el siguiente sistema:

xX+ay+ z=a+2
x+ y+az=-2(a+1)
ax+ Y+ z=a

b) Resuelve el sistema anterior para el caso 2 = -1.

a) x+ay+ z=a+2 1 a1 a+2
x+ y+raz=-2(a+1)p A'=|1 1 a 2(a+1)
ax+ y+ z=a a 1 1 a

H—/
A

a=1
|A|=a®-3a+2=0=(a—1)*a+2)=0<_ 5
a=-—

* Si a=1, queda:

1 1 1|3
A'={1 1 1 -4| — Elsistema es incompatible.
11 1|1
* Si a=-2, queda:
1 210
A'= 11: -2 2
-2 1 1 |=2
. 1 2 0
Como 1 1‘=3y 1 1 2 |=0,entonces ran(A) =ran(A") = 2 < n.° de incdgnitas.
-2 1 =2

El sistema es compatible indeterminado.
*Siazly az-2: ran(A) =ran(A") =3 — Elsistema es compatible determinado.

b) Para 2 =-1, queda:

1 -1 111
A'=[1 1 -1 0| ysabemosque |A|=4
-1 1 1]-1
—
A

1 -1 1

0 1 -1

-1 1 1 2 1.
¥e 4 4T

1 1 1

1 0 -1

-1 -1 1 ) 1
TR

1 -1 1

1 1 0

11 -1

- _0_p

¢ 4 4
Solucion: x = %, yz—%, z=0
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4 Demuestra que no hay valores de m para los que este sistema no tenga solucién. Resuélvelo:

x+ 2+ z2=3
x+ 3y+2z=5
x+my+3z=7

x+ 2y+ z=3 1 213
x+ 3y+2z=5¢ A'=(1 3 2|5
x+my+3z=7 1 m 3|7
%/_J
A

|A|=4-m=0 > m=4
*Sim=4

1 213
A'=|1 32 5| La4.2columna se obtiene sumando la 2.2 y la 3.2,

1 4 3|7

Luego, ran(A) = ran(A"). Elsistema es compatible. (En este caso seria compatible indeterminado, pues:

20 = ran(A) =ran(4") = 2).

2
1 3

Lo resolvemos en este caso. Podemos prescindir de la 3.2 ecuacién:

Xx+2y+ z2=3| x+2y=3-z [ |1 2 )

x+3y+2z=5| x+3y=5-2z| |1 3|
‘3—z 2‘ ’1 3-z

x=¢=—l+z;y= 51_2Z =2-z

Soluciones: x=-1+N\, y=2-A, z=2A
*Si mz4 = ran(A) = ran(A') = 3 = n.? de incdgnitas. El sistema es compatible determinado.

Lo resolvemos €n este caso:

3 2 1 1 3 1
5 3 2 15 2
N7 m 3| 4y 173 o0
= 4—m _4—m_1’ )= 4 —m _4—m_0’
1 2 3
1 3 5
. 1L m 7 :8_2m:2(4—m):2

4 —m 4—m 4—m

Solucion: x=1, y=0, z=2

Por tanto, no hay ningin valor de 7 para el que el sistema no tenga solucién.

S Elrango de la matriz de los coeficientes de un sistema de cuatro ecuaciones con tres incégnitas es 3.
:Qué rango puede tener la matriz ampliada? En base a ello, ;cudntas soluciones tendr4 el sistema?

La matriz ampliada es una matriz cuadrada de orden 4.
Su rango puede ser 3 (si |A'|=0) o4 (si |A'] #0).
* Si ran(A) = ran(A') = 3 = n.° de incégnitas — El sistema serd compatible determinado.

*Si ran(A) =3 #ran(A') =4 — El sistema serd incompatible.
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6 Discute y resuelve el siguiente sistema:

x=2y =1
y+ z=a
x -3z=-1
y— z=2

Segin el teorema de Rouché, el sistema tendrd solucidn si el rango de la matriz de coeficientes y el de la
matriz ampliada son iguales.

1 2 01
o1 1 a
A:10—3—1
0 1 -1 2
-
A

Como la matriz ampliada es de orden 4, buscamos los valores que anulan su determinante.

FILAS
(1.3 1 -2 0 1
1 1 a
, 2.9 01 1 a
41=6o_an |0 2 3 o|7|2 3 2|=-6-2a-2+3a-2-4 > a=-14
4.9) 01 -1 2 1 -1 2
*Sia=14
1 2 01 011
(01 1 14 ' . .
A'=14 0 -3 2| Como |1 0 =3|=0 — rman(A)=ran(A') = 3 = n.? de incignitas.
0 1 -1 2 01 -
—_—
A

El sistema es compatible determinado.
*Siaz14 — ran(A) =3 = ran(A') = 4. Elsistema es incompatible.
e Resolucién si a = 14:

Tomamos las ecuaciones 2.2, 3.2y 4.2:

y+ z=14 Delal2yla3.2 ecuacién obtenemos 2y=16 — y=8
x— 3z=-1 2=14-8=606
y— 2=2 Enla22a x=-1+3z=-1+18=17

Solucion: x=17, y=8, z=6

Otra forma de resolver el problema

Si resolvemos el sistema formado por las ecuaciones 1.2, 3.2 y 4.2, obtendriamos la solucién x = 17,

y=8, z2=0.

Llevando estos valores a la 2.2 ecuacién, y+z=a — 8+ 6=a — a=14. Esteesel valor de 2 que
hace el sistema compatible. Para cualquier otro valor de «, el sistema no tiene solucién.

7 En un sistema homogéneo de tres ecuaciones y dos incégnitas, la matriz de los coeficientes tiene
rango 2.

Di, razonadamente, cuantas soluciones tendra el sistema.

En un sistema homogéneo el rango de la matriz de coeficientes y el de la matriz ampliada siempre coin-
cide ya que al anadir una columna de ceros no cambia el rango.

Por tanto, tenemos que 7an(A) = ran(A') = 2 = n.° de incdgnitas.

El sistema serd compatible determinado. Solo tiene una solucién que es la trivial: x =0, y=0.



