MATEMATICAS |

IES Sofia Casanova

3° TRIMESTRE

Alberto José Fuentes Garcia


Alberto José Fuentes García
3º TRIMESTRE





TEMA 7b - APUNTES: LIMITES Y
DERIVADAS.

Limites, derivadas y aplicaciones.

164



3. Limites y continuidad

3.1. Introduccidn historica. Infinito inalcanzable, infinito incomprensible.

El ser humano ha evolucionado adaptado al mundo fisico que lo rodea en una

determinada escala: tres dimensiones espaciales (en escala cm-m-km) y una

temporal. Comprender aquello que excede estas dimensiones y escalas nos resulta
confuso y misterioso, y eso es lo que ocurre y ocurrié con el infinito. Pero, gracias a las
matematicas, hoy manejamos con naturalidad y eficiencia este concepto antes

enigmatico y temido. Veamos como fue el proceso hasta nuestros dias:

3.1.1. Antigliedad: infinito potencial vs infinito actual.
En la Antigua Grecia encontramos las primeras referencias al infinito con las

paradojas de Zendn, como la de Aquiles y la tortuga, en las que las divisiones

infinitas generan retos logicos.

CONCEPTOS DE INFINITO
=4 Aristételes distinguio entre el infinito potencial (algo que crece

indefinidamente, pero que no se alcanza) y el infinito actual (una

e entidad infinita, no la idea de acercarse a ella). Consideraba que

Siempre se puede anadir uno mas.
Nunca termina.

ese infinito actual no existia en el mundo fisico, no era natural,
solo una idea en nuestro pensamiento. El método exhaustivo

(Arquimedes y Eudoxo) para aproximar el area de un

ol fadived circulo con poligonos, también tiene relacién con la idea de
Existe como i:: :Zggﬁgnplmc‘

infinito potencial.

GENERADO CON NANO BANANA.
ALBERTO FUENTES (2023)

3.1.2. Edad media y renacimiento: enfoque teologico.

En el mundo islamico, la idea de infinito actual permanece en el terreno de la filosofia y la
teologia. En Europa, dentro de la corriente escolastica, Santo Tomas de Aquino (s. Xlll)
reinterpretd a Aristoteles desde la teologia, conciliando sus ideas con el cristianismo:
consideraba que ese infinito actual que se negaba era, precisamente, Dios, ser perfecto
e ilimitado, creador de la naturaleza y superior y padre de los infinitos potenciales que

hay en ella. La idea de un infinito actual no divino, generaba un gran rechazo: solo Dios

podria tener esa grandeza de entidad superior.
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El estudio de la astronomia por parte de Copérnico, Bruno, Galileo invitaron a
reflexionar sobre la infinitud del universo. Pascal, entre otros, lo veia sobrecogedor,

aterrador y desbordante para la mente humana.

3.1.3. Infinitesimales y primeros debates: siglos XVIl y XVIII.

En 1656, Wallis usa por primera vez el simbolo oo y, en 1694, Bernoulli crea la curva
lemniscata con su forma. Newton y Leibniz sentaron las bases del calculo diferencial e
integral a través de infinitesimales (magnitudes infinitamente pequefias) que, si bien

supusieron un enorme avance técnico, carecian de la solidez y el rigor que requieren las

matematicas y fueron cuestionados por ello.

3.1.4. La definicion de limite de Cauchy: siglo XIX

Esos primeros debates se resuelven gracias a la definicion de sucesion convergente, y de
limite de una funcidén que veremos mas adelante: se la debemos al matematico francés
Cauchy (s. XIX), aunque también fueron relevantes las aportaciones previas de Bolzano y
posteriores de Weierstrass. Esta definicién permitio manejar matematicamente el infinito
(potencial, no actual), y avanzar y desarrollar el calculo diferencial e integral sin dudas

sobre su rigor.

3.1.5. Teoria de conjuntos: Cantor y filosofia matematica.

A finales del siglo XIX, Georg Cantor revoluciona las matematicas con un nuevo enfoque
que permitia generalizar ideas y potenciar el rigor del lenguaje matematicos: la teoria de

conjuntos.

Con ella, aparecen nuevos puntos de vista sobre el infinito al tratar de cuantificar el

tamafo de los conjuntos (cardinal) con un nimero no limitado de elementos. Surge asi la

idea de que existen distintos tipos (tamafios) de infinito: el infinito numerable (X))

propio de los nimeros naturales, enteros y racionales, y el infinito no numerable (X,) de

los nUmeros reales.

NOTA: X es la letra hebrea aleph, usada para identificar los distintos tipos de infinito.
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3.1.6. El infinito como protagonista de las grandes crisis de las matematicas

Cuando un descubrimiento obliga a replantear los fundamentos conocidos de las

matematicas, surge una gran crisis. Se identifican dos grandes crisis en la historia:

La primera fue el descubrimiento de los irracionales por parte de los Pitagoricos en el

Grecia. La diagonal de un cuadrado de lado uno, \/5 o de un pentagono regular,

1+4/5 s , o -
¢ = — (la razén aurea), son numeros irracionales que no se pueden escribir como

fraccion, o, en términos griegos, como proporcion. Eso rompia con todo lo que ellos
habia asumido de forma casi religiosa; cambid su concepcidn del mundo. Como
acabamos de ver, los irracionales determinan un tipo distinto de infinito que los
racionales (N, y ), por eso el infinito estaba detras de esta crisis. Sin los irracionales,

una recta no se llena completamente, aunque no se pueda percibir (no es densa).

Sin llegar a ser considerada gran crisis, los infinitésimos de Newton y Leibniz fueron un
problema para el rigor de las matematicas que se zanjo con la definicion de limite de

Cauchy.

La segunda gran crisis surgi6 a partir de la teoria de conjuntos de Cantor con la
aparicion de paradojas logicas. Si consideramos un conjunto como una coleccion de
objetos cualesquiera, y utilizamos objetos infinitos (infinito actual), aparecian conjuntos
imposibles (“el conjunto de todos los conjuntos que no se contienen a si mismos, ¢se
contiene a si mismo?”, paradoja de Rusell). Al replantear todas las matematicas
conocidas desde la perspectiva de los conjuntos, hubo que resolver estos problemas. La
solucién consistié en limitar las reglas de construccidén de conjuntos validos para trabajar

matematicamente con ellos (axiomatica).

ZOOM "INFINITO" DEL
CONJUNTO DE
MANDELBROT VISTO
EN FRACTALES
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3.2. Limites de sucesiones. Limite cuando n — + oo.

Igual que ocurrié en su desarrollo historico, antes de aproximarnos a los limites de
funciones, los razonaremos sobre sucesiones. {COmo se comportan los términos de
una sucesion cuando avanzamos indefinidamente? ;Se estabilizan en torno a un

valor, oscilan, o toman valores cada vez mayores o menores? Veamos algunos ejemplos:

10
a,=n=1{1234.) b= =1(10.525125.) ¢ =(=1y'={-11 - I L.]
SUCESION DIVERGENTE SUCESION CONVERGENTE SUCESION DIVERGENTE
lim a,=+ o lim b,=0 2 lim c,
n—+oo n—+o0o n—>+oo
(SE VE COMO CRECE (SE ESTABILIZA EN 0, (-1Y 1 ALTERNATIVAMENTE, NO SE
INDEFINIDAMENTE) ACERCANDOSE CADA VEZ MAS) ALEJA A oo NI SE ESTABILIZA)

Para calcular limites es importante entender que:

jco NO ES UN NUMERO, ES LA IDEA DE CRECER INDEFINIDAMENTE!
No cumple las propiedades de los nimeros, no se opera como los nimeros, solo
podemos usar lo que sabemos que es correcto. Cuando compite oo contra oo

hablaremos de indeterminaciones, situaciones similares que pueden tener distintos

resultados dependiendo de cada ejercicio concreto.

Vamos a ver como calcular desde limites cuando n — oo desde ejemplos basicos:
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3.3. Calculo de limites cuando n —» + o0

Limites polinémicos: Se resuelven sacando factor comun a p/™®er grado,

-lim(n—-6)=+00—-6="7

n—oo

Solucién: lim (n — 6) = lim n(l—%) =+ 0o(1 — 0) = + oo (se impone n)

En general: £00 £ kK = % 00 (sumar o restar cantidades fijas no afecta a oo)

- lim (—n?+2n+ 1) = — 00> + 200 + 1 = ? INDETERMINACION o0 — o0

n—-oo

Solucién: lim (=n?+2n + 1) = lim n?(—=1+2/n + 1/n*) = c0(=1 +0—-0) = —
n—-oo n—>oo
(se impone —n?)
ASUMIREMOS QUE EN EXPRESIONES POLINéMICAS, SE IMPONE EL DE MAYOR GRADO, NO ES
NECESARIO HACER ESE CALCULO EN EL FUTURO

a
Limites racionales caso —, a # 0: (el resultado es cero)

o0
.1 1 . 4 4
lim —=—=0 - lim = =0
n—oco N + o0 n—co —N2% 4+ 2n -0
o0
Limites racionales, indeterminacidon — : (dividir numerador y denominador por n"™>°" 8rado):
o0
2
n
, n? 00 _ 2 _ 1
- lim 1 =— = hmﬁ = hmﬁ =O_+ = + 0. (gr num<gr den)
n—oo N + o0 n—oo 4 n—oo — 4 —
n? n2 n n?
n 1
. n o0 2 .
- lim —— = — = lim —~ = lim —— = — = 0 (grado num.<grado den.)
n—co N2+ 1 0 n—oco I +L n—>ool_|_L 1
n2 n2 n2
) 2w o1
. 2n’+n-—1 ) . 24040 1
lim — = = lim . = lim ——— = — (grados =)
n—-+c0 4n¢-—23 n—+oo o2 n-4+00 4 -0 2
Wz n?

SE IMPONE EL DE MAYOR GRADO. Sl TIENEN MISMO GRADO, QUEDAN SUS COEFICIENTES. EL
SISTEMA DE DIVIDIR POR LO DE MAYOR MAGNITUD ES APLICABLE A OTRAS SITUACIONES.
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Resta de raices \/ co — 4/ co (multiplicar y dividir por el conjugado)

. lim (\/ﬁ—\/ﬁ)z(oo—oo)z

n—oo

. Wn*=1-Vr’ —nWn’ = 1+Vn’—n) _

n— 0o Vn2i—1+4/n?2-n

mayor grado

(caso anterior: dividir numerador y denominador por n , en este caso grado 1)

1
l—- 1 1

Resta de fracciones co — oo (convertir en una sola fraccion operando)

_ n>  n?+1 _ nn-2)—m*+Dm-1)
lim ( — )=(c0 —00) = lim =
*xotoo n—1 n—2 x—+00 (l’l - 1)(n - 2)
. nd=2n*-n*+nt-n+1 , —n?-n+1 00
= lim = lim = —)==1
x—+o00 n?—-3n+2 xst0 \ N2 =3n+2 o0
00
Casos 0 - co: (convertir en fraccion con caso —)
00

lim (147) 1 0 +o0) = i (n+7)>? ( 0 ) I n? 1
. m ((n . = . 0) = lim —_— = —) = 1m _— = —
n—+00 4n? + 3 n—oo 4n?2 +3 o0 n—+oo 4n? 2
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Caso 1® - Namero e: (aplicar procedimiento, mas adelante veremos férmula)

NOTA: El numero e es uno de los numeros irracionales que se han ganado tener una letra reservada, como
7 0 ¢, por aparecer en numerosas situaciones de diversa naturaleza. Relacionado con los logaritmos

(Nieper =~ 1600), lo estudia Bernoulli (1683) en problemas de interés compuesto y Euler le da nombre y

profundiza con detalle en él (a partir de 1736):
1 n
e= lim {1+ —
n—+oo n
sumar y restar 1

Procedimiento para convertir en e (solo si es necesario cada paso): 4 invertir fraccion
cambiar exponente

n2 n2

3n4+1\"T 3n + 1 T
Jm<li» =ampnmo+li~4> = (+1-1)=

n—oo 3n — 5

n? n?

. 3+ 130 +5\"-T 6 v ~f0
= lim { 1 + = (invertir)=
3n—-5 3n—-5

n—->oo

3n-5_6 n2

n—1 6 3n-5n-1
1 ]

= lim |1+ - =lim |1+ P = (arreglar exponente) =
~ y 6 n?
3n=5|3m-5n-1
6 . 6n2
= lim j— = Him o 2 —8n+5 = g2
N 0o 3n—-5
6
NO SON INDETERMINACIONES: (+00)T® = + 0
| + 00 sia>1
(o) ¥ = —— =0 cat®=<num.e sia=1(~nd)
(+00)(+e0) i
0 si0<a<1
L0t =0 0= =1 =t
Qtoo 0t

NOTA: 0" representa acercamiento a cero por los positivos, 0~ por los negativos.

La division por cero no existe, no es una expresion valida, en limites, si vemos .../0, quiere decir que el

denominador se acerca a 0 en el infinito, no que dividamos por cero.
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3.4. Definicidon de limite de una sucesidn convergente

NOTA: La definicion precisa de limite, suele ser la primera aproximacion en los estudios a un lenguaje
matematico mas avanzado y, aunque su primera lectura pueda intimidar (como ocurre con cualquier idioma

auin desconocido), conviene intentar comprenderla. jAnimo!:

Lenguaje lim an:L@;V5>O,EIk€N/n>k:'Ian—LI<8

matematico

...“tal que”...
_)
e e Para siempre a partir de los valores que toma
Tra}ducmon El limite de ap, “equivale (C:jgeilqw(.er va a existir “acual... la sucesion estaran a
literal a cuando n t'?nde a a decir ;S :i?grl'la una menor distancia de L
lenguaje +00 es el nimero L sl pque posicién k que ese épsilon
que” . enla
natural cojamos, sucesion...
por
pequena
que sea...
Interpretacion: A medida que avanza la sucesion, toma valores cada vez mas proximos a L, los
significado valores se van “apretando” en torno a L(tanto como se quiera)

SUCESION CONVERGENTE: TIENEN LiMITE FINITO (SE ACERCA A UN VALOR FIJO)

.......

Vemos que la sucesién a,, = l+1 Para ¢ = 0,4 (franja azul), los dos Parae = 0,12, a partir de la
se acerca cada vez mas a ? primeros valores quedan fuera, pero posicion k = 9 todos los valores

a partir de la posicién k = 3, todos quedan dentro. Y se puede

estan a menor distancia de 1 demostrar que sera asi para

cualquier distancia. La sucesion
tiene limite, y es 1.

SUCESIONES DIVERGENTES: NO TIENEN LIiMITE FINITO

INTERACTIVO: LIMITE

SUCESION
SUCESION DIVERGENTE SUCESION DIVERGENTE
lim g, =+ 4 lim ¢,
n—+oo n—+oo
(SE VE COMO CRECE (-1 Y 1 ALTERNATIVAMENTE, NO SE
INDEFINIDAMENTE) ALEJA A co NI SE ESTABILIZA)

No hay ninguna posicion k a partir de la cual los valores de la sucesion se
vayan apretando en torno a un limite finito.
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3.5. Definicion de limite de una funcién en un punto

Lo visto para sucesiones cuando n — oo se puede aplicar a funciones cuando x — 0.

Pero con funciones, x tiene mds libertad que n. Puede acercarse también a — oo 0 a un punto cualquiera a.

Un limite lim f(x) describe el comportamiento de la funcion f cuando x se aproxima (o tiende) a a.

Lenguaje
matematico

Traduccion
literal a
lenguaje
natural

Interpretacion:

significado

Interpretacion
gréfica

X—=a

x tiende ac es el
ndmero L

Iimf(x) =L ©:Ve>0,30>0/0< |x—c|<d0=>|fx)—L|<e¢
El limite de f, cuando

cuzz’&er \./.eiieemxigcﬁ' ...si consideramos ...los valores que toma
distancia ura . . valores de x préximos a la fqulon para esos x
epsilon gistancia tal que”... ‘ c... también son proximos
que dolta (a distancia menor que gl valo_r del limite, L
cojamos, suficiente esa delta (D|lstar.10|a menor que el
por suf|C|ente[nente epS|Ion~eIeg|do tan
~ mente pequefio) pequefio como se
pequena pequena... quiso)
que sea...

Si x se acerca infinitamente a c, los valores que toma la funcion f(x) se

acercan infinitamente al valor del limite L

CASO: Si EXISTE LIMITE CASO NO EXISTE LiMITE

pamll i
Para cualquier distancia ...podremos encontrar En este caso, el delta no Para esta otra funcién,
epsilon que cojamos, un delta es suficientemente vemos que al acercarnos
por pequefia que sea... suficientemente pequefio pequefo, y la imagen del al punto donde hay un
(aparece un intervalo en de manera que los intervalo en x no cabe salto, es imposible
el eje Y centrado en el valores que toma la dentro del intervalo elegir un delta que haga
valor del limite, franja funcién en el intervalo definido por el épsilon que encajen los valores
azul) del eje X que define en el eje y. Pero si existe en la franja azul.
(x — 8, x + ) encajen limite, haciendo mas
dentro de la franja azul pequeno el delta, Por pequefio que sea
podremos encajarlo. delta, el salto provoca

que los el rango de
valores en el eje Y sea
demasiado amplio

GEOGEBRA VIDEO EXPLICATIVO
INTERACTIVO

Volveremos al calculo de limites después de haber aprendido a derivar, pues la derivada

permite aplicar la Regla de L Hopital que hace mucho mas sencillo obtenerlos.(*)
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3.6. Continuidad

NOTA: En la ESO llamamos funcion continua a la que se dibuja de un solo trazo. Ahora utilizamos una

definicion algo mas rigurosa:

Definicion: continuidad en un punto

(1) 3f(x)
fes continua en un punto x = x; < (2)4 hmx—))co Jx)

(3) 1imx—>x0 f()C) =f(x0)

NOTA: De forma resumida a veces se escriben, por comodidad, las tres condiciones juntas, como

3 lim f(x) = f(x,). Esta definicion entra como teoria en 2° de Bachillerato.
x—>x0

Tipos de discontinuidade:
Discontinuidad evitable:
Se produce cuando existe el limite de la funcidn en el punto, pero la funcién no
esta definida en ese punto1 o toma un valor que no coincide con el limite.

Se evita redefiniendo la funcién en el punto para que coincida con el limite.

3 lim f(x) pero (1) Af(xy) 6 (2) lim f(x) # f(x,)

X=X X=X

Discontinuidad inevitable:

- de salto finito: los limites

laterales en el punto existen pero

su valor no coincide.

e/

a

_ de salto infinito: al menos uno de Salto finito Salto infinito Non cxis!c*[i’r:l f(x).
I= /t'm' flx) = lim ‘f(x] =1, lim f(x) = +e0

los limites laterales es infinito.

- no existe algun limite lateral.

6 NOTA: en nivel universitario, con mas rigor, se suele hablar de continuidad solo en el dominio, por lo que
no se habla de discontinuidad si no esta definida la funcion en el punto.
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Definicion: continuidad en un intervalo

Se dice que una funcion f es continua en un intervalo de R si es continua en cada

punto de ese intervalo.

Ejemplo: ejercicio de estudio de continuidad con parametro

Calcula el valor de n para que la funcion f sea continua en todo R:

x>—=5x+1 six<4
X) = =
e {2x+n si x >4

f es una funcion a trozos donde: fi(x) = x=5x+1y HxX)=2x+n
- Six#£4:
- Six <4, fes continua (f;(x) funcién cuadréatica)
- Six >4, fes continua (f,(x) funcién lineal)
Entonces f continua en R — {4} (1)
- Six=4:

f continua en x =4 < Ilim f(x) = f(4)
x—4

« Calculamos el valor de la funcién en 4 y los limites laterales e igualamos:

@) =f,(4)=4>-5-4+1=16-20+1=—3)

clim ) = lim fi(x) = lim x2=5x+1=-3 —-3=8+n
x—>4_f() x—>4_f1() x—4~ (= n=-—11

. lim+f(x) = lim f,(x) = lm 2x+n =8 +n
x—4 x—4~

x—4t

Entonces si n = — 11, f es continua en x = 4 (2)

+ Si combinamos las conclusiones (1) y (2):

(D

(2)} —> sin=—11 fes continua en todo R
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4. Derivadas

4.1. Funcién derivable. Derivada en un punto.

NOTA: Ya hemos visto el significado de derivada al hablar de la TVM. Si la TVM representa el cambio
promedio de una funcidn en un intervalo, la derivada representa el cambio instantaneo (el intervalo se hace

infinitamente pequeno). Este epigrafe entra como teoria en 2° de Bachillerato

Definicidn: derivada de una funcién en un punto

xXg+h)—f(x
S es derivable en un punto x = x; <= 3 1lim S ;l J(xp)
h—0

El valor finito de ese limite se representa como f'(x) y se llama derivada de f en x,

NOTA: f es derivable en un intervalo (a, b) si lo es en cada punto de (a, b).

Interpretacion grafica: derivada como limite de las secantes.

fxo+h)4
f(xo +h) = f(x0) INTERACTIVO: TVM Y
DERIVADA
T P - :

h '
1
1
1
]
]

! | > VIDEO EXPLICATIVO:

Xo xo+h TVM Y DERIVADA

La secante que pasa por los puntos (X, f(xq)) y (xo + A, f(xy + h)) tiene como

+ h) —
pendiente ST :l %) (TVM en el intervalo (x(, Xy + h)).

Cuando reducimos el tamario del intervalo (2 — 0), esa secante se va aproximando a la
tangente a la curva en el punto (x,, f(x()), hasta, llevado al limite, convertirse en dicha
tangente.

Por lo tanto, la derivada de la funcion en el punto x, es la pendiente de la recta tangente

a la gréfica de la funcion en el punto (x, f(x)). Por tanto:

fCg+h) — f(xg)
h

f(xo) = }lirré = pte. de la recta tangente en el punto (x,, f(x))
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4.2. Propiedades de la derivada y reglas de célculo.

Linealidad de la derivada
La derivada es un operador lineal, “funciona bien” con sumas y restas:
- La derivada de una suma/resta es la suma/resta de las derivadas.
- La derivada de un coeficiente por una funcion es el coeficiente por la derivada de la
funcion.
m-f+n-g=m-f+n-g
Derivada del producto

La derivada del producto es la derivada del primero por el segundo sin derivar, mas la

derivada del segundo por el primero sin derivar.
(f-8'=f-g+f-¢
Derivada del cociente

La derivada del cociente es la derivada del numerador por el denominador sin derivar,

menos la derivada del denominador por el numerador sin derivar, partido del

<1>’=f'-g—f-g'
4 g

La derivada de f compuesto con g (f esta dentro de g) es la derivada de g (con f dentro)

denominador al cuadrado.

Regla de la cadena

por la derivada de f (derivada de lo que g tiene dentro). Se deriva primero la funcién mas

externa, la Ultima en aplicar, y se va multiplicando por las derivadas de lo que hay dentro.
(8 °f)(x) =g'(f(x)) - f'(x)
Ejemplo:

f() =sin(x)  gx) =x*

(g o f)(x) = g(f(x)) = sin® x
(gof)x)=g'(f(x)) - f(x) = (2sinx) - (sin x)" = 2sin x coS X

(f ° &) = f(g(x)) = sin x*

(fog)(x) =f(gx) - g = (cosx?) - (x*)' = 2x - cos x*
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4.3. Repaso de la composicién de funciones para la regla de la cadena

f

. 8
f compuesto con g (se aplica primero f, después @) gof:R R

x — fx) = g(f(x)

Ejemplo: f(x) = sin(x)  g(x) = x2

- f compuesto con g: (se aplica primero f, después g)

. 2
gof R, r— R

X —> sin x —> sin% x

entonces (g o f)(x) = g(f(x)) = sin’ x

- g compuesto con f: (se aplica primero g, después f)
R sin

fog:R—L
X x? sin(x?)

entonces (f » g)(x) = f(g(x)) = sin(x?)

Ejemplo: f(x) =Inx g(x) =¢"

- f compuesto con g (se aplica primero f, después g)

ol
gof R, R R

X —Inx —s eM¥ =y

entonces (g o f)(x) = g(f(x)) = x

- g compuesto con f (se aplica primero g, después f)
[
fog:R— LR, R

X

entonces (f » g)(x) = f(g(x)) = x

X e Ine* = x

iSON FUNCIONES INVERSAS!
(fof™Hx) = (f" e f)x) = x
GRAFICA DE FUNCIONES INVERSAS: Presentan simetria respecto y = x

. \ / . .

I +* . * *

[ * ’ *

- * *
o * *
° * *
. *
* b+ *

TIENEN QUE SER INYECTIVAS, SI NO, SEPARARLAS
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4.4. Calculo de derivadas por definicion. Construccion de la tabla.

Vimos que derivar consiste en calcular un limite. Podemos aplicarselo a las funciones

elementales:

1. Derivada de una constante f(x) = ¢

+ h) — - 0
o= im ISP IO e 1% oo
h—0 h -0 h h—0 h

2. Derivada de la funcién identidad f(x) = x
(x+h)—x . X+h-—x . h

‘X)) =lim————=lim—————=lim— =1
ALY 0 h h—=0 h h—0 h

3. Derivada de f(x) = x" (para n entero positivo)

o x+ ) =x"
f'(x) =lim P = usamos el desarrollo de un binomio =

-1
X 4ty B =22 g
= lim P = (factor comun h) =
h—0

De esta forma, encontramos reglas generales para las funciones elementales que nos
ahorran el trabajo de tener que hacer un limite cada vez que derivamos. Aparece asi la

tabla de derivadas.
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4.5. Tabla de derivadas. Primeras derivadas.

(Aparecen marcadas con * las mas recurrentes)

Reglas de Potencia y Raices
fx) =k
Jx) =x"

1
fG) =~

X
() =+/x

) = /x

Funciones Exponenciales y Logaritmicas

f(x) =e*
fx)=a"
f(x)=Inx
fx) =log, x
Funciones Trigonométricas
f(x) =sinx
f(x) =cosx
f(x) =tanx

Funciones Trigonométricas Inversas

f(x) = arcsin x

f(x) = arccos x

f(x) = arctan x

fx) =0
fx) =nx""!
|
f'x) =— ;
1
J) =

2v/x

1

f'x) =
fx)y=e" *
f'x)=a*Ina

1
f@=— *

X

1

f'(x) =

xIna

f'(x) =cosx

f'(x) = —sinx

)=

J'x) =

Jx)=

fx) =

&

1+x

cos? x

1

2

*

*

=1 +tan®x

1
V1-—x?
1
V1-—x2

%k

*
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Ejemplos iniciacion:

Elementales y aplicando linealidad:
1.fx0) =x° = f'(x) =3x*
2.f(x) = 5x* = f'(x) =20x3

3.f()=x"-2x"4+Tx -4 = f'(x) =5x*—6x>+7

_1_ -1 / _ -2 _
4.f(x)—;—x = ff)=—x"=—-—

5. f(X) = 2X_3 ——3 f/(x) = — 6x_4 —_—

Con regla del producto, del cociente:
6.f(x) =x " = f'(x) = QRx-e")+ (x?: ") = e (2x +x?)

(e +D-@(1)  x+1-x 1

X
re0= = 8w @+12 @+ (x+ 12

Con regla de la cadena:

8.h(x) = (*+1)P = ') =32+ 1) 2x = 6x(x* + 1)?
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Ejemplos completos:

a) Unas exigen simplificacién tras derivar:

f(x) = arctan

Py = 1 2.x—(1+x)= 1 .X—l—x:

2 x24+(1+x)?2 2
+ X X
1 | (1 X -

X x2

X ~1 ~1

T2t 142x4+2 A 22 +2x+1

b) Otras dominar la regla de la cadena y la tabla:

1
F@) = In(cos(—))
X

, 1 B ) 2 tan <XL2>
F = lwﬂm7»<7) —
X X

cos(;)

c) Usar estrategias habituales como sacar factor comun en exponenciales:
4e*

\/;

* ! x X _0~" X X 2\/;\/;_1)
f/(x)_4e \/;—E-4e _46\/; X 4e _4e <—2\/; >_26x(2x—1)

(\/;)2 X X x\/;

d) Resolver simplificando o aplicando propiedades de los logaritmos:

f@) =

2

f@=nq/—
x>+ 1
, 1 1 2x(2+ 1) =2x(x2) 2068 +x —XP) X
f(X)z . . 5 e = = = 7 1 =
[_x? ) | 2 (= + 1) ZM(XZ+1)Z XF(xc+1)
x2+1 x2+1
_ 1
Cx(2+ 1)
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4.6. Derivada potencial-exponencial.

Cuando tenemos x en la base y en el exponente de una funcidn, §usamos la derivada de

una potencia y = x" o usamos una exponencial y = a*

Para solucionarlo, existe un procedimiento, y una férmula asociada:

El procedimiento permite llegar a la férmula. Tomamos logaritmos y derivamos:

y = (f(x)g(x)), = Iny =Inf(x)*™” = Iny = g(x) - In f(x) = derivamos

’

— L — g Infe) + &f’(X)
y f)
’ ’ g(x) /
= V=g -Infx)-y + —fx)-y
Jx)
sustituyendo y = (f(x)g(x)) = ' =g'(x) - Inf(x) .f(x)g(x) + %f/(x) .f(x)g(x)
X

reordenando y simplificando = (f(x)g("))/ =g(x) - fEEIL () + f(x)59 - In f(x) - g'(x)

Asi nos queda una féormula que, como vemos, combina potencial y exponencial:

(f (X)g(x))/ = g(0) - fEITL ) + fO)FY - In f(x) - g'(x)

Potencial Exponencial

Veamos como aplicarlo.

Ll
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Ejemplos:
fx) =x = f(x)=sinx-xM1. 1 + ¥ Inx.cosx =

= xS lgin x + x

Férmula: .
SMXcosx-Inx

Procedimiento:

f)=x""" = Infx)=lnx""* = Inf(x)=sinx-lnx ==
= (In f(x)) = (sinx - In x)’ —
@zcosx-lnx + >In X —
Jx) X

— ) = f) - (Cosx-lnx + Smx) —

X
- f’(x)=xSi“x<cosx-lnx + sinx) =S

X

= ()= ¥ lsinx +x"*cosx-Inx

Férmula:

fO=x" = FfO=x+D-x+ x*!Inx=x"-(x+1+xIlnx)

Procedimiento:

f)=x" = Inf@)=hx*! = Infx)=x+1)-Inx =
= (Inf®) =((x+1)-Inx) —
@ =Ilnx + * -
fx) x
= f'(x) =f(x) - <lnx + %) —
:f/(x)zxxﬂ <lnx N x+1> N
X

= ffx)=x"-(x+1+xIlnx)
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5. Aplicaciones de la derivada

) 0
5.1. Regla de L'Hopital para limites <—> o) (6) Calculo de limites.
00

Sean f'y g funciones continuas en un intervalo [a, b] y derivables en (a, b).

J&x) (0 00 . .
Si im——=|—) o | — |, podemos derivar numerador y denominador para
x—xy g(X) 0 (%)

encontrar un limite equivalente (si existe):

fim 79 _ <9>_1 @ _

x=xp &(X) 0/ x-x g'(x)
lim & — <9> —tim L g
X—00 g(.XT) 0 x—oo0 g (X)

NOTA: Ojo, es comun confundirse y aplicar la regla del cociente. Se trata de derivar por separado el

numerador y el denominador.

Ejemplos:
et — 1
-lim
x—0 X2 — X

. sinx 0 COS X
- lim = <6> L'Hopital = lim =1

-0 X x—0

o 1
= L'Hopital = lim ¢ = =—1
x—02x — 1 —1

Propiedades del limite como operador.

Supongamos que existen los limites: lim f(x) = Ly lim g(x) =

X—a X—a

{sumas: lim,_,(f(¥) + g(x)) = lim,_,, f(x) + lim,_,,g(x) =L + M
Linealidad

constantes: limx_)a(cf(x)) =c-lim_, f(x)=c-L
RECUERDA: la linealidad separa sumas y saca constantes

Limite del cociente: llm[f( X) ] — (siM #0,lim f(x) =Ly lim g(x) =

x—a g(X) x—a x—a
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Guia de calculo de limites de funciones

(*) Visto L'Hopital, podemos completar el estudio del calculo de limites);
X — + 0o ==> IGUAL QUE EN SUCESIONES + REGLA DE L'HOPITAL (ver después)

Ejemplos: (repaso de cociente de polinomios, ver mas tipos en L'Hopital)

2% +x—1 22X 1 _ .
lim ——— = lim —— = — (= grado, cociente de coeficientes de mayor grado)
xX—+00 4)62 -3 x—+00 4x2
22+ x—1 o 2x?
. Ilm —— = lim —— =0  grado num. < grado den. => 0
X—+00 4)63 -3 x—+o0 4x
28 4+x—-1 o2y L
. Ilm ——— = lim —— =+ oo grado num. > grado den. => +-infinito
X—+00 4)62 -3 X——+00 4)62

X — — 00 => si cuesta verlo, CAMBIAMOS LAS x POR -x Y SE CONVIERTEEN x — + o©

Ejemplos:
1 1
Im 2*= lm 2™ = lim —=——=0
X——00 x—+00 x—+oo 2* + 00

x — a =>SUSTITUIMOS x POR a Y OBTENEMOS RESULTADO SALVO INDETERMINACION:

Ejemplos:

i Inx—x Inl-1% -1
. 1m = =
x—1 x4+ x3 14+ 13 2

lim = — =+ 00 (nos acercamos a cero por los positivos (1’001 - 1 > 0)
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INDETERMINACIONES:
+oo 0 0 0
— —, 00 — 00,000, 0%, 0", 1%
mafee
i_oo’ 2 ==> L'HOPITAL : lim @ = lim S = L (derivar num. y den.)
too 0 xX— g(x) x— g/(x)

(u otros recursos vistos como comparar infinitos / dividir polinomios / simplificar expresiones)

Ejemplos:

et —1 eV —1 0 ) . e’ 1

lim = = — | = L'Hopital = lim = =-1
x—>0x2—x 0-0 0 x—02x — 1 —1

Il. co — co => OPERAR Y SIMPLIFICAR O COMPARACION DE INFINITOS

COMPARACION DE INFINITOS:

lim (x2 —4x) = (00 —o0) = lim x? =+ (“manda” el de mayor grado)
X—>+00 X—+00

lim (4x° —2%) = (00 — ) = lim —2* = — oo (“puede mas” la exponencial)
X—>+00 X—+0o

ALGUNOS METODOS: operar fracciones algebraicas

_ x? x?+1 _ x2(x =2) = (2 + Dx = 1) TRUCO PARA
lim ( — )=(c0 —00)= lim = RECORDAR:
*xod0 X—1  x-=2 x—+00 x=-Dx-2) EXP>POL>LOG

Il
—
8|8
~
Il
|

X—+00

. B =2x2 =4+ xP—x+1 . —x>—x+1
= lim = lim _
x2—=3x+2 x—=+o0 \ X2 —=3x+2

ALGUNOS METODOS: multiplicar y dividir por conjugado

2 _»n _ 2 . 2 _ 2
lim (\/xz—z—\/x2+X)=(oo—oo)= lim (\/x 2 \/x +x) (\/X 2+\/x +x) _
x—+00 \/X2—2+\/x2+x

X—+00

(\/x2—2—\/x2+x)-(\/x2—2+\/x2+x) _ (x2=2)—(x*+x) B

= lim im
X0 Va2 =2 +/x2+x =t 0 /32 2 /X2 4 x

-2 —x 1

-1
= lim = =
=t 22 4/ 2+x 1441 2
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*Too 0
. 0 - co => OPERAR Y CONVERTIREN ——, —
+00 0

Ejemplos:
L . sinx 0 COS X
limsinx - — =(0-+o00) =1lim = ( ) L'Hopital = lim =1
x—0 X x—0

x—0 X
I — (0 +00) = lim «+7? ( V= i
_— D) = —) = 11m
x—oo \| 4x 42+ 3 +3 x—>+00 X2

lim (x+7) -
X—+00 4x2+3
Iv. 0°, 0 Propiedades logaritmo + exponencial + L'Hopital (mas en 2° BACH)
: 1 ) 1 ) 1 . Inx
L = lim x¥ = ( 0)MrilnL =Inlimx*=lmlnx¥=Ilim—Inx = lim — =0
X—00 X—00 X—00 x—o00 X x—=o00 X
Portanto,InL =0 = L =1 (dltimo limite por L'Hopital o comparacion de infinitos)

V. 1% - Ndmero e:
Opcion 1: procedimiento +1-1, invertir, cambiar exponente para usar

S
e = lim <1+—>
J)

J()—+o0

2x + 1 x=T
<1+x —1> = (+1-1)=

1
_ 2x +1\*-T )
. lim = (1**) = lim
=1t \ x+2 x—1t x+2
S
. 2x+1—x—-2\*"1 . x—1\~ _
=1lm |1+ =1lm |1+ = (invertir)
x—1t x+2 x—17 x+2
1 x+2x—=1_1
x—1 x=1x+2x-1
= xlirﬂ 1+ ) = xlir?+ 1+ — = (arreglar exponente)=
x—1 x—1

x—1_ 1
x+2x-1

: 1 1
lim,_, 1+ x+2 = 3

= lim 1+x+2

x—1t
x—1

Opcion 2: formula (propiedades logaritmo + exponencial)

JAE)) )
1 . .
(salen mismas cuentas casi)

lim <f(X)>h(x) Slim Hah()(}g(x)
g(x)

X—a
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5.2. Estudio de continuidad y derivabilidad

EJEMPLO: Obtén los valores de a 'y b para que f sea continua y derivable en todos los

numeros reales:

fx) = {2x2—x si x <1

ax+b six>1

f es una funcion a trozos donde: f;(x) = 2x%—xy Hx)=ax+b UNGIONES A TROZ

« Si x # 1 : CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD
. Six <1, fes continuay derivable (f;(x) funcién cuadratica)
- Six>1, fes continuay derivable (f,(x) funcion lineal)

Entonces f continua y derivable en R — {1} (1)

«Six=1:
« CONTINUIDAD:

f continua en x =1 < Ilim f(x) = f(1)
x—4

« Calculamos el valor de la funcion en 1y los limites laterales e igualamos:
lim f(x) = lim fj(x) = lim 2x>—x =2—-1=1
x—1" x—1" x—1"

- lim f(x) = lim f,(x) = limax+b =a+b > — a+b=1
x—1t x—17

x—1"

f)=fi)=ax+b=a+b

Entonces si a+ b =1, f es continua en x = 1 (2a)
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f continua

DERIVABILIDAD: f derivable en x =1 < FOe+ R + ()

dlim,_,, p

Usamos las derivadas laterales f ~(x) = lim fxyf *Hx) = lim+ f(x)
X=Xy X=X

f continua
fm =+
« Derivamos la funcién (derivamos cada uno de sus trozos):

f@ﬁz{Qﬁ—x¥=Mﬁﬁ yx<1
(ax+b) =a si x> 1

fderivable en x =1 < {

+ Calculamos en x=1 el valor de las derivadas por ambos lados e igualamos:
fT(H)=4-1-1=3

) — a=3
ST =a

Entonces si a = 3, f es derivable en x =1 (2b)

+ Para que sea continua y derivable en x=1, deben cumplirse (2a) y (2b), y queda un

sistema de ecuaciones a resolver:

(2a) a+b=1 e
(2b)}:{ a=3}(=)a—3yb— 2(2)

* Para finalizar, si combinamos las conclusiones (1) y (2):

(D

(2)} = sia=3yb=-2, fes continua y derivable en todo R

\\‘ / \\/’;\

\

I\

NO CONTINUA, NO CONTINUA CONTINUA Y
DERIVABLE NO DERIVABLE DERIVABLE
(SOLUCION)

190



5.3. Tangente a una curva

Vimos que la derivada de una funcién en un punto es la pendiente a la curva

en ese punto (interpretacion grafica). Asi, podemos calcular la recta tangente

a cualquier funcién en un punto dado, y también la recta normal

. , .z . INTERACTIVO: TVM Y
(perpendicular) a través de la ecuacion punto-pendiente. DERIVADA

Punto: (%0, f(xp))

Pendiente: f"(x,) = y —f(xg) = (xp)x — xp)

Recta tangente: {

Punto: (x> f(x)) |
Recta normall: > yv—7f(xy) =—x—x
Pendiente: L — ]% y =/ 0) f’(xO)( 0)
0

Ejemplo 1.

2

Calcula la recta tangente y la recta normal a f (x) = x“ en el punto x, = 1.

Derivamos f'(x) = 2x.

Recta tangente: Punto: (1D — y—1=2x—-1) |y=2x-1
Pendiente: 2
Punto: (1,1) X 1 ;
selanemna Pendiente: L — % Y 2 =D 1y 2473

Representacion grafica:
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Ejemplo 2.

x3 = 3x?

Hallar las rectas tangentes a la curvay = T que sean paralelas a la bisectriz del
primer y tercer cuadrante.

Dato: pendiente m=1. Incdgnita: punto.

La bisectriz del primer y tercer cuadrante tiene pendiente m=1. Buscamos los puntos

donde la funcion tiene pendiente 1 a través de la derivada:

x> —3x? 3x% — 6x
Derivamos: f(x) = 5 = f(x) = 9
Igualamos f”(x) = 1 para encontrar el punto:
3x? — 6x — _
W=l ——— =l=32-6x=92-2x+3=0=<" 1
9 3
X =
son las abscisas de los puntos de tangencia.
13 -3.(=1)?
feh = = f() = -5

Las ordenadas para las abscisas -1 y 3 son:

f@ =222 — 13)=0

4
Asi, los puntos de tangencia buscados son (—1, — 5) y (3, 0).

Obtenemos ahora las tangentes pedidas:

-4 5
. Tangente por (-1, —4/9): y—7=1-(x—(—1)) - y=x+§
- Tangente por (3, 0): y—=0=1-x—-3) =|y=x-3

Representacion grafica:

P,=(3,0)
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5.4. Estudio de la monotonia (crecimiento y decrecimiento)

Si la derivada nos proporciona la pendiente de la tangente a una curva en cada punto,

nos puede dar informacién sobre como se orienta (en funciones derivables):

i1

f'(x,) > 0 CRECE f'(xo) = 0 HORIZONTAL f'(xo) < 0 DECRECE

La derivada se convierte en una herramienta para estudiar el crecimiento y el

decrecimiento de una funcion en distintos intervalos.

Ademas, en los puntos donde la derivada vale cero (puntos singulares), la funcién se
orienta horizontalmente, y son candidatos a ser localizaciones de valores maximos o

minimos (en general, llamados extremos).

=

f'(xg) = 0, MAXIMO RELATIVO f'(xg) = 0 PERO NO HAY f'(xo) = 0, MINIMO RELATIVO
EXTREMO

Los extremos son relativos si lo son en un intervalo
préximo, pero hay valores mas altos (maximo) o mas

bajos (minimo) en algun punto del dominio. s e s =

Son absolutos, si no hay valores mas altos para el

maximo ni mas bajos para el minimo en todo el Dom.
MiNIMO RELATIVO EN x = _%
MAXIMO RELATIVO EN x = %

MINIMO ABSOLUTOEN x = 2,2
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Por lo tanto, la derivada es una herramienta para localizar maximos y minimos.

- Buscar puntos singulares resolviendo f'(x) = 0
- Estudiar crecimiento y decrecimiento en el dominio. Para ello, dibujamos una recta,

marcamos los puntos donde falle el dominio y los puntos singulares, y estudiamos el

signo de la derivada en cada tramo. Veamos algunos ejemplos resueltos:
Ejemplo 1 explicado: Estudiar la monotonia de y = x> = 6x2+9x + 2.
1. El dominio de una funcién polindbmica es todo R.

2. Calcular puntos singulares (f’(x)=0)
2.a. Derivar la funcion: y’ = 3x2 — 12x + 9.  2.b. Igualar la derivada a cero:

y/=0(=>3x2—12x+9=0<=}x2—4x+3=0(=){x _3
)=

Estudiamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento como explicamos, en la recta

X=1 X:3
six <1 = f(0)=3-02-12-049=9>0 = f crece
Damos valores en los casos {si 1 <x <3 = £(2)=3-22-12.249=-3<0 = fdecrece
si3<x = f(4)=3-42-12-449=9>0 = f crece
Y it
>0 <0 >0 i
crece decrece | crece

I | "".'
| | 1
/ x=1 \ x=3 / )
1 3

Concluimos que en x=1 hay un maximo relativo y en x=3 hay un minimo relativo, e

indicamos los intervalos de monotonia:
Intervalos de monotonia: Crecimiento: (—o0,1) U (3, + o0) Decrecimiento: (1, 3)

Extremos:
+ Maximos: relativosenx =1 (y = P-6-12+9-1+2=06) 8\
f \ f
- Minimos: relativosen x =3 (y =33 —6-324+9.3 +2 =2, ,
/

Este estudio prdacticamente permite representar graficamente la funcion. Lo
veremos con detalle mas adelante. A la derecha podéis ver como la gréfica queda

bastante definida por sus intervalos de monotonia y extremos.
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) _ ) X2+ 1
Ejemplo 2: Estudiar la monotoniade y = ———
x2—2x

Estudiamos el dominio de la funcion. Hay asintotas verticales donde se anula el
denominador: x=0y x = 2.
Derivamos la funcion:

(=20 - Qx =)+ 1) 20 =4t 207 =2+ 2x7 42 —2xP-2x+2  2(x'—-x+2)
B (x(x —2))2 B x2(x — 2)2 TX2(x-22  x2(x-2)2

!/

y calculamos los puntos singulares (f’(x)=0):

-1-4/5
2(x* — x +2) ) x=—F—~-162
V=0 =0=x-x+2=0=
X2(x = 2) “14y5
xzszO,&

Estudiamos los intervalos de monotonia de la funcién teniendo en cuenta los puntos

singulares y las asintotas, dando valores intermedios:

<0 >0 >0 f’<0 >0
decrece crece crece decrece crece

\x=-1,62 / x=0 / x=0,62 \ X=2 \

Intervalos de monotonia:

- Crecimiento: (—1,62, 0) U (0, 0,62)

« Decrecimiento: (—oo, — 1,62) U (0,62, 2) U (2, + o)
Extremos:
+ Maximos: relativos en x = 0,62 (y = — 1,62)

+ Minimos: relativos en x = -1,62 (y = 0,62) (valores de y obtenidos con calculadora)

SenAalar, para finalizar, que con esta informacion ya podemos esbozar bastante bien la grafica completa de

esta funcion (convendria completar con el estudio de las asintotas verticales y horizontales (los limites)).
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5.5. Problemas de optimizacion: ejemplos resueltos

El objetivo es encontrar los valores maximos y minimos en diferentes situaciones en

las que existe un modelo matematico subyacente.

Son problemas muy ttiles, permiten minimizar costes de produccion y ahorrar
materiales y energia, maximizar beneficios, identificar los picos en distintas situaciones, y

solucionar muchos otros problemas. Los pasos para enfrentarse a estos problemas son:

PASOS PARA RESOLVERLOS:

1°. Lo primero es leer el enunciado e interpretarlo correctamente.

2°. Encontrar la funcién a optimizar. Unas veces vendra dada directamente o casi

directamente, otras veces exigirda un razonamiento o aplicar formulas de geometria o de

economia sencillas. Para algunas personas es la parte que mas cuesta, por falta de

entrenamiento en resolucién de problemas.

3°. Calcular los maximos o los minimos pedidos igualando la derivadaa 0 y

estudiando los intervalos de crecimiento o la curvatura en el punto (C”).

4°. Responder a lo que se pregunta interpretando adecuadamente la solucion

matematica.
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Ejemplo 1: Problema de nimeros.
Encontrar dos numeros que sumen 20 y cuyo producto sea maximo.

Solucién detallada:

Llamamos x e y a los dos nimeros. Sabemos que x +y = 20 (1)
Tenemos que maximizar su producto. Seria la funcién:
Px,y)=x-y @

(se escribe P(x,y) porque de momento usa dos variables, tenemos que conseguir que sea una sola, ya que

solo sabemos derivar funciones con una sola variable)

Usando (1), despejamos y: y = 20 — x. Sustituimos en (2) y obtenemos la funcion

objetivo: P(x) = x(20 — x) = 20x — x?, quedando:

P(x) = 20x — x? (funcién a optimizar)
Por lo que sabemos de funciones elementales, se trata de una parabola céncava que

tiene que tener un solo maximo absoluto. Lo calculamos a través de la derivada:

P'(x) =20 -2x Px)=0=20-2x=0<=x =10
Aunque sabemos que es un maximo por ser parabola concava, en general necesitaremos

verlo con los intervalos de crecimiento o decrecimiento (o con f”).

>0 f’<0
crece | decrece

2R

- Por lo tanto, hay un méaximo en x=10. Calculamos y: y = 20 — 10 = 10

Y finalizamos respondiendo que los dos nimero buscados son 10 y 10, ambos suman

20 y el producto maximo es 10-10=100.
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Ejemplo 2: Problema donde ya nos dan la funcién obijetivo.

El nivel de concentracion de un farmaco en sangre viene dado por la funcion

C(t) = 272 — 272*2 sjendo t el tiempo en horas. Es necesario saber cuando se
produce la concentracion maxima para disefiar adecuadamente la posologia del farmaco

y evitar concentraciones excesivas en el organismo. Calcula cuanto tiempo pasa hasta

que la concentracion del farmaco alcanza su nivel maximo en la sangre del paciente.
Solucién: En este caso ya nos dan la funcién objetivo:
C(l) — 2—t+2 _ 2—2t+2

(es irrelevante que la variable sea t y no x, podriamos usar x en vez de t si quisiéramos y no cambiaria nada,

pero prefiero acostumbraros a manejar otras letras como variables)

Derivamos y obtenemos puntos singulares:
C'(t)=2"".In2-(-1)-2"2*2.1n2.(-2) =
=—2""2.1n2+2-27%"2.1n2
Igualamos a cero y resolvemos (es una ecuacion exponencial, conviene hacer un
cambio s =2 ) hastallegaraque C'(t) =0 <t =1
(*) (se resuelve en la pagina siguiente)

Estudiamos los intervalos de monotonia alrededor del punto singular:
C>0 C’<0
crece | decrece

S0 N\

Por lo tanto, hay un maximo en t=1.

Concluimos respondiendo que el farmaco alcanza su nivel de concentracion maximo

en sangre transcurrida una hora desde la inoculacion de la dosis.
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(*) Resolucion de C'(t) = 0:
OPCION 1: Agrupando exponentes e igualando potencias de 2:
—27*2.In2+2-272*2.1n2 =0 < (simplificar In 2)

= 272 = 2 < (inyectividad )
= -2t+3=—-1+2 =
—r=1

OPCION 2: Separando exponentes y con cambio de variable

—27*2. 1n2+42.-272*2.1n2=0 < (simplificar In 2)
e —271.224 0.7 = < (prop. potencias )
= —4.27742.22.27)? =0 < (cambio s = 27%)
= —45+852=0< s(—4+85) =0 2=
s = 0 imposible solucién pues 277 # 0 V¢t
= | IR
S=E<=>2t=3 = =1

(**) Representacién grafica de la funcién estudiada:
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Ejemplo 5: Problema economia (Beneficio = Ingresos - Costes).
Una cadena de montaje esta especializada en la produccion de un modelo de

motocicleta. Los costes de produccion en euros, C(x), se relacionan con el numero de

motocicletas fabricadas, x mediante la expresion: C(x) = 10x% + 2000x + 250 000

Si el precio de venta de cada motocicleta es de 8000 euros y se venden todas las

fabricadas, se pide:

a) Define la funcion de ingresos que obtiene la cadena de montaje en funcion de las
unidades vendidas.

b) ¢Qué funcion expresa los beneficios de la cadena?

c) ¢Cuantas motocicletas debe fabricar para maximizar beneficios? ;A cuanto
ascenderan los mismos?

Solucién:

Como se venden todas las motocicletas fabricadas, x es el nimero de motocicletas

fabricadas y vendidas.

a) La funcion de ingresos vendra dada por la expresion: 1(x) = 8000x

b) En estos ejercicios siempre hay que tener en cuenta la relacion

Beneficio = Ingresos - Costes, de modo que la funcion beneficios sera:
B(x) = I(x) — C(x) = — 10x* + 6000x — 250 000
c) Calculamos el maximo mediante la derivada de B(x):
B'(x) = — 20x + 6000
Resolvemos B'(x) =0 — —20x + 6000 =0 = x = 300

Sabemos que B(x) es una funcidon cuadratica con a<0, parabola concava, asi que el punto singular es un
maximo absoluto. Se puede asegurar con los intervalos de crecimiento, o también con la segunda
derivada que nos indica la curvatura: B"(x) = — 20 — B"(300) = — 20 < 0 = cdncava, el
extremo es maximo (un extremo en region concava es necesariamente un maximo, en region convexa

necesariamente un minimo)

B(300) = — 10 - 3002 + 6000 - 300 — 250 000 = 650 000 €

Se maximizan beneficios fabricando 300 unidades.

Los beneficios ascienden a 650 000 €.
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Ejemplo 6: Problema planteamiento geométrico (aplicado).

Un granjero desea vallar un terreno rectangular de pasto adyacente a un rio. El pastizal
debe tener 180.000 m2 para producir suficiente forraje para su ganado. ¢;Qué
dimensiones tendra el terreno rectangular de forma que utilice la minima cantidad de
valla, si el lado que da al rio no necesita ser vallado?

Solucién:
rv::’/ RIO /;)‘

Siempre conviene dibujar la situacién para analizarla:

y: lado paralelo al rio x: lados que llegan al rio x .

Sabemos que el area tiene que ser 180 000 mz, luego
x -y =180 000. (1)
Queremos minimizar la cantidad de valla (perimetro): V(x) = 2x + y (2)

Sustituimos (1) en (2) para obtener la funcién objetivo:

180 000
Vix) =2x + ———
X
180 000
Derivamos: V'(x) = 2 — — calculamos x en V'(x) = 0.
X
180 000 5
0=2——2 — x*=90 000 = x ==x300
X

No tiene sentido la solucion negativa, asi que queda

180 000

El terreno tendra que tener unas dimensiones de 600 m en el lado paralelo al rio y 300 m

en los lados que llegan al rio, y se usaran 1200 m de valla.
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Ejemplo 7: Problema planteamiento geométrico (aplicado a costes)

ABAU Xurio 2017. Deséxase construir unha caixa de base cadrada, con

tapa e cunha capacidade de 80 dm3. Para a tapa e a superficie lateral y

quérese utilizar un material que custa 2 €/dm2 e para a base outro que

custa 3 €/dm2. Calcula as dimensions da caixa para que o seu custo

sexa minimo.

Solucion:

Dibujamos la caja: x: lado de la base y: altura.

El volumen 80 dm?> es la multiplicacion de las tres dimensiones de la caja: 80 = x2 - y

_ 80
Despejamos y: y = — @]
X

Tenemos que calcular el coste minimo. Para ello analizamos el problema:

, [ Superficie lateral: 4 - xy 5 5
-2 €/dm —> cuesta:2- (4xy +x°) = 8xy + 2x

Superficie tapa: x2

-3 €/dm? {Superficie base: xz} —> cuesta: 3x?

La funcioén coste serd, sumando ambas: C(x,y) = 5x% + 8xy (*

Sustituyendo (*) en. (**) obtenemos la funcién objetivo:

=524 gx 0 _s2 4 040
C(x) =5x"+ 8x > = Clx)=5x"+
X X

Derivamos: C'(x) = 10x — — resolvemos C'(x) =0
X

Obtenemos x = \3/ 64 = 4 y comprobamos que se trata de un minimo con los intervalos

de monotonia o con la segunda derivada:

C"(x) =10+ — = C"(4) > 0 = convexa en 4, es un minimo
X

Por lo tanto, las dimensiones para coste minimo son 4 dm de base y 5 dm de altura.
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5.6. Representacién grafica de funciones

ASPECTOS A ESTUDIAR:

1. Dominio - dénde esta definida la funcion (valores de x sobre los que hay grafica)

El dominio de una funcion son los valores de x para los que esta definida esa funcion. El

dominio se puede restringir, como ya vimos:

+ Indicandolo en un enunciado,

+ Por el contexto real de un modelo matematico

* Por expresiones matematicas en las que x no pueda tomar algun valor (dividir por
cero, raiz par de expresiones negativas, o logaritmos de expresiones que puedan
dar cero o negativo). En los demas casos, Dom(f) = R

Ejemplos:

1
fl(X) = m > DOl’l’l(f) =R - {1,5}

HE)=4/2x-6= 2x-62>20 = 2x>6 = x >3 = Dom(f) =[3, + x)
[x) =logs2x+4) = 2x+4>0 = x> -2 = Dom() = (-2, + =)

Vil

5 — Dom((f) = (1,+ 00) — {-3,3} = (1,3) U 3, + =)
X2 —

falx) =

2. Simetrias - cambiamos todas las x por -x y comprobamos.

La simetria nos da mucha informacion sobre la grafica de la funcion, y detectar errores si

los demas calculos no cuadran con la simetria estudiada (dominio, asintotas, max/min...)
f(=x) =f(x) Simetria PAR - EJE OY
f(=x)=—-f(x) Simetria IMPAR - Origen (0,0)
J(=x) # f(x) y f(=x) # — f(x) NO SIMETRICA
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Ejemplos:

[0 = (=07 =x"=f(x)
PAR - EJE OY

J(=x) =f(x)
PAR - EJE OY

3. Cortes con los ejes

f=x) = (-x)P=-x*=-f(x)
IMPAR - ORIGEN

fx) =

x2 -1

J(=x)=-f(x)
IMPAR - ORIGEN

S0 = (=0 + (-0 =x—x
NO SIMETRICA

x2+x
2

-1

f) =

X

fED)FFE)YL(=x) #=f(x)
NO SIMETRICA

EJE OY: Hacemos x=0 y obtenemos f(0). Punto de corte con el eje OY es (0, f(0))

Ejemplo:

f(x)=x’—4x—-1 = f(0)=—-1 = CORTEEN (0, — 1) :‘

N\ “
g |
\ .

[ * [
\ \

I V=

EJE OX: Hacemos y=f(x)=0 y resolvemos la ecuacion para saber los valores de x

(%0, 0), (x1, 1)... Si es simétrica, comprobamos que la simetria cuadra con lo calculado.

Ejemplo:

fO=x-4x = f0)=0 =

= 0=xX-dx=x(x+2)x-2) =

Fa

= Xy = -— 2, X, = 0, Xy = 2 = (-2,0), (0,0),(2,0) CORTES
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4. Asintotas (verticales, horizontales, oblicuas)

Haya o no, su estudio nos da informacién sobre como se comporta la funcién para poder
dibujarla (ya casi permiten dibujar la grafica en muchos casos).

Tiene que ser coherente con la simetria estudiada.

HORIZONTALES: Calculamos lim f(x)y lim f(x).

X—>—00 X—>+00

Si es un valor concreto L, la funcidn tendra una asintota horizontal en y=L.

Si es infinito, sabemos como se comporta la funcién cuando x se aleja.

VERTICALES: Calculamos limites laterales lim f(x)y lim f(x)
X

x—a~ —at
en puntos x = a donde falla el dominio.

El resultado, en general, — 0o 0 4+ 00, aunque podria dar un valor concreto.

iCUIDADO CON LOS SIGNOS!

OBLICUAS: Rectay = mx + n donde
Jx)

m = lim —— (si no es un nuimero, ya no existe asintota oblicua)
x—>too X

n= lim (f(x) —mx)

xX—*oo
Funcién Dominio AH. AV A.O. Gréfica
. . 1 {
g limy , o—f(x)=——=+
lim f(x)=0 - ) =2/ 7 er =
1 x—*oo lm, o4+ f(6) =g = - . \
— NO (horizontal por ambos .. i
f@)=— R-{-22)} s
xc—4 Iimxﬁzfj()‘)=0%=—m
y = 0 r=2 lim )= -1 -
yo2t F ()= G =t
. . =2
5 5 limy,_p— f(x) = —= =—
lim f(x)=0 -, 7 oF T
X —*oo lim, | o4 f(x)= a_f =+ .
fx)= NO (horizontal por ambos
2_4 = =220 2 lados)
xe = limy o f (1) = g =~ 0
y=0 1=z lim =2 _
ot f () ==t
. - 1imX_,_27f(x>:0i+:+oo
2 llr_'I_l fx)=1 limt4>72+_/(,t):0i7:—oo )
X X—=>E0 ’ NO (horizontal por ambos
fx)= R-—{-22}
z li = 4 lados)
X< — y =1 imy_,p— f(x) o= ©
x =2 i 4
lmxﬁﬁf(k)—ojféroo
lim fx)==8 - _ me mp L
2 s S i = x—>koo X
o X o=
3 lim f(x)=%*o nmxﬂiﬁf(x):offf:er
X x—*oco o
f(x)= R—{-22} n= lim f(x)-mx=0
x2 -4 limyyp— f(x) =3 = — x—tco
NO HAY Ly mae2 0
llmxﬁ2+f(z\):0—+:+oo y=x
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Funcién Dominio AH. AV A.O. Gréfica

lim f(x)=0
X—=—00 fx)

m = lim =2

X—>+00 X
(en -inf da 0, no hay)

f(x)=x+\/x2+4 R x—lEI—ir-loof(X)=+oo NO es lp jE)=2z=0

y =2x

N AC)) /
m = lim =1 \
X—>+00 X

(en -inf da +inf, no hay)

— —X li = . ’
fX)=x+e R x;gloof(X) + o0 NO n= lim f00-x

y = 0 (solo —o0)

y=x

5. Intervalos de crecimiento y decrecimiento (monotonia) 6. Maximos y minimos

IGUAL QUE OPTIMIZACION: epigrafes 5.5. y 5.6 ya vistos. Derivamos la funcién e
igualamos a cero para obtener los puntos criticos. Sobre la recta real, marcamos los
puntos donde falla el dominio y los puntos criticos recién obtenidos y comprobamos el
signo de la derivada, igual que en problemas de optimizacion, para conocer los intervalos
de crecimiento y decrecimiento. Asi ya quedan también definidos los maximos y

minimos.

7. Intervalos de concavidad y convexidad (curvatura)* 8. Puntos de inflexion
*Solo se estudian cuando se pide. -

Igual que los intervalos de crecimiento y decrecimiento, pero con :

la segunda derivada (f” = 0 y signos de f” en los intervalos).

Un punto de inflexion es aquel en el que hay cambio de

concava a convexa o de convexa a concava (candidatos

aquellosenlosque " =0 .
q q f ) PUNTO DE INFLEXION

CONCAVO-CONVEXO EN
x=0

Para recordar:
y=x> = y"=2>0 CONVEXA Usif" >0
y=—x = y'=-2<0 CONCAVANsif” <0

9* Periodicidad (solo en funciones trigonométricas)

Seno o coseno periddicas de periodo T = 2, tangente de periodo T = r, y otras
trigonométricas.
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TEMA 7b - EJERCICIOS INICIACION:
LIMITES Y DERIVADAS.

Limites, derivadas y aplicaciones.
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Ejercicio 1. LIMITES n — oo sin L 'Hopital: (sin exponenciales)

Polindmicos:

1.1. lim 2n — n® + 3n?)

n—oo

Sol: —o0

Sol: 0, —oo, _71, +00,9

Racionales:
 2n3=3n+2 . =2n*=3n+2
1.2. lim 1.3. lim
n—oo 4n* -5 n— oo 4n3 -5
o =2n*=3n+2 M2+ D2 =3n%+3
1.4. lim 1.5. lim
n—oo 4114 - 5 n—oo n3 — 5

(3n? + 4n)’(n? - 3’Qn —17)

— 2,3

1.6 lim (*no hacer todo el calculo, razonar)
n—-oo (n 4+ 2)3(n3 — 3n)?(2n? — 17)
o . V25
Estrategia similar a racionales: Sol: Z
, Tn—1 o Vant+nt+1
1.7. lim 1.8. lim \/
n—o0 \3/5,/13_'_4”_2 n— 00 n?+1
2n+1 + 3n+1
1.9. llm ———
n—ooo 2N 437
Indeterminacion co — o Sol: — o0,
 3n’+4n-6 ) n? n’+1
1.10. lim 1.11. lim —
n—co n+?2 n—oco \ n—1 n—?2
112, lim (Vn?2 =2 —vVn?+n)  1.13. lim (Wn?+3n —Vn?+n)
n—>oo n—>oo
. . s 0 1 3
Indeterminaciéon oo - 0 o o Sol: >
3
. 1 . V4n2+5
1.14. Iim (n+7) - ——— 1.15. lim Y2
n—oo A /4n2 +3 n—oo 1

1.16. lim

n—oo

18n2+1-;
N

1.17. lim ”27*2
V/32n2 =3 n—co
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Ejercicio 2. LIMITES n — oo: (exponenciales)

“Cebos” (no son numeroe): Sol: +00,0,0,0, +00, 1, +00, 0

35n2 +32 —53712-'52
, 2n? " , 2n? "
2.1. lim 2.2. lim
n—oo 31’1 + 1 n—oo 31’1 + 1
32 42 302 42
27’12 5n2 -3 2712 Sn—3
2.3. lim 2.4. lim
n—oco \ 3n+1 n-ooo \ 313+ 1
2

=3n“+2

2.8. lim

25. li T 26. li 202\
O, 11m _ .0. 11m —
n—o00 37’13 + 1 X—00 31’12 + 1

. 2n?
27. lim | ——
n—oo 31/12 + 1

\]

3

Tipo nimero e: Sol:e, e 3,e 2,
1 n—1 2 n
29. Iim [ 1+ 210. Iim (1 — —
n—oo n -+ 2 n—oo 3n
I’l2
. 2n+1\n+1
2.11. lim
n—oo 2n + 4

Ejercicio 3. LIMITES n — oo (repaso de todo tipo) sol: a) 1/2, b) e, o ve, d) -1, e)\/§ ,H0,9)3

2

n n+1
+ 2\ 44\ T
3.1, lim (\/n2+1—\/n2—n> 32. lim <” > 3.3.1im<2” >

n—oo n—oo n — 1

) n? n?—1 ) n
3.4. lim — 3.5. lim 2n + 5)
nsco \ 1+ 1 n n—o0 2n3 -1

- n’ - VP -n+1
3.6. lim 3.7. lim

n—o00 n+1
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Ejercicio 4. INICIACION DERIVADAS.

Del 1 al 20 muy basicas. Se presenta la funcién como y = f(x) y la solucién y’

T e T T =N S
DAL

—_ e =
L x 2o

[\
o

= = l
y=3 y=0 27, y=42x -1 Y= ——
y=x+5 V' = V2x —1
I ’r_ 6
y=x y'=Tx 28 y=1/x2+1 y=—
y=x0—-x y' = 6x> — 3x2 VaZ+1
y =2x* y' = 8x3 29. y = 1-x y:L
y=ax+b y=a VvV1+x 2(1 +x)\/1+x
= 5x — = = -1
y S5x =2 y 5 20% y = X yV=—
y =a’ y=0 T+x (1 +x)V1—x2
y=ax’>+bx+c y=2ax+b 30, y = 1-x y' = !
y=xx-1) y=2x-1 V1=x2 (=1+x)V1—-x2
y=x+Dx-1) y =2x 31. y =¥ V= det
y=ax*+bx’+cx+d y=3ax*+2bx +c 32. y'=2-5In5
y=x>—x>+4x -5 y'=3x>-2x+4 33. y’=—2xe3"c2
y = x* —4x3 + 5x2 y' = 4x3 - 12x% + 10x 34, y' = et —e™
y =23 432 —6x+5 Yy =6x246x—6 ; )2
) ) 35. y=x2:2%.¢F y=x%-2"e*3+xIn2+x)
y=x+Dx"—x +3) V' =3x"+2 R 4
y=x(x— 1)2 y’:3x2—4x +1 36y = eX 4 e—X y'= (e* + e—*)2
y=ak-17> y'=2a(x ~1) 37,y = gt V= x4 Da g
=a(a —1)? '=0 2
g Y 38. y =In(x2+1) y=—_
— _ 2 2 x2+1
S y_; 39 —1n(ax2+bx+c) /_Zax—-l-b
1 , -1 Y Y ax?+bx +c
y_x+1 y_(x+1)2 40. y =In5¥ y=3In5
¥2-3 1 10x2 +3 41. y=xlnx y=x*SInx +1)
y = y' =
X3 +x (3 +x)? 42. y =x%In2 -x) y'=x(21n(2—x)—L>
x+1 -1 2-x
= =— 1 1-1
Y X Y x2 43, y=H y' = an
x(x+ D —=1) o1 * *
Yy =7 5 y == _ 2 ,_ 2
3x2 -3 3 44. y =logz(1+x°) y' = 1.2 logs e
_ x(x +2)? 1 1
Y X2 +4x +4 y 45. y =In(x —5) y:x—S
3 6
y=43x-2 y=— 46. y =log,(3x*+5) Yy = 2—x log, e
24/3x =2 3x2+5
47. y=x-lnx —x y=Inx
X
48. y =Iny/1+x? ‘=
Y * Y 1+ x2
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Ejercicio 5. DERIVADAS.

49.

50.

S1.
52.

53.
54.

55.

56.

57.
58.
59.

60.
61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

78.

69.

y=In 1—x
1+x
y=lnxz+1
x2—1
y = sin2x
y =cos(2x + 1)

y =tan(x*> +x + 1)

y = tan\/;
y =4/sin 3x

2/3

y =sin“’ x
y = X COS X
y =Insinx
y =sinx - cos2x

y =e'tan x

y = arcsin 2x

y = arcsin\/;

y = arccos(x? + 1)

1
y =§tan3x—tanx +Xx
I+x
y = arctan
- X

<1—sinx>2
y=In(—=
1+ sinx

y = Intan x

1+ cosx
y=ln‘/—
1 —cosx

y = In4/sin x

, o —1
YT e
, =4
y_x4—1
y'=2cos2x
y'=—=2sin(2x + 1)
"= (2x + Dsec’(x>+x+ 1)
y' = ! secz\/;
2y/x
, _ 3cos3x
' 24/sin 3x
.2 . i 2cos x
y=—sin"""x-coSx = ———
3y/sin x
y'=cosx —Xx sin x
y' = cotx
y = cosx cos2x — 2sin x sin 2x
y' = e*(tan x + sec’ x) = e*(tan x +tanx + 1)
) 2
y = L
)~ 1 B 1
ST Tons o
, —2x
SRV
y' = tan® x sec’ x —sec’ x + 1
, 1
y_1+x2
, —4(1 — sin x)cos x
Y T T I fsinx)
) 1
yzsinxcosx
y'=—1/sinx
y' = cot2x
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70. y = arcsec x>

71. y =arctan(2x + 1)
72. 'y = sin(sin 2x)

73. y =sin(In(3x + 5))

74. y = arcsin(cos x — X)

75. y =In(x +Inx)

1
76. = arcsin
Y < 1+ x2 >

log x
77. y =log
X

78. y =1n'?sin2x

79. y = x?cos3x

B -2
Qx4+ 1)2+1
y = 2cos2x - cos(sin 2x)

y

3
y' = cos(In(3x + 5))

3x+5
) —sinx — 1
y =
\/1— (cos x —x)?
, o ox+1
Y= x2+xInx
) -2
y =
(1 +x2)2/x2+2
, loge —logx
y=————1loge
x log x
ctan 2x

v/ Insin 2x

y' = 2x cos 3x — 3x?sin 3x

Ejercicio 6. DERIVADAS POTENCIAL - EXPONENCIAL.

80. y = xx+l y/

1\" )

8l. y=(1+— y
x

x2+1 ,

82. y= (x5) " y

83. y= x¢" Y

84. y=Cx+ D>y

85. y =(sinx)* y' =
86. y = x*in2x=9) y'
87. y = (sin x)*** y'
88. y=(nx)"* y

89. y = (x2 _ 1)sinx y/

x+1

X

xx+1

Inx +

In(x+1)—

X —

2
10x In x + S +3

X

e“lnx +—
X

X

6x +9

2InBx + 1) + 3 Bx + 1)>+3

x + 1
[ln(sin X) + x ctan x] (sin x)*
sin(2x —9)

X

2cos(2x —9)In x + ] xSin(2x=9)

sin x In(sin x) + cos x ctan x] (sin x)°8 ¥

-
! [In(In x) + 1] (In x)""*
X

cos x In(x> - 1) +

2xsinx | , i
x2 — 1)sinx
o l( )
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TEMA 7b - EJERCICIOS PREPARACION
EXAMEN: LIMITES Y DERIVADAS.

Limites, derivadas y aplicaciones.
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Ejercicio 1. DERIVADAS. Calcula las derivadas simplificando cuando proceda:

2
a) f,(x) = arctan ;;2_4:

&) fs() =Iny 5

b) fz (x) cos L

) fsx) =

2% 8 f) =

c) ()

=? d) fyr) = 2x - Iny [ 2

h) fy(x) = arctan\/x? — 1

1 sm2
. : . X — . 1
i) fo(x) = 5einttann 7) fio®) =In x+i k) f1(x) = In(sin y/x) D) fia(x) = €¥ - tan x
m) fi5(x) = arctan % n) fiax) = ln(sin(%)) 0) fis(x) = 2\;}: p) fig(x) = 2% - arcsin x
X
2 g L _
q) fir(¥) = Iny /2= P A =Inq /755 ) o) =5CF 1) frgo) = e y/2x
1 2
u) f5(x) = arctan ﬁ V) fo(x) = In(cos -) W) f(x) = ¢ - \/x
SOLUCIONES:
N 1
. 455 x¥ sin L (62 1) .
a) filx) = ﬁ b) fr(x) = — ) f3(x) = T d) fiux) =In 7— + T
e L
. —2x . . 2In 2 2L05 x? sin \L eX(sin x — 2 cos x)
&) fi0) = 2= DAD=——Z="  DA0="EEER WA= —
i) fo() = In5 - 52 cos tan x - —— P fio@ == k) f1a(x) = ;5 v ;: V\s,— D fio) = ¥ (= -5
j\/\ .l\/'\ (U\ * B
m) f13(x) = 1 l n) fla(x) = 0) fis(x) = L D) fie(x) =2*1In2 - arcsin x + 1—\ =
21n545mx_2sin\+2 o | e
q) fi70) = m r) fis&) = $) fio(x) = - 1) fro(x) = 2e™ “’W
, tan + 1 i 2 [ 4x2 41
u) fr1(x) = 2 1ora2 V) [ (x) = w) f3(x) = e* < ;\;
Ejercicio 2. CALCULO DE LiMITES.
 1—cosx o x2=Inx _ tan(x?>-=1)
a) im ——=0 b) im ——=1/2 c) im ——==1/2

=0 1 —e*

43 = 2x%+x
d lim ————~—
x—=—00 2X3—=5x +4
3
g) lim =-3/5

x—=1 x3 4+ x2

1 —cosx

o) lim —————0

-0 er—1

X =2x+1

h) lim

x—»—1  In(x%)

1 —sin x + x2

x——oc0 2X3 + x2 —

In(2x% -1
k) hm M:
x—1 tan(x — 1)

e
. 1l —-sinx
=1/2 ) lim ——=
S5x + 10 x—=0 ex
. 233 =2x+1
) lim

x——00 X3 4+ x2 —

=2
5x + 10
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m) lim Slnx=1/2 n) lim (\/x2+2x—\/x2— 1>=1 fi) lim < il > =e

x—0 X xX— 00 xX— 00

2
. x2 ! _ x2—=2x x2
o) lim =0 p) lim - =-3
X—00 X — 1 X—00 X X — 1

g lim (\/xz—l—\/x2+6x>:3 ) xlgg (\/x2—4x—\/x2+5>:—2

X—>—00

x2—l

—2\ =
s) lim <\/x2— 1 —\/x2 - 3x>=3/2 t) lim <x > =3

X—00 x—o0o \ X + 1

x“ -1
_ x—2\ 2x VAP -2x+1
u) lim =0 v) lim =-2
X—00 x+1 X——00 x -3
2 X242
) 2x ET N _ x—1 x .
w) lim =e 2 x) lim =e™"
x—oo \ 2x + 1 x—=o0 \ X + 2

Ejercicio 3. ESTUDIO DE CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD.

2 ;
3.1. Calcula ay b para que f(x) = { X" +bx si x<2 sea continua y derivable en

—Xx4+c si x>2

X=2. b=3 c=4

a+Inx si O<x<e

i sea continua y derivable
bx si. x>e

3.2. Calcula ay b para que f(x) = {

en (0, + c0). 0=0, b=_

e

3.3. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea continua y derivable en todo R:

— 2 ; <
f(x)={ x“+bx+1 si x<1 {iu_zif
ax?—=5x+2a si x>1 o=y

sols:a=2,b=1

3.4. Calcula a y b para que la siguiente funcion sea continua y derivable en todo R:

2 .
f(_x):{ ax +3x St xsz {2(l+3:b sols :a=2,b=-17
. dg-1=—-p =~~~ T 0T

x2—bx—4 si x>2 o
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3.5. Calcula a 'y b para que la siguiente funcion sea continua y derivable en todo R:

f(-x): ax2+bx—1 si x=<1 a+b =1 sols:a=1,b=0
2x — 2 si x> 1 2at+p=2 U0 0T T

a si x <0

. sea continua en x=0 y estudiar la
l+xe™ six>0 y

3.6. Calcula a para que f(x) = {

derivabilidad. a = 1, no derivable

Ejercicio 4. RECTA TANGENTE Y NORMAL.
4.1. Dada la pardbolay = 4 — X2, representa la parabola y su recta tangente en el punto
de abscisax =1 y=-2x+5
%2
4.2. Dibuja la grafica de la parabola y = 7 + 1 y su recta normal en el punto de abscisa

x = 1. (Nota: para el dibujo de la grafica de la parabola, indica los puntos de corte con

los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad). y=—x+2

2x
: b) y:—%x+% y :—%x+%
x—1 -7 -

4.3. Dada la funcién f(x) =

a) Calcula los puntos, en el que las tangentes a la funcidn son paralelas a la
recta de ecuacion: r : x +2y —4 =0 (3,3), (=1,1)

b) Obtén las ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos.
2x
x—1

a) Calcula los puntos, en el que las tangentes a la funcién son paralelas a la
recta de ecuacion: r : 2x +y =0 (2,4),(0,0)

4.4, Dada la funcién f(x) =

b) y=—2x4+8ey =—2x

b) Obtén las ecuaciones de las rectas tangentes en dichos puntos.

4.5. Dada la funcién f(x) = x? + 5x — 6, calcula el punto en el que la tangente a la

funcion es paralela a la recta de ecuacion: r : 2x — 2y — 5 = 0 y obtén esa tangente.

2,00ey=x-2
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4.6. Calcula la recta tangente a la funcion y = 1/2x — 1 en el punto en que dicha recta

sea paralelaarectay = gx - 2. 53)yy = tx +

D

4.7. Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x> + 3x? — 1 en su punto de

inflexion. (-1,1)ey ==3x -2

4.8. Calcula la recta tangente y normal a la funciéon y = In(x + 2) en el punto en que

dicha recta sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante. (-1,0)ey =x +1;y =—x — 1

4.9. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = ﬁ en el punto en
x —

el que sea paralela a la bisectriz del primer cuadrante. 0,Dey=x+1

4.10. Dada la funcién f(x) = 2 cos(x) + |x — 1], calcula f'(0), y obtén la ecuacion de la

recta tangente a la curvay = f(x) en el punto de abscisax = 7. ()= 1.z -3y =x -3

Ejercicio 5. OPTIMIZACION

5.1. De todos los triangulos isdsceles de 12 m de perimetro, hallar los lados
del que tome area maxima. (4m de lado)

5.2. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina de cartén
de dimensiones un cuadrado de lado 80 m x 50 m, y doblando
convenientemente (véase figura), se construye una caja. Calcular x para que
el volumen de dicha caja sea maximo. (x=10)

5.3. Una hoja de papel debe tener 18 cm2 de texto impreso, margenes superior e inferior
de 2 cm de altura y margenes laterales de 1 cm de anchura. Obtener razonadamente las
dimensiones que minimizan la superficie del papel. (x=5)

5.4. Descomponer el nimero 44 en dos sumandos tales que el quintuplo del cuadrado
del primero menos el séxtuplo del cuadrado del segundo sea un minimo. (24 y 20)

5.5. Un alambre de 170 cm de longitud se divide en dos partes. Con una, se quiere
formar un cuadrado y con la otra un rectangulo de forma que la base mida el

doble que la altura. Calcula las longitudes de las partes en las que se tiene que
dividir el alambre para que la suma de las areas del cuadrado y del rectangulo $10em
sea minima. (80C 90R)

5.6. Una empresa de fabricacién de puertas de madera utiliza un tablén °
rectangular para la hoja y tres listones de 10cm de ancho para el marco (lados 2m>
laterales y lado superior). El precio del tablén es de 128 € por metro cuadrado y L
el de los listones es de 87 € por metro lineal. 10cm

Calcular las dimensiones de una puerta de 2 m2 de superficie de hoja para que
el coste sea minimo. ¢ Cual sera su precio? (2 m ancho x 1 m largo)
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5.7. Considera la funcion f(x) = 3 — x? y un punto de su grafica, M, situado en el primer

cuadrante (x < 0, y < 0). Si por el punto M se trazan paralelas a los ejes de
coordenadas, su interseccion con OX y OY determina dos puntos, Ay B,
respectivamente.

a) Haz una grafica de los elementos del problema.
b) Halla las coordenadas del punto M que hace que el rectangulo OAMB tenga area
maxima. (1,2)

5.8. Se desea construir una caja con forma de paralelepipedo rectangular de 9 litros de
volumen y tal que un lado de la base sea doble que el otro. Determinar las longitudes de
sus lados para que el area total de sus 6 caras sea minima.

a) Obtén la funcion S(x) (superficie total de la caja en funcion del lado menor de la base).
b) Obtén el valor minimo de la funcion S(x)

c) Indica las dimensiones que minimizan el coste de construccién de la caja.)

d) Indica cual seré la superficie de la caja con esas dimensiones.

— x=3/2=15dm ,1'5x3x2 dm .27 dm?

, 27 )
SX)=4x"+— = S'(x) =8x —
X X<
5.9. Se quiere construir un depdsito de base cuadrada y paredes verticales con
capacidad para 13,5 m3, sin cubierta superior. El material sera una chapa de grosor
uniforme. El objetivo es calcular las dimensiones del depédsito para que el gasto sea el
menor posible.

a) Obtén la funcidén S(x) (superficie de chapa necesaria para la construccién del depésito
en funcion del lado de la base).

b) Obtén los maximos o minimos necesarios de la funcion S(x).

c) Calcula las dimensiones que minimizan el coste de construccién del depdsito.

d) Calcula el precio del depdsito si la chapa cuesta 15 €/m2.

3x3x1'5m = 27 m? 405€

")

, 54
S)=x"+— = S'(x)=2x —
X X<
5.10. Se desea construir el marco para una ventana rectangular de 6 m2 de superficie de
modo que sea lo mas barato posible. Los tramos horizontales del marco cuestan 2,5 €/m
y los tramos verticales 3 €/m.

a) Obtén la funcién C(x) (coste del marco en funcién de la longitud de la base).
b) Obtén el valor minimo de la funcion C(x)
¢) Indica las dimensiones que minimizan el coste de construccién del marco.
d) Indica cual seré el coste del marco con esas dimensiones.
36 36 6y/5
C(x)=5x + . = S'(x)=5- 2 : xA/5=2'68x2"24m  124/5 = 26,83€
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Ejercicio 6. REPRESENTACION GRAFICA

6.1. Realiza una representacién grafica de la siguiente funcion estudiando las

caracteristicas basicas necesarias que se indican en el resumen de puntuacion:

x2

f(x)=m

(reparto de puntuacién: dominio/continuidad (0,25), simetria (0,5), periodicidad (0,25) puntos de corte (0,5), asintotas (0,75),

monotonia, maximos y minimos (0,75), representacion grafica 0,75)

6.2. Realiza una representacion gréafica de la siguiente funcion estudiando las caracteristicas

basicas necesarias que se indican en el resumen de puntuacion:

()_L
S X211

(reparto de puntuacion: dominio, simetria y puntos de corte (0,2), asintotas (0,35), monotonia, maximos y minimos (0,35),

representacion grafica 0,35)

6.3. Realiza una representacién grafica de la siguiente funcion estudiando las

caracteristicas basicas necesarias que se indican en el resumen de puntuacion:

x2

f(x)=m

(reparto de puntuacién: dominio/continuidad (0,25), simetria (0,5), periodicidad (0,25) puntos de corte (0,5), asintotas (0,75),

monotonia, maximos y minimos (0,75), representacion grafica 0,75)

6.4 Realiza una representacién grafica de la siguiente funcion estudiando las

caracteristicas basicas necesarias que se indican en el resumen de puntuacién:

f(x)=1-x%+1nx?

(reparto de puntuacién: dominio/continuidad (0,25), simetria (0,5), periodicidad (0,25) puntos de corte (0,25), asintotas (0,75),

monotonia, maximos y minimos (0,5), curvatura/puntos de inflexion (0,5), representacion grafica 0,75)
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X
6.5. Dibuja la gréafica de f(x) = m estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte
X

con los ejes, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos

relativos.

X3 + 5x2

6.6. Halla la asintotas de la funcion f(x) = —
x —

6.7. Representa graficamente la funcion f(x) = In(1 4+ x?) calculando dominio, simetria

puntos de corte con los ejes, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento,

maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

X
6.8. Representa graficamente la funcién f(x) = AT calculando dominio, simetria,

asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos relativos.

—2x3 -1
6.9. Representa graficamente la funcién f(x) = ~ 5 calculando dominio,
X

asintotas, puntos de corte con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento,

maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

* calculando dominio, asintotas,

6.10. Representa graficamente la funcion f(x) = x + e~
intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, curvatura y

puntos de inflexion.

x° =1
6.11. Representa graficamente la funcion f(x) = — calculando dominio, asintotas,
X

puntos de corte con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y

minimos relativos, curvatura y puntos de inflexién.

x2

e
6.12. Dibuja la gréfica de f(x) = — estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte con
X

los ejes, asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos e minimos

relativos.
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TEMA 8 - ESTADISTICA Y PROBABILIDAD:
REGRESION.

Regresion bidimensional.
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1.DETERMINISTA VS ALEATORIO

Un experimento se llama determinista cuando se puede conocer el resultado de
antemano. Por ejemplo, si dejo caer un objeto que no genere resistencia desde 10
metros de altura, sabemos, por las férmulas estudiadas en fisica, el tiempo que tardara

en caer con gran exactitud.

Un experimento se llama aleatorio si es imposible predecir el resultado de antemano.
Por ejemplo, saber si el resultado de un lanzamiento de una moneda antes de lanzarla, o

si una persona escogida al azar dentro de un instituto usa gafas o no.

La probabilidad es la rama de las matematicas que estudia los experimentos aleatorios.
La estadistica y la probabilidad se convierten en una importantisima herramienta para la
toma de decisiones y el conocimiento del mundo que nos rodea, pues muchas de las

realidades a estudiar son aleatorias y no deterministas.

2. SUCESOS

Consideremos un experimento aleatorio. Lo primero que interesa es saber los posibles
resultados. Es lo que se llama espacio muestral, conjunto de los posibles resultados de

un experimento.

Ejemplos:
Lanzar unamoneda = E = {C,+}

Lanzarundado = E = {1,2,3,4,5,6}
Color de pelo der una persona elegida al azar

= FE = {"rubio","pelirrojo","castaﬁo ,"moreno”

A cada uno de los elementos del espacio muestral se le lama suceso elemental.
Un conjunto de varios elementos del espacio muestral se llama suceso compuesto.
Al conjunto de todos los elementos del espacio muestral se llama suceso seguro.

Al conjunto vacio (lo ajeno al espacio muestral) se le llama suceso imposible.

Dado un suceso A, se puede definir su contrario A = A = A’, formado por todos los

elementos del espacio muestral que no sean de A: A=E-A
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Ejemplo: el experimento es lanzar un dado comdun.
Suceso A:“resultado par”. A={24,6}
Suceso B:”resultado menor que 3”. B ={1,2}
Contrario de A (par) serd A (“resultado impar”) A = {1,3,5}
Suceso seguro: E=1{1234,5,6}
Suceso imposible: I=go6l={910,11}

El conjunto de todas los posibles sucesos, con las operaciones de unién e interseccion,
se llama algebra de Boole, muy importante en teoria de conjuntos, l6gica, programacién

e informatica, electronica y, obviamente, probabilidad. Veamos en que consiste:

2. PROBABILIDAD DE SUCESOS. REGLA DE LAPLACE

La probabilidad de que ocurra un suceso en un experimento aleatorio es una medida
que nos indica si es facil o dificil que ocurra, teniendo en cuenta que una probabilidad 0
significa imposible y una probabilidad 1 significa seguro.

Regla de Laplace: cuando tenemos un experimento aleatorio con sucesos
elementales equiprobables, se puede calcular la probabilidad de un suceso con la
formula:

casos favorables
PA) =

casos posibles

Ejemplos:
1
- Lanzando un dado, P("sale un 6") = 5 =0,166....

2 1
P("menor que 3") = — = — = 0,33...
( que 3") 6= 3

- Lanzando una moneda P("cara") = >

Axiomatica de Kolmogorov: La probabilidad cumple los siguientes axiomas:
1.0 < P(A) <1 (la probabilidad siempre es positiva)
2.P(E)=1 (la probabilidad del suceso seguro es 1)
3.Si Ay B son incompatibles (A N B = @), entonces P(AU B) = P(A) + P(B)

NOTA: Este curso no profundizamos mas en estos conceptos. En la materia Matematicas
Il y también en la optativa Métodos Numéricos y Estadisticos se detallan los contenidos
necesarios para afrontar los ejercicios de probabilidad de las pruebas de acceso a la
universidad.
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3. VARIABLES ALEATORIAS (discretas y continuas)

Se llama variable aleatoria a una funcion que asigna a cada suceso de un espacio
muestral un nimero real.

Pueden ser discretas, es decir, que toman un numero finito o numerable de valores (a
saltos, paso a paso), o continuas, es decir, que toman todos los valores intermedios
entre dos valores dados

4. ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

Hemos estudiado las funciones como relacion entre variables. En general, se
relacionaban a través de una expresion analitica, por lo que era una situacion totalmente
determinista: conocido el valor de la variable independiente x, podemos calcular
exactamente el valor de y.

Y esto se corresponde con una gran cantidad de situaciones reales: salario de un
vendedor por nimero de unidades, longitud de un resorte cuando se aplica peso o
cualquier otra férmula manejada en fisica (s=v-t, etc...).

Pero existen muchas otras situaciones en las que, no existiendo una relacion
determinista que permita conocer la relacion exacta entre las variables, se
comprueba que sus los valores de una afectan a la otra en mayor o menor medida.

La estadistica bidimensional y la regresién aportan las herramientas necesarias para
poder comprender, controlar y medir este tipo de situaciones.

Por ejemplo, el siguiente grafico (diagrama de dispersidon o nube de puntos) muestra la
relacion entre la media en la materia Matematicas I, y la media obtenida en la Prueba de
Acceso a la Universidad. Aungue no podemos establecer esa relacion con una féormula,
vemos que los valores se aproximan, en cierta medida, a la linea roja.

PARTE XERAL ABAU frente a MEDIA EXAMES MAT 11

1000

®
° ¢ it
o ..
o LA
800 s . P oo o
° ° % e o
L4 o
2 600 % .. e
& ° o
&
»” .. ®
E 400
=
200
000
5,00 600 7.00 8,00 9,00

MEDIA EXAMES

224



5. REGRESION LINEAL

A la vista de la nube de puntos, existen diferentes ajustes (lineal, polindmico,

exponencial, logaritimico...). Este curso nos centraremos en el ajuste a través de una
recta, tal y como vimos en el grafico-ejemplo de la pagina anterior. El objetivo de la
regresion lineal es encontrar la ecuacion de una recta que mejor se ajuste a una nube
de puntos en un diagrama de dispersién. Esta "recta del mejor ajuste”, llamada recta de
regresion, nos permite modelar la relacion entre las dos variables y hacer predicciones.
La ecuacién de esta recta tiene la forma: ¥ = mX + n. El simbolo sobre la Y hace
referencia a que se obtiene una estimacion.

NOTA: ;Cémo decidimos cudl es la "mejor" recta posible? Usamos el método de los minimos cuadrados.
La idea es sencilla: la mejor recta es aquella que hace que las distancias verticales entre los puntos de datos
reales y la propia recta sean lo mas pequenfas posible en conjunto. A estas distancias se les llama errores o
residuos. EI método busca minimizar la suma de los cuadrados de estos errores. Se elevan al cuadrado para
que los errores positivos y negativos no se anulen entre si'y para dar mds peso a los errores mas grandes.

5.1. Construccion de la Tabla Estadistica

Lo primero es organizar los datos en una tabla para facilitar los sumatorios. Si tenemos N
pares de datos, construimos columnas para las variables, sus cuadrados y su producto:

Xi yi Xi2 yi2 Xi -yi
2 2
X1 Vi X1 i X1 N

Xx 2y > >y Xx-y
5.2. Calculo de las medias y la varianza (Centros de Gravedad)

Las medias representan el valor central de cada variable. La recta de regresion siempre
pasa por el punto (X, V). La varianza y la covarianza miden la dispersion:

L 2
N

.  Mediade X: x = —— Mediade Y:y =
N
2
X!
. Varianzade X: 62 = 2% — x2
N
Z (x;* ;)
. Covarianzaic, = ——— — (X - y)
Xy N y

4. Ecuacion de la Recta de Regresion (Y sobre X)
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La recta que minimiza los errores cuadraticos 2 se calcula utilizando la formula punto-

pendiente, usando el centro de gravedad y la pendiente de regresion.

— ny —
y=y=—k-%)
Gx

O

Donde la pendiente es m = Lzy y el punto (X, V)

X

5. El Coeficiente de Correlacion de Pearson

Aunque la recta se puede calcular sin él, es fundamental calcular r para saber si la recta
es fiable (si el ajuste es bueno).

- O.yo,son las desviaciones tipicas (raiz cuadrada de las varianzas).

Oy
y = ——
Oy * Oy

- Elvalor de resta siempre entre -1 y 1.Su interpretacion es:

o

Si | r| esta cerca de 1: La correlacion es fuerte, la recta es fiable para hacer

predicciones.

Si | r| esta cerca de 0: La correlacion es nula o muy débil.

Interpretacion del Coeficiente de Correlacion (r) de Pearson

Corrolacion Porfocta Positiva (r = +1)
(r calculadio: 1.00)

Correlecién Nula (r = 0)
(r calculado: -0.05)

Correlacion Fuerte Positiva (r = +0.85
(r cal

Iculado: 0.87)

Correlacion Fuerte Negativa (r = -0.85)
(r calculador -0.83)

Correlacion Débil Positiva (r = +0.3)
(r calculadgo: 0.12)

Variable X

Correlacion Perfecta Negativa (r = -1
(r calculado: -1.00)
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Ejemplo Resuelto: Horas de Estudio vs. Nota de Examen

Queremos estudiar la relacion entre el numero de horas que 5 alumnos han dedicado a
estudiar para un examen (Variable X) y la nota que han obtenido finalmente (Variable Y).

Los datos rse recogen en la tabla que se muestra a continuacion.

Calcula la recta de regresion de Ysobre X para predecir la nota en funcion de las horas y

comprueba si la fiabilidad es buena.

Paso 1: Construccion de la Tabla Estadistica

Organizamos los datos y calculamos las columnas necesarias para las férmulas

Alumno Horas (x)  Nota (y) x? y?

A 2 3 4 9

B 3 5 9 25

C 5 6 25 36

D 7 8 49 64

E 8 9 64 81
SUMA () 25 31 151 215

El centro de gravedad de la distribucion es el punto (5, 6,2)

Paso 3: Calculo de Varianzas y Covarianza

,  Xx* 151

ol = —-xt=—-52=302-25=5,2

N 5

2
215

2o XY 0 2D 043 3844456
Y 5

Dy 179
0y =E = (E-5) = —— = (562 =358 -31=4.8

15

30

56

72

179

(Como la covarianza es positiva, la relacion es directa: a mas horas, mas nota).
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Paso 4: Obtencidén de la Recta de Regresion

o
Usamos la férmula punto-pendiente: y — y = izy(x —X)
X
. ny 498
Calculamos la pendiente: m = — =
6z 52

~ 0,92

Sustituimos en la ecuacion: y — 6,2 =092 - (x — 5), despejando y = 0,92x + 1,6

Solucioén: La recta de regresion es y = 0,92x + 1,6.

Paso Extra: ¢ Es fiable esta recta? (Coeficiente de Correlacion)

ny

Oy * Oy

Calculamos r de Pearson para ver si nos podemos fiar de la prediccion. r =

Primero necesitamos las desviaciones tipicas (raiz cuadrada de las varianzas):
o, =1/5,2 = 2,28 oy, = 4,56 ~ 2,14

4,8 4,8
r= = ~ 0,98
2,28 -2,14 4,88

Conclusion: Como 0,98 esta muy cerca del, la correlacién es muy fuerte y positiva. La
recta es muy fiable para hacer estimaciones.

Ejemplo: Horas de Estudio vs. Nota de Examen

@ Datos reales (Alumnos)
- Recta deregresion:y =0.92x + 1.6

Nota del examen (Y)

0 2 4 6 8 10
Horas de estudio (X)
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TEMA 8 - EJERCICIOS. REGRESION.

Regresion bidimensional.

CALCULADORA DE
REGRESION
BIDIMENSIONAL
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Ejercicio 5. REGRESION. [2 puntos]

a) Una empresa realiza un estudio de los efectos de la publicidad sobre sus
ventas. Los resultados de ese estudio son los siguientes (X representa el
gasto, e Y las ventas, ambos, en miles de euros).

X:N°dehoras |1 | 2 | 3

Y: Notamedia |9 |18 | 32

27

40

46

a. Halla el coeficiente de correlacion de las dos variables e interprétalo.

b. Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

fila xi yi xi? yi? xityi n 6
1 1 9 1 81 9 media x 35
2| 2 18 4 324 36 media y 28,6667
3 3 32 9 1024 96
4| 4 27 16 729 108 DT x 1,7078
5 5 40 25 1600 200 DTy 12,5388
6] 6 46 36 2116 276
| COVARIANZA: 20,5000 |
CORRELACION; r= 0,9573 POSITIVA MUY FUERTE
Recta Y sobre X|m y sobre x: 7,0286
ny sobre x: 40667
y=mx+n: y=7,02857142857142x+4,06666666666668
50
o
40 °
30 ® S
20 .
10 ¢
0
Sumas| 21| 172 91 5874| 725 1 2 3 4 5 6
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b) La siguiente tabla recoge datos de ocho alumnos de bachillerato de un
instituto, relativos al nUmero de horas por dia que estan conectados a las
redes sociales y la nota media obtenida en la Ultima evaluacioén:

X:N2dehoras |0 | 2

Y: Notamedia |8 | 6

a. Halla el coeficiente de correlacion de las dos variables e interprétalo.

b. Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

fila xi yi xi? yi? xityi n 8
1 © 8 0 64 0 media x 2
2| 2 6 4 36 12 media y 5,3750
3] 38 6 9 36 18
4| 4 1 16 1 4 DT x 1,2247
5| 2 4 4 16 8 DTy 2,3419
6 1 7 1 49 7
7| 3 3 9 9 9 | COVARIANZA: -2,5000]
8l 1 8 1 64 8

CORRELACION| r= -0,8716 NEGATIVA FUERTE
Recta Y sobre X|m y sobre x: -1,6667
ny sobre x: 8,7083
y=mx+n: y=-1,66666666666667x+8,70833333333333
8 v
I o
6
.|
2 ‘
| .
0
Sumas] 16 43| 44 275 66 0 1
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c) Una persona se entrena para obtener el carnet de conducir repitiendo un

test de 50 preguntas, y anota el nimero de preguntas que falla en cada
intento:

X: Intento 1 3 5 7 9 11 15

Y: N° de fallos 15 14 10 9 7 4 3

a. Halla el coeficiente de correlacion de las dos variables e interprétalo.

b. Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

fila xi yi xi? yi? xityi n 7
1 1 15 1 225 15 media x 7,285714286
2| 8 14 9 196 42 media y 8,8571
3 s 10 25 100 50
4 7 9 49 81 63 DT x 4,4630
5 9 7 81 49 63 DTy 4,2570
6| 1 4 121 16 44
7l 5 | 8 | 225 ol 45 | covARIANZA: -18,5306 |
CORRELACION:| r= -0,9753 NEGATIVA MUY FUERTE
Recta Y sobre X|m y sobre x: -0,9303
ny sobre x: 15,6352
y=mx+n: y=-0,930327868852459x+15,6352459016393
5w o
10 L R
®
5
N o
0
Sumas| 51 62 51 676| 322 2 4 6 8 10 12 4
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d) Elegimos siete automoviles al azar. Su antigiiedad, en afos, y el nUmero
de kildbmetros que han rodado, en miles, estan relacionados por la siguiente
tabla:

X: Antiguedad 1 2 4 4 5 6 7
1 Al 33 35 55 60 51 80
(miles)

a. Halla el coeficiente de correlacion de las dos variables e interprétalo.

b. Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

fila xi yi xi? yi? xi*yi n 7
1 1 15 1 225 15 media x 4,142857143
2 2 33 4 1089 66 media y 47,0000
3| 4 35 16 1225 140
4| 4 55 16 3025 220 DT x 1,9588
5 ° 60 25 3600 300 DTy 19,6469
6] 6 51 36 2601 306
7l 7 80 49 6400 560 | COVARIANZA: 34,8571 |
CORRELACION; r= 0,9058 POSITIVA FUERTE
Recta Y sobre X|m y sobre x: 9,0851
ny sobre x: 9,3617
y=mx+n: y=9,08510638297873x+9,36170212765955
80 -
60 Py L i
40 Py Py
20 ¢
0
Sumas| 29| 329| 147| 18165 1607 1 2 3 4 5 6 7
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e) Un centro comercial sabe en funcion de la distancia, en kilometros, a la
que se situe de un nulcleo de poblacion, acuden los clientes, en cientos, que

figuran en la tabla:

X: Distancia (km)

15

19

25

33 34 40

Y: Clientes (cientos)

a. Halla el coeficiente de correlacion de las dos variables e interprétalo.

b. Obtén la recta de regresion de Y sobre X.

fila | xi yi | xi? yi? xi*yi n 6
1| 15 15 | 225 225 225 media x 2766666667
2| 19 4| 361 196 266 media y 9,8333
3| 25 10 | 625 100 250
4| 38 9 11089 81 297 DT x 8,7876
5[ 34 7 1156 49 238 DTy 3,8042
6| 40 4 11600 16 160
| COVARIANZA: -32,7222|
CORRELACION]] r= -0,9788 NEGATIVA MUY FUERTE
Recta Y sobre X|m y sobre x: -0,4237
ny sobre x: 21,5568
y=mx+n: y=-0,423741007194245x+21,5568345323741
15 »w
]
10 ® °
®
S o
0
Sumas| 166 595056 667 1436 15 20 25 30 35 40
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