PAU CODIGO 20

ClIUG s 2025

MATEMATICAS II

O exame consta de 4 preguntas de resposta obrigatoria, puntuadas cada unha con 2,5 puntos: a primeira sen apartados
optativos e as tres seguintes con posibilidade de eleccién entre apartados.

PREGUNTA 1. ESTATISTICA E PROBABILIDADE. (2,5 puntos)

CONTEXTO

Algunhas probas médicas resultan ser «positivas» ou «negativas». Se a proba fose infalible, «positiva» indicaria
gue a persoa examinada ten a enfermidade en cuestion; «negativa» indicaria que non a ten. Unha guionista
estd escribindo, para unha conecida plataforma de streaming, unha historia que ten lugar nun pais imaxinario.
Explica no seu guidn que, para detectar unha rara enfermidade que afecta a 1 de cada 10000 persoas, unha
empresa farmacéutica logra desenvolver unha proba que resulta ser moi fiable, pois soamente 1 de cada 100
persoas libres da enfermidade obtén un resultado positivo, e soamente 2 de cada 100 persoas que padecen a
enfermidade obtefien resultados negativos. Di tamén que os detalles que revelan o desefio da proba estan
protexidos por varios sistemas de seguridade, e que, 0 9 de agosto de 2024, a clave que permite abrir o Ultimo
deses sistemas é o nimero 219, que se calculou, especificamente para ese dia, do seguinte xeito:

clave = n. ° de rios cuxa lonxitude en metros comeza co dixito 9,
de entre os 2000 mais longos do pais = 219.

Pouco antes de entregar o seu guion, xérdenlle didbidas acerca da verosimilitude das suas cifras, conque decide
compartilas cunha amiga matematica. Esta dille que lle responderd despois de ter calculado as seguintes
probabilidades:

o) P, = a probabilidade de que unha persoa cunha proba positiva tefia a enfermidade.
o P, = a probabilidade de que unha persoa cunha proba negativa tefia a enfermidade.
o P; = a probabilidade de que 219 rios ou mais tefian unha lonxitude en metros cuxo primeiro dixito

sexa 0 9. Con relacion a este punto, a amiga matematica observa que, en moitos conxuntos de datos
reais, os primeiros dixitos non se distribden de xeito uniforme, sendn que seguen a chamada lei de
Benford, a cal afirma que a probabilidade de que un nimero comece co dixito d é p = log;o(1 + 1/d).
Por elo, supora que a probabilidade de que un rio tefia unha lonxitude en m cuxo primeiro dixito sexa
09ép = 0.0458.

Responda estes tres apartados: 1.1., 1.2. e 1.3.

1.1. Calcule P; e P,. Entenda que os Unicos resultados posibles da proba son «positivo» ou «negativo».

(0,5 +0,5 =1 punto)
1.2.Calcule P;. (1 punto)
1.3. En funcién dos valores de P;, P, e P;, dea ao menos un motivo polo cal a guionista deberia modificar
algunha das suas cifras. Non é necesario que diga cales deberian ser esas modificacidons nin como deberian ser
efectuadas. (0,5 puntos)

PREGUNTA 2. NUMEROS E ALXEBRA. (2,5 puntos)

Responda un destes dous apartados: 2.1. ou 2.2.

2.1. Responda os dous subapartados seguintes, considerando este sistema lineal:
(m+ 1D)x + z = 1,
m+x + y + z = m+l,

m+x + my + (m—-1z =

2.1.1. Discuta o sistema en funcién do valor do pardmetro real m. (2 puntos)
2.1.2. Se é posible, resélvao no caso m = 0. (0,5 puntos)
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2.2. Responda os dous subapartados seguintes:
r_(1 0 (11

2.2.1. Calcule A;e (AB)" = (2 1) eB = (_1 1). (1 punto)
22.2.5e A = (y )Zc) é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(4A — 3I) = 0, que
y#0eque(32)A71+1= (_i 2) Enténdase que I é a matriz identidade. (1,5 puntos)

PREGUNTA 3. ANALISE. (2,5 puntos)
Responda un destes dous apartados: 3.1. ou 3.2.
3.1. Responda os dous subapartados seguintes:

3.1.1. Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do célculo diferencial. (1,25 puntos)

3.1.2. Explique se f:[0,1] » R, f(x) = V1 — x?, estd ou non nas hipdteses do teorema do valor
medio do calculo diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese
dese teorema. (0,75 + 0,5 = 1,25 puntos)

3.2. Responda os dous subapartados seguintes:

3.2.1. Calcule mediante cambio de variable as seguintes integrais:
3.2.1.1. [(sin x)°® cos x dx. (0,5 puntos)
3.2.1.2. [(Inx)/x dx. (0,5 puntos)
3.2.2. Calcule [(Inx)/x dx empregando o método de integracidn por partes. Logo, obtefia algin valor

de B tal que feB(ln x)/xdx =3/2.(1+0,5=1,5 puntos)

PREGUNTA 4. XEOMETRIA. (2,5 puntos)
Responda un destes dous apartados: 4.1. ou 4.2.

4.1. Responda os dous subapartados seguintes:

. 1z , . x—-1 z+1
4.1.1. Considéranse m:ax +y + z = 1, onde a é un pardmetro real, e r: — = % ==

4.1.1.1. Estude a posicion relativa do plano 7 e a recta r en funcién de a. (0,5 puntos)
4.1.1.2. Obtefia o valor de a que fai que e r sexan perpendiculares. (0,5 puntos)
4.1.1.3. Razoe se r pode estar contida en T ou non. (0,5 puntos)

4.1.2. Se 7 é o plano de ecuacién —3x + y + z = 1, diga que valor debe tomar o parametro real b

x—1 -b z+1 .
para que a recta r—_-= yT == estea contida en 7. (1 punto)

4.2. Responda os dous subapartados seguintes, onde it é o plano de ecuacion 2x —y + z = 1:

4.2.1. Calcule a distancia de T ao punto de corte das rectas

x=2+2, X =U

T {y =0, e Tzi{y =—14+u, (4, u € R).(1,25 puntos)
zZ = _1 - /1 z= OJ

4.2.2. Obtefia o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7. (1,25 puntos)
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como queira. Se
responde mais preguntas das permitidas, s6 seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

PREGUNTA 1. Niimeros e Alxebra. (2 puntos)
Sexan A e B ddas matrices tales que A + 2B = (6 _3) eA+B= (4 _1).
0 3 0o 2

a) Calcule A2
b) Calcule a matriz X que satisfai a igualdade 42X — (A + B)T = 31 — 2X, sendo I a matriz identidade de
orde 2 e (A + B)T atrasposta de (4 + B).

PREGUNTA 2. Nimeros e Alxebra. (2 puntos)

mx + (m+2)y + z = 3
Discuta, segundo os valores do pardametro m, o seguinte sistema: { 2mx + 3my + 2z = 5,
m—-4)y + mz = m
PREGUNTA 3. Analise. (2 puntos)
a) Enuncie os teoremas de Rolle e de Bolzano.
b) Calcule [ x3e*”.
PREGUNTA 4. Analise. (2 puntos)
Calcule os seguintes limites:
. : —In(1 . sinx_ ,x
a)hmw. b)hme Ze
x—-0 xsinx x—0 X
PREGUNTA 5. Xeometria. (2 puntos)
a) Considérese o plano m:4x + 2y + bz = 2 e a recta I ﬁ, onde b e ¢ son parametros reais.

3 2 4
Calcule os valores que tefien que tomar b e ¢ para que a recta r estea contida en 7.

b) Calcule a distancia do punto P(1,3,1) ao plano ": 4x + 2y — 4z = 2.

PREGUNTA 6. Xeometria. (2 puntos)

a) Considérense os puntos Q(—1,3,—5), R(3,1,0) e 5(0,1,2). Obtefia a ecuacion implicita ou xeral do plano
T que conténa@,ReS.

b) Obtefia as ecuacidéns paramétricas e a ecuacion continua da recta que pasa polo punto P(3,—1,—1) e
sexa perpendicular ao plano : 4x + 23y + 6z—35 = 0.

PREGUNTA 7. Estatistica e Probabilidade. (2 puntos)
Sabendo que P(4) = % eP(B) = %
a) Supostos que A e B son sucesos independentes, calcule P(A U B) e P(A|(A U B)).

b) Supostos que A e B son sucesos incompatibles, calcule P(A U B) e P(4|(A U B)).
(Nota: A e B son 0s sucesos contrarios ou complementarios de A e B, respectivamente).

PREGUNTA 8. Estatistica e Probabilidade. (2 puntos)

Unha maquina que distribde auga en botellas bota unha cantidade de auga que segue unha distribucidon
normal con media igual a 500 mililitros e desviacidn tipica igual a 4 mililitros.

a) Se eliximos ao azar unha das botellas, cal é a probabilidade de que leve entre 499 e 502 mililitros?

b) Cal é a cantidade de auga, en mililitros, excedida polo 97,5% destas botellas?
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como quiera.
Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

PREGUNTA 1. Nimeros y Algebra. (2 puntos)
Sean Ay B dos matrices tales que A + 2B = (6 _3) yA+B = (4 _1).
0 3 0 2
a) Calcule A2.
b) Calcule la matriz X que satisface la igualdad A%?X — (4 + B)T = 31 — 2X, siendo I la matriz identidad de

orden 2y (A + B)T la traspuesta de (4 + B).

PREGUNTA 2. Nimeros y Algebra. (2 puntos)
mx + (m+2)y + z = 3
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: { 2mx  + 3my + 2z
m-4)y + mz = m

I
ul

PREGUNTA 3. Analisis. (2 puntos)
a) Enuncie los teoremas de Rolle y de Bolzano.

b) Calcule [ x3e*”.

PREGUNTA 4. Analisis. (2 puntos)
Calcule los siguientes limites:
esinx_ex

a) lim b) lim

sinx—In(1+x)
x>0 x sinx ’ x—0  x2

PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)
2 _y=c¢

a) Considérese el plano m:4x + 2y + bz = 2 y la recta r:% = = 5, donde b y ¢ son parametros

2 4
reales. Calcule los valores que tienen que tomar b y ¢ para que la recta r esté contenida en 1.

b) Calcule la distancia del punto P(1,3,1) al plano t": 4x + 2y — 4z = 2.

PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)

a) Considérense los puntos Q(—1,3,—5), R(3,1,0) y S$(0,1,2). Obtenga la ecuacion implicita o general del
plano T que contienea Q, Ry S.

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas y la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto
P(3,—1,—1) y sea perpendicular al plano 7: 4x + 23y + 6z —35 = 0.

PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)
Sabiendo que P(A4) = %y P(B) = %
a) Suponiendo que A y B son sucesos independientes, calcule P(A U B) y P(A|(A U B)).

b) Suponiendo que A y B son sucesos incompatibles, calcule P(4 U B) y P(A|(A U B)).
(Nota: Ay B son los sucesos contrarios o complementarios de A y B, respectivamente).

PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

Una maquina que distribuye agua en botellas echa una cantidad de agua que sigue una distribucién normal
con media igual a 500 mililitros y desviacidn tipica igual a 4 mililitros.

a) Si elegimos al azar una de las botellas, écudl es la probabilidad de que lleve entre 499 y 502 mililitros?

b) éCudl es la cantidad de agua, en mililitros, excedida por el 97,5% de estas botellas?
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S6 puntlan cinco das oito preguntas.

1.

Numeros e Alxebra (2 puntos)

a) 0.75 puntos

b) 1.25 puntos

Numeros e Alxebra (2 puntos)

0.5 por resolver det A = 0, 0.5 polo estudo de cada un dos tres casos
Nota: Se o resolve por Gauss, 1.25 por chegar ao sistema triangular equivalente, 0.25 por cada
un dos tres casos

Anélise (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Analise (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Xeometria (2 puntos)

a) 1.25 puntos

b) 0.75 puntos

Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto

b) 1 punto

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto

b) 1 punto
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 seran corrixidas as 5 primeiras
respondidas.

PREGUNTA 1. Nimeros e Alxebra. (2 puntos)
1 1
SeA = (x y)’ dea resposta aos dous apartados seguintes:

a) Calcule os valores de x e y que fan que A conmute con todas as matrices antisimétricas X de orde 2, é dicir,
gue fan que se cumpra a igualdade AX = XA para toda matriz antisimétrica X de orde 2.
b) Se x = —1 ey = 1, calcule a matriz M que satisfai a igualdade 2M = A~ — AM.

PREGUNTA 2. Nimeros e Alxebra: (2 puntos)

2x + y + z = m,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema:y x — y + 2z = 2m,
mx + 3z = m.

PREGUNTA 3. Analise. (2 puntos)

x>+bx—1 se x<0,
Dada a funcion f(x) = {k—xex

X
a) Cal é o valor de k que fai que f sexa continua en x = 0 para calquera valor de b?

b) Para que valores de b e k é f derivable enx = 0?

pidese responder as seguintes cuestiéns:
se x>0,

PREGUNTA 4. Analise. (2 puntos)
Determine o valor do nimero positivo a que fai que a drea da rexion encerrada pola recta y = —2x
e a parabola y = ax? + 4x sexa igual a 9 unidades cadradas.

PREGUNTA 5. Xeometria. (2 puntos)

Considérense o plano m: x + 2y — 2z = 0 e a recta r que pasa polos puntos A(2,1,2) e B(0,1,1). Pidese:
a) Estudar a posicién relativa da recta r e o plano .

b) Obter a ecuacién implicita ou xeral do plano que contén r e é perpendicular a 7.

PREGUNTA 6. Xeometria. (2 puntos)

Sexan r a recta que pasa polos puntos A(—1,3,—=5) e B(1,2,—5) e o plano que pasa polo punto €(5,0,1) e
é perpendicular a r. Pidense as ecuacions paramétricas de r, a ecuacién implicita ou xeral de © e o punto de
corteder conm.

PREGUNTA 7. Estatistica e Probabilidade. (2 puntos)
Nunha determinada colonia de corvos marifios, cada ovo que se pon ten un 13% de probabilidades de ser
infértil. Se se observa a posta de 7 ovos, calcule a probabilidade de que entre eles haxa polo menos 2 infértiles.

PREGUNTA 8. Estatistica e Probabilidade. (2 puntos)

A durabilidade dun determinado aparato electrénico segue unha distribucion normal de media 20000 horas
e desviacion tipica 2500 horas.

a) Se eliximos ao azar un destes aparatos, cal é a probabilidade de que dure menos de 17000 horas?

b) Cal é a durabilidade, en horas, excedida polo 98,5% destes aparatos?
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5
primeras respondidas.

PREGUNTA 1. Nimeros y Algebra. (2 puntos)
1 1
SiA = (x y)’ dé respuesta a los dos apartados siguientes:

a) Calcule los valores de x e y que hacen que A conmute con todas las matrices antisimétricas X de orden 2,
es decir, que hacen que se cumpla la igualdad AX = XA para toda matriz antisimétrica X de orden 2.
b) Six = —1 ey = 1, calcule la matriz M que satisface la igualdad 2M = A~ — AM.

PREGUNTA 2. Nimeros y Algebra. (2 puntos)

2x + y + z = m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:{ x — y + 2z = 2m,
mx + 3z = m

PREGUNTA 3. Andlisis. (2 puntos)

x>+bx—1 si x<0,

Dada la funcion f(x) = § k—xe* .
&) % si x>0,
a) éCudl es el valor de k que hace que f sea continua en x = 0 para cualquier valor de b?

b) éPara qué valores de b y k es f derivable en x = 0?

se pide responder a las siguientes cuestiones:

PREGUNTA 4. Analisis. (2 puntos)
Determine el valor del nimero positivo a que hace que el drea de la regién encerrada por la recta y = —2x
y la pardbola y = ax? + 4x sea igual a 9 unidades cuadradas.

PREGUNTA 5. Geometria. (2 puntos)

Considérense el plano m: x + 2y — 2z = 0 y la recta r que pasa por los puntos A(2,1,2) y B(0,1,1). Se pide:
a) Estudiar la posicion relativa de la recta r y el plano .

b) Obtener la ecuacion implicita o general del plano que contiene a r y es perpendicular a .

PREGUNTA 6. Geometria. (2 puntos)

Sean r la recta que pasa por los puntos A(—1,3,—5) y B(1,2, —5) y 7 el plano que pasa por el punto €(5,0,1)
y es perpendicular a r. Se piden las ecuaciones paramétricas de r, la ecuacion implicita o general de T y el
punto de corte de r con .

PREGUNTA 7. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

En una determinada colonia de cormoranes, cada huevo que se pone tiene un 13% de probabilidades de ser
infértil. Si se observa la puesta de 7 huevos, calcule la probabilidad de que entre ellos haya por lo menos 2
infértiles.

PREGUNTA 8. Estadistica y Probabilidad. (2 puntos)

La durabilidad de un determinado aparato electrdnico sigue una distribucién normal de media 20000 horasy
desviacion tipica 2500 horas.

a) Si elegimos al azar uno de estos aparatos, écual es la probabilidad de que dure menos de 17000 horas?

b) ¢Cudl es la durabilidad, en horas, excedida por el 98,5% de estos aparatos?
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S6 puntlan cinco das oito preguntas.

1.

Numeros e Alxebra (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Numeros e Alxebra (2 puntos)

0,5 por resolver det A = 0, 0,5 polo estudo dos rangos, 0,5 polo estudo de cada un dos dous
casos. Nota: Se o resolve por Gauss, 1 por chegar ao sistema triangular equivalente, 0,5 polas
conclusions de cada un dos dous casos

Analise (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Analise (2 puntos)

0,5 polo célculo dos limites de integracion, 0,5 por establecer & area, 0,5 polo célculo da
integral, 0,5 polo calculo de “a”

Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto

Xeometria (2 puntos)

0,5 polas ecuacions paramétricas, 0,5 pola formulacion da ecuacion xeral do plano, 0,25 por
calcular “D”, 0,25 por calcular lambda, 0,5 por calcular o punto de corte

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)

0,5 por identificar a binomial, 0,5 pola formulacion da probabilidade pedida, 1 punto polo
calculo

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)

a) 1 punto

b) 1 punto
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1.A+ZB=(8 _33) A+B=(g

l.a)A+2B—(A+B) =B.

2)

6 3)-0 2)=6 7)=»

(A+B)—B = A.
5 -G D= Ha
eem=C DE D= 2

1.b) A2X — (A + B)T = 3] — 2X.
(A2 +2DX =31+ (A+B)".
X=(A%+2D"1@I+ A+ B)7).

6

Temos que (4% + 2I) = (0 g) polo que:

e det(A? +2I) = 18.

o (A2+21)71=(1/18) (_g 0

Por outro lado

) -} )

e 3i+U+B" = N+(_F N=(7 9

0 3

-1 2

1 5

Polo tanto, a matriz X pedida é a seguinte:

x=56 3

1 _ 1 _
—71 g)_ (24 15)_ (—82 1(5))'

—6 30 6

18
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2.
m m+2 1 3\F—-2F/m m+2 1] 3\NFKB-F/m m+2 1 3
2m 3m 2|5 — 0 m—4 0|-1 — 0 m—4 O -1
0 m—4 mlm 0 m—4 mlm 0 0 mim+1

Sistema triangular equivalente:

mx + (m+2)y + z = 3,
{ (m—4)y = -1,
mz m+ 1.

Discusion:

e Seme€ R\ {0,4}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sda Unica solucién
é
m+1 1 3—z—(m+2)y

Z = —-— X =
m ’ Y m—4’ m

e Sem = 0, o sistema é incompatible, porque a terceira ecuaciéon queda 0 = 1.
e Sem = 4, o sistema é incompatible, porque a segunda ecuacién queda 0 = —1.

SOLUCION ALTERNATIVA:

m m+2 1 m m+2 1] 3
A=|2m 3m 2|,A"=|2m 3m 2| 5], rankA <rank4d* <3 Vvm € R.
0 m—4 m 0 m—4 mlm

m m+2 _ _
om 3m|—m(m 4) e

rankA > 2 Vm € Reque [rankA = 2 © det4 = 0].

Como| | 3m
m —

2 ,
4 m| = 3m? — 2m + 8 non se anulan 4 vez, tense que

m m+2 1
detAd = |2m 3m 2| =3m3+2m?—8m —2m? + 8m — 2m3 — 4m? = m3 — 4m?
0 m—4 m
=m?(m—4)=0<me{04}.
Discusion:

e Caso me R\ {0,4}: rankA =rank A" = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

0 2 1|3 2 1 3
) Casom=0:rankA=2eA*=<O 0 25>.Aoser 0 2 5/=-20+24=4=+0,
0 —4 0l0 -4 0 0
tense que rank A* =3 > rank 4, situacidén na que o sistema é incompatible.
4 6 1|3 4 1 3
° Casom=4—:rankA=2eA*=<8 12 25).Aoser8 2 5/=32+96—-80-32=
0 0 414 0 4 4

16 # 0, tense que rank A* = 3 > rank 4, situacion na que o sistema é incompatible.
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3.

a)

Teorema de Rolle: Se f: [a, b] = R é continua en [a, b] e derivable en (a, b), e tal que f(a) = f(b),
entdn existe algin ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Teorema de Bolzano: Se f:[a,b] = R é continua en [a, b] e toma valores de distinto signo nos
extremos do intervalo, é dicir f(a). f(b) < 0, entdn existe algin ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

b)
Tomando
u=x? du = 2xdx,
dv = xe* dx v = lexz
2
Temos que
fx3ex2dx = —x2e* —fxexzdx =
1 1
=_x2e¥ —Ze¥ 4+ C==e*"(x2—1) + C.
2 2
4,
a)
L'H _1 L'H sinx + —1
sinx — In(1 + x) cosx — n 1+ x)? 1
lim - = lim— x+t1 = lim ( ) =—
x—0 X sin X x-0Ssin x + x cos x x-0COSX + cosx —xsinx 2
b)
. eSinX_gX L'H . cosxeSinX_gx L'H . —sinxeSinX4cos xeSINX cos x—eX 0+1-1
lim——— = lim—— = lim = = 0.
x—0 X x—0 2X X—0 2 2

P A . L, .0 .
onde L'H indica o uso da regra de L'"Hopital para tratar indeterminaciéns do tipo o Falando con rigor,

0 que asegura a regra de L'HoOpital é que o primeiro limite existe e vale ¥ (ou 0) porque o ultimo existe
e vale % (ou 0).
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5.
a)

Temos o plano m: 4x + 2y + bz = 2 e arecta r:% y;C = 24;3.
Para que a recta estea contida no plano, 71,(4,2, b) o vector normal a 7 ten que ser perpendicular a
- = (3,2,4), polo tanto teria que cumprirse que 7i, - d,, = 0. De aqui,
#i.-d.=12+4+4b = 0poloque b = —4.
No caso de que b = —4, o plano e a recta r son paralelos. Para que a recta estea contida no plano,
o punto A(2,c,3) polo que pasa a recta debe pertencer ao plano. Temos entén substituindo na
ecuacién do plano:
m4x +2y—4z =12
4X2+2Xc—4%x3=2

Poloquec =3

b)
Se P(xy,Yo,29) em:Ax + By + Cz+ D = 0, adistanciade Pam é
|Axq + Byy + Czy + D

N T

Polo que neste caso, a distanciade P(1,3,1) an":4x + 2y —4z—2 =0 éigual a

R e T

l4x1+2x3-4x1-2] 4 2
~3
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6.
a)

Dados os puntos Q(—1,3,—5), R(3,1,0) e 5(0,1,2),  pasa por Q(—1,3,—5) e esta xerado por, Q—R)(ll-, —2,5)
e 0S(1,-2,7).

x+1 y—-3 z+5
Logom:| 4 -2 5 |=0
1 -2 7
x+1 y—3 z+5
4 -2 5 |=—-14x—-14—-8z—-40+5y—15+2z+ 10+ 10x + 10 — 28y + 84 =
1 -2 7

= —4x —23y — 6z + 35 = m4x + 23y + 6z — 35 = 0.

b)
Recta que pasa polo punto P(3,—1,—1) e perpendicular ao plano m: 4x + 23y + 6z — 35 = 0.

Entdn temos que d,- = (4,23,6). Entdn as ecuacidns paramétricas da recta son:

x =3+ 44,
ryy=-1+231, A1€eR
z=-14+64,

A ecuacion continua da recta é:

x—3 y+1 z+1

Ty 23 6
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7.

Sabendo que P(4) = ge P(B) = %

a)

Supostos que A e B son independentes, temos que

P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) = P(A) + P(B) = P(A) X P(B) = s + 5 — s X - =7
P(A) 1—P(A) -2 25 4
A A B = = _ = 3 —_——_— = —
P(Al(AUB))_P(AuE) 1-P(AnB) ;_1 36 5
6
b)
Supostos que A e B son incompatibles, temos que
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(AnB)=P(A)+P(B)—O=§+%=E
_ 1
PA  1-P@A 1-3 2

P(Al(gug))=P(,<TUE)_1—P(AnB)_1—O_§'
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ABAU CcODIGO 20

8. X = “Cantidade de auga que a maquina distrible en botellas”.

X —500
X - N(5004) =7 = — N(0,1).

a)
499 — 500 502 — 500
P(499 < X <502) =P (— <Z< T) =P(-0,25<Z<0,5)
=P(Z< 0,5 —P(Z<-0,25) = 0,6915 — 0,4013 = 0,2902.
(x) P(Z<—-0,25)=P(Z>0,25)=1-P(Z<0,25) =1-10,5987 = 0,4013
b)

Pidese a tal que P(X > a) = 0,975.

a 00
P(X >a)= P(Z > T) = 0,975

a—-500
4

a— 500 500 —a
P<Z> 7 >=P<Z< 2 >=O,975,

A probabilidade sé pode maior que 0,5 se < 0. Logo

de onde, empregando a taboa,

500 —a = 7,84
e, finalmente,

a ~ 492,16 mililitros.
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La=(t 1)
Xy

1.a) As matrices antisimétricas de orde 2 son da forma ( 0

=) 0=-Co a) o = 00 )= 2

asi que debe cumprirse

a
0), con a € R. Agora,

[~a=ax; a =ay; —ay = —a;ax = —a]Vea ER < [x = -1,y =1].

1.b)Sex =—-1ley= 1,A=(_1 D

M=A"'"-AM e QI+AM=A"rTeM=_Q2I+A4)714™"
o detA=1+1=2.
4 1 1
car=ap( L Y =an

G 1)
(-

. 21+A=(g g) ( )= i ) det(2I + A) =9+ 1 = 10.
o (21+A)‘1=(1/10)(_i ;) =(/10)(i _é)

Polo tanto, a matriz pedida é a seguinte:

1 _ _ 1 _ 1 _
=50 50 DewG 2D=wmk 1)
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2.
2 1 1| m\F,—F /1 -1 212m\ F,—2F /1 -1 2 2m\ (1/3)F,
(1 -1 ZZm) — (2 1 1 m) - (0 3 -3 —3m> —
m 0 3l m m 0 3l m/F;z—mF;\0 m 3-2mlm-2m?
1 -1 2 2m 1 -1 2 2m
(0 1 1 —m>F3__>mF2<0 1 -1 —m).
0 m 3-2mlm-2m? 0 0 3—-mlm-m?
Sistema triangular equivalente:
x - y + 2z = 2m,
y - z = —m,
B3-m)z = m-m?

Discusion:

e Sem € R\ {3}, enton o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é

m - m’ 22+ 2
zZ= , =z—m, x=y—2z m.
3_m y y
e Sem = 3, o sistema é incompatible, porque a terceira ecuacién queda 0 = —6.

SOLUCION ALTERNATIVA:

2 1 1 2 1 1| m
A=(1 -1 2,A"=|l1 -1 2[2m|,rankA <rank4*<3 vm € R.
m 0 3 m 0 3lm
Como i _1 = -3 #0,éseguroquerankA > 2 VYm € Re que [rank4 = 2 & detA = 0].
2 1 1
detA=|1 -1 2[=—-6+2m+m—-3=3m—-9=0&m=3.
m 0 3
Discusion:

e Caso me€ R\ {3}: rank4 =rankA® =3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

2 1 1|3 2 1 3
e Casom = 3:rankA=2eAd*" =1 -1 2|6]).Aoser|]l -1 6|=—-6+184+9-3=
3 0 313 3 0 3

18 # 0, tense que rank A* =3 > rank A4, situacién na que o sistema é incompatible.
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x>+bx—1 se x<0,
3.f(X') = {k—xex

X

se x>0.

3.a) Continuidade:
f(0)=-1,

lim f(x) = lim (x? + bx — 1) = —1,
x—0~ x—0~

-1 sek =0,
o sek > 0.

k — xe* —oose k <0,
SO =T T

Logo f é continua en x = 0 para calquera valor de b se, e s6 se, k = 0.

3.b) Derivabilidade:

3 i 2+bx—1 se x<0
E necesario que k = 0, co cal f(x) = {x + bx <0,
i F —e* se x>0.

' _(2x+b se x<0,
f(x)_{—ex se x>0.

lim f'(x) = lim (2x + b) = b,
x—-0" x—-0"

N = i (X —
A0 = g e =1

Logo f é derivableen x = 0 se,esé6se,b = —-1ek = 0.
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4. y=ax?>+4x, [y =2ax+4 =0 x =—2/al, y" = 2a > 0. Pardbola convexa con vértice

enx = —2/a.

12

Puntos de corte:
ax’+4x = -2x o ax’*+6x =0 x(ax +6) =0,
de onde x € {—6/a, 0}.
Ademais, pola convexidade, a recta esta por riba da parabola.

e Tense que cumprir

0
f (=2x —ax?—4x)dx =9,

—-6/a

y = az’® + 4z - 74\ °
0 0
f (—2x — ax? — 4x) dx = f (—ax? — 6x) dx =
—-6/a —-6/a
21 ap o6y 6\2 72 108 36
IR 3(-3) +3(-0) =er e =a
Por ultimo,
36

xaquea > 0.



comsion Proba de Avaliacion do Bacharelato Cddigo: 20
CIUG DE GALICIA A para o Acceso a Universidade
Convocatoria extraordinaria 2024

5.m:x + 2y — 2z = 0, r recta que pasa por A(2,1,2) e B(0,1,1).

5.a) Posicién relativa de r e m:

n,(1,2,—2) vector normal a 7; c?r = ﬁ(Z,O,l) vector director de r.

Como 7, - &)r =2—2=0,oubenr c m,oubenr || ©(sobreentendendo r & ).

Postoque2+2-1—-2-2=0,A €m, poloquer c m.

5.a) SOLUCION ALTERNATIVA:

[AemBen]=>rcm.

5.b) Ecuacidn implicita do plano que contén a r e é perpendicular a r:

Se chamamos 7* ao plano pedido, ©* pasa por A(2,1,2) e estd xerado por 7n,(1,2,—2) e por
c?r(Z,O,l). Logo

x—2 y—-1 z-2
T 1 2 -2/ =0.
2 0 1
x—2 y—1 z-2
1 2 2[=2x-2)-4y-1D)—-4z-2)-@ -1
2 0 1

=2x—4—-4y+4—-4z+8—-y+1=2x—-5y—4z+09.

n:2x—5y—4z+9=0.
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6.

e Arectar pasa por A(—1,3,—5), e o seu vector director é czr = ﬁ(Z, —1,0). Logo

x=-1+4 24,
riy=3-124, AER.

z = -5,

e O plano  pasa por C(5,0,1), e o seu vector normal é 1, = C_ZT(Z, —1,0). Logo
m:2(x—5)—-y=0

ou

m:2x—y—10=0.

e Puntodecortedererm:
2(-14+21)—-B3—-1)—-10=-2441-34+1—-10=51-15=0 1 = 3.

Logo o punto de corteé P(—1+2-3,3 —3,-5) = P(5,0,-5).
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7. X = “n.° de ovos infértiles, de entre os 7”.
X->Bnp),conn=7ep=0.13(logog =1—p = 0.87).

PX>2)=1-P(X<2)=1—{P(X =0)+PX = 1)}

« P(X=0)= (g) (0.13)°(0.87)7 = (0.87)7 ~ 0.3773.

e P(X=1)= (Z) (0.13)1(0.87)¢ = 7 (0.13) (0.87) ~ 0.3946.

P(X>2)=1-{03773+0.3946} =1 —0.7719 = 0.2281.
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8. X = “durabilidade en horas dun aparato”.

X — 20000

X - N(20000,2500) = Z = 2500

- N(0,1).

8.a)

00
) —P(Z<-12)=P(Z>12)=1-P(Z<12) ~

P(X <17000) = P(Z < 500

1-0.8849 = 0.1151.

8.b) Pidese d tal que P(X > d) = 0.985.

d— 20000)

P(X>d)=P<Z> %00

d—20000
2500

s6 pode maior que 0.5 se < 0. Logo

d — 20000 20000 —d
(e L) o o 20

2500 2500 ) = 0.985,

de onde, empregando a taboa,

20000 — d )17
2500 7

20000 — d = 5425
e, finalmente,

d ~ 14575 horas.
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MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 seran corrixidas as 5
primeiras respondidas.

1. Nameros e Alxebra:
Despexe a matriz X da ecuacion XA = A 4+ XB, se A e B son matrices cadradas tales que A — B é invertible.

1 2) eB = (4> —A—1)"1, onde I é a matriz identidade de orde 2.

Logo, calcule X se A = (O 0

2. Nimeros e Alxebra:

mx + (2+m?)y = 1+m,
Discuta, segundo os valores de m, o sistema my — z = 1,
mx + 2y + (2m—-4)z = 5.
3. Analise:
a) Se f(x) = ae* + b, diga que valores deben ter a e b para que se cumpran f(0) =0e 11m f( ) = 3,

b) Estude se a funcion f(x) = x + sinx ten extremos ou puntos de inflexiéon no mtervalo (0,2n), diga onde
estan en caso de que existan e esboce a grafica de f nese intervalo.

4. Anilise:
Calcule a area da rexion determinada polas desigualdades x > 1,y < xey = f(x), con f(x) = xInx. Faga
un esbozo grafico da rexién. Nota: In x é o logaritmo neperiano de x.

5. Xeometria:
a) Obtefia as ecuacions paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(2,—1,0) e @(3,0,0) e a ecuacion
implicita ou xeral do plano m que pasa polo punto R(0,4,—2) e é paralelo aos vectores (1,0,—1) e
v(2,1,-2).

. x—2 y+1 z
b) Calcule o dngulo agudo que forma a recta =T =0 planom:x+z+2 = 0.
6. Xeometria:
a) Calcule o punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto ao planom:x + z+ 2 = 0.

-2 y+1 _ z X=2 y+2 Z+1

.« e . X
b) Estude a posicidn relativa das rectas T =T o= gesi = . Se se cortan, calcule o punto

de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule as catro probabilidades P(4), P(ANB), P(A|B) e P(B|A) sabendo que P(AUB) = 0.8,
P(ANB) =0.2eP(A) = 2P(B). Nota: B é o suceso contrario ou complementario de B.

b) Nun cofiecido congreso, o 60% dos cientificos inscritos participan online e o resto asisten en persoa.
Ademais, 0 65% dos inscritos son europeos e o 80% dos que asisten en persoa tamén o son. Se se elixe ao
azar a un dos inscritos, calcule a probabilidade de que sexa europeo e, a vez, participe online; logo, a de que
participe online se se sabe que é europeo.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha certa zona himida, a probabilidade de que un cabezolo chegue a ra adulta é do 2%. Se se escollen
ao azar 2500 deses cabezolos, cal é a probabilidade de que polo menos 55 deles cheguen a ras adultas?

b) Para conceder bolsas de estudo, un organismo valora os méritos presentados e asigna a cada candidato
unha puntuacién que indica mais méritos canto maior é o seu valor. Este ano, a puntuacion segue unha
distribucién normal de media 100 e desviacion tipica 20, e tdmase a decision de conceder a bolsa ao 5%
mellor do conxunto de solicitantes. Que puntuacidn é preciso alcanzar para obter a bolsa?
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mads preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGimeros y Algebra:
Despeje la matriz X de la ecuacion XA = A+ XB, si A y B son matrices cuadradas tales que A — B es

1 2) yB = (A?> — A—1)"1, donde I es la matriz identidad de orden 2.

invertible. Luego, calcule X si A = (0 0

2. Numeros y Algebra:

mx + (2+m?)y = 1+4+m,
Discuta, segun los valores de m, el sistema my -— z = 1,
mx + 2y + (2m—-4)z = 5.

3. Analisis:

a) Si f(x) = ae* + b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0) =0y hm (x) = 3.

b) Estudie si la funcidén f(x) = x + sinx tiene extremos o puntos de inflexién en el mtervalo (0,2m), diga
dénde estan en caso de que existan y esboce la grafica de f en ese intervalo.

4. Analisis:
Calcule el drea de la region determinada por las desigualdades x > 1,y < x ey = f(x), con f(x) = xInx.
Haga un esbozo gréfico de la regidn. Nota: In x es el logaritmo neperiano de x.

5. Geometria:

a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y Q(3,0,0) y la
ecuacién implicita o general del plano m que pasa por el punto R(0,4,—2) y es paralelo a los vectores
u(1,0,-1) yv(2,1,-2).

b) Calcule el angulo agudo que forma la recta r:? = Tl = %con elplanom:x+z+2 =0.

6. Geometria:
a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al planom: x + z + 2 = 0.
x—2 y+1 z x—2 y+2 _ z+1

b) Estudie la posicién relativa de las rectas re =SS =T = Si se cortan, calcule el

punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule las cuatro probabilidades P(4), P(AN B), P(A|B) y P(B|A) sabiendo que P(AUB) = 0.8,
P(ANB) =0.2yP(A) = 2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en persona.
Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también lo son. Si se
elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo vy, a la vez, participe online;
luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se escogen al
azar 2500 de esos renacuajos, ¢écudl es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a ranas adultas?
b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada candidato
una puntuacion que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este afio, la puntuacién sigue una
distribucién normal de media 100 y desviacion tipica 20, y se toma la decisidon de conceder la beca al 5%
mejor del conjunto de solicitantes. ¢ Qué puntuacion es preciso alcanzar para obtener la beca?
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MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Nameros e Alxebra:
a) Calcule A se (AB)" = (1 0) eB = ( 1 1)_

2 1 -1 1
3
b)Se A = (y )Zc) é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(4 —3I) = 0, que y # 0 e que
(B2)A™ +1= (_i 9}) Enténdase que I é a matriz identidade.

2. Numeros e Alxebra:
(m+ 1)x + z = 1,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema< (m+ 1)x + y + z
m+x + my + (m-1)z

I
3
+

3. Andlise:
a) Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do calculo diferencial.

b) Explique se f:[0,1] = R, f(x) = V¥1 — x? estd ou non nas hipéteses do teorema do valor medio do calculo
diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese dese teorema.

4. Anilise:
a) Calcule mediante cambio de variable as integrais [(sin x)° cos x dx e [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empregando o método de integracin por partes. Logo, obtefia algun valor de B tal

que feB(lnx)/x dx = 3/2.

5. Xeometria:

.y . . x—1 zZ+1
a) Considérense o plano m: ax + y + z = 1, onde a é un pardmetro real e a recta = % == Estude a

posicion relativa de m e r en funcidn de a e obtefia o valor de a que fai que m e r sexan perpendiculares. Por
ultimo, razoe se r pode estar contida en = ou non.

. -1 -b 1 .
b) Se m: —3x + y + z = 1, diga que valor ten que tomar b para que r:xT =2 % estea contida en 1.

6. Xeometria:
Considérese o plano m: 2x — y + z = 1. Pidese:
x=24+2, X =U,
a) Calcular a distancia de T ao punto de corte das rectas ry: {y =0, ery: {y =—14+u (4, u€R).
z=-1—24 z = Or
b) Obter o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule P(A|B) se B c A. Logo, se P(C) = 0.5 e P(D) = 0.6, explique se C e D poden ser incompatibles.
Por Gltimo, obtefia P(E U F) e P(E N F) se E e F son independentes, P(E) = 0.3 e P(F) = 0.2.

b) Tirase un dado sete veces. Calcule a probabilidade de que saian exactamente dous seises.

8. Estatistica e Probabilidade:

Para un determinado grupo de pacientes, a tension arterial sistélica (medida en mmHg) segue una distribucion
normal de media 123.6 e desviacidn tipica 17.8. Calcule a probabilidade de que un paciente elixido ao azar
tefia unha tension comprendida entre 100 e 120 mmHg. Logo, obtefa o valor da tensidén que é superado polo
67% dos pacientes.
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras respondidas.

1. NGimeros y Algebra:
a) Caleule Asi (4B)" = (5 )yB=(_7 })

2 1 -1 1
3
b)SiA = (y )Zc) es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(4 — 3I) = 0, que y # 0y que
(B2)A™ +1= (_i 9}) Entiéndase que I es la matriz identidad.

2. Nimeros y Algebra:

(m+ )x + z = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema{(m + 1)x + y + z = m+1,
m+x + my + (m—-1z = m.

3. Andlisis:
a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del célculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] = R, f(x) = V1 — x?, estd o no en las hipdtesis del teorema del valor medio del cdlculo
diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de ese teorema.

4. Analisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales [(sinx)® cosx dx y [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empleando el método de integracién por partes. Luego, obtenga algun valor de B tal

que feB(lnx)/x dx = 3/2.

5. Geometria:
.y . x—1 y z+1 .
a) Considérense el plano m: ax + y + z = 1, donde a es un parametro real, y larecta r: -~ =35 Estudie

la posicién relativa de  y r en funcién de a y obtenga el valor de a que hace que i y r sean perpendiculares.
Por ultimo, razone si r puede estar contenida en 7 0 no.

b) Sim: —3x + y + z = 1, diga qué valor tiene que tomar b para que r: xT_l = yg;b = %1 esté contenida en 1.
6. Geometria:
Considérese el plano : 2x — y + z = 1. Se pide:
x =2 + /L X =W
a) Calcular la distancia de i al punto de corte de las rectas ry:yy = 0, y1:dy = —14+u, (A, u € R).
z=—-1-21 zZ = O!

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule P(A|B) si B € A. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser incompatibles.
Por Gltimo, obtenga P(E U F) y P(E N F) si E y F son independientes, P(E) = 0.3y P(F) = 0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tension arterial sistélica (medida en mmHg) sigue una distribucién
normal de media 123.6 y desviacidn tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un paciente elegido al azar
tenga una tension comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tensidn que es superado
por el 67% de los pacientes.



ABAU 2023
CONVOCATORIA ORDINARIA

CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Céd. 20)

S6 puntuan cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estan ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios,
pero, nalguns casos, pode haber outras formas correctas de solucionalos.

1. Numeros e Alxebra (2 puntos)

0.75 por despexar X, 0.5 por chegar a B = —I, 0.5 por calcular (4 — B)™1, 0.25 por concluir.

2. Numeros e Alxebra (2 puntos)
0.5 por resolver det A = 0, 0.5 polo estudo de cada un dos tres casos.
Se se fai por Gauss, 1.25 por chegar ao sistema triangular equivalente, 0.25 por cada un dos
tres casos.
3. Analise (2 puntos)
a) 1 punto:

0.25 por ver que b = —a, 0.75 por chegara a = 3.

b) 1 punto:
0.5 por comprobar que non hai extremos e que hai un punto de inflexion en x = m, 0.5 por

esbozar a grafica.

4. Analise (2 puntos)
0.5 pola formulacion, 0.5 polo célculo da primitiva, 0.5 polo resultado, 0.5 polo debuxo da

rexion.

5. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 polas ecuacions da recta, 0.5 pola ecuacion do plano.




b) 1 punto.

. Xeometria (2 puntos)
a) 1 punto: 0.25 pola recta perpendicular, 0.25 polo punto de corte, 0.5 polo calculo do punto

simétrico.
b) 1 punto: 0.5 pola posicion relativa, 0.5 polo punto de corte.

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto: 0.25 por cada unha das catro probabilidades que se piden.

b) 1 punto: 0.5 por cada unha das duas probabilidades que se piden.

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)

a) 1 punto:
0.5 por chegar a P(X > 55) ~ P(X > 54.5), con X - N(50,7),
0.25 por chegar a P(Z = 0.64),

0.25 polo resultado.

b) 1 punto:

0.25 pola formulacion,

0.25 por chegar a P (Z < x—z_too) = 0.95,

0.5 pola obtencion de x.



ABAU 2023
CONVOCATORIA EXTRAORDINARIA

CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Céd. 20)

Sé puntuan cinco das oito preguntas.
1. Numeros e Alxebra (2 puntos)
a) 0.75 puntos: 0.25 por despexar 4, 0.25 por calcular B~1, 0.25 por calcular A.

a b

Se se pensa en A como unha matriz incognita A = (c d): 0.5 por chegar ao sistema, 0.25

pola solucion.
b) 1.25 puntos: 0.25 polo calculo de det(4 — 3I), 0.25 por deducir que x = 0, 0.25 por

z+1 O

calcular A7%, 0.25 por chegara (32)A™* +1 = ( —y 4

), 0.25 pola conclusion.

2. Niimeros e Alxebra (2 puntos)
0.5 por resolver detA = 0, 0.5 por cada un dos tres casos.
Se se fai por Gauss, 1.25 por chegar ao sistema triangular equivalente, 0.25 por cada un dos

tres casos.

3. Analise (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 polo teorema de Rolle e 0.5 polo teorema do valor medio.
b) 1 punto: 0.5 por dicir que a funcidn é continua no cerrado e derivable no aberto e 0.5 por

obter o valor de c.

4. Analise (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 por cada unha das duas integrais, feitas mediante cambio de variable.
b) 1 punto: 0.5 pola primeira parte (integracion por partes); 0.5 pola segunda parte, co seguinte

reparto: 0.25 por chegar a feB(ln x)/x dx = (1/2)(InB)? — 1/2, 0.25 polo calculo de B.




5. Xeometria (2 puntos)
a) 1.5 puntos: 0.5 pola posicion relativa, 0.5 polo valor de a que fai que r L m, 0.5 por razoar
que r non pode estar contida en .

b) 0.5 puntos.

6. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 polo punto de corte, 0.5 polo calculo da distancia.

b) 1 punto: 0.25 polas ecuacions da recta r perpendicular a m que pasa por P, 0.25 pola

obtencion de Q = r N m, 0.5 por determinar o punto simétrico.

7. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto: 0.25 por obter P(A|B), 0.25 por razoar que C ¢ D non poden ser incompatibles,
0.25 por calcular P(E U F) e 0.25 por calcular P(E N F).
b) 1 punto: 0.25 pola definicioén da variable e por dicir que ¢ binomial, 0.25 pola férmula da

binomial, 0.5 polo resultado.

8. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
1 punto pola primeira parte, repartido do seguinte xeito: 0.25 por tipificar, 0.25 por chegar a
P(—1.33 < Z < —0.20), 0.25 por chegar a P(Z < 1.33) — P(Z < 0.20), 0.25 polo calculo

da probabilidade pedida.

1 punto pola segunda parte, repartido do seguinte xeito: 0.25 pola formulacién do problema,

123.6—t
17.8

0.5 por chegar a P (Z < ) = 0.67, 0.25 pola obtencion de t.
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MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra:
Despexe a matriz X da ecuacion XA = A + XB, se A e B son matrices cadradas tales que A — B é invertible.

1 2) eB = (A%> —A—1)"1, onde I é a matriz identidade de orde 2.

Logo, calcule X se A = (0 0

2. Nimeros e Alxebra:

mx + (2+m?)y = 1+m,
Discuta, segundo os valores de m, o sistema my -— z = 1,
mx + 2y + (2Zm-—-4)z = 5.
3. Andlise:
f)

a) Se f(x) = ae* + b, diga que valores deben ter a e b para que se cumpran f(0) =0e lirr(l)T = 3.

X—
b) Estude se a funcion f(x) = x + sinx ten extremos ou puntos de inflexién no intervalo (0,27), diga onde
estdn en caso de que existan e esboce a grafica de f nese intervalo.

4. Anilise:
Calcule a area da rexion determinada polas desigualdades x > 1,y < x ey = f(x), con f(x) = xInx. Faga
un esbozo grafico da rexién. Nota: In x é o logaritmo neperiano de x.

5. Xeometria:
a) Obtefia as ecuacidns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(2,—1,0) e Q(3,0,0) e a ecuacién
implicita ou xeral do plano m que pasa polo punto R(0,4,—2) e é paralelo aos vectores 1(1,0,—1) e
v(2,1,-2).

x=2 _y+l

b) Calcule o angulo agudo que forma a recta r: = = %co planom:x +z+ 2 =0.

6. Xeometria:
a) Calcule o punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto ao planom: x + z + 2 = 0.
x—2 y+1 _ z X2 y_+2 zZ+1

b) Estude a posicidn relativa das rectas T =T EseS =T = Se se cortan, calcule o punto

de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule as catro probabilidades P(4), P(AN B), P(A|B) e P(B|A) sabendo que P(AUB) = 0.8,
P(ANnB) = 0.2 e P(A) = 2P(B). Nota: B é o suceso contrario ou complementario de B.

b) Nun cofiecido congreso, o 60% dos cientificos inscritos participan online e o resto asisten en persoa.
Ademais, 0 65% dos inscritos son europeos e o 80% dos que asisten en persoa tamén o son. Se se elixe ao
azar a un dos inscritos, calcule a probabilidade de que sexa europeo e, a vez, participe online; logo, a de que
participe online se se sabe que é europeo.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha certa zona himida, a probabilidade de que un cabezolo chegue a ra adulta é do 2%. Se se escollen
ao azar 2500 deses cabezolos, cal é a probabilidade de que ao menos 55 deles cheguen a ras adultas?

b) Para conceder bolsas de estudo, un organismo valora os méritos presentados e asigna a cada candidato
unha puntuacién que indica mais méritos canto maior é o seu valor. Este ano, a puntuacién segue unha
distribucion normal de media 100 e desviacién tipica 20, e se toma a decision de conceder a bolsa ao 5%
mellor do conxunto de solicitantes. Que puntuacion é preciso alcanzar para obter a bolsa?
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mds preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGmeros y Algebra:
Despeje la matriz X de la ecuacion XA = A+ XB, si A y B son matrices cuadradas tales que A — B es

1 2) yB = (4> — A—1)71, donde I es la matriz identidad de orden 2.

invertible. Luego, calcule X si 4 = (0 0

2. Numeros y Algebra:

mx + (2+m?)y = 1+4+m,
Discuta, segun los valores de m, el sistema my -— z = 1,
mx + 2y + (2m—-4)z = 5.

3. Analisis:
&) _ 3
X
b) Estudie si la funcidén f(x) = x + sinx tiene extremos o puntos de inflexién en el intervalo (0,2m), diga
ddénde estan en caso de que existan y esboce la gréfica de f en ese intervalo.

a) Si f(x) = ae* + b, diga qué valores deben tener a y b para que se cumplan f(0) =0y lir%
X—

4. Analisis:
Calcule el area de la region determinada por las desigualdades x > 1, y <x ey = f(x), con f(x) = xInx.
Haga un esbozo grafico de la region. Nota: In x es el logaritmo neperiano de x.

5. Geometria:
a) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(2,—1,0) y Q(3,0,0) y la
ecuacién implicita o general del plano m que pasa por el punto R(0,4,—2) y es paralelo a los vectores
1(1,0,-1) yv(2,1,-2).

x=2 _ y+1

b) Calcule el angulo agudo que forma la recta e == %con elplanom:x +z+2 =0.

6. Geometria:

a) Calcule el punto simétrico de P(2,—1,0) con respecto al planom:x + z+ 2 = 0.

b) Estudie la posicion relativa de las rectas r:% = yTH = % y s:xT_2 = yT+2 = % Si se cortan, calcule el
punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule las cuatro probabilidades P(A), P(An B), P(A|B) y P(B|A) sabiendo que P(AUB) = 0.8,
P(ANnB) = 0.2y P(A) = 2P(B). Nota: B es el suceso contrario o complementario de B.

b) En un conocido congreso, el 60% de los cientificos inscritos participan online y el resto asisten en persona.
Ademas, el 65% de los inscritos son europeos y el 80% de los que asisten en persona también lo son. Si se
elige al azar a uno de los inscritos, calcule la probabilidad de que sea europeo vy, a la vez, participe online;
luego, la de que participe online si se sabe que es europeo.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En un cierto humedal, la probabilidad de que un renacuajo llegue a rana adulta es del 2%. Si se escogen al
azar 2500 de esos renacuajos, écual es la probabilidad de que al menos 55 de ellos lleguen a ranas adultas?
b) Para conceder becas de estudio, un organismo valora los méritos presentados y asigna a cada candidato
una puntuaciéon que indica mas méritos cuanto mayor es su valor. Este afo, la puntuacién sigue una
distribucién normal de media 100 y desviacién tipica 20, y se toma la decision de conceder la beca al 5%
mejor del conjunto de solicitantes. ¢ Qué puntuacion es preciso alcanzar para obtener la beca?
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MATEMATICAS II

Primeira parte:

XA=A+XBo XA-XB=AoX(A-B)=AoX=A4A-B)™L..

Segunda parte:
-6 3
= D0 - s
B=@-A-D"'=(D"=-]
a-B=a+1=(2 2)

0 1
Como det(A — B) = 2,

a-p=3(5 3 =36 )
Finalmente,

x=aa-07 =20 D0 =30 D=(F D)
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MATEMATICAS 11
2.
m 2+ m? O|]14+m\F;—F, /m 2+m? 0|1+m\ F; +mF, /m 2+ m? 0j]1+m
< 0 m -1 1) — < 0 m -1 1) — < 0 m -1 1).
m 2 2m—4 5 0 -m?> 2m-—-4l4-m 0 0 m—4 4
Sistema triangular equivalente:
mx + (2+m?)y = 1+m,
my -— z = 1,
(m—-4)z = 4,

Discusion:

e Sem € R\ {0,4}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sda Unica solucién

é
4 14z 1+m—2+m?)y
Z=—, y= , X = .
m—4 m m
e Sem =0, temos
2y = 1,
-z = 1,
—4z = 4,
e, polo tanto, o sistema é compatible indeterminado, xa que ten as seguintes infinitas
solucions:
1
x =1, y=§, z =-1], A1 ER.

e Sem = 4, o sistema é incompatible, porque a terceira ecuaciéon queda 0 = 4.
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MATEMATICAS II

SOLUCION ALTERNATIVA:

m 2+ m? 0 m 2+ m? 0
A=1{0 m -1, A =10 m -1

m 2 2m —4 m 2 2m — 4

14+m
1),
5

rank A <rankd4* <3 vm € R.

2 +m? 0| _ 2 ; _
Como =—(2+m*)#0, é seguro querankA > 2 Vm € R e que [rank4d =2 &
m —
detA = 0].
m 2+ m? 0
detd =10 m 1| =m?*C2m —-4) —mQ2 +m?) +2m
m 2 2m —4
=m{m@2m—4)— 2 +m?) + 2} =m{2m? —4m — 2 — m? + 2} = m(m? — 4m)
=m?(m—4)=0<me {04}
Discusion:

e Caso m € R\ {0,4}: rankA = rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

0 2 0|1 2 0 1
° Casom=0:rankA=2eA*=<O 0 -1 1>.Aoser0 -1 1|=-10+2+8=0,
0 2 -415 2 —4 5
tense que rank A* = 2 = rank A < 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é compatible
indeterminado.
4 18 0|5 4 0 5
° Casom=4:rankA=2eA*=(0 4 -1 1>.Aoser 0 -1 1|=-204+20-16=
4 2 415 4 4 5

—16 # 0, tense que rank A* =3 > rank A4, situacién na que o sistema é incompatible.
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MATEMATICAS II

3.a) Se f(x) = ae* + b, obtefia os valores de a e b para que se cumpran f(0) =0e lirr(l)%
X—

fO)=0ea+b=0<b=—a.
f(x) = ae* —a.

Podemos excluir do estudo o caso a = 0 (xa que entdn f é a funcion nula e lin(l) f(x)/x =0).
X—

1A
_ f() _ ae*—qlH
lim—= = lim = limae* = a.
x-0 X x—0 X x—0

o fG)
m-——-=

x->0 X

3o a=3.

En definitiva, os valores pedidossona = 3, b = —3.
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MATEMATICAS II

3.b) Estude se a funcién f(x) = x + sin x ten extremos ou puntos de inflexién no intervalo (0,21),
diga onde estan en caso de que existan e esboce a grafica de f nese intervalo:

f(x)=x+sinx, f'(x)=1+cosx, f"(x)=-—-sinx, f'""(x)=—cosx.

f'x) =0 1+4+cosx=0ecosx=-1ex=m.

f'"(m) =—sint =0, f"(m)=—-cosm=-1=+0,
polo que o punto de abscisa x = it é un punto de inflexion de f. Non hai outros puntos de
inflexién, xa que f'' non se anula en ningun outro punto do intervalo (0,27). Non hai extremos, xa
gue o Unico punto critico resultou ser punto de inflexion.
Para a representacion grafica, pensamos na funcién estendida a [0,27]. Tense que:

f(0) =0, f(m=mn  f(@2n)=2r

f'(x) =14+ cosx =0 Vx € (0,2m) (f é non decrecente en (0,2m).
De feito, f é crecente en (0,27),xa quef'(x) > 0 Vx € (0,m) e f'(x) > 0 Vx € (7, 2m)),

f"(x) =—sinx <0 Vx € (0,m) (f éconcavaen (0,1)),
f"(x) = —sinx >0 Vx € (m,2m) (f é convexa en (7, Zn)).

Polo tanto, a grafica de f é a que se mostra na seguinte figura:

T T T T

273'“ ! ! { 4
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MATEMATICAS II

4. Calcule a drea da rexidn determinada polas desigualdades x > 1, y < x ey > f(x), con f(x) =
x In x. Faga un esbozo grafico da rexion.

f(x)=xlnx, f'(x)= lnx+x%= 1+Inx, f"(x) =%.

Na zona de interese (x = 1), f é crecente e convexa, porque tanto f' como f'' son positivas. Como
f(1) =0e f(e) = e, asituacidn é a do debuxo seguinte, no que se raia a rexidon cuxa drea hai que
calcular:

3 /TI:I'

O valor do limite superior (x = e) tamén pode obterse do xeito seguinte:

x=xhxelhx=1<x=e¢.
A area pedida é

e e
Azf (x —xInx) dxzf x(1—1Inx) dx.
1 1

Facendo partes coas eleccions

1
u=1-Inx du = —— dx
1x

dv = x dx v=zx2

tense
1 1 1 1
fx(l—lnx) dx =§x2 (1-1Inx) +§fxdx =§x2(1—lnx) +Zx2 +C,
co cal
A_fe (ot dr = [La2(1 - i) + 1 Z]x-e_1 , 1 1 1, 3 e-3
—1x nx) dx = |zx nx)+ g x x=1—4e 5"2-2% "1 2
~ 1.0973 u?,

onde u indica unidade de lonxitude.



comsion Proba de Avaliacion do Bacharelato Cddigo: 20
CIUG DE GALICIA A para o Acceso a Universidade
Convocatoria ordinaria 2023

MATEMATICAS II

5.a) Ecuaciéns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(2,—1,0) e 0(3,0,0) e a ecuacidn
implicita ou xeral do plano & que pasa polo punto R(0,4, —2) e é paralelo aos vectores 1(1,0,—1) e

v(2,1,—2):

. . x=3+4+4,
dr=PQ(1,1,0):>r:{y=/1, AER
z=0,
x y—4 z+2
m: |1 0 -1 (=0.
2 1 -2
Como
x y—4 z+2
1 0 -1 |==20-4D+z+2+2(y—-4d+x=x+z+2,
2 1 -2

a ecuacion do plano é

mx+z+2=0.

" -2 +1
5.b) Angulo agudo que forma a recta r:xT = yT = %co planom:x+2z4+2 =0.

d.(1,1,0), #,(1,0,1).

Se a é o dngulo pedido,

. (T[ ) |dr ' ﬁn' 1 1 w ivalent te. 30°
sina =cos|-—a)=— = = - = a = — ou, equivalentemente, 30°.
2 | 7l vV2v2 2 6
Nota: | | indica valor absoluto e || || indica norma euclidiana en R3. As veces, emprégase a
mesma notacion para os dous conceptos, posto que | | tamén é a norma euclidiana en R.

SOLUCION ALTERNATIVA:

d. X, = =1-7—-k=(1,-1,-1).

=~y
O R~
=

s d.xn V3 V3 T
cos a = sin (— — a) = I, x i | = = — = a = — ou, equivalentemente, 30°.

2 | Il V2VZ 2 6
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6.

6.a) Punto simétrico de P(2,—1,0) con respectoao planom:x +z+ 2 = 0.

e Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(2,—1,0) e é perpendicular a m:

R x=24+4,
d, =1,(1,0,1),cocalr:{y=—-1, 21€R.
z =21,

e Corteder conm:
R+DN+214+2=21+4=01=-2.
Logo o punto de corte é Q(0,—1,—2).

e Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’, z") ao punto,

2+
=0 x'=-2
2
—1+y : :
> =-le-1+y =-26y =-1,
Zl
—=-2z=-4
2
Tense logo P'(—2,—1,—4).
6.b) Posicidn relativa das rectas r:xT_2 = yTH = %g s:xz;2 = y—:z = % Se se cortan, calcule o punto
de corte.
o Como &r(l,l,O) e 35(2,1,—1) non son proporcionais (% * %), non son nin paralelas

nin coincidentes, polo que ou ben se cortan, ou ben se cruzan.

. [P(2,-1,0) €T, Q(2,—2,—1) € s] = PG(0,—1,—1).

0 -1 -1
1 1 0 =—1+2—1=0zﬁ,5re§5 son coplanarios = r e s cortanse.
2 1 -1
o Punto de corte:
x=2+21, x =242,
r:{y=—1+/1, AER; sjy=-2+u peR
z=0, z=-1—yu,

A1-p=0ou=-1.
Logo o puntode corteé R(2—-2,—-2—1,-1+1) = R(0,—3,0).
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7.

7.a) Calcular as catro probabilidades P(4), P(AN B), P(A|B) e P(B|A) sabendo que P(AU B) =
0.8, P(ANB) = 0.2 e P(A) = 2P(B).

« P(AUB)=P(4)+P(B)—P(ANB) = 0.8 = P(4) +P(A) - 02 > >P(A) = 1=
Pa) =2

3
. P(A)=P(AnB)+P(AnE):>§:O.2+P(An§):>P(AnI_3)=§——=—=—=

10 30 30
7 —
= = 0-46.
_P(AnB) _ 02 _ 2 1_ 6 _3_
© PIB) = P(B) — ZP(A) 10 3_10_5_06
_P(nB) _ 2 2 _ 6 _ 3 _
* P(BlA)= P(4) _10'3_20_10_0'3

7.b) O = “participar online”, E = “ser europeo”. Sabese que P(0) = 0.6, P(E) = 0.65 e P(E|0) =
0.8.

E E
0 33 27 60
0 40x 0.8 =32 8 40
65 35 100

Segundo a taboa de continxencia,

33
P(EnO)=m=033

33
P(O|E) ==~ 0.5077.
(0IE) =
ALTERNATIVA para 7.b):

= P(ENO P(ENO
e 08=P(E|0) = 2(5))= o

0.65—0.32 =0.33.

=>P(EN0)=032=>P(EN0O)=P(E)—P(ENO0) =

PO — 2% < 0.5077.

* P(OIE) = P(E) ~ 0.65
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8.
8.a) Nunha certa zona humida, a probabilidade de que un cabezolo chegue a ra adulta é do 2%. Se
se escollen ao azar 2500 deses cabezolos, cal é a probabilidade de que ao menos 55 deles cheguen a

ras adultas?

X = “n.° de cabezolos que chegan a ras adultas, de entre os 2500”.
X - B(n,p), conn = 2500 ep = 0.02. Tense logoqg = 1 — p = 0.98. Pidese P(X = 55).

np = 50, nq = 2450, npq = 49, \/npq = 7. Como np > 5 e nq > 5, X pode aproximarse por X —
N(50,7).

X —50

Z= - N(0,1).

Aplicando a correccion de Yates ou de medio punto,

_ 54.5 — 50
P(X >55)~P(X>545)="P (Z > T)

~1-0.7389 =0.2611.

~P(Z>0.64)=1-P(Z <0.64)

8.b)
X = “puntuacién” - N(100,20), conque Z = X_ZEOO — N(0,1). Pidese x tal que P(X = x) = 0.05.
x — 100 x — 100
P(XZx)z0.0S(:)P(ZZ >=0.05(:>P(Z< >=0.95,

de onde

x —100
20

~ 1.645 = x — 100 = 32.9 > x = 132.9.



comsion Proba de Avaliacion do Bacharelato Cddigo: 20
CIUG DE GALICIA A para o Acceso a Universidade
Convocatoria extraordinaria 2023

MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Nameros e Alxebra:
a) Calcule A se (AB)T = (1 O) eB = ( 1 1).

2 1 -1 1
b)Se A = ()31 JZC) é invertible, obtefia os valores de x, y e z sabendo que det(A — 31) = 0, que y # 0 e que
(B2)A™ 1 +1= (_i 2) Enténdase que I é a matriz identidade.
2. Numeros e Alxebra:
(m+ Dx + z = 1,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema< (m+ 1)x + y + z = m+1,
m+x + my + (m—-1z = m.

3. Andlise:
a) Enuncie os teoremas de Rolle e do valor medio do célculo diferencial.

b) Explique se f:[0,1] » R, f(x) = V1 — x?, estd ou non nas hipdteses do teorema do valor medio do
calculo diferencial. En caso de que o estea, calcule un valor ¢ para o cal se cumpra a tese dese teorema.

4. Anilise:
a) Calcule mediante cambio de variable as integrais [(sinx)° cosx dx e [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empregando o método de integracién por partes. Logo, obtefia algin valor de B tal

que feB(ln x)/xdx = 3/2.

5. Xeometria:

.y , . x—1 z+1
a) Considérense o plano m:ax +y + z = 1, onde a é un pardmetro real, e a recta - = % = Estude a

posicion relativa de m e r en funcidn de a e obtefia o valor de a que fai que 7 e r sexan perpendiculares. Por
ultimo, razoe se r pode estar contida en = ou non.

. -1 1 .
b) Se m: —3x + y + z = 1, diga que valor ten que tomar b para que r: xT =—= % estea contida en .

6. Xeometria:
Considérese o plano m: 2x — y + z = 1. Pidese:
x=24+4 X =U,
a) Calcular a distancia de m ao punto de corte das rectas ry: {y =0, ery: {y =—-1+4+u, (A, u€R).
z=-1-21 z=0,
b) Obter o punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule P(A|B) se B c A. Logo, se P(C) = 0.5 e P(D) = 0.6, explique se C e D poden ser incompatibles.
Por ultimo, obtefia P(E U F) e P(E N F) se E e F son independentes, P(E) = 0.3 e P(F) = 0.2.

b) Tirase un dado sete veces. Calcule a probabilidade de que saian exactamente dous seises.

8. Estatistica e Probabilidade:

Para un determinado grupo de pacientes, a tensién arterial sistélica (medida en mmHg) segue una
distribucion normal de media 123.6 e desviacién tipica 17.8. Calcule a probabilidade de que un paciente
elixido ao azar tefia unha tension comprendida entre 100 e 120 mmHg. Logo, obtefia o valor da tension que é
superado polo 67% dos pacientes.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mds preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGmeros y Algebra:

a) Calcule A si (AB)T = (; 2) yB = (_1 D

b)Si A = (}3] QZC) es invertible, obtenga los valores de x, y y z sabiendo que det(A —31) =0,quey #0y

2 0

-1 —
que (32)A™ +1 = (_1 4

). Entiéndase que I es la matriz identidad.
2. Nimeros y Algebra:

(m+ Dx + 7 = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema<(m + 1)x + y + z
m+x + my + (m-1)z

I
3
+
e

3. Analisis:

a) Enuncie los teoremas de Rolle y del valor medio del calculo diferencial.

b) Explique si f:[0,1] » R, f(x) = V1 — x?, estd o no en las hipdtesis del teorema del valor medio del
calculo diferencial. En caso de que lo esté, calcule un valor ¢ para el cual se cumpla la tesis de ese teorema.

4. Andlisis:
a) Calcule mediante cambio de variable las integrales [(sinx)® cosx dx y [(Inx)/x dx.
b) Calcule [(Inx)/x dx empleando el método de integracion por partes. Luego, obtenga algin valor de B tal

que feB(ln x)/xdx = 3/2.

5. Geometria:

s 1z . x—1 y z+1
a) Considérense el plano m:ax +y+z =1, donde a es un pardmetro real, y la recta rn-=3=5
Estudie la posicion relativa de m y r en funcién de a y obtenga el valor de a que hace que m y r sean
perpendiculares. Por ultimo, razone si r puede estar contenida en 7 o0 no.

b) Sim: —3x + y + z = 1, diga qué valor tiene que tomar b para que r:xT_1 = 3/3;17 = Z;r—l esté contenida en .
6. Geometria:
Considérese el plano : 2x — y + z = 1. Se pide:
x=2+ A, X =W
a) Calcular la distancia de 7 al punto de corte de las rectas 1y:yy = 0, yry:dy = —1+u, (A, u €R).
zZ = _1 - /1 zZ = OI

b) Obtener el punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a 7.

7. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule P(A|B) si B c A. Luego, si P(C) = 0.5y P(D) = 0.6, explique si C y D pueden ser incompatibles.
Por ultimo, obtenga P(E U F) y P(E N F) si E y F son independientes, P(E) = 0.3y P(F) = 0.2.

b) Se tira un dado siete veces. Calcule la probabilidad de que salgan exactamente dos seises.

8. Estadistica y Probabilidad:

Para un determinado grupo de pacientes, la tensidn arterial sistélica (medida en mmHg) sigue una
distribucion normal de media 123.6 y desviacidn tipica 17.8. Calcule la probabilidad de que un paciente
elegido al azar tenga una tensidn comprendida entre 100 y 120 mmHg. Luego, obtenga el valor de la tension
que es superado por el 67% de los pacientes.
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MATEMATICAS II

1.a) AB = ((1) i), deonde A = ((1) i) Bt

Como B = (_i 1), temosquedetB =1+ 1 = 2 e, polo tanto,

1 r 1 —
A )

Finalmente,

=36 DG V=26 D
SOLUCION ALTERNATIVA:
sea=(0 1)

=0 ) J=Ca t1a)
@ =1y cva) =G DelGisZd) o f

=220 ¢ (E24))

sla=3/2, b=1/2, c=1/2 e d=1/2].

Logo

1
1=5( 1)

AT
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1.b) Como A = (f} }Zc> é invertible, sabemos que detA = 3z — xy # 0.

0 X
A—3I—(y z—3>'

Ao ser det(A—31)=—xy =0 e y # 0, necesariamente ten que ser x = 0. En

consecuencia, tamén teremos z # 0, porque detA =3z — xy = 3z # 0. Neste punto,

4=( 2)

con y e z non nulos. Obteremos os valores de y e z da igualdade

sabese que

(BA +1 = (_i Z).

Posto que det A = 3z,

conque

(B2)A™ +1 = (Z t; 2) (29

de onde se deducequey =1ez = 1.

En resumo, os valores pedidos son x = 0, y = 1 e z = 1. Equivalentemente,
(3 0
a=( : 1).

SOLUCION ALTERNATIVA (que evita o célculo da inversa):

. - . 30
Procédase como na resolucidn anterior ata chegar a que A = (y Z) con y e zZ non

nulos. Agora nétese que a igualdade (32)A™1 +1 = (_i 2) implica que (32)A™1 =

(_} g) Polo tanto,

(s s)=06ar=(_1 3)a=( g)(i 2)=(_3+3§ 32)

deondey =1ez = 1.
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2.
m+1 0 1 NF-FF/m+1 0 1 1
m+1 1 1lm+1 — 0 1 0 m
m+1 m m-—1 m/ F3 — F; 0 m m—-2lm-1
m+1 0 1 1
N ( 0 1 0 m).
0 0 m—-2l-m?+m-1
Sistema triangular equivalente:
(m+ 1)x + z = 1,
y = m,
(m-2)z = -m?+m-—1.
Discusion:
e Sem € R\ {—1,2}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua
Unica solucién é
_-m?P+m-—1 B 11—z
Z= m—2 Y™ XTLiT
e Sem = —1, o sistema queda
z = 1,
y = —1,
-3z = =3,
gue é compatible indeterminado, porque ten as seguintes infinitas solucidns:
xeER, y=-1, z=1.
e Sem = 2, o sistema é incompatible, xa que a terceira ecuacion queda 0 = —3.
SOLUCION ALTERNATIVA:
m+1 0 1 m+1 0 1 1
A=|m+1 1 1], AA=m+1 1 1lm+1). Sabemos que
m+1 m m-—1 m+1 m m-—1 m

rank A <rankd4* <3 vm € R.

Como

detA4

|(1) 1 =—1+#0, é seguro que rankA >2 Ym e R e que [rank4d =2 &

= 0].
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MATEMATICAS II
m+1 0 1 1 0 1
detA=m+1 1 1l=(m+1)1 1 1
m+1 m m-1 1 m m-—1
=(m+1D)(m-1+m-1-m)=(m+1)(m—-2)=0=m
€ {—1,2}.
Discusion:

e Casome€ R\ {—1,2}: rankA =rank A" = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o

sistema é compatible determinado.

0 0 1] 1
e Caso m=-1: rankA=2 e A*'=|0 1 1] 0). Ao ser
0 -1 -2[-1
0 1 1
1 1 0l=—2+1+1=0, tense que rankA* =2 =rankA <3 =
-1 -2 -1
n.° de incégnitas, situacién na que o sistema é compatible indeterminado.
3 0 11 0 1 1
e Cassom=2:rankA=2eA"=|3 1 1|3). Aoser|l 1 3|=6+1-—
3 2 112 2 1 2

2—2=05=0, tense que rank A* =3 > rank A4, situacidon na que o sistema é

incompatible.
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3.3)

Teorema de Rolle: se f: [a,b] = R é continua en [a, b], derivable en (a, b), e tal que
f(a) = f(b), entdn existe algin c € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Teorema do valor medio: se f:[a,b] — R é continua en [a, b] e derivable en (a, b),

entén existe algin ¢ € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b — a).

3.b) A funcién f:[0,1] » R, f(x) =V1—x?, é claramente continua en [0,1].
Ademais,
—X

1
FO) =50 =) -20) =

conque f é derivable en (0,1).

Logo f si que esta nas hipéteses do teorema do valor medio, polo que ten que existir
algin c € (0,1) tal que f(1) — f(0) = f'(c)(1 — 0).

Ao ser f(1) =0 e f(0) =1, estamos a dicir que f'(c) = —1 para algun c € (0,1).

Neste caso haberd un Unico valor posible para ¢, o cal se pode obter do seguinte xeito:

fllo)=-1 =—1loc=J1-c?S[c2=1-¢? e ¢>0]

—C
V1 —c?

©[2c2=1 e ¢>01©[c*?=1/2 e ¢>0ec=.1/2
Obsérvese que ¢ € (0,1).
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4.a)

Facendo o cambio u = sinx, du = cos x dx, tense

6

N6
u sin x
j(sinx)scosxdx=ju5du=E+C=( )

6

Facendo o cambiou = Inx, du = (1/x) dx, tense

jlnxd —f d —u2+C—1(l 2 +C
x X=]1Uu u—2 =3 nx .

4.b)

Primeira parte:

Tomando
1

u=Ilnx |du=- dx
X
dv=—-—dx| v=lInx
X
vese que

In x In x
f—dx = (Inx)? —f— dx
x x
Logo 2 [(Inx)/x dx = (Inx)? + K e, de ai,
Inx 1
_ —— 2
j p dx 2(lnx) +C.

Segunda parte:

Bln x 1 B 1 1 3
—dx = [_(lnx)z] =-(nB)*->=>< (InB)’-1=3 < (InB)* = 4.
x 2 2 2 2

e e

Unha solucidn sae por tanto de

InB =2 < B = e2.
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5.a) Temosm:ax +y +z = 1er:x7_1:§ zt+1

e 7,(a,1,1)énormalame c?r(2,3,3) ten a direccidon de r. Como

—_ 2

ng-d,=2a+6=0&a=-3,
arecta é paralela ao plano se a = —3 e corta ao plano nun punto se a # —3.

e Para que r e m sexan perpendiculares, 7;(a,1,1) ten que ser paralelo a

d.(2,3,3):

1 3 5 2
e — = —a=-—-.
2 -3¢ 3
e P(1,0,—1) é un punto de r. Para que r estea contida en 7 ten que ser a =

—3 e ,avez, PEm oquenonécerto: —34+0—1=—4+1. Logo r non

pode estar contida en 7.

5.b) Sem: —3x + y + z = 1, pidese o valor de b para que r:xT_1 =2 Z;:—l estea

contida en 7. Xa sabemos polo apartado anterior que 711,(—3,1,1) e d,(2,3,3) son
perpendiculares, de xeito que r estard contida en 1 se, e sé se, un punto calquera
da recta pertence tamén ao plano . Tomando P(1, b, —1),

P(1,b,-1)en<=-3+b—-—1=1<b=>5.
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6.
6.a) Pidese a distancia de m:2x —y+z=1 ao punto de corte das rectas
x =244, X =U,
r1:y =0, erz:{y=—1+u,
z==—1-2 z=0.
Podemos dar por feito que r; e 1, se cortan. De —1 — A4 = 0 deducese que A = —1,
conqgue o punto de corte é P(1,0,0).
Adistanciade P(1,0,0) am:2x —y+z—1=0¢
|2 — 1] 1

d= .
J2Z+(-D2+12 V6

6.b) Punto simétrico de P(1,0,0) con respectoam:2x —y +z = 1:

Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(1,0,0) e é perpendicular a m:

R x =14 24,
d, =1,(2,—1,1),cocal r:{y = =4, AER.
z =21,

Corte de r con m:
1
2(1+ZA)+A+A=6A+2=1<:)A=—E.
Postoquex =1+21=1-1/3=2/3,y=-A=1/6ez=1=-1/6, o punto de

2(555)

Punto simétrico de P(1,0,0) con respecto a m:2x —y +z =1: se chamamos

corte é

P'(x',y’,z") ao punto pedido, temos

1+x 2 1
) =§<:>3x +3=4x =§,
Z=l¢)6y'=2(:>y’=l
2 6 3

z' , . 1

EZ—g@6Z:—2@2=—§,

conque
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7.
7.a)
e SeBcA,enton AN B = B, co cal
P(AnB) P(B)
P(A|B) = = = 1.
“WB =56 = r)
(Cando se falade P(A|B), dase por feito que P(B) non é 0.)
e Se P(C)=0.5e P(D)=0.6, entdon C e D non poden ser incompatibles, xa
que, se o fosen, P(C N D) seria igual a 0 e, consecuentemente,
P(CuD)=P({C)+P(D)—P(CNnD)=P(C)+P(D)=05+06=1.1
seria maior que 1, o que non é posible.
e Pidense P(EUF) e P(ENF) se E e F son independentes, P(E) =0.3 e
P(F) = 0.2.
o P(EUF)=P(E)+P(F)—P(ENF)=05—P(ENF). Por ser E e
independentes, P(E N F) = P(E)P(F) = 0.06, cocal P(EU F) = 0.44.
o Daigualdade P(E) = P(ENF) + P(E N F) obtense
P(ENF)=P(E)—P(ENF)=03—0.06 = 0.24.
Ou, doutro xeito, P(ENF) = P(E)P(F) =0.3-0.8=10.24,xaque Ee F
son independentes ao selo E e F.
7.b)

X = “n.° de seises obtidos nas sete tiradas”.

X ->Bn,p),conn=7ep=1/6(logoqg=1—p =5/6).

~ 0.2344.

pix=2=)) (1>2 (5>5 _7-6-5°_7-5° 21875

2/)\6) \6)/ ~(2)-67 ~ 2-66 93312
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8. X = “tension arterial sistdlica en mmHg”.
X —123.6
X > N(123.6,178) = Z = —I7g - N(0,1).
e P(100 < X < 120) =P(MSZSM) ~P(-133<7Z<
17.8 17.8

—0.20) = P(0.20<Z <1.33)=P(Z<1.33)—P(Z <0.20) = 09082 —
0.5793 = 0.3289 é a probabilidade de que un paciente elixido ao azar tefia

unha tension comprendida entre 100 e 120 mmHg.

e Pidese tamén o valor de t tal que P(X > t) = 0.67. Ao ser 0.67 maior que 0.5, é

claro que t tera que ser menor que a media 123.6. Entén
t — 123.6) B ( 123.6 —t

PX>1t) = P(Z ~ 178 17.8

) = 0.67.

Indo a taboa da normal vese que

de onde

t~123.6 -17.8-0.44 = 115.768.
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 serdn corrixidas as 5
primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra
Despexe X da ecuacién matricial AB(X — I) = C, onde I é a matriz identidade (asuma que o produto AB ten
inversa). Logo, calcule X se

1 2 3 1 2 0 2 2 4
A= <O 1 0), B = (0 1 0) e C= (O 0 1).
0 0 1 1 0 2 0 1 0

2. Nimeros e Alxebra

x + (m-3)y + mz = 1,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema m=-3)y + (Mm?*-m)z = 1,
x + m?z = 0.
3. Analise
a) Calcule os limites )lciir(l)% e xlirg)r xInx, onde In x é o logaritmo neperiano de x.

b) Debuxe a grafica dunha funcién f continua e non negativa no intervalo [0,3] tal que: f(0) =0, f(3) =0,
f" > 0nointervalo (0,1), f" < 0 nointervalo (2,3) e f é constante no intervalo (1,2).

4. Andlise
Obtefia a funcion f, sabendo que f"(x) = 2x — e™ e que a ecuacidn da recta tanxente a grafica de f no
punto de abscisax = 0éy = 3x — 1.

5. Xeometria

a) Obtefia a ecuacion implicita ou xeral do plano 7 que pasa polo punto P(1,—1,0) e é perpendicular 4 recta
x=1+4+4,

riyy=-1, A€R.

z=0,
x = A,
b) Calcule os dous puntos da rectar:{y = A, 4 € R, cuxa distancia ao planom: x — 1 = 0 é igual a 2.
zZ =4,

6. Xeometria

a) Ache os valores de k e de m que fan que os puntos A(k, 3,m), B(2,0,2) e C(k, 2,0) estean alifiados.

s . x—1 +1 _ z-2 xX+2 +3 _ z+1
b) Estude a posicidn relativa das rectas ri—- yT 5 T = yT = Se se cortan, calcule o punto

= =——esi—

de corte.

7. Estatistica e Probabilidade
a)Se P(AUB) = % e P(B) = % , calcule P(A) sabendo que A e B son sucesos incompatibles. Canto valeria
P(A) se supuxésemos que A e B son, en lugar de incompatibles, independentes?
b) Nunha certa cidade, o 21% das persoas len ciencia ficcién, o 63% len novela negra, e o0 17% len tanto
ciencia ficcién como novela negra. Se se elixe ao azar unha persoa desa cidade, calcule:

e A probabilidade de que lea novela negra sabendo que le ciencia ficcidn.

e A probabilidade de que non lea nin ciencia ficcion nin novela negra.
8. Estatistica e Probabilidade
a) Calcule o valor de P(—2 < X < 7) se X segue unha distribucién normal de media 1 e desviacion tipica 3.
b) Calcule o valor de @ que faique P(u — a < X < u + a) = 0.8064 se X segue unha distribucién normal de
media u e desviacion tipica 4.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5
primeras respondidas.

1. NGmeros y Algebra
Despeje X de la ecuacion matricial AB(X —I) = C, donde I es la matriz identidad (asuma que el producto
AB tiene inversa). Luego, calcule X si

1 2 3 1 2 0 2 2 4
A= (0 1 0), B = (0 1 O> y C= (0 0 1).
0 0 1 1 0 2 01 0

2. Nimeros y Algebra

x + (m-3)y + mz = 1,
Discuta, seguln los valores del parametro m, el sistema (m-3)y + (m*-m)z = 1,
x + m?z = 0.
3. Analisis
a) Calcule los limites lim xeosX y lim x1Inx, donde In x es el logaritmo neperiano de x.
x—0 sinx ° x-ot

b) Dibuje la grafica de una funcion f continua y no negativa en el intervalo [0,3] tal que: f(0) =0, f(3) =0,
f" > 0enelintervalo (0,1), f" < 0 en elintervalo (2,3) y f es constante en el intervalo (1,2).

4. Andlisis
Obtenga la funcidn f, sabiendo que f''(x) = 2x — e™ y que la ecuacion de la recta tangente a la grafica de
f enel punto de abscisax =0esy = 3x — 1.

5. Geometria
a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto P(1,—1,0) y es perpendicular a

x=1+41,
larectar:yy =—-1, A€R.
z=0,
x =1,
b) Calcule los dos puntos de larectar:{y = A, 1 € R, cuya distancia al planom: x — 1 = 0 es igual a 2.
z =41,

6. Geometria
a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k, 3, m), B(2,0,2) y C(k, 2,0) estén alineados.
XTU_yHl_ 22 oxt2 _ y+3 2+l

b) Estudie la posicidn relativa de las rectas r—-=7 Y SIS = - Si se cortan, calcule el

punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad
a)SiP(AUB) = %y P(B) = %, calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompatibles. ¢ Cuanto valdria
P(A) si supusiéramos que A y B son, en lugar de incompatibles, independientes?
b) En una cierta ciudad, el 21% de las personas leen ciencia ficcion, el 63% leen novela negra, y el 17% leen
tanto ciencia ficcion como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad, calcule:

e laprobabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcidn.

e la probabilidad de que no lea ni ciencia ficcién ni novela negra.

8. Estadistica y Probabilidad

a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacidn tipica 3.

b) Calcule el valor de a que hace que P(u —a < X < u+ a) = 0.8064 si X sigue una distribucion normal de
media u y desviacion tipica 4.
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S6 puntiian cinco das oito preguntas.
1. Ntimeros e Alxebra (2 puntos): 0.75 por despexar X, 0.5 por calcular (AB)™*, e 0.75 por

calcular X.

2. Numeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 polo estudo do rango da matriz de coeficientes, 0.5

polo estudo do rango da matriz ampliada, 1 = 0.25 X 4 polas catro conclusions.

3. Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 por cada un dos dous limites.

b) 1 punto: 0.25 por establecer relacions entre os datos e o debuxo pedido e 0.75 polo

debuxo.

4. Analise (2 puntos): 1 = 0.5 + 0.5 polas duas integrais, 0.5 por ter en conta que f(0) = —1

e f'(0) = 3, 0.5 pola determinacion da funcion.

5. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 polos elementos que determinan o plano, 0.5 pola ecuacion pedida.

b) 1 punto: 0.25 por cofiecer a formula da distancia, 0. 75 polos dous puntos pedidos.

6. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.25 pola formulacion do problema, 0.75 pola determinacion de k e de m.

b) 1 punto: 0.5 pola posicion relativa, 0.5 polo punto de corte.




7. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 por cada un dos dous casos.

b) 1 punto: 0.5 por cada unha das duas probabilidades pedidas.

8. Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto: 0.25 pola tipificacion, 0.25 por chegar a P(Z < 2) — P(Z < —1) ¢ 0.5 por

chegar 4 solucion.

b) 1 punto: 0.25 pola tipificacion, 0.25 por chegar a P(Z < a/4) — P(Z < —a/4) =

0.8064, 0.25 por chegara P(Z < a/4) = 0.9032 ¢ 0. 25 pola obtencion do valor de a.
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra:
Despexe X da ecuacién matricial AB(X — I) = C, onde I é a matriz identidade (asuma que o produto AB ten
inversa). Logo, calcule X se

1 2 3 1 2 0 2 2 4
A= <O 1 0), B = (0 1 0) e C= (O 0 1).
0 0 1 1 0 2 0 1 0

2. Nimeros e Alxebra:

x + (m-3)y + mz = 1,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema m-3)y + (m?-m)z = 1,
x + m?z = 0.
3. Analise:
a) Calcule os limites )lciir(l)% e xlirg)r xInx, onde In x é o logaritmo neperiano de x.

b) Debuxe a grafica dunha funcién f continua e non negativa no intervalo [0,3] tal que: f(0) =0, f(3) =0,
f" > 0nointervalo (0,1), f" < 0 nointervalo (2,3) e f é constante no intervalo (1,2).

4. Andlise:
Obtefia a funcion f, sabendo que f"(x) = 2x — e™ e que a ecuacidn da recta tanxente a grafica de f no
punto de abscisax = 0éy =3x — 1.

5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacion implicita ou xeral do plano 7 que pasa polo punto P(1,—1,0) e é perpendicular 4 recta
x=1+24,

rdy=-1, A€R.

z =0,
x = A,
b) Calcule os dous puntos da rectar:{y = A, 4 € R, cuxa distancia ao planom:x — 1 = 0 é igual a 2.
zZ =4,

6. Xeometria:
a) Ache os valores de k e de m que fan que os puntos A(k, 3, m), B(2,0,2) e C(k, 2,0) estean alifiados.
x-1 __y+1 z-2 Jx+2  y+3 _ z+1

b) Estude a posicidn relativa das rectas T . esi— > - Se se cortan, calcule o punto

de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:
a)Se P(AUB) = % e P(B) = %, calcule P(A) sabendo que A e B son sucesos incompatibles. Canto valeria
P(A) se supuxésemos que A e B son, en lugar de incompatibles, independentes?
b) Nunha certa cidade, o 21% das persoas len ciencia ficcidon, o 63% len novela negra, e o0 17% len tanto
ciencia ficcién como novela negra. Se se elixe ao azar unha persoa desa cidade, calcule:

e A probabilidade de que lea novela negra sabendo que le ciencia ficcidn.

e A probabilidade de que non lea nin ciencia ficciéon nin novela negra.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Calcule o valor de P(—2 < X < 7) se X segue unha distribucién normal de media 1 e desviacion tipica 3.
b) Calcule o valor de @ que faique P(u — a < X < u + a) = 0.8064 se X segue unha distribucién normal de
media u e desviacion tipica 4.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mds preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGimeros y Algebra:
Despeje X de la ecuacion matricial AB(X —I) = C, donde I es la matriz identidad (asuma que el producto
AB tiene inversa). Luego, calcule X si

1 2 3 1 2 0 2 2 4
A= <O 1 0), B = (0 1 0) y C= (O 0 1).
0 0 1 1 0 2 0 1 0

2. Numeros y Algebra:

x + (m-=-3)y + mz = 1,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema (m=-3)y + (m*-m)z = 1,
x + m?z = 0.
3. Analisis:
a) Calcule los limites lim xeosx y lim x1Inx, donde In x es el logaritmo neperiano de x.
x—0 sinx ° x-ot

b) Dibuje la grafica de una funcién f continua y no negativa en el intervalo [0,3] tal que: f(0) =0, f(3) =0,
f" > 0enelintervalo (0,1), f" < 0 en elintervalo (2,3) y f es constante en el intervalo (1,2).

4. Andlisis:
Obtenga la funcidn f, sabiendo que f''(x) = 2x — e~
f enelpuntodeabscisax =0esy = 3x — 1.

* y que la ecuacidn de la recta tangente a la grafica de

5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacién implicita o general del plano 7 que pasa por el punto P(1,—1,0) y es perpendicular a

x=1+24,
larectar:jy =—1, A€R.
z =0,
X = A,
b) Calcule los dos puntos de larectar:{y = A, 1 € R, cuya distancia al planom: x — 1 = 0 es igual a 2.
zZ =4,

6. Geometria:
a) Halle los valores de k y de m que hacen que los puntos A(k, 3, m), B(2,0,2) y C(k, 2,0) estén alineados.
XTU_yHl_ 22 oxt2 _ y+3 2+l

b) Estudie la posicidn relativa de las rectas r—-=7 Y SIS = - Si se cortan, calcule el

punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

a)SiP(AUB) = L y P(B) = 1, calcule P(A) sabiendo que A y B son sucesos incompatibles. ¢ Cuanto valdria

~3 T
P(A) si supusiéramos que A y B son, en lugar de incompatibles, independientes?
b) En una cierta ciudad, el 21% de las personas leen ciencia ficcion, el 63% leen novela negra, y el 17% leen
tanto ciencia ficcién como novela negra. Si se elige al azar una persona de esa ciudad, calcule:

e la probabilidad de que lea novela negra sabiendo que lee ciencia ficcidn.
e La probabilidad de que no lea ni ciencia ficcidn ni novela negra.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) Calcule el valor de P(—2 < X < 7) si X sigue una distribucién normal de media 1 y desviacidn tipica 3.

b) Calcule el valor de a que hace que P(u — a < X < u+ a) = 0.8064 si X sigue una distribucion normal de
media u y desviacion tipica 4.
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SeA=10 1
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2 4| =50 2 o0]= 0 1
0 4 -1 4 4 —1/2 2
[}
1 -4 =-3\/2 2 4 2 -1 0
AaB)tc=| 0 1 0 Jlo 0 1)]={0 0 1)
-1/2 2 2/\0 1 0 -1 1 0
Finalmente,
1 00 2 -1 0 3 -1 0
X=I1+AB)c=(0 1 o|+[{0 o0 1|=(0 1
0 0 1 -1 1 0 -1 1 1

ABX-D=CeX—-1=AB)ceX=1+(AB)1c.
3 1 2 0 2 2 4
0,B=|l0 1 0|eC=|0 0 1]
1 1 0 2 01 0

2 3\/1 2 O 4 4 6
1 0J{0 1 0o|=(0 1 0, det(AB)=8-6=2.
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2. A notacion F; indicara «fila i». Unha expresion do tipo F; + aF; (na que a € R e i € maior que j) querera
dicir que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.

1 m-3 m{I\Fs—F, /1 m—3 m| 1\ Fs+F, /1 m—3 m 1\,
<0 m—-—3 m? -m 1) — (0 m—3 m? —-m 1) — (0 m—3 m? —m 1>2_>
1 0 m210 0 3—-m m?-ml-1 0 0 2(m?-m)lo
1 m-3 m|1
(0 m—3 m? -m 1).
0 0 m?-mlo
x + (m-=-3)y + mz = 1,
Sistema triangular equivalente: (m-3)y + (m*-m)z = 1,
(m?-m)z = 0.

m’—m=m(m-1)=0mef{01} e m-3=0&m=3.

Discusidn:
e Sem € R\ {0,1,3}, osistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é

1
z=0, y=——r, x=0.

m-—3’
x + (m=-3)yy + mz = 1,
e Seme€{0,1}, temos{ (m—13)y = 1,
0 = 0.
O sistema é compatible indeterminado, xa que ten as seguintes infinitas solucidns:
1
=1, =—, =-mA|, A €ER.
[Z Y m—3 * m
X + 3z = 1,
e Sem = 3, temos 6z = 1,
6z = 0.

O sistema é incompatible, porque a segunda e a terceira ecuacion non se poden cumprir &
vez.
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SOLUCION ALTERNATIVA — EXERCICIO 2:

1 m-3 m 1 m-3 m|1

A={0 m-3 m*—m),A"=|10 m—3 m?—m|1 | rank4A <rank4*<3 vmeR.
1 0 m? 1 0 m?10

Como Lm=3 =m-—3e |1 Zm |=m2—m non se anulan 3 vez, tense que rank A4 >
0 m-3 0 m*—m

2 Vm € Reque [rankA = 2 & det4 = 0].

detA=m?(m-3)+(m-3)m?>-—m)—m@m—-3)=(m-3)(m?+m? —m—m)
=(m-3)2m?-2m) =2m(m—-1)(m—-3) =0 & m € {0,1,3}.

Discusion:

e Caso me R\ {0,1,3}: rankA = rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

1 -3 0|1 1 -3 1
e Casom=0:rankA=2eA4d* =0 -3 Of|1].Aoser|0 —3 1|=-34+3=0, tense
1 0 olo 1 0 0

que rank A* =2 =rank A4 < 3 = n.° de incdgnitas, situacidon na que o sistema é compatible
indeterminado.

1 -2 1|1 1 -2 1
e Casom=1:rankA=2eAd* =0 -2 Of|1].Aoser|0 -2 1|=-2+4+2=0, tense
1 0 1i0 1 0 0

que rank A* =2 =rank A4 < 3 = n.° de incdgnitas, situacidon na que o sistema é compatible
indeterminado.

1 0 3|1 1 3 1
e Casom=3:rankA=2eA" =0 0 6/1]).Aoser|0 6 1[=3-6—9=-12+0,
1 0 9l0 1 9 0

tense que rank A* = 3 > rank 4, situacion na que o sistema é incompatible.
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3.a)

!
xcosxLH . Cosx —Xxsinx
lim——— = lim =1,
x—~0 sinx x-0 COS X

- S . L, .0
onde L'H indica o uso da regra de L’Hépital para tratar unha indeterminacién do tipo o Falando con

rigor, o que asegura a regra de L'Ho6pital é que o primeiro limite existe e vale 1 porque o Ultimo
existe e vale 1.

Analogamente,

' 1
lim xlnx = Ji LL RS S -0
im xInx lim = =] 1m—1 xl)r(r)1+(—x)—
x2

onde L'H indica o uso da regra de L’Hdpital para tratar unha indeterminacién do tipo %

3.b) A funcién f é convexa no intervalo (0,1) e cdncava no intervalo (2,3). Posto que ten que ser
continua e non negativa no intervalo [0,3], e ademais cumprir f(0) = f(3) = 0 e ser constante no
intervalo (1,2), a sua grafica debe seguir algiin dos seguintes patrdns:
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Integrando "' (x) = 2x — e * obtense

fl(x) =x*+e*+(y,
e, integrando esta ultima,

3
X
fx) = 3 e *+Cix+C, (C,eC,constantes).

Posto que a tanxente 4 grafica de f en (0, f(0)) é y = 3x — 1, téfiense que cumprir
f(0) =y(0) = -1, fr0)=y"=3.

Def(0)=—-1+C,=—-1ef'(0) =1+ C; = 3 obtéfiense os valores C; = 2e C, = 0, co cal

3
f(x) = 3~ e ¥+ 2x.
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5.a) 7 pasa polo punto P(1,—1,0) e é normal ai, = czr(l,0,0). Logo

mx—1=0.

5.b) Se P(xq,Yo,Z9) em:Ax + By + Cz + D = 0, adistanciade P am é

|Axy + Byy + Czy + D|

d(P,m) =
VA? + B% 4+ (C?
x = A,
Enton a distancia dun punto xenéricodarectar:{y =1, A€ R,aoplanom:x—1=0¢
z =1,

d(PL AN, ) = |4 —1].

Como
A-1=2e 1€ {-1,3},

os dous puntos buscados son
P(-1,-1,-1) e Q(3,3,3).
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6.

6.a) Os puntos A(k,3,m), B(2,0,2) e C(k,2,0) estan alifiados se, e s0 se, A_B)(Z —k,—-32—m)e
R(O, —1,—m) son proporcionais.

, -3 2-m , e

De 2 — k = 0 deduceseque k =2, e de_—1 = :deducese que 3m = m — 2, é dicir, m = —1.
+1 zZ—2 x+2 +3 zZ+1

Y Tes: Y .

. ey . x—1
6.b) Posicion relativa das rectas T ==

e Como c?r(Z,B,Z) e &5(3,2,3) non son proporcionais (gqt%), non son nin paralelas nin

coincidentes, polo que ou ben se cortan, ou ben se cruzan.

e [P(1,-12)€r, Q(-2,-3,—1) €s]=P0(-3,—-2,-3).

-3 -2 -3
2 3 2 | = 0 (ddas columnas iguais) = m, d, e ds son coplanarios
3 2 3

= 1 e s cortanse.

e Punto de corte:

x =1+ 24, x =—2+3u,
r:{y=—1+3/1, AER; S:[y=—3+2u, u € R
z =2+ 24, z=-1+ 3y,

{1+2/1=—2+3y}@{21—3/1:—3}@{41—6/1:—6

Logo o punto de corte é

R(1+2:0,—-1+3:02+2-0)= R(1,—-1,2).
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7.3)
e Se A e B sonincompatibles, P(A N B) = 0.

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(AnB)@%=P(A)+%<:>P(A) =%_
= 0.083.

e Se Ae B sonindependentes, P(AN B) = P(A)P(B) = %P(A).

P(AUB) = P(A) + P(B) —P(ANB) & % = P(A) +%—%P(A) = %P(A) _L

12
4 1 1 —

7.b) CF = “ler ciencia ficcion”, NN = “ler novela negra”.
P(CF) = 0.21, P(NN) = 0.63, P(CFNNN) = 0.17.

P(NNNCF) 017

P(NNI|CF) = P(CF) 021

~ 0.8095.

P(CFNNN) = P(CFUNN) = 1 — P(CF U NN).

P(CF UNN) = P(CF) 4+ P(NN) — P(CFNNN) = 0.21 + 0.63 — 0.17 = 0.67.

P(CEFNNN) =1-0.67 = 0.33.
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SOLUCION ALTERNATIVA — EXERCICIO 7.b):
Vese na tdboa de continxencia
CF | CF | Totais
NN |17 | 46 63
NN 4 |33 37
Totais | 21 | 46 | 100
que
17
P(NN|CF) = o1 ~ 0.8095
e

P(CFNNN) = 0.33.
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8.a)
X—-1
X->N13)=Z =T—> N(0,1).

P(—2<X<7)=P(-1<7Z<2)=P(Z<2)-P(Z<-1)=P(Z<2)—{1-P(Z<1)}
=P(Z<2)+P(Z<1)—1=09772+0.8413 -1 = 0.8185.

8.b)
X—>N(u,4)=>Z=¥—>N(O,1).
08064 =P(u—a<X<p+a)=P —%SZS%)zP(ZS—)—P(Z_—%)
=P(ng)—{1—P(Zs%)}=2P(Zs%)—1
Logo

2P (z < g) = 1.8064 & P (Z < g) = 0.9032,
4 4
conque, segundo a taboa,

~13o a=5.2.

&R
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como queira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5
primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra

a) Obtefia a matriz antisimétrica A de orde 2 X 2 tal que a;, = 1. Logo, calcule a sta inversa no caso de que

exista. Nota: a;; € o elemento que esta na fila i e na columna j de A.

b) Sexa A = ( 0 1). Se B = (0 blz), ache os valores de by, e de b, sabendo que B non ten inversa e
-1 0 1 by,

que det(4™1B + A) = —1.

2. Niimeros e Alxebra

m+x + my + z = 0,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o sistema y + (m—-2)z = -2
m+x + my + (m—-1)z = -3

3. Andlise
a) Obtefia as coordenadas dos vértices do tridngulo rectdngulo cuxa hipotenusa é tanxente a grafica de
f(x) = x? no punto de abscisa x = 2 e que, ademais, ten un cateto de lonxitude 2 situado sobre o eixe X.

Debuxe a grafica de f, a recta tanxente e o tridngulo.
1 se x<

" sexa derivable.

b) Ache os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = {axz by se x>1

4. Analise
Calcule as seguintes integrais:

a) [2xVxZ+1dx. b)[(sinx)sin(cosx)dx. ¢ [x%sinx dx. d) [ L

(x—1)(x—2) dx.

5. Xeometria

~ . s . ;s x+1 +2 z+3
a) Obtefia a ecuacion implicita ou xeral do plano ™ que contén a recta r: - = CAL — epasa polo punto

2
P(0,1,0).
b) Calcule o punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto ao planom:3x — 8y + 72+ 8 = 0.

6. Xeometria

. . 1 -1 L
Estude a posicion relativa da recta r:% == =§ e o plano m:ax + 4y + 3az + 2 = 0 en funcién dos

parametros k e a. Logo, se é posible, diga cando r é perpendicular a .

7. Estatistica e Probabilidade

a) Nunha famosa biblioteca, o 70% dos libros son novelas, o 40% son clasicos anteriores ao século XIX e o
60% dos cldsicos son novelas. Se se elixe nesa biblioteca un libro ao azar, calcule a probabilidade de que non
sexa unha novela, pero si un clasico, e a probabilidade de que sexa un clasico sabendo que é unha novela.

b) Nun certo pais, o0 80% dos delitos contra a propiedade quedan sen resolver. Se nunha localidade dese pais
se cometeron 3 deses delitos, calcule a probabilidade de que se resolva polo menos 1.

8. Estatistica e Probabilidade

a) Faise un exame tipo test con 60 preguntas e 4 opcidns por pregunta, das que s6 unha é correcta. Calcule a
probabilidade de acertar polo menos 16 preguntas se se responden as 60 ao azar.

b) Se X segue unha distribucién normal de media 25 e desviacion tipica 2, calcule P(X < 24). Logo, calcule o
valordea > Otalque P(25 —a < X < 25+ a) = 0.2128.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5,
combinadas como quiera. Si responde mas preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5
primeras respondidas.

1. Niumeros y Algebra

a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2 X 2 tal que a;, = 1. Luego, calcule su inversa en caso de que

exista. Nota: a;; es el elemento que esta en la fila i y en la columna j de A.

b) Sea A = ( 0 1). SiB = (0 blz), halle los valores de b, y de b,, sabiendo que B no tiene inversa y
-1 0 1 by,

que det(4™1B + A) = —1.

2. Nimeros y Algebra
(m+Dx + my + z = 0,
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema y + (m—2)z
m+x + my + (m-—1z

(I
[
w

3. Analisis
a) Obtenga las coordenadas de los vértices del triangulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a la grafica
de f(x) = x? en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 situado sobre el eje
X. Dibuje la grafica de f, la recta tangente y el tridngulo.

1 si x<

1 .
" sea derivable.

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = {axz tbx si x>1

4. Andlisis
Calcule las siguientes integrales:

a) [2xVxZ+1dx. b)[(sinx)sin(cosx)dx. ¢ [x%sinx dx. d) fm dx.

5. Geometria

L ;. . x+1 y+2 z+3
a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano m que contiene a la recta ri— - =7~ = -y pasapor

2
el punto P(0,1,0).
b) Calcule el punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto al planom:3x — 8y + 724+ 8 = 0.

6. Geometria

. L . 1 -1 .
Estudie la posicion relativa de la recta r:% =Y" g y el plano m: ax + 4y + 3az + 2 = 0 en funcién de

los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a 7.

7. Estadistica y Probabilidad

a) En una famosa biblioteca, el 70% de los libros son novelas, el 40% son clasicos anteriores al siglo XIX y el
60% de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la probabilidad de que
no sea una novela, pero si un cldsico, y la probabilidad de que sea un cldsico sabiendo que es una novela.

b) En un cierto pais, el 80% de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad de ese
pais se cometieron 3 de esos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos 1.

8. Estadistica y Probabilidad

a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es correcta.
Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacion tipica 2, calcule P(X < 24). Luego, calcule el
valordea > 0Otalque P(25 —a < X < 25+ a) = 0.2128.
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MATEMATICAS Il
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S6 punttian cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estan ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios,
pero, nalguns casos, pode haber outras formas correctas de solucionalos.

1. Numeros e Alxebra (2 puntos):
a) 0.75 puntos: 0.25 por determinar a matriz 4, 0.5 por calcular a sta inversa.
b) 1.25 puntos: 0.25 por deducir que b;, = 0 a partir da singularidade de B, 0.5 por
calcular A™'B + A ¢ 0.5 por deducir da igualdade det(A™1B + A) = —1 que by, = 2.

2. Nimeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 pola resolucion da ecuacion det A = 0 (onde A é a matriz
de coeficientes), 0. 75 polo estudo dos rangos da matriz de coeficientes e da matriz ampliada,

0.75 = 0.25 X 3 polas conclusions (tres casos).

3. Analise (2 puntos)
a) 1 punto: 0.25 pola ecuacion da recta tanxente, 0. 5 polo debuxo, 0.25 por especificar as
coordenadas dos vértices.

b) 1 punto: 0.5 pola condicién de continuidade, 0.5 pola determinacioén de a e b.

4. Analise (2 puntos):
a) 0.5 puntos. b) 0.5 puntos. ¢) 0.5 puntos. d) 0.5 puntos: 0.25 pola expresion
en suma de fraccions simples, 0.25

polo calculo final.




Xeometria (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 por especificar os elementos que determinan o plano e 0.5 pola ecuacion.
b) 1 punto: 0.25 pola recta perpendicular, 0.25 polo punto de corte, 0.5 polo punto

simétrico.

Xeometria (2 puntos): 0.25 por chegar a condicion 5a + 2k =0, 1.5 = 0.5 X 3 por

distinguir os tres casos posibles € 0.25 por deducir a condicidon de perpendicularidade.

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 por cada unha das duas probabilidades que se piden.
b) 1 punto: 0. 25 por identificar a distribucion binomial e 0. 75 polo célculo da probabilidade

pedida.

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto: 0.5 por chegar a P(X > 16) ~ P()? > 15.5), con X normal, 0.25 por chegar a

P(Z = 0.15) ¢ 0.25 polo resultado.
b) 1 punto: 0.25 por calcular P(X < 24), 0.5 por chegar a P (Z < %) = 0.6064 ¢ 0.25 pola

obtencion de «a.



coMSION Proba de Avaliacion do Bacharelato Cdédigo: 20
CIUG DE GALIGIA T TARIA para o Acceso 4 Universidade
2022

MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
gueira. Se responde mais preguntas das permitidas, sé seran corrixidas as 5 primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra:
a) Obtefia a matriz antisimétrica A de orde 2 X 2 tal que a;, = 1. Logo, calcule a sua inversa no caso de que
exista. Nota: a;; € o elemento que estd na fila i e na columna j de A.
0 b
b) Sexa A = ( 01 é) Se B = (1 b12)’ ache os valores de by, e de b,, sabendo que B non ten inversa e
- 22
que det(A™'B +A) = —1.

2. Numeros e Alxebra:

m+Dx + my + z = 0,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema y + (m—-2)z = =2
m+x + my + (m—-1z = =3

3. Analise:
a) Obtefia as coordenadas dos vértices do tridngulo rectdngulo cuxa hipotenusa é tanxente a grafica de
f(x) = x? no punto de abscisa x = 2 e que, ademais, ten un cateto de lonxitude 2 situado sobre o eixe X.

Debuxar a gréfica de f, a recta tanxente e o triangulo.

1 se x<1

b) Ache os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = {axz tbx e N 1’ sexa derivable.

4. Andlise:
Calcule as seguintes integrais:

a) [2xVxZ+1dx. b)[(sinx)sin(cosx)dx. ¢ [x?sinx dx. d) f—(x—l)l(x—z) dx.

5. Xeometria:

o T _y +1 +3
a) Obtefia a ecuacidn implicita ou xeral do plano 7 que contén a recta r:xT — = ZT e pasa polo punto
P(0,1,0).

b) Calcule o punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto ao planom:3x — 8y + 7z + 8 = 0.

6. Xeometria:

- : 1 -1 .
Estude a posicion relativa da recta r:% = yT =§ e o plano m:ax + 4y + 3az + 2 = 0 en funcién dos

parametros k e a. Logo, se é posible, diga cando r é perpendicular a m.

7. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha famosa biblioteca, o0 70% dos libros son novelas, o 40% son clasicos anteriores ao século XIX e o
60% dos cldsicos son novelas. Se se elixe nesa biblioteca un libro ao azar, calcule a probabilidade de que non
sexa unha novela, pero si un clasico, e a probabilidade de que sexa un clasico sabendo que é unha novela.

b) Nun certo pais, 0 80% dos delitos contra a propiedade quedan sen resolver. Se nunha localidade dese pais
se cometeron 3 deses delitos, calcule a probabilidade de que se resolva polo menos 1.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Faise un exame tipo test con 60 preguntas e 4 opcidns por pregunta, das que sé unha é correcta. Calcule a
probabilidade de acertar polo menos 16 preguntas se se responden as 60 ao azar.

b) Se X segue unha distribucion normal de media 25 e desviacién tipica 2, calcule P(X < 24). Logo, calcule o
valordea > 0talque P(25 —a < X <25+ a) = 0.2128.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera. Si responde mds preguntas de las permitidas, solo seran corregidas las 5 primeras
respondidas.

1. NGmeros y Algebra:
a) Obtenga la matriz antisimétrica A de orden 2 X 2 tal que a;, = 1. Luego, calcule su inversa en caso de que
exista. Nota: a;; es el elemento que estd en la fila i y en la columna j de A.
0 b
b) Sea A = ( 01 (1)) SiB = (1 b12)' halle los valores de by, y de b, sabiendo que B no tiene inversay
- 22
que det(A™'B +A) = —1.

2. Nimeros y Algebra:
m+Dx + my + z = 0,
Discuta, segun los valores del pardmetro m, el sistema y + (m-—2)z
m+DDx + my + (m-1)z

I
[
w

3. Analisis:
a) Obtenga las coordenadas de los vértices del tridangulo rectangulo cuya hipotenusa es tangente a la grafica
de f(x) = x? en el punto de abscisa x = 2 y que, ademas, tiene un cateto de longitud 2 situado sobre el eje
X. Dibujar la gréfica de f, la recta tangente y el tridngulo.

1 si x <

1 .
" sea derivable.

b) Halle los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = {axz thr si x>1

4. Andlisis:
Calcule las siguientes integrales:

a) [2xVxZ+1dx. b)[(sinx)sin(cosx)dx. ) [x?sinx dx. d) f—(x—l)l(x—z) dx.

5. Geometria:

L ;. . x+1 y+2 zZ+3
a) Obtenga la ecuacidn implicita o general del plano = que contiene a la recta ri—= ==~ = -y pasapor

2
el punto P(0,1,0).
b) Calcule el punto simétrico de P(11, —14,13) con respecto al plano:3x — 8y + 7z + 8 = 0.

6. Geometria:

. L . 1 -1 .
Estudie la posicion relativa de la recta r:% =¥ g y el plano m: ax + 4y + 3az + 2 = 0 en funcién de

los parametros k y a. Luego, si es posible, diga cuando r es perpendicular a .

7. Estadistica y Probabilidad:

a) En una famosa biblioteca, el 70% de los libros son novelas, el 40% son cldsicos anteriores al siglo XIX y el
60% de los clasicos son novelas. Si se elige en esa biblioteca un libro al azar, calcule la probabilidad de que
no sea una novela, pero si un clasico, y la probabilidad de que sea un clasico sabiendo que es una novela.

b) En un cierto pais, el 80% de los delitos contra la propiedad quedan sin resolver. Si en una localidad de ese
pais se cometieron 3 de esos delitos, calcule la probabilidad de que se resuelva por lo menos 1.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) Se hace un examen tipo test con 60 preguntas y 4 opciones por pregunta, de las que solo una es correcta.
Calcule la probabilidad de acertar por lo menos 16 preguntas si se responden las 60 al azar.

b) Si X sigue una distribucién normal de media 25 y desviacion tipica 2, calcule P(X < 24). Luego, calcule el
valordea > 0talque P(25 —a < X < 25+ a) = 0.2128.
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la)A = (_(1) (1)) é a matriz pedida. Posto que det4 =1,

S E

1.b) A = ( 0 1), B = (0 bz ) Como B non ten inversa, debe ser det B = —b,, = 0, de onde

-1 0 1 by,
by, = 0. Logo
0 0
B=(1 b,,)
e A1B = ((1) (1 bzz) - _bzz)
e AB+A =( (1) gzz)_l_( (1) (1)) (_1 1_0b22)_
Agora de

det(A_lB +A) = 1 - bzz = _1,

deducese que by, = 2.
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2.
m+1 m 1] ON\F;—F,/m+1 m 11 O
0 1 m-=2|-2 — 0 1 m-2-2)
m+1 m m-—11-3 0 0 m-21-3
Sistema triangular equivalente:
m+Dx + my + 7 = 0,
y + (m—-2)z = =2,
(m-2)z = -=-3.

Discusion:

e Se me R\ {—1,2}, entén o sistema é compatible determinado, xa que a sua unica

solucién é
Z=m—_32, y=-2-(m-2)z x=%.
e Sem = —1, temos
-y + z = 0,
y — 3z = =2,
— 3z = =3

e, polo tanto, o sistema é compatible indeterminado, xa que ten as seguintes infinitas

solucidns:
[x =4, y=1, z=1], AER.
e Sem = 2, o sistema é incompatible, porque a terceira ecuacién queda 0 = —3.
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SOLUCION ALTERNATIVA:

N

Como

|m+1 m|
0 1

m+1 m 1 m+1 m 1] O
0 1 m—-2)A" = 0 1 m-—2|-2],rank4 <rank4d* <3 vm € R.
m+1 m m-1 m+1 m m-—11-3

m , .
=m+1le |1 m(m — 2) — 1 non se anulan & vez, é seguro que

1|:
m—2

rankA > 2 Vm € Reque [rankA = 2 & det4 = 0].

detd =

m+1 m 1
0 1 m-2

m+1 m m-—1
=m+1)(m-1D)+mm-2)(m+1)—-(m+1)—m(m-2)(m+1)
=(m+1)(m-1D-(m+1D)=m+1)(m-1-1D)=m+1)(Mm—-2)=0
&m e {—1,2)

Discusion:

Caso m € R\ {—1,2}: rankA4A = rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

0 -1 11 0 -1 1 0
Casom = —1:rankA=2e A" =|0 1 —-3|—-2).Aoser| 1 -3 —-2|=-9+4+2+
0 -1 -21-3 -1 -2 -3

4+ 3 =0, tense que rankA* = 2 = rank A < 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible indeterminado.

3 2 11 O 2 1 0
Cassom =2:rankAd=2e4d4*=|0 1 0|—-2). Aoser|l 0 —-2|=—-44+3+4=3=+
3 2 11-3 2 1 -3

0, tense que rank A* = 3 > rank A, situacién na que o sistema é incompatible.
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3.

3.a) f(x) = x2, f'(x) = 2x.
A ecuacion da recta tanxente a graficade fenx =2éy — f(2) = f'(2)(x — 2), é dicir,y — 4 =
4(x — 2) ou, equivalentemente,

y =4x — 4.
CortedarectacoeixeX:4x —4 =0 x = 1.
Ao ter lonxitude 2 o cateto que esta sobre o eixe X, os vértices do tridngulo son A(1,0), B(3,0) e
C(3,8).
A situacion é a do debuxo seguinte:

10

-1 0 1 2 3 4

1 se x <1, .
sexa derivable.

3.b) Hai que achar a e b que fagan que a funcién f(x) = {axz b se x>1

Basta facer o estudoen x = 1.
Para ser derivable, a funcion debe ser continua, polo que os limites laterais lim f(x) e lim f(x)
x—1" x—1

tefien que existir e valer f(1). Agora observemos que, por unha banda, f(1) = linll_f(x) =1e,
xXx—
pola outra, lirr11+f(x) = lir111+(ax2 + bx) =a + b. En consecuencia, tenqueserb =1 — a.
xXx— x—

1 se x<1,
f(x)_{ax2+(1—a)x se x>1,

/ _ 0 se x<1,
f(x)_{Zax+1—a se x>1,

lim f'(x) =0,

x—1"
lim f'(x) = lim Rax+1—-—a)=2a+1—-a=a+1,
x—1t x—1t

e polo tanto f é derivable se, e sé se, a = —1 (para que lirrll_ f'lx) = lirr11+f’(x)) eb=1-a=2.
X— X—
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4.

4.a) Facendo o cambio z = x? + 1 (co cal dz = 2x dx) vese que
3

2 2
ij\/x2+1dx—f\/—dz—? =§\/(x2+1)3+C.
2

4.b) Facendo o cambio z = cos x (co cal dz = —sinx dx) vese que

f(sin x) sin(cosx) dx = — f sinz dz = cosz + C = cos(cos x) + C.

4.c) Integrando por partes coas eleccions
u = x2 du = 2x dx
dv = sinx dx V= —COoSX
chégase a

sz sinx dx = —x? cosx+2fxcosx dx.

Aplicando partes de novo coas eleccidns
u=x du = dx
dv = cos x dx v =sinx
tense finalmente que

fxz sinx dx = —x? cosx+2(xsinx—jsinx dx) = —x2cosx + 2xsinx+ 2cosx + C.

a.d)
1 A B A(x—2)+B(x—-1) (A+B)x—24-B

G-DE-2) -1 x=2  G-Dx-2)  G-DE-2

Tense que cumprir que (A + B)x — 2A — B = 1, polo que A e B son a solucion do sistema
{ A+B =0,

—2A—B =1.
Sumando as duas ecuaciéns vese que

—A=1=A=-1,

conque
B=-A=1.
Asi pois,
1 -1 1
= + 2
x-Dxx-2) x—1 x-2
co cal

f 1 d—f<_1+1)d—l| 1 +Injx 2|+ ¢ =n X2
x-Dx-2) T )G T X BT T
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o T . x+1 +2  z+43
5. a) Obtefia a ecuacion implicita ou xeral do plano m que contén a recta = Y72 = — € pasa

2
polo punto P(0,1,0).
b) Calcule o punto simétrico de P(11,—14,13) con respecto ao planom:3x — 8y + 7z + 8 = 0.
y+2

s . ;. , +1 +3
5.a) Ecuacién implicita do plano m que contén a r:xT === ZT e pasa por P(0,1,0):

Q(—1,-2,—3) é un punto de r. O plano pedido pasa por P(0,1,0) e é paralelo ao vector director
der, c?r(3,2,1), e ao vector Q_I5(1,3,3), polo que a sta ecuacién implicita é

x y—1 z
m: |3 2 1/ =0.
1 3 3
x y—1 z
3 2 1f=6x+y—-14+92—-2z—-3x—-9(y—1) =3x—-8y+7z+8.
1 3 3

m:3x—8y+7z+8=0.

5.b) Punto simétrico de P(11,—14,13) con respectoam:3x —8y+ 72+ 8 = 0.

e Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(11,—14,13) e é perpendicular a m:

R x =114 34,
d, =1,(3,-8,7),cocalr:{y = —14 — 81, 1€R.
z=13+4+74,

e Cortederconrm:
3(11+31) —8(—14—-841) +7(13+74) +8=33+94+ 112+ 6441+ 91 + 491+ 8
=122A+244 =0 A =-2.
Logo o punto de corte é Q(11 — 6,—14 + 16,13 — 14) = Q(5,2,—1).
e Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’, z") ao punto,

11+ x

2 =5o11+x' =10 x' = —1,
—14+y'
— - =2e-lity' =4ey =18
13+ 7

2 =-113+7z =-2 7z =-15.

Tense logo P'(—1,18,—15).
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6. Posicion relativa de r:xT+1 = yT_l = ge max +4y+3az+ 2 =0enfuncibndekea:

&)r(l, k, 3) é vector director de r, e i, (a, 4,3a) é normal a 7.

d, A, = a+ 4k + 9a = 10a + 4k = 2(5a + 2k).

Se 5a + 2k = 0, entén &)r e 1, son perpendiculares, conque nese caso ou benr c m,oubenr |
(entendendo que r N T = @). Supoinamos 5a + 2k = 0 e tomemos P(—1,1,0), que é un punto de

r.Eclaroquer Cc wse, esd se, P € .
PeEme —a+4+2=0&a=6.

Conclusion:

° Sea=6ek:_75‘1:_730:—15,rc1r.

e Se5a+2k=0ea=+6,7|m
e Se5a+ 2k + 0, r e ™ cértanse nun punto.

Se é posible, diga cando r é perpendicular a it:

Obsérvese que

.1 k3
drllnn(@E:Z:%@ak:&

polo que r é perpendicular a 7T se, e s6 se, ak = 4.



coMSION Proba de Avaliacion do Bacharelato Cdédigo: 20
CIUG DE GALIGIA T TARIA para o Acceso 4 Universidade

2022
MATEMATICAS II

7.

7.a) N = “ser novela”, C = “ser clasico”. Sabese que P(N) = 0.7, P(C) = 0.4 e P(N|C) = 0.6.

c 4
N 40x 0.6 =24 46 70
N 16 14 30
40 60 100

Segundo a taboa de continxencia,

P(NNC) = 16 =0.16
100
e

;0 ’ '

P(NNC) = P(N|C)P(C) = 0.6 X 0.4 = 0.24,

P(NNC)=P(C)—P(NNC)=0.4-0.24=0.16.
Por outra banda,

P(NNC)  0.24

P(CIN) = PN 07 ~ 0.3429.

7.b) X = “n.° de delitos que se resolven, de entre os 3”.
X - B(n,p),conn=3ep=0.2.Tenselogog=1—p =0.8.Pidese P(X>1)=1-P(X =0)
P(X = 0) = (g) p°g® = (0.8)° = 0.512,

PX>1)=1-P(X=0)=1-0.512 = 0.488.
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8.
8.a) X = “n.° de preguntas acertadas, de entre as 60”.
X - B(n,p),conn =60ep = 0.25.Tense logog = 1 —p = 0.75. Pidese P(X > 16).

np = 15, nq = 45, npq = 11.25, \/npq = 3.3541. Como np > 5 e nq > 5, X pode aproximarse
por X - N(15,3.3541).

_X-15
~ 3.3541

- N(0,1).

Aplicando a correccion de Yates ou de medio punto,

15.5-15

> ~ P(X > 15.5) = >
P(X =16) ~ P(X = 15.5) P(Z_ 33571

~1—0.5596 = 0.4404.

) ~P(Z>0.15) = 1 - P(Z < 0.15)

8.b) X —» N(25,2), conque Z = - N(0,1).

24 — 25
2

P(X <24) =P (z
— 0.3085.

) = P(Z<—05)=P(Z>05)=1-P(Z<05)~1—0.6915

Por outra banda,

0.2128=P(25—a<X<25+a)=P(—%<Z<%):P(Z<%)_p(ZS_%)

=P(Z<%)—{1—P(Z<%)}=2P(Z<%)—1,

2P (Z < %) = 1.2128,

de onde

P (Z < %) = 0.6064,

¢ 0.27
2 el
a =~ 0.54.
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira.

1. Numeros e Alxebra:

1 se i=2,E i 2
(-1)J/(i—-1) se i=#2. xplique se 4 €

A + I son ou non invertibles e calcule as inversas cando existan. (Nota: a;; € o elemento de A que esta na fila
i e nacolumna j, e I é a matriz identidade.)

Sexa A = (al-j) a matriz de dimension 3 X 3 definida por a;; = {

2. Nimeros e Alxebra:

X + Zy = ml
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o sistema my + 3z = 1,
x + (m+2)y + (m+1)z = m+1

3. Analise:
De entre tddolos rectangulos situados no primeiro cuadrante que tefien dous lados sobre os eixes de
coordenadas e un vértice sobre a recta x + 2y = 4, determine os vértices do que ten maior area.

4. Anilise:

2

L, x“—x—-1 se x<0, , . (e

Dada a funcién f(x) = { ) calcule a drea da rexiéon encerrada pola gréfica de f e as
—x“—x—1 se x>0,

rectasy=4x—7ey = 1.

5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacion implicita do plano 1 que pasa polos puntos A(1,0,0), B(0,2,0) e €(0,0,3).
b) Calcule o punto simétrico de P(10,—5,5) con respecto ao plano : 6x + 3y + 2z — 6 = 0.

6. Xeometria:

x=1+A1,
a) Acheovalordeaseoplanom:ax+y+z=0¢éparalelodrectar:ijy=1+1, 1€ R.
z=2+2,

b) Estude a posicidn relativa dos planos m1:2x +y + mz +m = 0emny:(m—1)x + y + 3z = O en
funcién do pardmetro m.

7. Estatistica e Probabilidade:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcule P(A) sabendo que P(B) = 2P(A),
P(AnB)=01eP(AUB) =0.8.
b) Diga se os sucesos A e B son ou non independentes, se se sabe que
P(A) =06, P(B)=03 e P(AuUB) =0.82.

8. Estatistica e Probabilidade:

O portador dunha certa enfermidade ten un 10% de probabilidades de contaxiala a quen non estivo exposto
a ela. Se entra en contacto con 8 persoas que non estiveron expostas, calcule:

a) A probabilidade de que contaxie a un maximo de 2 persoas.

b) A probabilidade de que contaxie a 2 persoas polo menos.
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas
como quiera.

1. Numeros y Algebra:

1 si i=2, . .
(—1)i(i—1) si i#2 Explique si A y
A + I son o no invertibles y calcule las inversas cuando existan. (Nota: a;; es el elemento de A que esta en la
filaiyenlacolumnaj, el esla matriz identidad.)

Sea A = (aij) la matriz de dimension 3 X 3 definida por a;; = {

2. Nimeros y Algebra:

X + Zy = my
Discuta, segun los valores del parametro m, el sistema my + 3z = 1,
x + (m+2)y + (m+1z = m+1

3. Analisis:
De entre todos los rectangulos situados en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes de
coordenadas y un vértice sobre la recta x + 2y = 4, determine los vértices del que tiene mayor area.

4. Analisis:

. x?—x—1 si x< . - e

Dada la funcién f(x) = { ) i ~ " calcule el drea de la regién encerrada por la grafica de f
—x“—=x—1 si x>0,

ylasrectasy =4x—7ey = 1.

5. Geometria:
a) Obtenga la ecuacion implicita del plano = que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y €(0,0,3).
b) Calcule el punto simétrico de P(10,—5,5) con respecto al plano : 6x + 3y + 2z — 6 = 0.

6. Geometria:

x=1+4,
a) Halle el valor de a siel planom:ax + y + z = O es paraleloalarectar:{y =1+ 1, A € R.
z=2+2,

b) Estudie la posicién relativa de los planos m1:2x +y + mz +m = 0yn,:(m—1Dx + y + 3z = 0
en funcién del pardametro m.

7. Estadistica y Probabilidad:
a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcule P(A) sabiendo que P(B) = 2P(A),
P(AnB)=0.1yP(AUB) =0.8.
b) Diga si los sucesos A y B son o no independientes, si se sabe que
P(A) =06, P(B)=03 'y P(AUB) = 0.82.

8. Estadistica y Probabilidad:

El portador de una cierta enfermedad tiene un 10% de probabilidades de contagiarla a quien no estuvo
expuesto a ella. Si entra en contacto con 8 personas que no estuvieron expuestas, calcule:

a) La probabilidad de que contagie a un maximo de 2 personas.

b) La probabilidad de que contagie a 2 personas por lo menos.
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1. a,; = a4, = a43 = 0. Ao ter unha fila de ceros, a matriz A non ten inversa.

dy1 = Qyp = A3 = 1, az, = —2’ az, = 2e Q33 = -2.

0 0 0 1 0 0
A= 1 1 1|=A+1I=( 1 2 1]
-2 2 -2 -2 2 -1

det(A+1)=—-2—2=—4+ 0, polo que a matriz A + I si que ten inversa.

1/-4 -1 6\ q4/-4 0 0 1 0 0
@+D7=-2{ 0 -1 -2} =-2(-1 -1 -1]=( 1/4 1/4 1/4)
0 -1 2 6 -2 2 -3/2 1/2 -1/2
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1 2 0f mM\F—-F /1 2 O|m\Fs;—F, /1 2 o|m
(0 m 3 1>—><0m 31>—><0m 31>.
1 m+2 m+1lm+1 0 m m+1l1 0 0 m-210
Sistema triangular equivalente:
x + 2y = m,
my + 3z = 1,
(m—-2)z = 0.

Discusion:

e Sem € R\ {0, 2}, entén o sistema é compatible determinado, xa que a sta Unica solucién

éz=0, y=i, xX=m-—2y.

x + 2y = 0,
e Sem = 0, temos 3z = 1,
-2z = 0.

O sistema é incompatible, porque as dias ultimas ecuaciéns non se poden cumprir a vez.

x + 2y = 2,
e Sem = 2,temos 2y + 3z = 1,
0 = 0.
O sistema é compatible indeterminado, xa que ten as seguintes infinitas solucions:
1-31
[Z=/1, y = > x=2—-(1-31) =1+ 31}, A ER.
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SOLUCION ALTERNATIVA:

1 2 0 1 2 0 m
A=10 m 31,4 =1(0 m 3 1], rankA <rank4* <3 vm € R.
1 m+2 m+1 1 m+2 m+1lm+1

Como |7i g| =6 # 0,éseguroquerank A > 2 Vm € Re que [rank4A = 2 & det A = 0].

1 2 0
det4A =0 m 3l=m(m+1)+6-3m+2)=m?+m+6-3m—-6=m?-2m
1 m+2 m+1
=m(m—-2)=0<me{0,2}.
Discusion:

e Caso m € R\ {0,2}: rankA = rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

1 2 0]0 1 0 0
° Casom=0:rankA=2eA*=(0 0 31>.Aoser0 3 1|=3-1=2 =0, tense
1 2 111 1 1 1
querank A* =3 > rank 4, situacidn na que o sistema é incompatible.
1 2 0]2 1 0 2
. Casom=2:rankA=2eA*=(0 2 31>.Aoser0 3 1|=9—-6—-3=0, tense
1 4 313 1 3 3

qguerank A* =2 = rank A < 3 = n.° de incdgnitas, situaciéon na que o sistema é compatible
indeterminado.
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3.
1 I]. (‘ g l
o Y= =7
0 "e - e "
- xr » 12

Corte da recta x + 2y = 4 co eixe de abscisas:

4—x
x+2y=4y=

2
4—x_0(:) =4
5 = X = 4.

Asi pois, hai que achar o maximo de A(x) = x (4_7)6), x € (0,4).

A(x)=%(4x—x2), A’(x)=%(4—2x)=2—x=0<:)x=2.

Hai maximo en x = 2 porque A" (2) = —1 < 0 (ou porque y = A(x) é a ecuacién dunha pardbola
concava con vértice en x = 2).

4-2 - .
Posto que - = 1, os vértices pedidos son

A(0,0),B(0,1),€(2,1),D(2,0).

NOTA: como é frecuente facer, neste exercicio sobreentendemos que o vértice que ten que estar
sobre arectar:x + 2y = 4 é o C (ver debuxo, arriba), que vai escorregando sobre r. Certamente,
tamén se poderian engadir ao estudo os casos nos que

e éopunto B(0,2), fixo, o que esta sobrer, e

e éopunto D(4,0), fixo, o que estd sobre T,
e, enton, non hai rectdngulo de area maxima. En efecto, consideremos por exemplo o primeiro
destes dous casos. Entdn, a funcidn pasa a ser A(x) = 2x, con x € (0,) ou, dependendo de
interpretacions, x € (0, ) \ {4}. Tanto cun dominio coma co outro, esa funcién non ten maximo.
Esta aproximacion ao problema tamén se considerara valida.



C‘ l U G Proba de Avaliacion do Bacharelato
. Codigo: 20

T T T T T T T para o Acceso a Universidade
18]S ( =N . .
EEE3 2021 - ordinaria
MATEMATICAS 11
4,
2 ! 1 "
y=x“—x-1, y=2x—1=0(:>x=§, y'=2>0.
Logo y = x? — x — 1 é unha parabola convexa con vértice en x = %
1
y=—-x-x-1, y’=—2x—1=0(:>x=—z, y'=-2<0.
Logoy = —x? — x — 1 é unha parabola cdncava con vértice en x = —%.
x |y=x2-x-1 x |ly=—x*—x-1 x|y=4x—-7
0 -1 0 -1 0 -7
-1 1 1 -3 1 -3
-2 5 2 -7 2 1

Como vemos, ao buscar puntos para a representacion grafica
Xa poden sair os puntos de corte. Se non, procédese como
segue.

e Cortedey=1cony=x%—x—1:
X2 —x—-1=1ex*-x-2=0

1+v1+8 143
x = = o x e{-1,2}.
2 2
SO nos interesa x = —1.

e Cortedey=1cony=4x—17:
dx—-—7=14x =8 x=2.
e Cortedey=4x—7cony = —x%—x—1:
—x?—x—-1=4x-7©x*+5x—-6=0%
_ —5+V25+24 547

] 2 2
-4 2.9 0 1.2 4 SO nos interesa x = 1.

X

o x e {-6,1}.

A area pedida é

0 1 i
: dun tridngulo
A=| 1-2-x-1]d j1——2— ~Dldx+ |22 8=
.]-_1[ (x x ) dx+ 0[ (= x )] x+[debase1ealtura4]

0 1 1-4
j(—x2+x+2)dx+f(x2+x+2)dx+T=
-1 0

PP R LS P (1+1 2)+(1+1+2>+2—6
S IR F T A ] N C 372 -
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5.a) Plano 7 que pasa por A(1,0,0), B(0,2,0) e €(0,0,3):

x—1 vy z
7 pasa por A(1,0,0) e esta xerado por AB(—1,2,0) e AC(—1,0,3). Logo m:| —1 2 0]|=0.
-1 0 3
x—1 y z
-1 2 0f=6(x—-1)+2z+3y=6x+3y+2z—6=>m6x+3y+2z—6=0.
-1 0 3

5.b) Punto simétrico de P(10,—5,5) con respecto ao planom: 6x + 3y + 2z — 6 = 0:

e Ecuaciéns paramétricas da recta r que pasa por P(10,—5,5) e é perpendicular a m:

R x =10+ 64,
d, = 1,(6,3,2), co cal r: {y =-5+4+31 1€eR
z="5+4 24,

e Cortederconrm:
6(10+6A)+3(-5+31)+2(5+21)—-6=60+361—15+91+10+41—-6
=491 +49=01=—-1.
Logo o punto de corte ¢ Q(10 — 6,—5 — 3,5 — 2) = Q(4,-8,3).
e Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’, z") ao punto,

10 + &'
=4 10+x'=8ex'=-2,
-5+y
> =8 -5+y' =-1l6 ey =-11,
5+ 7
T=3(:>5+z’=6(:>2’=1.

Tense logo P'(—2,—11,1).
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x=14 24,
6.a) Comom:ax+y+2z =0 é paraleloar: {y =1+ 1 A€R,n,(a, 1,1) debe ser perpendicular
z=2+4+ 4,
ad,(1,1,1):

fi.-d,=a+l1+l=a+2=0oa=-2.

6.b) Posicion relativa dos planos m1: 2x +y + mz +m = Oen,:(m—1)x + y + 3z = 0.

[ 2 m 3
—_—_— = e = 3.
m—1 1 3]°™

Como non son o mesmo plano candom = 3,

e Se m = 3, son paralelos (non coincidentes),
e Sem € R\ {3}, son secantes (cortanse nunha recta).
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7.a) P(B) = 2P(A),P(ANB)=0.1eP(AUB) =0.8.

P(AUB) = P(A)+ P(B)—P(ANB),

0.8=P(A)+2P(A)—01<08=3P(4)—01<3P(A)=09< P(4)=0.3.

7.b) P(A) = 0.6, P(B) = 0.3e P(AUB) = 0.82.

082=P(AUB)=P{ANB)=1-P(ANB)=P(ANB)=1-0.82=0.18.

Como P(A)P(B) = 0.6-0.3 =0.18 = P(A N B), os sucesos A e B son independentes.
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8. X = “n.° de persoas contaxiadas, de entre as 8”.

X ->B(n,p),conn=8ep=0.1(logog=1—-p =0.9).

8.a)
PX<2)=P(X=0)+PX=1)+P(X=2) =
(g) (0.1)°(0.9)® + (f) (0.1)1(0.9)7 + (g) (0.1)2(0.9)¢ =
(0.9)% + 8(0.1)(0.9)7 + 28(0.1)2(0.9)¢ = 0.9619.
8.b)

PX=>2)=1-PX<2)=1—-{PX=0)+PX=1)}=1-(09)%—8(0.1)(0.9)’
= 0.1869.
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como queira.
1. Nimeros e Alxebra:

Despexe X na ecuacion matricial B(X —I) = A, onde I é a matriz identidade e A e B son matrices cadradas, con
B invertible. Logo, calcule X se

0 0 0 1 0 0
A=< 1 1 1) e B=(0 1/2 0).
-2 2 =2 0 0 1/3

2. Numeros e Alxebra:

mx + y + z = 2m,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: {mx + (m+1l)y + 2z = 1,
mx + (m+1ly + 2z = m+1.

3. Andlise:

a) Enuncie o teorema de Bolzano.

b) Obtefia os valores de a, b e ¢ que fan que f(x) = ax® + bx? — 3x + ¢ cumpra f(0) = 1 e tefia extremos
relativos en x = +1. Dicir logo se os extremos son maximos ou minimos.

4. Analise:

a) Enuncie o teorema de Rolle.

-2
b) Calcule a area da rexion encerrada polas graficas de f(x) = x+ 6e g(x) = { x se x<0,

x?> se x=>0.
5. Xeometria:
x=1-—2,
a) Obtefia a ecuacién implicita do plano 7 con ecuaciéns paramétricas : {y =24y, Au€ER.
z=14+14+2y,

b) Calcule o valor de m para que os seguintes puntos sexan coplanarios: A(0,m, 0), B(0,2,2), C(1,4,3) e D(2,0,2).
Obtefia a ecuacidn implicita do plano m que os contén.

6. Xeometria:
Calcule o punto simétrico de P(1,1,2) con respecto ao planom:2x —y+z+3 = 0.

7. Estatistica e Probabilidade:

Nunha determinada cidade, o 8% da poboacién practica ioga, o 20% ten mascota e o 3% practica ioga e ten
mascota. Se nesa cidade se elixe unha persoa ao azar, calcule:

a) A probabilidade de que non practique ioga e 4 vez tefia mascota.

b) A probabilidade de que tefia mascota sabendo que practica ioga.

8. Estatistica e Probabilidade:

O grosor das pranchas de aceiro que se producen nunha certa fabrica segue unha distribucién normal de media
8 mm e desviacion tipica 0.5 mm. Calcule a probabilidade de que unha prancha elixida ao azar tefia un grosor
comprendido entre 7.6 mm e 8.2 mm.
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera.

1. Numeros y Algebra:

Despeje X en la ecuacion matricial B(X — I) = A, donde I es la matriz identidad y A y B son matrices cuadradas,
con B invertible. Luego, calcule X si

00 0 1 0 0
A=< 1 1 1) y B=(0 1/2 0>.
-2 2 =2 0 0 1/3

2. Nimeros y Algebra:

mx + y + z = 2m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: {mx + (m+1l)y + 2z = 1,
mx + (m+1ly + 2z = m+1.

3. Andlisis:

a) Enuncie el teorema de Bolzano.

b) Obtenga los valores de a, b y ¢ que hacen que f(x) = ax3 + bx? — 3x + ¢ cumpla f(0) = 1 y tenga
extremos relativos en x = +1. Decir luego si los extremos son maximos o minimos.

4. Analisis:
a) Enuncie el teorema de Rolle.

b) Calcule el drea de la region encerrada por las gréficas de f(x) = x+ 6y g(x) = { xazc st x<0,

si x=0.
5. Geometria:
x=1-—2,
a) Obtenga la ecuacién implicita del plano  con ecuaciones paramétricas m: {y =24y, AueER.
z=14+ 2142y,

b) Calcule el valor de m para que los siguientes puntos sean coplanarios: A(0,m, 0), B(0,2,2), C(1,4,3) y D(2,0,2).
Obtenga la ecuacion implicita del plano 7 que los contiene.

6. Geometria:
Calcule el punto simétrico de P(1,1,2) con respecto al planom: 2x —y +z+ 3 = 0.

7. Estadistica y Probabilidad:

En una determinada ciudad, el 8% de la poblacidn practica yoga, el 20% tiene mascota y el 3% practica yoga y
tiene mascota. Si en esa ciudad se elige una persona al azar, calcule:

a) La probabilidad de que no practique yoga y a la vez tenga mascota.

b) La probabilidad de que tenga mascota sabiendo que practica yoga.

8. Estadistica y Probabilidad:

El grosor de las planchas de acero que se producen en una cierta fabrica sigue una distribucion normal de media
8 mm vy desviacidn tipica 0.5 mm. Calcule la probabilidad de que una plancha elegida al azar tenga un grosor
comprendido entre 7.6 mmy 8.2 mm.
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BX-D=AeX-1=B'Ae X=1+B14

0 0 0 1 0 0
SeA=< 1 1 1)eB=(0 1/2 0>,
-2 2 =2 0 0 1/3
1 0 O 0 O 0 0 0 0
B‘1A=(0 2 0)( 1 1 1>=< 2 2 2).
0 0 3/\-2 2 =2 —-6 6 —6

1 0 O 0 0 0 1 0 0
X=I+B'A=(0 1 o]+( 2 2 2= 2 3 2|
0 0 1 -6 6 —6 -6 6 -5
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2.
m 1 11 2m\E-F/m 1 1 2m\F;—F,/m 1 1 2m
(m m+1 1 1> - (0 m 01—2m> — (0 m 01—2m>.
m m+1 2lm+1/F—-F,\0 m 1l 1-m 0 0 1 m

Sistema triangular equivalente:

mx + y + z = 2m,
{ my = 1-2m,
z = m.

Discusion:

e Sem € R\ {0}, enton o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucién é
1-2m 2m—y—z
z=m, y= , X =—
m m

e Sem = 0, o sistema é incompatible, porque a segunda ecuacién queda 0 = 1.

SOLUCION ALTERNATIVA:

m 1 1 m 1 1 2m
A=Im m+1 1A ={m m+1 1 1|, rankA <rank4* <3 vm € R.
m m+1 2 m m+1 2Ilm+1
Como| +1 1|—1— —1——me|m_|_1 2|—2 m—1=1—m non se anulan a vez, é
seguroquerank A > 2 Vvm € Re que [rankA = 2 & det4 = 0].
m 1 1
detA=‘m m+1 1| =2m?*4+2m+m+m?*+m-m?>—-m-2m—-m?—-—m=m?=0
m m+1 2
<m=0.
Discusion:

e Caso me R\ {0}: rankA =rankA* =3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é
compatible determinado.

0 1 110 1 1 0
e Casom=0:rankA=2eA* =0 1 1|/1]. Aoser|1l 1 1|=14+41-1-2=-1=#
0 1 211 1 2 1

0, tense querank A* =3 > rank 4, situacion na que o sistema é incompatible.
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3.
3.a)
Teorema de Bolzano:

Se f:[a, b] — R é continua en [a,b] e f(a)f(b) < 0, entdn existe polo menos un punto c € (a, b)
tal que f(c) = 0.

3.b) f(x) = ax® + bx? —3x + ¢, f(0) = 1, e f ten extremos relativos en x = +1.

fO)=1ec=1.

f'(x) = 3ax? + 2bx — 3,
f'(-1)=0e3a—-2b—-3=0,
f'l)=03a+2b—-3=0.

3a—2b—-3=0
{

3a+2b_3_0}:>6a—6=0(:>a=1,

3+2h—-3=02b=0b=0.

f'(x)=3x*-3, f"(x)=6x.
[f'(=1) =0, f"(-1) = -6 < 0] = maximoen x = —1,

[f'(1) =0, f"(1) =6 > 0] > minimoen x = —1.
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4,
4.3)
Teorema de Rolle:

Se f:[a,b] — R é continua en [a, b], derivable en (a, b) e f (a) = f(b), entdn existe polo menos un
punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

4.b)
e X=x+6x2—x—6=0x=1Z ;+24=1:;5<:)x€{—2,3}.
Sé nos interesa x = 3.

o 2x=x+653x=-6x=-2.
| \ /.
| \ /f
| b\ )
: '. \\ / 'l
i 1y A \ A /
5 \ |
; VAL A

. 3
area dun tridngulo j 2
A= 6 — dx.

de base 6 e altura 2]+ 0 (x + x7) dx

f3( 2 4 x4+ 6) dx = A o 012, g T18+9+36 27
T S BER AR N A 2 2

A_6+27_12+27_39_195
B 2 2 2 00w
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MATEMATICAS 11
5.
x=1-2,
5.a) Ecuacién implicita de m: {y =24y, Au€ER.
z=14+1+42y,
x—1 y—-2 z-1
 pasa por P(1,2,1) e estd xerado por 1 (—1,0,1) e ¥(0,1,2). Logo m: | —1 0 1| = 0.
0 1 2
x—1 y—-2 z-1
-1 0 1|l=—z+1—-x+1+2y—-4=—x+2y—z—-2.
0 1 2

m—x+2y—z—2=0.

5.b) Valor de m para que A(0,m,0), B(0,2,2), €C(1,4,3) e D(2,0,2) sexan coplanarios. Ecuacién
implicita do plano T que os contén.

R(I,Z,l) e ﬁ(Z, —2,0) son linealmente independentes, polo que os puntos B, C e D determinan o

L x y—2 z-—2
plano que pasa por B e estd xerado por BC e BD. Logo m: |1 2 1| = 0.
2 —2 0
X y—2 z-—2
1 2 1|=2y—4—-22+4—-4z+8—-2x=2x+2y —6z+38,
2 -2 0

deondem:x+y—3z+4 =0.Finalmente, AEr&m+4=0m=—4.

5.b) SOLUCION ALTERNATIVA: BA(0,m — 2,—2),BC(1,2,1),BD(2,—2,0). Ao ser BC e BD
linealmente independentes, a condicion para ser coplanarios é rankM = 2, sendo M =
(BA|BC|BD).

0 1 2
M=(m—2 2 —2>.Como|% _§|=—2—4=—6¢O,éseguroquerankM22VmE]Re

-2 1 0
que [rankM = 2 & detM = 0].
0 1 2
detM=m—-2 2 -2(=4+2m-44+8=2m+8=0<m=-4.
-2 1 0

Por ultimo, haberia que calcular a ecuacién que contén aos catro puntos, por exemplo como se fixo
arriba.
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6. Punto simétrico de P(1,1,2) con respecto ao planom:2x —y +z+ 3 = 0.

Ecuacidns paramétricas da recta r que pasa por P(1,1,2) e é perpendicular a i:

R x =14 24,
d, =1n,(2,—-1,1),cocalr:iy=1—-1, 2A1€R.
z=2+4+ 4,

Corte de r con m:

210420) - (1 -2 +242143=2441-1421454+421=61+6=01=—-1.
Logoopuntodecorteé Q(1—2,1+1,2—-1) =Q(—1,2,1).

Punto simétrico pedido: se chamamos P'(x’,y’, z") ao punto,

1+x
> =-lol+x'=-2ox'=-3,
1+
T:2<:>1+y’:4<:>y,:3'
2+ 7
2 =l1le2+z72 =227z =0.

Tense logo P'(—3,3,0).
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7.1 = “practicarioga”, M = “ter mascota”.

P(I) = 0.08, P(M) = 0.20, P(InM) =0.03.

M M
I 100-0.03 = 3 100-0.08 = 8
I 17
100-0.20 = 20 100

7.a) Pola taboa de continxencia:

- 17
P(INM) =100~ 0.17.

7.a) SOLUCION ALTERNATIVA:

P(M)= PUNnM)+P(INM) < 020=003+P(INM)ePUINM)=0.17.

7.b) Pola taboa de continxencia:

3
P(M|I) = 2 = 0.375.

7.b) SOLUCION ALTERNATIVA:

P(MNI) 003

PMID = —5— =008

= 0.375.
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8. X = “grosor en mm dunha prancha de aceiro”.

X—-8

0.4 0.2

P(7.6 <X <8.2) =P<——<Z<—) = P(—08<Z<04)=P(Z<04)—P(Z<—08)

=P(Z<04)—-P(Z=208)=P(Z<04)—{1-P(Z<08)}=P(Z<04)+P(Z<08)—-1=

0.6554 + 0.7881 — 1 = 0.4435.
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MATEMATICAS II

O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 se corrixiran as 5 primeiras respondidas.

1. Numeros e Alxebra:

Sexan A e B as duas matrices que cumpren A + B = ((2) g) eA—B= (2 :;) Pidese:

a) Calcular A% — B2, (Advertencia: neste caso, A2 — B> # (A+ B)(A — B).)
b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA + (A + B)T = 21 + XB, sendo I a matriz identidade de orde
2e(A+ B)T atraspostade A + B.

2. NUimeros e Alxebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segundo os valores do pardmetro m, o seguinte sistema: < x + z = 0,
x + my = 0.

3. Anilise:
. cos?x—1
a) Calcule lim ———.
x50 1+2x—e2%
b) Determine os intervalos de crecemento e de decrecemento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, se existen, os

madaximos e minimos relativos da funcioén f.

4. Andlise:

G se x<0

a) Calcule os valores de b e ¢ para que a funcién f(x) = { ) ’ sexa, primeiro continua, e
x“+bx+c se x>0

logo derivable en x = 0.
b) Calcule flzx(lnx —1)dx.

5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacidn implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) e C(7,1,5).

b) Obtefia as ecuacions paramétricas da recta r que é perpendicular ao plano m:4x + 2y — 3z — 15 = 0 e que
pasa polo punto P(—1,—2,2).

6. Xeometria:

. s . . .. x—3 z+1 x +3 zZ+2
Estude a posicion relativa das rectas r e s definidas polas ecuacidns T = _l = eI =2 o2 gese

cortan, calcule o punto de corte.

7. Estatistica e Probabilidade:

Seleccidnanse 250 pacientes para estudar a eficacia dun novo medicamento. A 150 deles administraselles o
medicamento, mentres que o resto son tratados cun placebo. Sabendo que se curaron o 80% dos que tomaron
o medicamento, cal é a probabilidade de que, seleccionado un paciente ao azar, tomase o placebo ou non
curase?

8. Estatistica e Probabilidade:

Nunha cadea de montaxe, o tempo empregado para realizar un determinado traballo segue unha distribucion
normal de media 20 minutos e desviacién tipica 4 minutos. Calcule a probabilidade de que se faga ese traballo
nun tempo comprendido entre 16 e 26 minutos.
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MATEMATICAS II

El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregirdn las 5 primeras respondidas.

1. Nimeros y Algebra:

Sean A y B las dos matrices que cumplen A + B = (g g) yA—B = (2 :g) Se pide:

a) Calcular A% — B2, (Advertencia: en este caso, A2 — B> # (A+ B)(A — B).)
b) Calcular la matriz X que cumple la igualdad XA + (A + B)T = 2I + XB, siendo I la matriz identidad de orden
2y (A + B)T latraspuestade A + B.

2. Numeros y Algebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema:{ x + z = 0,
x + my = 0.

3. Anilisis:
. cos’x—1
a) Calcule lim ————.
x50 1+2x—e2%
b) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, si existen, los

maximos y minimos relativos de la funcién f.

4, Andlisis:

G si x <0, . .
0 sea, primero continua, y

a) Calcule los valores de b y ¢ para que la funcion f(x ={
) ycparaq f&) x> +bx+c si x>

luego derivable en x = 0.
b) Calcule flzx(lnx —1)dx.

5. Geometria:

a) Obtenga la ecuacion implicita o general del plano que pasa por los puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) y C(7,1,5).

b) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta r que es perpendicular al plano m:4x + 2y —3z—15=0y
que pasa por el punto P(—1,—-2,2).

6. Geometria:

. . . .. . x-3
Estudie la posicion relativa de las rectas r y s definidas por las ecuaciones =L E L YS S s
Si se cortan, calcule el punto de corte.

7. Estadistica y Probabilidad:

Se seleccionan 250 pacientes para estudiar la eficacia de un nuevo medicamento. A 150 de ellos se les
administra el medicamento, mientras que el resto son tratados con un placebo. Sabiendo que se curaron el 80%
de los que tomaron el medicamento, ¢écual es la probabilidad de que, seleccionado un paciente al azar, tomara
el placebo o no se curara?

8. Estadistica y Probabilidad:

En una cadena de montaje, el tiempo empleado para realizar un determinado trabajo sigue una distribucion
normal de media 20 minutos y desviacion tipica 4 minutos. Calcule la probabilidad de que se haga ese trabajo
en un tiempo comprendido entre 16 y 26 minutos.
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MATEMATICAS II )
CRITERIOS DE AVALIACION

S6 puntdan cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estdn ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios,
pode haber outras formas correctas de solucionalos.

1.

Nimeros e Alxebra (2 puntos)

a) 1 punto: 0.25 puntos polo cédlculo de A, 0.25 puntos polo cédlculo de B e 0.5 puntos polo
calculo de A% — B2.

b) 1 punto: 0.5 puntos por despexar X e calcular a inversa que naturalmente xurde e 0.5 puntos
polo célculo final de X.

. Ntdmeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 puntos por chegar a que os valores criticos sonm = +1 e

0.5 puntos polo estudo de cada un dos tres casos que se presentan.

. Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos por cada unha das ddas veces que se aplica a regra de L’Hdpital.
b) 1 punto: 0.5 puntos por determinar os intervalos nos que a derivada ten signo constante e 0.5
puntos por encontrar o minimo.

. Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos polo estudo da continuidade e 0.5 puntos polo estudo da derivabilidade.
b) 1 punto: 0.5 puntos polo cdlculo da primitiva e 0.5 puntos polo cdlculo do valor da integral
definida.

. Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan o plano e 0.5 puntos por dar a ecuacién
pedida.

b) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan a recta e 0.5 puntos por dar as ecuacidns
pedidas.

. Xeometria (2 puntos): 1 punto pola posicion relativa e 1 punto polo punto de corte.

£ 6

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos): se M é “tomar o medicamento” e C € “curarse”, 1 punto

por chegar a P(M N C) e 1 punto polo cdlculo final.

. Estatistica e Probabilidade (2 puntos): 1 punto por chegar a P(Z <15)—-P(Z<-1)e 1

punto polo resto do exercicio.
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MATEMATICAS II ,
EXEMPLOS DE RESPOSTAS/SOLUCIONS

1. Numeros e Alxebra:

Sexan A e B as duas matrices que cumpren A + B = ((2) g) eA—B= (2 :;) Pidese:

a) Calcular A% — B2, (Advertencia: neste caso, A2 — B> # (A+ B)(A — B).)
b) Calcular a matriz X que cumpre a igualdade XA + (A + B)T = 21 + XB, sendo I a matriz identidade de orde

2e(A+ B)T atraspostade A + B.

Solucién:
1.a) Notese que 2A=A+B+A—B= (g g) + (2 :;) = (i _(2)), de onde A= (; _2) Polo
tanto,B=A+B—-A= (é g)—(; _(1)) = (_% 41})

) = (_7 8), tense finalmente que

comoa?=(3 NC N=( Nerr=(_; D —4 -7

w-nt=( -G

1.b) En primeiro lugar, imos despexar X:
XA+ (A+B)T =21+XBoX(A—-B)=2-(A+B)T oX=[21-(A+B)T"]|(A-B)™1.

Non hai ningin problema no dltimo paso porque A — B é invertible: det(A — B) = 16 # 0.

+ Célculode 2l — (A+B):comoA+B = (5 %)

21—(A+B)T=((2) g)_(i 8)=(_2 g)

e Célculode (A—B) l:aoserA—B = (2 :4) edet(4 — B) = 16,
12 —4\_ 1, 1,
A-Bt=—( i g) :E(—i g)zg(_; g)

Tras estes calculos, resulta
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2. Numeros e Alxebra:

mx + y = 2m,
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: X + z = 0,
x + my = 0.

Solucion:

A notacion F; indicara “fila i”. Unha expresion do tipo F; + aF; (na que a € R e i € maior que j) quererd dicir
que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.
0
2m |
—2m?

m 1 0|2m 1 0 1] 0\ Fb—mF, /1 0 1] 0\ F;—mF, /1 0 1
<1 0 1 0>—><m 1 02m> - (0 1 —m2m> — (0 1 —-m

1 m ol o 1 m 0l 0 F;—F 0m -1l 0 0 0 —1+m?

Asi pois, o sistema que temos que estudar equivale este outro:

X + z = 0,
y - mz = 2m,
(-1+m?»)z = -2m?

para o que, ao ser triangular, é doado facer a discusion, que queda como segue:
e Sem € R\ {—1,1}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sua Unica solucion é

—2m” 2m +
z=—-, =2m+mz, x=-—z
1+mz Y
e Sem € {—1,1} o sistema é incompatible (non ten solucién), porque a terceira ecuacion queda 0 = —2.

Solucidn alternativa:

m 1 0 m 1 0|2m
SexanA=|1 0 1|eA*={1 0 1| 0 |, respectivamente, a matriz do sistema e a matriz ampliada.
1 m O 1 m Ol O

Como |(1) (1)| =1 # 0, cimprese que 2 < rank A < rankA* < 3 e tamén, conseguintemente, que rank A = 2

se, e sO se, detA = 0. Dado que

m 1 0
detA=|1 0 1|=1-m?=0=me{-1,1},
1 m O

a discusién do sistema queda como segue:
e Caso m € R\ {—1,1}: rankA = rankA* = 3 = n.° de incdgnitas, polo que o sistema é compatible

determinado (ten unha Unica solucion).

m 0 2m +1 0 +2
e Caso me€ {—1,1}: rankA =2. Por outra banda, ao ser |1 1 o)=]1 1 ol =F2+0,
1 0 0 1 0 0

sabese que rank A* = 3 > rank 4, situacién na que o sistema é incompatible (non ten solucién).
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3. Analise:

2
. cos“x—1
a) Calcule lim ———.
x>0 1+2x—e2%
b) Determine os intervalos de crecemento e de decrecemento de f(x) = x(Inx — 1). Calcule, se existen, os

madaximos e minimos relativos da funcioén f.

Solucion:

3.a) 0
indeterminacién > L Hopital

cos?x — 1 / —2cosxsinx  cosx sirk —sin®x + cos?x 1

lim = lim = lim = lim =-.
x>01 + 2x —e?* x50 2—2e%X x>0 e2* —1 x—0 2e2% 2
. ;. . —2cosxsinx 1 . —sin®x+cos?x . 1
Falando con rigor, o limite lim ————— existe e vale = porque lim ————— existe e vale -, e,
x>0 2-2e%% 2 x—0 2e2% 2

2

P . cos“x . 1 .
analogamente, o limite lim ———- existe e vale 5 porque lm(l)
xX—

x—0 1+2x—e

—2cosxsinx

. 1
existe e vale -.
2-2e2% 2

3.b)

f(x) = x(Inx — 1), Dom(f) = (0, ).

1
f'(x)=Inx—-1 +x; =Inx.
Vese que f' ten signo negativo en (0,1) e positivo en (1, ©):
- +

S ! SIGNO DE f".
0 1

Segundo esta analise, f é estritamente decrecente en (0,1) e estritamente crecente en (1, ). Dado que
ademais é continua en (0, ), concltese que ten un minimo absoluto (logo relativo) en x = 1 e que non ten
outros extremos.
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4. Andlise:

I se x<0

a) Calcule os valores de b e ¢ para que a funcién f(x) = { ) ’ sexa, primeiro continua, e
x“+bx+c se x>0

logo derivable en x = 0.
b) Calcule flzx(lnx —1)dx.

Solucion:

4.a)
e Continuidade: ndtese que f(0) =1, lirgl_f(x) = lirgl_ e?* =1, e, para calquera valor de b € R,
X— X—

lim f(x) = lim x2 + bx + c = c. Por conseguinte, f é continua en x =0 se, e soamente se,
x—-0t x—-0*
(b,c) e Rx {1}.

e Derivabilidade: posto que f ten que ser continua para poder ser derivable, é obrigado que ¢ = 1, e asi

_ (e?x se x<0, , _{Zezx se x<0,
f(x)_{x2+bx+1 se x>0 e f@= 2x+b se x>0.

Como f é continua, lim f'(x) = lim 2e?* =2 e lim f'(x) = lim (2x + b) = b, a funcién f é
x—0~ x—0~ x—-0t x—-07t

derivableenx = 0 se, esoamentese,b =2ec = 1.

Solucidn alternativa para o estudo da derivabilidade (empregando a definicién de derivada):

G se x<0,
Xa que c ten

Do mesmo xeito que na solucién anterior, chégase a f(x) = {
g 8 f&) x>+bx+1 se x>0,

- Zx_ * . . . .
que valer 1. Agora, como lim f@-1O _ lim &= = Jim 2e%* =2 (o asterisco * indica o uso da
x-07 x x-0" X x—0"
- 2 -
regra de L'Hopital) e lim f&)-FO) _ lim 22X iy (x + b) = b, concltese que a funcién f é
x-0% x x—-0% x x—-0*

derivableenx = 0 se, esoamentese,b =2ec = 1.

4.b) Aplicando a formula de integracion por partes con
u=Inx-1, du=%dx,
dv = xdx, v= %xz,

obtense

f (nx — Ddx = =x?(nx — 1) 1f dx =2 x2(Inx — 1) — ~x2 4 C = & 2(1 1 1)+c
x{nx x—2x nx 2 X x—2x nx 4x —2x nx 2

e polo tanto

[“xtnx = e = [ (nx=3)| =2 (2= 2) -2 (<2) = 2mz-3+ 3 = ma— 2 < —osa7
1x nx X = Zx nx 21— n 2 2 2— n 4—1’1 4~ . .

10
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5. Xeometria:

a) Obtefia a ecuacidn implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos A(3,0,—1), B(4,1,1) e C(7,1,5).
b) Obtefia as ecuacions paramétricas da recta r que é perpendicular ao plano m:4x + 2y — 3z — 15 = 0 e que
pasa polo punto P(—1,—2,2).

Solucion:

5.a) Se 1t é o plano pedido, 7 pasa por A(3,0,—1) e estad xerado por E(l,l,Z) e A_C)(4,1,6), co cal

x—3 y z+1
m| 1 1 2 |=0.
4 1 6
x—3 y z+1
Posto que 1 1 2 |=6x—-18+8y+z+1—-4z—-4—-2x+6—-—6y=4x+2y—3z—15, a
4 1 6

ecuacion implicita do plano é m: 4x + 2y — 3z — 15 = 0.

S
5.b) O vector normal ao plano 7 é un vector director de r: d, = 71;(4,2,—3). Obtéfiense asi as seguintes
ecuacions paramétricas de r:

x=—1+ 44,
T {y=—2 + 24, A€R.
z= 2—31,

11
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6. Xeometria:

. s . .. .. x—3 z+1 x +3 zZ+2
Estude a posicion relativa das rectas r e s definidas polas ecuacidns T = —11 =—yesT= yT == Se se

cortan, calcule o punto de corte.

Solucion:

3 3 . . 2, -1
d.(2,—1,-2) e d4(1,4,3) son vectores directores de r e s, respectivamente. Como T %~ T s non son

paralelas nin coincidentes. Consecuentemente, ou ben se cruzan, ou ben se cortan. Pédese discernir cal desas
duas situacions se da a partir das ecuaciéns paramétricas. En efecto, ao ser

x= 3424, xX= H
T {y= -1, A€ER; s:{y=—3 +4u, peR,
z=—1-24, z=—2+ 3y,
. . . 3+ 2= U, S .
as rectas r e s cortaranse se, e sé se, o sistema lineal { —A=—3 + 4y, ten solucién Unica e ademais esa
solucidn satisfai tamén a igualdade —1 — 21 = —2 + 3.
{3 + 2= u} { 214 — u=—3} R { 24 — u=—3}
—A==3+44u —A—4u=-3 —2A — 8u=—6)
Sumando as duas ultimas ecuacions obtemos —9u = —9, de onde ¢ =1, o que implica A =3 —4u = —1.

Como ademais —1 — 24 = —2 + 3u = 1, concliese que r e s cortanse no punto P(3 + 24,—4,—1 —21) =
P(1,1,1).

Solucidn alternativa:

S R , . 2, -1
d,(2,—1,-2) e ds(1,4,3) son vectores directores de 1 e s, respectivamente. Como T # T esnonson

paralelas nin coincidentes. Consecuentemente, ou ben se cruzan, ou ben se cortan.
P(3,0,—1) €er, 0(0,-3,-2)€s, PQO(-3,-3,—1).

2 -1 =2
1 4 3| =—8+9+6—-24+18 -1 =0, de xeito que d,., ds e Td son coplanarios e polo tanto as
-3 -3 -1

rectas r e s cortanse.
Para calcular o punto de corte, téfiense en conta as ecuacidns paramétricas

x= 3424, xX= u
T {y= -1, A€R; s:{y=—3+4u peR,
z=—1—- 24, z=—2+ 3y,
. . 34 21= W, . . .
e se resolve o sistema lineal { —A=—3 +4p. Basta ver que u = 1, por exemplo como se fixo arriba (non é

necesario calcular 1), de onde se infire que o punto de corte é P(u, —3 + 4u,—2 + 3p) = P(1,1,1).

12
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7. Estatistica e Probabilidade:
Seleccidnanse 250 pacientes para estudar a eficacia dun novo medicamento. A 150 deles administraselles

(0]

medicamento, mentres que o resto son tratados cun placebo. Sabendo que se curaron o 80% dos que tomaron
o medicamento, cal é a probabilidade de que, seleccionado un paciente ao azar, tomase o placebo ou non

curase?

Solucion:

Se M = “tomar o medicamento” e C = “curarse”, tense a seguinte taboa de continxencia:

M M
C 150x 0.8 =120
4 30
150 100 250

. iy Ay _ 100430 130 13
A probabilidade pedidaé P(M U C) = e0 250~ 25— 0.52.
Solucidén alternativa:
Se M = “tomar o medicamento” e C = “curarse”, sdbese que P(M) = % = % e que P(C|M) = 0.8 = %.
Sabese tamén que P(C|M) = PSZ;? e que, en virtude dunha das leis de De Morgan, M UC = M N C. Asi

pois, a probabilidade pedida é
12 13

L - 3 4
P(MUC)=P(MAC)=1-P(MNC)=1=PMMPCIM) =1~z z=1-5-=--=052

13
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8. Estatistica e Probabilidade:

Nunha cadea de montaxe, o tempo empregado para realizar un determinado traballo segue unha distribucion

normal de media 20 minutos e desviacién tipica 4 minutos. Calcule a probabilidade de que se faga ese traballo
nun tempo comprendido entre 16 e 26 minutos.

Solucion:

Sexa X = “tempo, en minutos, empregado para realizar o traballo”.
X —20
X—>NQR04)=Z= T — N(0,1).
Logo

—4 6
P(16SX£26)=P(TSZSZ)=P(—1SZS1.5)=P(Z£1.5)—P(ZS—1).

Como P(Z<15)~09332 e PZ<-1)=PZ=1)=1-P(Z<1)~1-0.8413 =0.1587,

a
probabilidade pedida é

P(16 <X <26) = 0.9332 —0.1587 = 0.7745.

14
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O exame consta de 8 preguntas de 2 puntos, das que pode responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
queira. Se responde mais preguntas das permitidas, s6 se corrixiran as 5 primeiras respondidas.

1. NGmeros e Alxebra:
Para a ecuacién matricial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A?) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A

tivese dimension 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolvela no caso en que A = 0 1 0OleB=|0 -1 0|

-1 0 3 1 0 -3

2. Nimeros e Alxebra:

, . . . (m+3)x
Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema:
(m+3)x
3. Andlise:
a—cosx se
Determine os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = { x
X se

logo derivable.

4. Andlise:

a) Calcule a area da rexidn encerrada polo eixe X e a grafica de f(x) = {3
b) Calcule [ xVx? — 1 dx.

5. Xeometria:

— m?y = 3m,
+ my = 3m+6.
x <0, - .
sexa, primeiro continua, e
x=0

lx+1 se x<0,

(x—1)* se x=>0.

Sexan r a recta de vector director JT(1,0,3) que pasa por P(1,0,0) e m: —2x + y + z = 0. Pidese a posicién

relativa de r e . En caso de que se corten, achar o punto de corte.

6. Xeometria:

a) Calcule k sabendo que os vectores 1(2,0,0), ¥(0, k, 1) e W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtefia a ecuacién implicita do plano  que pasa por P(1,0,0) e conténar:x —1 = Syl

7. Estatistica e Probabilidade:

O 57% dos estudantes matriculados na Universidade de Cambridge son naturais do Reino Unido e, de entre
todos eses, o 83% aproban con honores. Ademais, a porcentaxe global de aprobados con honores é do 80%.
Calcular a probabilidade de que un estudante elixido ao azar non nacese no Reino Unido sabendo que aprobou

con honores.

8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha determinada poboacién de arbores, o 20% tefien mais de 30 anos. Se se elixen 40 arbores ao azar,
calcule a probabilidade de que soamente 4 deles tefian mais de 30 anos. O numero total de arbores é tan

grande que se pode asumir eleccion con substitucion.

b) Se X segue unha distribucién normal de media 15 e P(X < 18) = 0.6915, cal é a desviacion tipica?

15
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El examen consta de 8 preguntas de 2 puntos, de las que puede responder un MAXIMO DE 5, combinadas como
quiera. Si responde a mas preguntas de las permitidas, solo se corregiran las 5 primeras respondidas.

1. Nimeros y Algebra:

Para la ecuacién matricial A2X + AB = B, se pide:

a) Despejar X suponiendo que A (y por tanto A%) es invertible, y decir cuales serian las dimensiones de X y de B
si A tuviera dimension 4 X 4 y B tuviera 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolverlaenelcasoenqued=| 0 1 OJyB={0 -1 0|

-1 0 3 1 0 -3

2. Numeros y Algebra:

. . . o . m+3)x — m?y = 3m,
Discuta, segun los valores del paradmetro m, el siguiente sistema: {( ) Y

(m+3)x + my = 3m+6.
3. Andlisis:
782 si o x <0
Determine los valores de a y b que hacen que la funcién f(x) = { x ’ sea, primero continua, y
bx si x>0

luego derivable.

4. Analisis:
éx +1 si x <0,

a) Calcule el area de la region encerrada por el eje X y la gréfica de f(x) = {
(x—1)% si x=>0.

b) Calcule [ xVx? — 1 dx.

5. Geometria:

Sean r la recta de vector director Jr(l,O,B) que pasa por P(1,0,0) y m: —2x + y + z = 0. Se pide la posicién
relativa de r y . En caso de que se corten, hallar el punto de corte.

6. Geometria:
a) Calcule k sabiendo que los vectores 1(2,0,0), v(0,k, 1) y W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtenga la ecuacion implicita del plano & que pasa por P(1,0,0) y contienear:x —1 = Syl

7. Estadistica y Probabilidad:

El 57% de los estudiantes matriculados en la Universidad de Cambridge son naturales del Reino Unido y, de
entre todos esos, el 83% aprueban con honores. Ademas, el porcentaje global de aprobados con honores es del
80%. Calcular la probabilidad de que un estudiante elegido al azar no haya nacido en el Reino Unido sabiendo
gue aprobd con honores.

8. Estadistica y Probabilidad:

a) En una determinada poblacién de arboles, el 20% tienen mas de 30 afios. Si se eligen 40 arboles al azar,
calcule la probabilidad de que solamente 4 de ellos tengan mas de 30 afios. El nimero total de arboles es tan
grande que se puede asumir eleccién con reemplazo.

b) Si X sigue una distribucion normal de media 15y P(X < 18) = 0.6915, ¢cudl es la desviacidn tipica?

16
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CRITERIOS DE AVALIACION

S6 puntdan cinco das oito preguntas.

As puntuacions parciais que seguen estdn ligadas a un determinado xeito de resolver os exercicios, €
pode haber outras formas correctas de solucionalos.

Nimeros e Alxebra (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos por despexar X e 0.5 puntos polas dimensions.

b) 1 punto: 0.5 puntos por cdlculos previos e 0.5 puntos pola obtenciéon de X aplicando a
férmula obtida no apartado anterior.

Nimeros e Alxebra (2 puntos): 0.5 puntos por cada un dos catro casos que se presentan.
Analise (2 puntos): 1 punto pola continuidade e 1 punto pola derivabilidade.

Analise (2 puntos)

a) 1 punto: 0.5 puntos pola formulacién do problema e 0.5 puntos por chegar ao resultado.
b) 1 punto.

Xeometria (2 puntos): 1 punto pola posicion relativa e 1 punto polo punto de corte.
Xeometria (2 puntos)

a) 1 punto.

b) 1 punto: 0.5 puntos polos elementos que determinan o plano e 0.5 puntos pola ecuacion.

Estatistica e Probabilidade (2 puntos): 1 punto pola tiboa de continxencia e 1 punto polo
calculo da probabilidade.

Estatistica e Probabilidade (2 puntos)
a) 1 punto.

b) 1 punto: 0.5 puntos por chegar a P (Z < %) = 0.6915 e 0.5 puntos pola determinacién de o.

17
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EXEMPLOS DE RESPOSTAS/SOLUCIONS

1. Numeros e Alxebra:

Para a ecuacién matricial A2X + AB = B, pidese:

a) Despexar X supofiendo que A (e por tanto A?) é invertible, e dicir cales serian as dimensiéns de X e de B se A
tivese dimension 4 X 4 e B tivese 3 columnas.

0 0 -1 0 0 1
b) Resolvela no caso en que A = ( 0 1 0> eB = (0 -1 0).

-1 0 3 1 0 -3

Solucion:

1.a) En primeiro lugar, despéxase X:
A’X+AB =B < A’X =B - AB & X = (A*>)"Y(B — 4B).
E certo tamén que X = (A™1)%(B — AB), xa que (42)™1 = (471)2.

Analizanse agora as dimensions: do esquema

A*X+AB =8

4x4pxq 4x4rx3 rx

w

deducese quep = r = 4 e que q = 3, conque X e B deben ter dimensién 4 x 3.

1.b)

» 0 0 -1 0 0 -1 1 0 -3
e Calculo de (A?%) :A2=< 0 1 o)( 0 1 0)=< 0 1 O),detA2=1O—9=1.
-1 0 3/\-1 0 -3 0
10 0 3\" /10 0 3
Logo(Az)_1=<0 1 0) =<0 1 O).
3 01 3 01
0 0 1 -1 0 3
><0 -1 0>=( 0 -1 0>,deonde
1 0 -3 3 0 -10
0 0 1 -1 0 3 1 0 -2
B—AB=<0 -1 o)—( 0 -1 0>=( 0 0 o).
1 0 -3 3 0 -10 -2 0 7

10 0 3 1 0 =2 4 0 1
x=(A2)—1(B—AB)=<o 1 0)( 0 0 0>=<0 0 o).
-2 0 7 1 0 1

3 01

0 0
e Calculode B— AB: AB = ( 0 1
-1 0

e Calculode X:

19
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Solucion alternativa a 1.b):

Dado que B = —A4, tense X = (42) 1 (B —AB) = (A>)"1(—A + A?) = —A~' + 1. Agora, como detA =

0 0 -1
01 0
-1 0 3

3 0 1\ /-3 0 -1
=—1,ainversadeAvéndadaporA_l=—(O -1 O) =( 0 1 O>,eentén

1 00 -1 0 O

3 0 1 1 0 0 4 0 1
X=—A‘1+I=O—10+010=000>.
1 00 0 0 1 1 0 1

20
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2. Numeros e Alxebra:
(m+3)x — m?y = 3m,

Discuta, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: {
8 P 8 m+3)x + my 3m + 6.

Solucion:

A notacion F; indicara “fila i”. Unha expresion do tipo F; + aF; (na que a € R e i é maior que j) quererd dicir
que no seguinte paso vaise cambiar a fila i da matriz polo resultado da operacion F; + aF;.

<m+3 —m2| Sm)
m+ 3 m |3m+6

Asi pois, o sistema que temos que estudar equivale este outro:

Fo=F <m+3 —m2‘3m)
).

0 m?+m

(m + 3)x — mzy = 3m,
(m?+m)y = 6

para o que, ao ser triangular, é doado facer a discusién. Hai que notar que m? + m = m(m + 1) = 0 se, e 56
se,m € {—1,0} equem + 3 = 0 se, e sé se, m = —3. Conseguintemente:

e Semé€ R\ {—3,—1,0}, entdn o sistema é compatible determinado, xa que a sta Unica solucidn é

6 3m + m2y
= , X = —
Y e Mt m m+3
-9y = -9, | L .
e Se m = —3, o sistema triangular redlcese a { 6§ _ 6 € € por tanto compatible indeterminado

e ., X =4, . L.
(ten infinitas solucidns), porque calquera par con A € R, é solucidn.

y=1
e Sem € {—1,0} o sistema é incompatible (non ten solucidn), porque a segunda ecuacién queda 0 = 6.
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Solucion alternativa:

2 a2
SexanA=(m+3 m)eA*=<m+3 m

3m
3Im+6

), respectivamente, a matriz do sistema e a matriz

m+ 3 m m+ 3 m

ampliada. Como m+ 3 e m non se anulan a vez, cimprese que 1 <rankA <rankA* <2 e tamén,
conseguintemente, que rank A = 1 se, e s6 se, det A = 0. Dado que

2
deta=|m+3 —m |=m2+3m+m3+3m2=m3+4m2+3m=m(m2+4m+3)=0(=>m
m

m+3
—4+V16-12 —4+2
2 T2

=0oum= < m e {-3,—1,0},

a discusién do sistema queda como segue:

Caso me R\ {—3,—1,0}: rankA =rankA* =2 = n.° de incégnitas, polo que o sistema é
compatible determinado (ten unha Unica solucién).

0 —-91-9
0 —-31-3
rank A* = 1 < n.° de incégnitas, o sistema é compatible indeterminado (ten infinitas solucions).
2 —-1]-3
2 —-11 3
rank A* =2 > rank A4, situacidn na que o sistema é incompatible (non ten solucion).
3 00
3 0le6
rank A, situacidn na que, de novo, o sistema é incompatible (non ten solucién).

Caso m = —3: rank4d =1 e A" =( ), co cal tamén rankA4* =1. Ao ser rank4 =

Caso m=—1: rankAd=1 e A*=( ) Como |§ _g|=12¢0, sabese que

Caso m=0: rank4d =1 e 4" =( ) Como |§ 2 =18 # 0, sdbese que rank4* =2 >
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3. Anidlise:
Determine os valores de a e b que fan que a funcién f(x) = { x se x<0, sexa, primeiro continua, e
bx se x=0

logo derivable.

Solucion:

A funcién f é derivable, e por tanto continua, en R\ {0} para valores calquera de a e b; s6 hai que facer
a—cos

2722 non é finito cando a # 1, f non pode

entdn o estudo no punto x = 0. Debido a que 11%1 flx) = lirgl -
x—->0" x—->0"

ser continua neses casos. Fixemos pois a = 1 e consideremos
1—cosx

fo)={"% se x <0,
bx se x=0.

1-cosx

e Continuidade: nétese que f(0) =0, lir(r)l_f(x) = lil’(I)l_ = lirgl_ sinx =0 (onde se usou a
xX— xX— X—

regra de L'Ho6pital), e, para calquera valor de b € R, lir(r)1+f(x) = 1il’(I)l+ bx = 0. Por conseguinte, f é
xX— xX—
continua en x = 0 se, e soamente se, (a,b) € {1} X R.

e Derivabilidade: séguese a asumir que a = 1, co cal f é continua (se non é continua, non pode ser

derivable). Temos polo tanto que
xsinx —1+ cosx

' _ se x<0
fi(x) = x2 ’
b se x>0.
p . . . xsinx—1+cosx . sinx+x cosx—sinx . cosXx 1
Como f é continua, lim f'(x) = lim —————= = lim = lim = - (onde
— — 2 — —
x—0 x—0 x x—0 2x x—0 2

se usou a regra de L'Hopital) e lir(r)1+f'(x) = lir51+b = b, a funcién f é derivable en x =0 se, e
X— X—

1
soamentese,a=1eb = >

Solucion alternativa para o estudo da derivabilidade (empregando a definicion de derivada):

1-cosx
—— se x<0 . x)—£(0
Sabemos que f(x) = { x ’ Xxa que a ten que valer 1. Agora, como 11m_% =
bx se x=0. x=0
. 1-cosx . sinx . CosXx 1 , a
lim =1l = lim = - (onde se usou duas veces a regra de L'Hopital) e
x—0" X x—0" 2x x—0~ 2 2
. x)—f(0 . bx , ., , .
lim fI-7O _ lim — = b, concludese que a funcidn f é derivable en x = 0 se, e soamente se, a =
x—-0+ x x—-0t X

1eb=l.
2
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4. Andlise:
1
- 1 <0,
a) Calcule a drea da rexién encerrada polo eixe X e a grafica de f(x) = {3x + ¢ X
(x—1)?% se x=>0.
b) Calcule [ xVx? — 1 dx.
Solucidn:
4.3)
Tendo en conta que y = §+ 1 é a recta que pasa por
. (—3,0) e por (0,1) e que y = (x — 1)? é a parabola
de vértice (1,0) que pasa polos puntos (0,1) e (2,1),
Fidaai deties 1 chégase ao debuxo da esquerda, onde estd raiada a
' - ‘ rexidn cuxa area se pide.
. S g Agora é claro que esa drea vird dada por
T ; A—3+J1( 1)2d —3+(x_1)31— 42
W S = 2T Y =3 3 |, 2 3
94+2 11 _
= == 1. 2
G 6 u 83 u”,

onde u indica “unidade de lonxitude”.

4.b) Mediante o cambio de variable
z=x*-1, dz = 2x dx,
obtense

123%/2 12 1
fx xz—ldx=—J\/Edz=——+C=—-— Z3+C=§ (x2—-1)3+C.
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5. Xeometria:

Sexan r a recta de vector director (Zr(l,O,B) que pasa por P(1,0,0) e m: —2x + y + z = 0. Pidese a posicidn
relativa de r e . En caso de que se corten, achar o punto de corte.

Solucion:

- -

O vector 71;(—2,1,1) é normal ao plano m. Como d, 71, = —2+3 =1+ 0, os vectores d, e 7i; non son
perpendiculares, e polo tanto r e 7w cortanse nun punto.

As ecuacidons paramétricas de r son

x=1+ 4,
ri{y= 0, 1€eR.
z= 34,

Substituindo na ecuacién do plano obtense o valor de A que proporcionara o punto de corte:
214+ +31=0=-2+1=0=1=2.
Téfense asi os valores seguintes:

x=1+1=3,
y=0,
z=31=06,

é dicir, r e  cértanse no punto Q(3,0,6).
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6. Xeometria:
a) Calcule k sabendo que os vectores 1(2,0,0), ¥(0, k, 1) e W(2,2,2) son coplanarios.

b) Obtefia a ecuacién implicita do plano  que pasa por P(1,0,0) e conténar:x — 1 = i

Solucion:

6.a) Ao ser coplanarios, son linealmente dependentes, de xeito que o valor de k pode ser calculado como
segue:

2 0 0
0 k 1
2 2 2

=4k—-4=0=k=1.

6.b) Q(1,0,—1)€re &r(l, —4,3) é vector director de r. O plano @ pasa por P(1,0,0) e estd xerado por
d.(1,-4,3) e PG(0,0,—1), é dicir,

x—1 vy z
m| 1 —4 3[=0emid4x—-4+y=0mix+y—4=0.
0 0 -1
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7. Estatistica e Probabilidade:
O 57% dos estudantes matriculados na Universidade de Cambridge son naturais do Reino Unido e, de ent

re

todos eses, o 83% aproban con honores. Ademais, a porcentaxe global de aprobados con honores é do 80%.
Calcular a probabilidade de que un estudante elixido ao azar non nacese no Reino Unido sabendo que aprobou

con honores.

Solucion:

Se RU = “ser natural do Reino Unido” e AH = “aprobar con honores”, tense a seguinte taboa de
continxencia:

AH AH
RU 57 X 0.83 =47.31 100 X 0.57 =57
RU 32.69
100 x 0.80 = 80 100
A probabilidade pedida é polo tanto P(RU|AH) = % = 0.408625.
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8. Estatistica e Probabilidade:

a) Nunha determinada poboacién de arbores, o 20% tefien mais de 30 anos. Se se elixen 40 arbores ao azar,
calcule a probabilidade de que soamente 4 deles tefian mais de 30 anos. O numero total de arbores é tan

grande que se pode asumir eleccion con substitucion.
b) Se X segue unha distribucion normal de media 15 e P(X < 18) = 0.6915, cal é a desviacion tipica?

Solucion:

Sexa X = “numero de arbores de mais de 30 anos, de entre os 40”.
X — B(n,p), conn=40ep =0.2.

Logo g = 1 —p = 0.8, co que a probabilidade pedida é
4y = (40) 4 36 _ 40°39-38-3" 4 36 _ 4 36
P(X = 4) = = . . =10-13-19-37- (0. )
( ) ( )p 371 (0.2)*(0.8) 10-13-19-37-(0.2)*(0.8)

=91300-(0.2)*(0.8)3° ~ 0.0475.

8.b)

5
X —>N(5,0) =7 =T—> N(0,1).

Polo tanto,

1 5 3
P(X <£18) =0.6915 < P (Z < ) =0.6915< P (Z < E) = 0.6915.

o
Indo agora & taboa da distribucién N(0,1), vese que% ~ 0.5,deonde g = % = 6.
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MATEMATICAS I

(O/A estudante debe responder soamente as preguntas dunha das opciéns. A puntuacién maxima por preguntas é a seguinte: 1.2 pregunta: 2 puntos;
2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.7 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da resposta aos apartados seguintes:
a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A + I é invertible, despexa X na ecuacion A — X = AX.

b) Se A = ((1) _i) calcula X tal que 4 — X = AX.

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Mediante integracion por partes, demostra que [Inx dx =x(Ilnx — 1) + C. Logo, demostra a mesma igualdade
mediante derivacion.
_(Inx se x € (0,e],
b) Se f(x) = {ax+b se x € (e, ),
e cales tefien que ser 0s seus valores para que f sexa derivable.

di que relacion ten que existir entre os parametros a e b para que f sexa continua

Inx se x€(0,¢e],

c) Calcula a area da rexion encerrada polo eixe X, arecta x = 4 e a gréfica de f(x) = {f se x € (e,0)
e o

Pidese:
a) Calcular o angulo do intervalo [0°,90°] que forman os vectores ﬂ(—i — 0) e 17(—l “12 i).
’ V2’2’ 2 2 '
b) Obter a ecuacion implicita do plano que pasa polo punto P(1,—3,0) e é perpendicular & recta

x -y + 2z = 1,
{ y — z = 0.

c) Calcular a distancia do punto Q(1,1,1) ao plano m: —x + y + z + 4 = 0 e 0 punto simétrico de Q respecto a 7.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) O 40% dos habitantes dunha certa comarca tefien camelias, o0 35% tefien rosas e 0 21% tefien camelias e rosas. Se
se elixe ao azar a un habitante desa comarca, calcular as cinco probabilidades seguintes: de que tefia camelias ou
rosas; de que non tefia nin camelias nin rosas; de que tefia camelias, sabendo que ten rosas; de que tefia rosas,
sabendo que ten camelias; e de que soamente tefia rosas ou soamente tefia camelias.

b) Se nun auditorio hai 50 persoas, cal é a probabilidade de que polo menos 2 tefian nacido no mes de xaneiro?

OPCION B
Da resposta aos apartados seguintes:
2x - y + 3z = 0,
a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: my + (B3-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resblveo, se é posible, nos casos m =0 e m = 4.

Considérese a funcion f(x) = x%e™*. Pidese:

a) Calcular os limites lim,_,., f(x) € lim,_,_, f(x).

b) Determinar intervalos de crecemento e de decrecemento, extremos relativos e puntos de inflexion.

c) Calcular [ f(x)dx.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Estuda a posicion relativa dos planos m;: mx —y + 2 = 0 e m,: 2x + 3y = 0 en funcién do parametro m.
b) Obtén a ecuacién implicita do plano que pasa polos puntos A(0,0,0), B(1,0,1) e €(0,1,0).

c¢) Calcula o punto simétrico do punto P(1,2,3) con respecto ao plano w: —x + z = 0.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcula P(A) se P(B) =08, PANB)=02e P(AUB) éo0
triplo de P(4).

b) Nun determinado lugar, a temperatura méaxima durante o mes de xullo segue unha distribucion normal de media 25°C
e desviacion tipica 4°C. Calcula a probabilidade de que a temperatura maxima dun certo dia estea comprendida entre
21°C e 27.2°C. En cantos dias do mes se espera que a temperatura maxima permaneza dentro dese rango?
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MATEMATICAS I

(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacidbn méaxima por preguntas es la siguiente: 1.2 pregunta:
2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.% pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A

Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Suponiendo que A y X son matrices cuadradas y que A + I es invertible, despeja X en la ecuacion A — X = AX.

b) SiA= ((1) _é) calcula X tal que A — X = AX.

Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Mediante integracion por partes, demuestra que [Inx dx = x(Inx — 1) + C. Luego, demuestra la misma igualdad
mediante derivacion.
. _(Inx si x € (0,e],
b) Si f(x) = {ax+b si x € (e, ),
y cudles tienen que ser sus valores para que f sea derivable.

di qué relacion tiene que existir entre los parametros a y b para que f sea continua

, . . - Inx si xe€(0,e],
c¢) Calcula el area de la region encerrada por el eje X, la recta x = 4 y la grafica de f(x) = 1« si x € (e )

e

Se pide:
a) Calcular el angulo del intervalo [0°,90°] que forman los vectores ﬁ(—i — 0) y 1?(—l “1t2 i).
’ V2’2’ 2 2 &2
b) Obtener la ecuacién implicita del plano que pasa por el punto P(1,—3,0) y es perpendicular a la recta

x -y + 2z = 1,
{ y — z = 0.

c) Calcular la distancia del punto Q(1,1,1) al plano m: —x + y + z + 4 = 0 y el punto simétrico de Q respecto a .

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) El 40% de los habitantes de una cierta comarca tienen camelias, el 35% tienen rosas y el 21% tienen camelias y
rosas. Si se elige al azar a un habitante de esa comarca, calcular las cinco probabilidades siguientes: de que tenga
camelias o rosas; de que no tenga ni camelias ni rosas; de que tenga camelias, sabiendo que tiene rosas; de que
tenga rosas, sabiendo que tiene camelias; y de que solamente tenga rosas o solamente tenga camelias.

b) Si en un auditorio hay 50 personas, ¢,cual es la probabilidad de que por lo menos 2 hayan nacido en el mes de enero?

OPCION B
Da respuesta a los apartados siguientes:
2x - y + 3z = 0,
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: my + (3-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resuélvelo, si es posible, en los casos m =0y m = 4.

Considérese la funcién f(x) = x2e™*. Se pide:

a) Calcular los limites lim,_,, f(x) y lim,_,_, f(x).

b) Determinar intervalos de crecimiento y de decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.

c) Calcular [ f(x)dx.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia la posicion relativa de los planos 7,: mx —y + 2 = 0 y m,: 2x + 3y = 0 en funcién del parametro m.
b) Obtén la ecuacion implicita del plano que pasa por los puntos A(0,0,0), B(1,0,1) y €(0,1,0).

c) Calcula el punto simétrico del punto P(1,2,3) con respecto al plano m: —x + z = 0.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral. Calcula P(A) si P(B) = 0.8, P(ANB) =0.2y P(AUB) es el
triple de P(4).

b) En un determinado lugar, la temperatura maxima durante el mes de julio sigue una distribucion normal de media 25°C
y desviacion tipica 4°C. Calcula la probabilidad de que la temperatura maxima de un cierto dia esté comprendida entre
21°Cy 27.2°C. ¢ En cuéntos dias del mes se espera que la temperatura maxima permanezca dentro de ese rango?
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MATEMATICAS II
(Céd. 20)

OPCION A

1) a) 1 punto.

b) 1 punto.

2) a) 1 punto.

» 0,5 puntos pola integracion por partes.
» 0,5 puntos pola comprobacién mediante derivacion.

b) 1 punto.

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade.
» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade.

c) 1 punto.

» 0,25 puntos pola xustificacién dos limites de integracién.
» 0,5 puntos pola escritura da area como suma de integrais e obtencion das
primitivas.

» 0,25 puntos polo uso da regra de Barrow.

3) a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a) 1 punto.

b) 1 punto.



OPCION B

1) a) 1.25 puntos.

b) 0.75 puntos.

2) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

3) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a) 1 punto.

b) 1 punto.
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Ano 2019

CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Céd. 20)

OPCION A

1) a) 1 punto.

b) 1 punto.

2) a) 1 punto.

» 0,5 puntos pola integracion por partes.
» 0,5 puntos pola comprobacién mediante derivacion.

b) 1 punto.

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade.
» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade.

c) 1 punto.

» 0,25 puntos pola xustificacién dos limites de integracién.
» 0,5 puntos pola escritura da area como suma de integrais e obtencion das
primitivas.

» 0,25 puntos polo uso da regra de Barrow.

3) a) 1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a) 1 punto.

b) 1 punto.



OPCION B

1) a) 1.25 puntos.

b) 0.75 puntos.

2) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

3) a)1 punto.
b) 1 punto.

c) 1 punto.

4) a) 1 punto.

b) 1 punto.
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OPCION A

1. D& resposta aos apartados seguintes:
a) Supofiendo que A e X son matrices cadradas e que A+ 1 é invertible, despexa X na

ecuacion 4 — X = AX.

(0 -1 =
b) SeA—(1 3),calcuIaXtanueA X = AX.
Solucioén:
la)A-X=AXeoA=AX+XeoA=A+DXSX=A+)A

1

1.b) Claramente, A+ = (1

_D Posto que det(A + 1) =4+ 1 = 5, tense

asir=d(t D=2 D)

e polo tanto

1 — 1 —
a3 D0 D40

Alternativa para 1.b): Desenvoélvase a idea seguinte: calcular a, 8,y e § tales que
G -0 9-0 2C 5
1 3 y & 1 3/\y &/

2. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Mediante integracién por partes, demostra que [Inx dx = x(Inx — 1) + C. Logo, demostra a
mesma igualdade mediante derivacion.

Inx se x € (0,e],

di que relacion ten que existir entre os parametros a e b
ax+b se x € (e ),

b) Se f(x) = {

para que f sexa continua e cales tefien que ser os seus valores para que f sexa derivable.
c) Calcula a area da rexion encerrada polo eixe X, a recta x =4 e a grafica de f(x) =
{lnx se x€(0,¢e],

E se x € (e, ).
Solucién:
2.a) Empregando a férmula de integracion por partes con
u=Inx, du = Zdx,
X
dv=dx, v=x,
tense [Inx dx = [udv=uv— [vdu=xInx— [dx=xInx—x+C =x(Inx—1) +C.

Por outra banda,

/ 1
(x(Inx—1)+C) = (x(lnx — 1)) =lnx—-1 +x;= In x.
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2.b) Estudanse a continuidade e a derivabilidade no unico punto conflitivo, que é x = e.
Continuidade:
f(e) =lne =1, l;g;f(x)=l}%11nx=lne=1, lgrelf(x)=l;&1(ax+b)=ae+b. En
consecuencia, f € continua se, e soamente se, ae+ b = 1.
Derivabilidade:
Nétese en primeiro lugar que, para que f sexa derivable, a condicion ae + b = 1 tense que

cumprir, xa que a continuidade é condicidon necesaria para a derivabilidade. Por outra
1

banda, f'(x) = {; se x€(0e) de onde limf'(x) =lim=== e limf'(x) = lima = a.
a se x€ (e' oo)‘ xTe xTe X e xle xle

Concluese que f é derivable se, e soamente se, a = % eb=0.

Alternativa para o estudo da derivabilidade: substituase b por 1 — ae na expresion de f (xa

que non pode ser derivable se non é continua) e empréguese a definicién de derivada. E

dicir, comprobese para que valor ou valores de a os limites limZ2~/© ¢ jjy, [0/
xTe x—e xle x—e

existen e son iguais.
2.c)

De acordo coa figura, a area pedida é a seguinte (o0 adxectivo “encerrada” obriganos a

considerar a rexion raiada):

Ine=1,In1=0
e 4x _ a8t £4_/ 16 e? _ 8 e _ zetle—e®
A—fllnxdx+feedx—[x(lnx 1)]1+[28L—1+Ze —=l+-—-=—"—u’~

2.5839 u?,

onde u indica “unidade de lonxitude”.

3. Pidese:

a) Calcular o angulo do intervalo [0°,90°] que forman os vectores a’(—%,%,o) e

13( 1 —-1+/2 1)
2’ 2 AR/)

4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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b) Obter a ecuacién implicita do plano que pasa polo punto P(1,—3,0) e é perpendicular a recta
{x -y + 2z = 1,
y — z = 0.

c) Calcular a distancia do punto Q(1,1,1) ao plano m: —x + y + z + 4 = 0 e 0 punto simétrico de

Q respecto a 7.

Solucion:

3.a) Se - denota produto escalar de vectores, | | valor absoluto e || || norma euclidiana,
[

L no sentido

sabese que o angulo pedido a esta determinado pola ecuacion cosa =

de que € o unico angulo a do intervalo [0°,90°] que satisfai esa igualdade.

Dado que
. |ﬁ.5|_|L 1+‘/—) | =2 _1
~ 2z 2zl o2z 2
N 1 1
o lull= [7+5=1e

(1 2\/_+2) (1 2\/_+2) \/_ 1+1— 2«/_+2+2\/—
. 19l = 2 = : M

chégase a que cosa = E’ de onde a = arccos (E) = 60°.

3.b) Chamemos m ao plano pedido e r & recta dada. Pédese obter un vector normal a m a partir

—, /0 1 -1
de dous puntos de r: R(1,0,0),5(0,1,1) € r, e en consecuencia 7, = RS = (1) - (0) = ( 1 ) é
1 0 1

1 0

normal a 7. Alternativamente, podese obter 7, do produto vectorial (—1) ><< 1 ) Como &
2 -1

pasa por P(1,—-3,0), a sUa ecuacion é m:—(x— 1)+ (y+3)+z=0, e como —(x—1) +

+3)+z=—x+1+y+3+z=—-x+y+z+4, concliese que a ecuacion implicita de
ném—x+y+z+4=0.

3.c)d(Q,m) = \/% = \% = % ~ 2.8868. Pasemos a obtencion do punto simétrico.

A recta r que pasa por Q(1,1,1) e é perpendicular

Qi1.1.1) am—x+y+z+4=0véndada por
r 2 x=1-—24,
%/ ryy=1+4 A1€eR
. z=1+21,
Q ~
i Célculode Q* =rnm:

—1-D+1+A+1+1+4

= 1+A+1+A+1+1+4
Q. i %)
[t stmdélrioo) =31+5=01=—

* = 3_8 —,=1-2—_2 &adicir 0* (8 -2 _2
deondeQ(x,y,z)conx—1+3—3ey—z—1 = 3,ed|C|r,Q(3, 3 3).

’

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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Calculo de Q'(x',y’,z"), punto simétrico pedido:

1+x 8 13
=-=34+3x'=16=o3x'=13=x"=—,

2 3 3
LY 2343y =3y =Ty =L

z' =y

En definitiva, Q' (? - g)

4. Da resposta aos apartados seguintes:

a) O 40% dos habitantes dunha certa comarca tefien camelias, o 35% tefien rosas e 0 21%
tefien camelias e rosas. Se se elixe ao azar a un habitante desa comarca, calcular as cinco
probabilidades seguintes: de que tefia camelias ou rosas; de que non tefia nin camelias nin
rosas; de que tefla camelias, sabendo que ten rosas; de que tefia rosas, sabendo que ten
camelias; e de que soamente tefia rosas ou soamente tefia camelias.

b) Se nun auditorio hai 50 persoas, cal é a probabilidade de que polo menos 2 tefian nacido no
mes de xaneiro?

Solucién:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “ter rosas” e C = “ter camelias”.

Sabemos que P(C) = 0.4, P(R) = 0.35 e P(C nR) = 0.21. As probabilidades pedidas son,
por orde, as seguintes:
e P(CUR)=P({)+P(R)—P(CNR)=04+0.35-0.21=054.
e En virtude dunha das leis de De Morgan, C nR = C UR. Consecuentemente,
P(CNR)=P(CUR)=1-P(CUR) =1—0.54 = 0.46.
P(CNR) __ 0.21

e P(CIR) = PR) 035 = 0.6.

PR = 82— 0.525.
P(C) 0.4

e P((RNC)U(CNR))=PRNC)+P(CNR), xaque os sucesos RN C e CNR son

e P(R|IC) =

incompatibles. De P(R) = P(RNnC)+ P(Rn C) deducese que P(RNC) = 0.35 —
0.21=0.14, e de P(C) =P(CNR)+P(CNR) que P(CNR)=0.4—0.21=0.19.
Por dltimo, P((RN C) U (CNR)) = 0.14 + 0.19 = 0.33.
Alternativa para o calculo de P((R n C) U (C n R)) (ver debuxo):
P(RNCO)u(CNR)=P(RUC)—P(RNC)=0.54—0.21=0.33.
4.b) X = “n.° de persoas nacidas no mes de xaneiro, de entre as 50”.

X—-B (50, %) é dicir, X segue unha distribucién binomial de parametros n =50 e p = % =

0.083; logo g = 1 — p = — = 0.916. Pidese P(X > 2).

PX>2)=1-PX<2)=1—-{P(X=0)+P(X =1}

— . Acceso a Universidade Cdédigo: 20
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Posto que P(X = 0) = (*)p°¢> = (%)50 ~0.0129 e P(X = 1) = (*")p'q** = 50

0.0586, téfiense

MATEMATICAS I

1 (11)49 N
12\12)

sucesivamente P(X =0)+P(X =1) = 0.0129 + 0.0586 = 0.0715 e

P(X =2) ~1—0.0715 = 0.9285.

Nota: se se tomap = —15 ~ 0.0849, obtense P(X > 2) =~ 0.9333.

3
36

4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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1. Da resposta aos apartados seguintes:

a) Discute, segundo os valores do parametro m, o0 seguinte sistema:

2x - y + 3z = 0,
my + (3—-m)z = -6,
2x - y + mz = 6.

b) Resodlveo, se é posible, nos casos m =0e m = 4.

4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

Solucién:
1.a)
2 -1 3] 0O\ F;->F—-F /2 -1 31 0
0 m 3—-m|-6] —>(0 m 3—-m|-6|, polo que o sistema dado
2 -1 ml 6 0 0 m—-31 6
equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de ser triangular:
2x - y + 3z = 0,
my + @B-m)z = -6,
(m-3)z = 6.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo

calculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # 3, téfiense que z =
% e que a segunda ecuacion queda reducida a igualdade my = 0, de onde se infire a

sUa vez que y = 0 cando, ademais de ser m # 3, € m # 0. Resulta agora clara a discusion
que segue:

e Casom e R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucion).

6 3z

A solucion é a seguinte: z = y=0,x= -5

m-3’
e Casom = 3: o sistema é incompatible (non ten solucién), porque a terceira ecuacion
do sistema triangular queda 0 = 6.

e Casom = 0: o sistema triangular é

2x — y + 3z = 0,
3z = —6,
-3z = 6,

deondez=-2,y=1€eR, ex = % E dicir, o sistema é compatible indeterminado

(ten infinitas solucions).

0
—6>, respectivamente,

. 2 -1 3 2 -1 3
Alternativa para 1.a): Sexan A = (o m 3 —m) e A = (0 m 3-m
6

2 -1 m 2 -1 m

a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |2 ~!|=2m e |7} 3|=-m+3 non se

anulan avez, 2 <rankA < rank4* < 3.

-1
0 m 3—-m
2 -1 m

detA = =2m?-2(B-m)—6m+23—-m) =2m?—-6m=2m(m - 3),

e polo tanto det A = 0 se, e s6 se, m € {0,3}. Consecuentemente, a discusion é a seguinte:
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e Casom € R\ {0,3}: o sistema é compatible determinado (ten unha Unica solucion),

xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incognitas.

2 -1 3] 0 2 3 0
e Casom=0: rankAzZeA*=<o 0 3—6). Como |0 3 -6/=36—-36=0, tense
2 -1 ol 6 2 0 6

rankA =rankA* =2 < n.° de incégnitas, e polo tanto o sistema é compatible

indeterminado (ten infinitas solucions).

2 -1 3] 0 2 -1 0
e Caso m=3: rankd=2 e A" = (o 3 O—6>. Como |o 3 -6/=36+12—-12=
2 -1 3l 6 2 -1 6

36 # 0, tense rank A =2 < rank A* = 3, e polo tanto o sistema é incompatible (non

ten solucién).
A+6

1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son ; _ f ’A € R. (Ver apartado 1.a).)
zZ=-2,
Se m = 4, asolucion é z = % =6,y=0ex= —32—2 = —? = —9. (Ver apartado 1.a).)
Nota: se se opta pola solucién que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucién do apartado 1.b) pasa por escribir o sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 4 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

. Considérese a funcion f(x) = x?e™*. Pidese:
a) Calcular os limites lim f(x) e lim f(x).
X—00 X—>—00
b) Determinar intervalos de crecemento e de decrecemento, extremos relativos e puntos de
inflexion.
c) Calcular [ f(x)dx.

Solucion:

o - 0 (indeterminacién) IND. Z, L'Hépital IND. Z, L’ Hépital

\ )

2.a) llrgf(x) = liﬂoxze‘x =limZ = lim Z = lim eix = 0. Falando con rigor, a regra de L’Hopital

X—00 € X—o00 € X—00

. . . . 2 .
dinos que lim f (x) existe e vale 0 porque lim — existe e vale 0.
X—00 X—0oo €
No segundo limite non hai indeterminacion: lim f(x) = lim x%e™ = 00+ 00 = c0.
X—>—00 X—>—00

2.b) Dom f = R. A derivada f'(x) = 2xe™ — x?e™* = xe (2 — x) ten o signo de x(2 — x), xa
que e™* é sempre positivo. Logo f decrece
0 : estritamente en (—o,0), crece estritamente en
PR (0,2) e decrece estritamente en (2, ).
Ao ser f continua, ten un minimo relativo estrito en x = 0 e un maximo relativo estrito en

x = 2. Non ten outros extremos.

4

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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Pasamos agora ao estudo das posibles inflexions. f'(x) = (2x — x?)e™*, de onde f"(x) =

(2 -2x)e™* — (2x — x¥)e

X =(2-2x—2x+x%)e™* = (x? —4x + 2)e”™. Polo tanto, " ten

0 signo de x? — 4x + 2, cuxas raices son

X =

4+V16-8 448 4+2v2
2 2 2

++/2.

Agora podemos marcar no debuxo seguinte o signo de f'":

2215888 2+ yI=210142

SIGNO DE

(Se houbera dubidas, bastaria comprobar o signo de f"' nun punto calquera de cada un

dos tres intervalos de interese.)

Esta analise dinos que f € convexa en (—,2 —+/2), concava en (2 —+2,2 ++2) e de

novo convexa en (2 +v2,). A funcion f presenta polo tanto dous puntos de inflexién: en

x=2—-V2eenx=2++2.

2.c) Empregando a férmula de integracion por partes con

tense

u = x?, du = 2xdx,

dv =e%dx, v=-—e7%,

ff(x)dx = fxze‘xdx = fudv =uv—fvdu =—x2e_x+2fxe_xdx.

Usando de novo o método de integracion por partes, esta vez con

u=x, du = dx,

dv=e*dx, v=-—-e%,

chégase a que [ xe™*dx = —xe™ + [ e *dx.

Consecuentemente,

ff(x)dx = f x?e ¥dx = —x%e ¥ + 2 {—xe"‘ + f e‘xdx} =—x%e ¥ —-2xe*—2e¥+C

=(—x%2-2x—-2)e*+C=—(x*+2x+2)e™™ + C.

3. Daresposta aos apartados seguintes:

a) Estuda a posicion relativa dos planos m;:mx —y+2 =0 e m,:2x + 3y = 0 en funcién do

parametro m.

b) Obtén a ecuacion implicita do plano que pasa polos puntos A(0,0,0), B(1,0,1) e €(0,1,0).

c¢) Calcula o punto simétrico do punto P(1,2,3) con respecto ao plano m: —x + z = 0.

Solucion:

3.a) Os planos nunca coinciden, xa que 0(0,0,0) € m, \ m; para calquera valor de m. Agora,

como 1, (m,—1,0) e 1,,(2,3,0) son normais, respectivamente, a n; e a m,,
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N 5 m 1 2
T, e T, son paralelos < 7, e n, son paralelos < > ="3 Sm= —3

. ’ . . 2
0 que a sua vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {— 5}.

m -1 O)eA*:(m -1 0|2

Alternativa para 3.a): Sexan A = (2 3 0 2 3 olo

). Posto que |_31 (Z)l =
—6 # 0, tense que rankA* = 2 para calquera valor de m. Por outra banda, |gl _31| =

3m+2=0=m-= —z. Segundo esta analise:

’

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

2
e Se m= — 3 rankA =1 <rankA* =2, polo que os planos son paralelos non

coincidentes.

2

e Sem€eR\ {— g}’ rank A =rank A* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.

3.b) Os vectores E(1,0,1) e E(O,l,O) son xeradores do plano pedido, ao que chamaremos .
X y z
1 0 1
01 0

X y z
1 0 1
01 0

Ademais, A(0,0,0) € r, polo que m: =0. Como =z—x, a ecuacion

implicita do plano é m: —x + z = 0.
3.c) A recta que pasa por P(1,23) e €

Pl1,2.3) perpendicularam:—x+z=0¢

" _ x=1-2,
Rl riyy =2, AER

. z=3+21

: P 4 Calculo de P* =r N

—1-D)+34+1=0221+2=01

= -1,

P, 2"
[punto simetrion) de onde P*(x,y,z) con x =1—(-1) =2,

y=2ez=3+(-1) =2, édicir, P*(2,2,2).

Calculo de P'(x',y’, z"), punto simétrico pedido:

1+x'
=2o1+x' =4 x"' =3,

2+y
> =202ty =4y =2,

3+7
> =2o3+z =4z =1

En definitiva, P'(3,2,1).

4. Da resposta aos apartados seguintes:
a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral. Calcula P(A) se P(B) = 0.8,
P(ANnB) =0.2e P(AUB) é o triplo de P(4).
b) Nun determinado lugar, a temperatura maxima durante o mes de xullo segue unha

distribucién normal de media 25°C e desviacion tipica 4°C. Calcula a probabilidade de que a

9
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temperatura maxima dun certo dia estea comprendida entre 21°C e 27.2°C. En cantos dias
do mes se espera que a temperatura maxima permaneza dentro dese rango?
Solucioén:
4.a) Temos 3P(A) =P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB), de onde en primeira instancia se
obtén 2P(A) = P(B) — P(AnB) =0.8—0.2 = 0.6 e, en segunda, P(A) = 0.3.

4.b) X = “temperatura maxima dun dia do mes de xullo”.

X —25
XoN@54)=Z=——>NOD.

Logo

21-25 27.2-25
<775~

P(21§X§27.2)=P( —s<7s< — P(~1 < Z < 0.55)

=P(Z <055)—-P(Z<-1)=P(Z<055—-P(Z>1)
=P(Z<055—-{1-P(Z<1)}~0.7088 —1+0.8413 = 0.5501
€ a probabilidade pedida. Espérase polo tanto que en 0.5501 X 31 = 17 dias do mes a

temperatura maxima estea comprendida entre 21°C e 27.2°C.

04
03!

02}

¥4 8 0 055 £

A area da zona raiada ¢ igual & probabilidade pedida P(—1 < Z < 0.55).

10

’
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(O/A estudante debe responder soamente as preguntas dunha das opciéns. A puntuacién maxima por preguntas € a seguinte: 1.% pregunta:
2 puntos; 2.7 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.2 pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da resposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

2 1 1 0 0 1
b) CalcuIaXtanueXA+B=CseA=( ),B=<O 1>eC=<1 0).
3 4
1 2 2 1
Da resposta aos apartados seguintes:

a) Estuda os intervalos de crecemento e de decrecemento e os extremos relativos da funcion f(x) = x?Inx.

b) Considérese un triangulo tal que: dous dos seus vértices son a orixe 0(0,0) € o punto P(1,3), un dos seus lados
esta sobre o eixe X e outro sobre a tanxente en P(1,3) & gréafica da parabola y = 4 — x2. Pidese calcular as
coordenadas do terceiro vértice, debuxar o triangulo e calcular, por separado, a area das duas rexiéns nas que
o triangulo queda dividido pola pardbola y = 4 — x2.

Pidese:

a) Estudar a posicion relativa dos planos m:x + my +z+2 =0e m,:mx +y + z+m = 0 en funcion de m.

b) Calcular o valor que deben tomar k e m para que os puntos A(0,k, 1), B(—1,2,1) e C(8,1,m) estean alifiados.

c) Obter as ecuacidéns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(—1,2,1) e Q(8,1,1) e a ecuacién implicita
do plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1).

Da resposta aos apartados seguintes:

a) A probabilidade de que un mozo recorde regar a sua roseira durante unha certa semana € de % Se se rega, a

roseira sobrevive con probabilidade 0.7; se non, faino con probabilidade 0.2. Ao finalizar a semana, a roseira
sobreviviu. Cal é a probabilidade de que o mozo non a regase?

b) Unha fabrica produce pezas cuxo grosor segue unha distribucion normal de media 8 cm e desviacién tipica
0.01 cm. Calcula a probabilidade de que unha peza tefia un grosor comprendido entre 7.98 e 8.02 cm.

OPCION B

Da resposta aos apartados seguintes:
X - y + 3z = m,
a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema: my -— 2z
x + (m—1y + (m+3)z

I
|
SR

b) Resolveo, se é posible, nos casos m =0e m = 2.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) De entre tdédolos triangulos rectangulos contidos no primeiro cuadrante que tefien un vértice na orixe, outro
sobre a parabola y = 4 — x2?, un cateto sobre o eixe X e o outro paralelo ao eixe Y, obtén os catetos e a
hipotenusa daquel cuxa area é méaxima.

b) Enuncia os teoremas de Bolzano e de Rolle.

Pidese:

a) Para o plano m:3x +2y—z =0 e a recta r:xT_2 =y_—+21=§, calcular o punto de corte de r con © e obter a
ecuacion implicita do plano m* que € perpendicular a m e contén a r.

b) Estudar a posicion relativa dos planos m;: 2x — 5y —4z—9 =0 e m,: x = 0, e calcular o angulo a € [0°,90°] que
forman.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral tales que P(4) =0.2, P(B) =04 e P(AUB) = 0.5.
Calcula P(4), P(B), P(An B) e P(A U B). Razoa se A e B son ou non sucesos independentes.

b) A probabilidade de que un determinado xogador de fatbol marque gol desde o punto de penalti € p = 0.7. Se
lanza 5 penaltis, calcula as seguintes tres probabilidades: de que non marque ningun gol; de que marque polo
menos 2 goles; e de que marque 5 goles. Se lanza 2100 penaltis, calcula a probabilidade de que marque polo
menos 1450 goles. Estase a asumir que os lanzamentos son sucesos independentes.
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(El/La estudiante debe responder solamente las preguntas de una de las opciones. La puntuacion maxima por preguntas es la siguiente:
1.2 pregunta: 2 puntos; 2.2 pregunta: 3 puntos; 3.2 pregunta: 3 puntos; 4.% pregunta: 2 puntos).

OPCION A
Da respuesta a los apartados siguientes:
a) Despeja X en la ecuacion XA + B = C, sabiendo que A es una matriz invertible.

2 1 1 0 0 1
b) CaIcuIaXtanueXA+B=CsiA=( ),B=<O 1>yC=<1 0).
3 4
1 2 2 1
Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Estudia los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos de la funcion f(x) = x2Inx.

b) Considérese un triangulo tal que: dos de sus vértices son el origen 0(0,0) y el punto P(1,3), uno de sus lados
esta sobre el eje X y otro sobre la tangente en P(1,3) a la grafica de la parabola y = 4 — x2. Se pide calcular las
coordenadas del tercer vértice, dibujar el triangulo y calcular, por separado, el area de las dos regiones en las
que el triangulo queda dividido por la parabola y = 4 — x2.

Se pide:

a) Estudiar la posicion relativa de los planos my:x + my +z+2 =0y m,:mx +y + z+ m = 0 en funcién de m.

b) Calcular el valor que deben tomar k y m para que los puntos A(0,k,1), B(—1,2,1) y €(8,1, m) estén alineados.

c) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por los puntos P(—1,2,1) y Q(8,1,1) y la ecuacion
implicita del plano perpendicular a r que pasa por el punto R(1,1,1).

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) La probabilidad de que un chico recuerde regar su rosal durante una cierta semana es de % Si se riega, el rosal

sobrevive con probabilidad 0.7; si no, lo hace con probabilidad 0.2. Al finalizar la semana, el rosal ha
sobrevivido. ¢Cual es la probabilidad de que el chico no lo haya regado?

b) Una fabrica produce piezas cuyo grosor sigue una distribucién normal de media 8 cm y desviacion tipica 0.01
cm. Calcula la probabilidad de que una pieza tenga un grosor comprendido entre 7.98 y 8.02 cm.

OPCION B

Da respuesta a los apartados siguientes:
X - y + 3z = m,
a) Discute, segun los valores del parametro m, el siguiente sistema: my -— 2z
x + (m—1y + (m+3)z

Il
3 %

b) Resuélvelo, si es posible, en los casos m = 0y m = 2.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) De entre todos los triangulos rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen un vértice en el origen,
otro sobre la parabola y = 4 — x2, un cateto sobre el eje X y el otro paralelo al eje Y, obtén los catetos y la
hipotenusa de aquel cuya area es maxima.

b) Enuncia los teoremas de Bolzano y de Rolle.

Se pide:

a) Para el plano m:3x + 2y —z =0y la recta r:? = y_—+21 = g calcular el punto de corte de r con & y obtener la
ecuacion implicita del plano ©* que es perpendicular a  y contiene a r.

b) Estudiar la posicion relativa de los planos m,: 2x — 5y —4z—9 =0y m,: x = 0, y calcular el &ngulo a € [0°,90°]
que forman.

Da respuesta a los apartados siguientes:

a) Sean A y B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales que P(4) = 0.2, P(B) =04y P(AUB) = 0.5.
Calcula P(A), P(B), P(ANn B) y P(AU B). Razona si A y B son 0 no sucesos independientes.

b) La probabilidad de que un determinado jugador de fatbol marque gol desde el punto de penalti es p = 0.7. Si
lanza 5 penaltis, calcula las siguientes tres probabilidades: de que no marque ningun gol; de que marque por lo
menos 2 goles; y de que marque 5 goles. Si lanza 2100 penaltis, calcula la probabilidad de que marque por lo
menos 1450 goles. Se esta asumiendo que los lanzamientos son sucesos independientes.
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OPCION A
1)
a) 0.75 puntos.
b) 1.25 puntos.
2)
a) 1 punto.
b) 2 puntos:
i) 0.5 puntos polo debuxo do triangulo.
ii) 0.5 puntos pola obtencion da ecuacion da recta tanxente e do terceiro vértice.
iii) 0.5 puntos por cada unha das dias areas pedidas.
3)
a) 1 punto.
b) 1 punto.
c) 1 punto.
4)
a) 1 punto.
b) 1 punto.




1)

2)

3)

4)

b)

b)

b)

a)

b)

1.25 puntos.

0.75 puntos.

2 puntos.

1 punto.

1.5 puntos.

1.5 puntos.

0.75 puntos.

1.25 puntos.

OPCION B
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OPCION A

Da resposta aos apartados seguintes:
a) Despexa X na ecuacion XA + B = C, sabendo que A é unha matriz invertible.

2 1 1 0 0 1
b) CalcuIaXtanueXA+B=CseA=( ),B=<0 1)eC=<1 0).
3 4 1 2 2 1

Solucioén:
la)XA+B=CoSXA=C—-Bo X=(C—B)A™.

0 1 10 -1 1
1.b)C—B=<1 0)—(0 1)=<1 —1). Posto que detA = 8 — 3 =5, tense
2 1 1 2 1 -1

PRE S R G )|

5\-1 2 5\-3 2
e polo tanto
-1 1 -7 3
1 — 1
X=(C—B)A‘1=§<1 —1)(_‘3L ;)=§<7 —3).
1 -1 7 =3

Alternativa para 1.b): Desenvélvase a idea seguinte: calcular «, 8,v, 8,1 e u tales que
a B -1 1
<y 5>(§ 1)=<1 _1).
A ou 1 -1

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Estuda os intervalos de crecemento e de decrecemento e os extremos relativos da funcién

f(x) =x?Inx.

b) Considérese un tridngulo tal que: dous dos seus vértices son a orixe 0(0,0) e 0

punto

P(1,3), un dos seus lados esta sobre o eixe X e outro sobre a tanxente en P(1,3) & grafica

da pardbola y = 4 — x2. Pidese calcular as coordenadas do terceiro vértice, debuxar o

triangulo e calcular, por separado, a &rea das duas rexiéns nas que o triangulo queda

dividido pola parabola y = 4 — x2.
Solucién:

2.a) Notese que Dom f = (0, ). CoOmpre estudar o signo de
1
f'(x) =2xInx + xZE =2xInx+x =xQ2Inx + 1),

que coincide co signo de 2lnx + 1 en Dom f. Agora ben, 2Inx+1>0 < 2Inx >

-l1e

1 1 ., . .
Inx > —;ex>ezx 0.6065, xa que a funcibn exponencial crece estritamente.

1
Chegados a este punto, é obvio que 2Inx + 1 < 0 se, e soamente se, 0 < x < e 2.

|

SIGNO DE §
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1
Polo tanto, f decrece estritamente no intervalo (0, e‘E) e crece estritamente no intervalo

1
(e‘i, oo). Posto que se trata dunha funcidén continua, presenta un minimo absoluto (logo

1
relativo) en x = e 2. Non hai outros extremos.

2b) yx) =4-x*=y'(x) = -2x = y'(1) = —2. Logo a ‘
ecuacion da recta tanxente en P(1,3) a gréafica da \
pardbolay = 4 — x2 &
y() = —2(x—1)+3=—2x+2+3 = —2x+5. N P13

O vértice pedido, ao que chamaremos Q, € o punto de

corte desa recta co eixe X: ?

5
—2x+5=0(:>2x=5(:>x=5=2.5 = Q(2.5,0).

A dereita mostrase o debuxo do triangulo, onde _ i
tamén estan marcadas as rexidns cuxas areas hai ' 0, 0) "‘,\( 2{_)
que calcular: R, e R,. E claro que a parabola corta ao
eixe X positivo en x = 2 (xa que ai 4 — x% = 0). y ~ ".
Posto que R, = T U R*, con h / \

e T untriangulo de base 1 e altura3 e 3 "

e R* arexion baixo a grafica de y = 4 — x? (e sobre

1 () 1

o eixe X) desde x = 1 hasta x = 2, ‘ : -

a area de R, pbédese calcular do seguinte xeito (u indicara “unidade de lonxitude”):

T e R* non se solapan

) ) ) 1-3 2 3 P 3
area(R,) = area(T) + area(R") == + f (4 —x¥)dx = 5 +4x ——| ==
1 1

Finalmente,

Pidese:

3

8 1} 3 7 9+24—14 19 _
2 3 6 T 6

5
73 19 15 19 45-38 7 _
= = = E uz = 0.583 uz-

6 4 6 12

— u? =3.16v?.

0.0

4—z* \yy=-22+5

(recta kanxente)

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

a) Estudar a posicion relativa dos planos m:x+my+z+2=0e n,mx+y+z+m=0 en

funcion de m.

b) Calcular o valor que deben tomar k e m para que os puntos A(0, k, 1), B(—1,2,1) e €(8,1,m)

estean alinados.

c) Obter as ecuaciéns paramétricas da recta r que pasa polos puntos P(—1,2,1) e Q(8,1,1) e a

ecuacion implicita do plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1).
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Solucion:
3.a) Como 1, (1,m, 1) e 7i,,(m, 1,1) son normais, respectivamente, a m; e a m,,

1 m 1
Ty e T, son paralelos < 7, e n,, son paralelos & — = T°1 om=1,
m

0 que a sla vez implica que se cortan nunha recta cando m € R\ {1}. Ademais, podemos

engadir que non son coincidentes cando m = 1, xa que nese caso P(0,0,—2) € m; \ 7,.

Alternativa para 3.a): Sexan A = (111 T 1) e A= (111 T Hi) Posto que |T H =

m—1e H Ti| =m— 2 non se anulan a vez, rank A* = 2 para calquera valor de m. Por
outra banda, rankA =1 cando m =1 (as duas filas de A son iguais e non nulas) e
rank A = 2 cando m # 1, xa que |r;z 1| =m — 1 # 0. Segundo esta analise:

e Se m=1, rankA =1 <rankA" =2, polo que os planos son paralelos non
coincidentes.
e SemeR\ ({1}, rank A =rank A* = 2, polo que os planos se cortan nunha recta.

3.b) 4, B e C son, para todolos valores dos parametros k e m, puntos distintos, que estaran polo

tanto alifados se, e soamente se, os vectores AB e AC son paralelos. Posto que 4B =

(-0~ e

2—k
1-k

—_— —_— _1
A, B e C estan alinados < AB || AC & [?= em—1= 0]

17
@[—1+k=16—8kem=1]1:)[9k=17em=1]<:>[k=?em=1].

. 8 -1 9
3.c) d, =PQ = (1)—( 2 )= (-1) € vector director da recta r, a cal ademais pasa polo punto
1 1 0

P(—1,2,1), polo que as ecuaciéns paramétricas pedidas son

x =—14 91,
r:{yzZ—/l, A€ER.
z =1,

Chamemos © o plano perpendicular a r que pasa polo punto R(1,1,1). Como 7, =

Jr(9,—1,0) € un vector normal a =, tense m:9(x — 1) — (y — 1) = 0. Tendo en conta que
I x—-1D)—-@—-1)=9x—-9—y+1=9x —y— 8, concllese que a ecuacion implicita de =

ém9x —y—8=0.

Da resposta aos apartados seguintes:

a) A probabilidade de que un mozo recorde regar a sua roseira durante unha certa semana é
de e Se se rega, a roseira sobrevive con probabilidade 0.7; se non, faino con probabilidade

0.2. Ao finalizar a semana, a roseira sobreviviu. Cal é a probabilidade de que 0 mozo non a

regase?

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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b) Unha fabrica produce pezas cuxo grosor segue unha distribucién normal de media 8 cm e

desviacién tipica 0.01 cm. Calcula a probabilidade de que unha peza tefia un grosor

comprendido entre 7.98 e 8.02 cm.
Solucion:

4.a) Damos nomes aos sucesos: R = “0 mozo rega” e S = “a roseira sobrevive”.

Sabemos que P(R) = § (logo P(R) = §)1 P(S|R) = 0.7 e P(S|R) = 0.2.

Pidese P(R|S) = %
P(SNR) __ P(SNR)

« De07=PESIR)=-,7°= :

15

, dedlicese que P(SNR) = % 0.7 = L = 0.46.

e De0.2=P(S|R) = P;S(;f) = P(Slnﬁ), dedlcese que P(SNR) = § 0.2 = % = 0.06.
3
Polo tanto, P(S) = P(SNR) + P(SNR) = 1—75 + % = % = 0.53 e, en consecuencia,

P(RNYS) = 1

5 15
P(R|S) =—————=-"=—-=10.125.

(RIS) G) B 8

15

4.b) X = “grosor das pezas”.

X -8
X - N(8,0.01) = Z=—— - N(0,1).

0.01

Logo

7.98 — 8 8.02 -8
—<Z<
0.01 0.01

=P(Z<2)-P(Z<-2)=P(Z<2)—-P(Z>2)

IA

P(7.98§X§8.02)=P< )zP(—ZSZSZ)

=P(Z<2)-{1-P(Z<2)}=2P(Z<2)—1~2-09772 —1= 09544

€ a probabilidade pedida.

04

03

o . W

02

o
-
! S V-

0

A area da zona raiada é igual & probabilidade pedida P(-2 < Z < 2).

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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OPCION B
1. D4 resposta aos apartados seguintes:
a) Discute, segundo os valores do pardmetro m, o0 seguinte sistema:

X - y + 3z = m,
my -— 2z -2,
x + (m—1y + (m+3)z m.

b) Resolveo, se é posible, nos casos m =0 e m = 2.

Solucion:

1.a)
1 -1 3y m\ Fs->F—F /1 -1 3 m\ Fa>F—F /1 -1 3] m
<o n 2 -z>%<o m —2>%<0 -2 —2>
1 m—1 m+3lm 0 m ml O 0 0 m+2l 2

polo que o sistema dado equivale ao que escribimos a continuacion, que ten a vantaxe de

ser triangular:

x - y + 3z = m,
my -— 2z = =2,
(m+2)z = 2.

De ser compatible, este sistema pode ser resolto de abaixo arriba, empezando polo

célculo de z, seguindo co de y e terminando co de x. Sempre que m # —2, téfiense que

z= ﬁ e que a segunda ecuacion queda reducida a igualdade my = 2z —2 = ﬁ -2=

-2 . g - ., -2 . -
m—:;, de onde se infire a4 stia vez que y = — cando, ademais de ser m = —2, € m # 0.
Resulta agora clara a discusion que segue:

e Caso meR\{-2,0}; o sistema é& compatible determinado (ten unha Unica
2 2 2 6

solucion). A soluciéon é a seguinte: z=——, y=——, x=y—3z+m=———+
m+2 m+2 m+2 m+2

_ —2-6+m(m+2) _ m?+2m-8 _ (m-2)(m+4)
- m+2 T ome2 m+2 '

e (Caso m = —2: o sistema é incompatible (non ten solucion), porque a terceira
ecuacion do sistema triangular queda 0 = 2.

e (Caso m = 0: o sistema triangular é

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS

x — y + 3z = 0,
-2z = =2
2z = 2,

deonde z=1, y=1€R, e x=y—3z=1-3. E dicir, o sistema é compatible

m
_2>,
m

respectivamente, a matriz do sistema e a matriz ampliada. Como |(1) _§|=—2¢0, é

indeterminado (ten infinitas soluciéns).

1 -1 3 1 -1 3
Alternativa para 1.a): Sexan A= (0 m —2) e A= (o m -2
1 m—1 m+3 1 m—1 m+3

seguro que 2 < rankA4 < rankA4* < 3.
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1 -1 3
detA = |o m =2l=mm+3)+2-3m+2(m—-1)=m?>+3m+2-3m+2m—-2=
1 m—1 m+3

m? +2m = m(m + 2),
e polo tanto detA =0 se, e s6 se, m € {—2,0}. Consecuentemente, a discusién & a
seguinte:

e Caso meR\{-2,0}; o sistema é compatible determinado (ten unha Unica

solucién), xa que rank A =rank A* = 3 = n.° de incognitas.

1 -1 3]-2 1 -1 -2
° Ca30m=—2:rankA=2eA*=(o -2 =2 —2). Como|o -2 -2|=4+42—-4—-6=
1 -3 1l-2 1 -3 -2

—4 # 0, tense rank A =2 < rank A* = 3, e polo tanto o sistema & incompatible (non

ten solucion).

1 -1 3] 0 1 3 0
° Ca30m=0:rankA=2eA*=(o 0 -2 —2>.Como 0 -2 —-2|=—-6+6=0,tense
1 -1 3l o0 1 3 0

rank A =rankA* =2 < n.° de incognitas, e polo tanto o sistema é compatible

indeterminado (ten infinitas soluciéns).

x=A1-—3,
1.b) Se m = 0, as infinitas soluciéns son {y =1, A € R. (Ver apartado 1.a).)
z =1,
Se m =2, a solucién é z=—-=1 y=_—2=—3 e x =DM _ (Ver apartado
m+2 2 m+2 2 m+2

1.a).)
Nota: se se opta pola solucibn que arriba chamamos alternativa para responder ao
apartado 1.a), a solucion do apartado 1.b) pasa por escribir 0 sistema orixinal nos casos

particulares m = 0 e m = 2 e resolver cada un deles mediante un método calquera.

Da resposta aos apartados seguintes:
a) De entre tédolos triangulos rectangulos contidos no primeiro cuadrante que tefien un vértice
na orixe, outro sobre a parabola y = 4 — x2, un cateto sobre o eixe X e o outro paralelo ao
eixe Y, obtén os catetos e a hipotenusa daquel cuxa area &€ maxima.
b) Enuncia os teoremas de Bolzano e de Rolle.
Solucidn: al 4
2.a) Se se entende que paralelo pode ser coincidente, non |
se pode descartar o caso no que o punto P(0,4) € un
vértice, co cal un dos catetos do triangulo esta sobre o J
eixe Y. Teriamos unha situacibn como a que se ' 5
representa no debuxo da dereita. Neste marco non hai WL §
triangulo de area maxima. En efecto, a area vén dada
pola funcion A(x) = 47" = 2x, con x € (0,»), que non

ten maximo.

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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Supofiamos agora que ningun cateto pode estar sobre o al
eixe Y. Enton a situacién anterior queda excluida e a Unica
posibilidade €& a representada no novo debuxo, & dereita,

onde o tridngulo ten base x e altura 4 — x2. Hai que buscar o =

x(4-x2)

maximo da funcion A(x) = S— con x € (0,2).
1 1 3 4 y
A'(x) = 5{4 —x*+x(-2x)} = E(_sz +4) = —E(xz - §) | ’ \
_ 3Lt 4 ¥
T\ T BN\ T3 ’
e+ ) 5)
=—-c-lx+—=](x——=], : : 4
2 V3 \3 -1 0 1 2 3
onde % ~ 1.1547 € (0,2). Logo A é crecente (A’ ten signo positivo) no intervalo (O, 13) eé

2

ﬁ,z). Posto que A é continua, concluese

decrecente (A’ ten signo negativo) no intervalo (

;. ;. 2
que ten un unico maximo absoluto en x = N '

Danse a continuacion as medidas dos catetos " = .

e da hipotenusa do triangulo de area maxima SIGNO DE &

(u indicara “unidade de lonxitude”).

Catetos: x=2u~11547ue
V3

S

w | ®

12ret B -2 polo que a
5~ 9 3 Polog

Hipotenusa: En virtude do teorema de Pitagoras, h? = §+ % =

,26
h = 3 u =~ 2.9439 u.

e Teorema de Bolzano: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b]. Se f(a)f(b) <0, entdn

medida da hipotenusa é

2.b)

existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.
e Teorema de Rolle: Sexa f:[a,b] — R continua en [a,b] e derivable en (a,b). Se
f(a) = f(b), entdn existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Pidese:

-2 +1
a) Para o plano m:3x + 2y —z = 0 e arecta r:>— = >— =, calcular o punto de corte de r con

7 e obter a ecuacién implicita do plano 7* que é perpendicular a = e contén a r.
b) Estudar a posicién relativa dos planos m;:2x — 5y —4z—9=0 e m,:x =0, e calcular o

angulo a € [0°,90°] que forman.

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS
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Solucion:
3.a) Punto de corte:
i x=2+2,
E util escribir as ecuacions paramétricas de r, que son r:qy = =1 —24, 1€R,
z = 31,

e substituir os valores de x,y e z na ecuacion do plano para obter o valor do parametro A

no punto de corte:

324+0)4+2(-1-21)-31=0=6+31-2-41-31=0= —41+4=0=1=1,
deondex=2+1=3, y=-1-21=-3e z=31= 3. E dicir, o punto de corte pedido &

P(3,-3,3).

Ecuacion implicita de 7*:

u=1n,(3,2,—1) e v(1,-2,3) son xeradores de n*, e P(2,—1,0) € r c ©*, polo que

x—2 y+1 =z
| 3 2 —1|=0.
1 -2 3
Como
x—2 y+1 =z
3 2 —1|=6(x—-2)—-(W+1)—6z—22—-2(x—2)—-9(y+1) =4(x—-2) —
1 -2 3

10(y +1) — 8z = 4x — 8 — 10y — 10 — 8z = 4x — 10y — 8z — 18,
a ecuacion implicita pedida é 7*: 4x — 10y — 8z — 18 = 0 ou, equivalentemente,
m*:2x —5y —4z—-9 =0.

3.b) 7., (2,—5,—4) e 1,,(1,0,0) son normais, respectivamente, a m; e m,, logo & claro que os

dous planos se cortan nunha recta, porque 7, € 7i,, non son paralelos.

O angulo a que forman m; e m, coincide co angulo que forman os vectores 7, e 1, asi

|Tiry Timy |

IeTa—— Ténense
177 Ml Fire

que cosa =
o My i, =2,
e ||| =VITI5TI6=Va5=3"5e
o nll=1,
2 _ 25

de onde, en primeira instancia, cosa = s 0.2981424 e, en segunda,

2V5
a = arccos 1 ~ 72.6539°,

Da resposta aos apartados seguintes:

a) Sexan A e B dous sucesos dun mesmo espazo mostral tales que P(4) = 0.2, P(B) =04 e
P(AUB) =0.5. Calcula P(4), P(B), P(AnB) e P(AUB). Razoa se A e B son ou non

sucesos independentes.

EXEMPLOS DE RESPOSTAS / SOLUCIONS



OPCION B

Proba de Avaliacion do Bacharelato para o
Acceso a Universidade Codigo: 20

XULLO 2019

MATEMATICAS II

b) A probabilidade de que un determinado xogador de futbol marque gol desde o punto de
penalti € p = 0.7. Se lanza 5 penaltis, calcula as seguintes tres probabilidades: de que non
marque ningun gol; de que marque polo menos 2 goles; e de que marque 5 goles. Se lanza
2100 penaltis, calcula a probabilidade de que marque polo menos 1450 goles. Estase a
asumir que os lanzamentos son sucesos independentes.

Solucién:

4.a) Temos

e P(A)=1-P(A)=1-02=08.
e P(B)=1-P(B)=1-04=0.6.
e Da igualdade P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANnB) dedlcese que P(ANB) =
P(A)+P(B)—P(AUB)=0.2+0.4—05=0.1.
e Segundo unha das leis de De Morgan, AUB=A4ANB, de onde P(AUB) =
PANB)=1-P(ANB)=1-01=09.
Por ultimo, os sucesos A e B non son independentes, porque P(AN B) = 0.1 # 0.08 =0.2-
0.4 = P(A)P(B).
4.b) Se X = “n.° de goles en 5 lanzamentos de penalti”, enton X — B(5,0.7), distribucion

binomial de parametros n =5 e p = 0.7. Tense entdbn g = 1 — p = 0.3 e, polo tanto,

e P(X=0)= (g) pq5 = 0.35 = 2.43 x 1073,

e Como P(X=1)= (;3) plg* =5-0.7-0.3* = 0.02835, tense que P(X >2)=1-
{(P(X =0) +P(X = 1)} = 1 —{0.00243 + 0.02835} = 1 — 0.03078 = 0.96922.
e P(X=5)= @ p3q° = 0.75 = 0.16807.

Supofiamos agora que X = “n.° de goles en 2100 lanzamentos de penalti”, co cal X —
B(2100,0.7). Os valores de n, p € q neste caso son n=2100, p=0.7 e ¢q=03. A
probabilidade P(X = 1450) é dificil de calcular directamente. E posible, non obstante,

razoar do xeito seguinte: ao ser np = 1470 > 5 e nq = 630 > 5, a variable X pode ser

aproximada por unha normal X de media np e desviacion tipica \/npq = V441 = 21.

_ X — 1470
X - N(147021) = Z = " N(0,1),
de onde ., 1
correccion de 5 punto
1449.5 — 1470 :

): p(z S T2 5) ~ P(Z > —0.98)

P(X > 1450) ~ P(X > 1449.5) =P (Z > 1

21
= P(Z < 0.98) = 0.8365.
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A area da zona raiada é igual a probabilidade pedida P(Z > —0.98).
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CRITERIOS DE AVALIACION
MATEMATICAS II
(Céd. 20)
OPCION A
1)
a) 0.75 puntos.
b) 1.25 puntos.
2)
a) 1 punto.
b) 2 puntos:
i) 0.5 puntos polo debuxo do triangulo.
ii) 0.5 puntos pola obtencion da ecuacion da recta tanxente e do terceiro vértice.
iii) 0.5 puntos por cada unha das dias areas pedidas.
3)
a) 1 punto.
b) 1 punto.
c) 1 punto.
4)
a) 1 punto.
b) 1 punto.




1)

2)

3)

4)

b)

b)

b)

a)

b)

1.25 puntos.

0.75 puntos.

2 puntos.

1 punto.

1.5 puntos.

1.5 puntos.

0.75 puntos.

1.25 puntos.

OPCION B



Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso aUniversidade Caédigo: 20

XUNO 2018
MATEMATICAS II

(Responde so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion: exercicio 1 = 2
puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A

1.a) Dada a matriz M = (T m I_ 4

b) Dadas as matrices A=(-1 0 1), B=(3 0 1) e C=(4 -2 0), calcula a matriz X que
verifica: Bt - A- X + C* = X, sendo B' e C'as traspostas de BeC respectivamente.

.. 1
), calcula os valores de m para que a matriz inversa de M sexa ZM'

X

. L. .. . -1
2.a) Calcula: intervalos de crecemento e decrecemento e maximos e minimos relativos de f(x) = —

X

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = x> —4x e a recta y = x — 4.(Para o
debuxo da parabola, indica: puntos de corte cos eixes, o vértice e concavidade ou convexidade).

3. a) Determina o valor de A para queos puntos A(3,0,—1), B(2,2,—1), C(1,—2,-5)eD(A,6,—1)
sexancoplanariose calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que os contén.
b) Determina a posicion relativa do plano m:4x + 2y — 3z — 15 = Oe a recta r que pasa polos puntos
P(—4,4,2)eQ(4,8,—4). Se se cortan, calcula o punto de corte.
c) Calcula opunto simétrico do punto P(—4,4,2) respecto do plano m:4x + 2y — 3z — 15 = 0.

4. Nas rebaixas duns grandes almacéns estan mesturadas edvenda 200 bufandas da marca A, 150 da
marca B e 50 da marca C. A probabilidade de que unha bufanda da marca A sexa defectuosa é 0,01;
0,02 se¢€ da marca B e 0,04 se é da marca C. Unha persoa elixe unha bufanda ao azar
a) Calcula a probabilidade de que a bufanda elixida sexa da marca A ou defectuosa.

b) Calcula a probabilidade de que a bufanda elixida non sexa defectuosa nin da marca C.
c) Se a bufanda elixida non é defectuosa, cal é a probabilidade de que sexa da marca B?

OPCION B

3x—6y+mz=0
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuaciéns:{ x —2y+ z=0
x+ y =m

b) Resoblveo, se é posible, cando m = 3.

e’ +ax+b six<O0
%(x2 +2) six=0
b) Calcula os vértices do rectangulo de area maxima que se pode construir, se un dos vértices €0(0,0),
outro esté sobre o eixe X, outro sobre el eixe Yeo outro sobre a recta 2x + 3y = 8.

c) Calcula f03 xvVx +1 dx.

2. a) Calcula aeb para que a funcién f(x) = { sexa continua ederivable en x = 0.

3. a) Dado o plano m:2x — y — 2z — 3 = 0, calcula o valor de a para que a recta r que pasa polos puntos
P(a,a,a)eQ(1,3,0) sexa paralela ao plano m.
b) Para a = 1, calcula a distancia de r a m.
¢) Para a = 1, calcula a ecuacién implicita ouxeral do plano que é perpendicular a Te contén a r.

4. a) Un exame tipo test consta de 10 preguntas, cada unha con 4 respostas das cales s6 unha & correcta.
Se se contesta ao azar, cal é a probabilidade de contestar ben polo menos duas preguntas?
b) A duracién dun certo tipo de pilas eléctricas é unha variable que segue unha distribucién normal de
media 50 horas e desviacién tipica 5 horas. Calcula a probabilidade de que unha pila eléctrica deste
tipo, elixida ao azar, dure menos de 42 horas.



Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso 4 Universidade Cédigo: 20

SETEMBRO 2018
MATEMATICAS II

(Responde so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1 = 2 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 3 puntos, exercicio 4 = 2 puntos)

OPCION A

0 0 -1
1. Dada a matriz A = (—1 0 0)
0 -1 0
a) Que relacion existe entre a sta inversa A™! e a sua trasposta A*?
b) Estuda, segundo os valores de A, o rango de A — AI, sendo I a matriz identidade de orde 3.Calcula

0
as matrices X que verifican AX + X = (0)
0

2x*>+ax sex<1
bx +c sex>1
as hipoteses do teorema de Rolle no intervalo [0,2] e calcula o punto no que se cumpre o teorema.

b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = x? —2x e a recta y = x. (Para o
debuxo da parabola, indica: puntos de corte cos eixes de coordenadas, o vértice e concavidade ou
convexidade).

2. a) Enuncia o teorema de Rolle. Calcula a, b e ¢ para que a funcién f(x) = { cumpra

x+y+z—-2=0

x—y+z—-2=0

a) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que pasa polo punto A(1,1,1) e é perpendicular a r.

b) Calcula a ecuaciéon implicita o xeral do plano que pasa polos puntos P(—1,0,6) e Q(3,-2,4) e &
paralelo a recta r.

c) Calcula a distancia darecta r aoplanox +y+z—5=0.

3. Dada a recta r:{

4. Nun bombo temos 10 bolas idénticas numeradas do 0 ao 9 e cada vez que facemos una extraccion
devolvemos a bola ao bombo
a) Se facemos 5 extraccions, calcula a probabilidade de que o 7 saia menos de duas veces.
b) Se facemos 100 extraccions, calcula a probabilidade de que o 7 saia menos de nove veces.

OPCION B
x+2y—z=1
1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions: { x —zZ=m
x+y—-z=1

b) Resblveo, se é posible, cando m = 1.

cos2x +mx?-1

=3

b) Calcula os valores de a, b, c e d para que a funcién f(x) = ax3® + bx? + cx + d tefia un punto de
inflexion no punto (0,5) e a tanxente & sua grafica no punto (1,1) sexa paralela ao eixe X.

c) Calcula fle Vxlnxdx (Nota: In = logaritmo neperiano)

2, a) Calcula, se existe, o valor de m para que lim,_,, sen(?)

- -5
3. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(9,4,1) e Q(1,1,1). Dada a recta s: x2_1 = % = Z_—l
a) Estuda a posicién relativa das rectas r e s. Calcula, se se cortan, o punto de corte.
b) Calcula, se existe, a ecuaciéon implicita ou xeral do plano que contén as rectas r € s.

¢) Calcula a distancia do punto 0(0,0,0) & recta s.

4. Nunha fabrica hai tres maquinas A, B e C que producen a mesma cantidade de pezas. A maquina A
produce un 2% de pezas defectuosas, a B un 4% e a C un 5%.
a) Calcula a probabilidade de que unha peza elixida ao azar sexa defectuosa.
b) Se se elixe unha peza ao azar e resulta que non é defectuosa, cal € a probabilidade de que fora
fabricada pola maquina A?
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MATEMATICAS Il
(Céd. 20)

OPCION A
1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a) 1,5 puntos
» 0,75 puntos pola determinacion do maximo relativo.

» 0,75 puntos pola determinacion dos intervalos de crecemento e decrecemento.
b) 1,5puntos

» 0,75 puntos polo debuxo da rexién.

» 0,75 puntos pola formulacion e calculo da area coma unha integral definida.

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacién de A.

» 0,5 puntos pola ecuacion do plano.

b) 1 punto

» 0,5 puntos pola posicién relativa do plano e a recta.
» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte.

c) 1 punto

4) a) 0,75 puntos
b) 0,5 puntos

c) 0,75 puntos



OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola continuidade.
» 0,5 puntos pola derivabilidade.
b) 1 punto

c) 1 punto

3) a)1 punto
b) 1 punto

c) 1 punto

4) a)1 punto

b) 1 punto



ABAU
CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Ano 2018
CRITERIOS DE AVALIACION
MATEMATICAS Il
(Céd. 20)

1)

OPCION A

a) 0,5 puntos

b) 1,5 puntos

2)

3)

4)

» 0,5 puntos pola determinacion do rango de A — AI, segundo os valores de A.

» 1 punto pola determinacion das matrices X.

a) 1,5puntos

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
» 0,5 puntos pola determinacién de a, b e c.

» 0,5 puntos pola determinacién do punto no que se cumpre o teorema de Rolle.

b) 1,5 puntos

» 0,5 puntos polo debuxo da rexién.
» 0,5 puntos pola formulacion da area.

» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

a) 1 punto

b) 1 punto

c) 1 punto

a) 1 punto

b) 1 punto



OPCION B

1) a) 1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto

b) 1punto

c) 1 punto

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos polo estudo da posicion relativa das rectas.

» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte.
b) 1 punto

c) 1 punto

4) a)1 punto

b) 1 punto



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

Exercicio 1:

a) IM|=|T m;_4|=m—m—4=—4 %0 = 3m?

m= —1
m m+4 /
1 4
4

Outra forma de resolvelo:

1 1 <m2+m+4 m2+5m+4)_
m+5

Ml=—Moe —M-M=] & M?=4] &

4 4 m+1

E polo tanto
m= —1

b) Bt-A-X + Ct =X & (Bt-A-DX=-Ct

3 1 0 0 -4 0 3
Bt-A—-I=(0)(-1 0 1) — (0 1 0= 0 -1 0
1 0 0 1 -1 0 0

IBt-A—1Il= -3 %0 =23(B*-A-D)!

0 0 -1\ o 0 -1
(Bt-A-D"1= _§<0 3 0) =/ 0 -1 0
3 0 4 Iy 0 -3

Enton:
0 0 -1 —4
X=—-Bt-4A-D"t-ct= 0 -1 0 .(2
s 0 43/ Lo

Outra forma:

—4 0 3 X —4 —4x+3z=—-4 z
(Bt-A-DX=-Ct > (O -1 0)'<Y>=<2>=>{ -y }:{
-1 0 0 z 0 —x

Easi: X =

()

4 0
0 4



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:
a) x2=0¢ x = 0. Polo tanto, Dom(f) = R — {0}

2

_ x%-2x(x-1) _ 2x-x? _ 2-x

f’(x) - x4 - x4 - x3
" _ —x3-3x%(2-x) _ —x-3(2-x) _ 2x-6
f (x) - x6 - x4 T x4

ffx)=0 o x=2

= |Maximo relativo en x = 2|

f@<o
Para estudar o crecemento e decrecemento, podemos facer a seguinte taboa (temos un

maximo relativo en x = 2 e 0 0 non esta no dominio da funcion):

(=0,0) (0,2) (2,00)
f'(x) <0 >0 <0
Crecente en (0,2)
f(x) \ / \ 7 |Decrecente en (—o0,0) e en (2, )

b) Estudo da parabola:

y = x? — 4x = x(x — 4) = Puntos de corte cos eixes: (0,0) e (4,0)
y =2x—4 =2y =0 ©x=2 = Vértice: (2, —4).

y" = 2 = Convexa.

Puntos de corte da recta e a parabola: 4

XP—dx=x—4 & x2-5x+4=0 = x=->222516 /

= (1,-3),(40)

Entén, a area ven dada pola integral definida

A= f_41[x — 4 — (x% — 4x)]dx = f_41(—x2 + 5x — 4)dx =

3 4
= [-5+ 54| = -Z+40-16+5-2+4=2
1 3 3 2 2




Exercicio 3:

Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

a) Os vectores AB = (—1,2,0); AC = (—=2,—2,—4) non son proporcionais. Polo tanto, os puntos 4,
determinan m)

B e C non estan alifiados e determinan un plano = (o punto A € = e os vectores AB e AC

z+1
0 [=0 = —-8(x—-3)—4y+6(z+1)=0
-2 -4

|m:4x + 2y —3z—15 = 0|
Para determinar A, impofiemos que D € :

4A+12+3-15=0 =
Tamén poderiamos determinar A coa condicion rang(Zﬁ, R, Zﬁ) =2
b) O vector director da recta r e o vector normal ao plano  son:
v, = PQ = (84,—6)

Ny = (42,-3)

> v lln, = |r e i cortanse (son perpendiculares)|
Para determinar o punto de corte da recta e o plano, consideramos as ecuaciéns paramétricas
da recta (P € r, v, € un vector director) e sustituimos na ecuaciéon do plano
x=—-4+4+81
riiy= 4+421 > —-16+32A4+8+81-6+181—-15=0 = A=1/2
z= 2—-641
plano

v
v I
\

Sustituindo este valor de 1 nas ecuacions paramétricas, obtemos o punto de corte da recta e o
M(0,6,—1)
c)

> p(—4,4,2)

Temos que:

Méopuntodecortederen
P(—4,4,2) éunpuntoder
r é perpendicular a

v< P'(x,y,z)

Enton M é o punto medio de P e o seu simétrico P'(x, y, z)
Polo tanto:

x—4
0=22
2
+4
6 =22

} = | P'(4,8,—4)
1= z+2

== )



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Sexan:

A =“A bufanda é da marca A”
B = “A bufanda é da marca B”
C =“A bufanda é da marca C”
D =“A bufanda é defectuosa”
Enton temos:

P(A)=—22 __—2-05; P(B)=

200+150+50 2

150 3 . _ 50 _ l_
200+150+50 8 0,375, P(C) = 2004150450 — 8 0,125

P(D/A) = 0,01; P(D/B) = 0,02; P(D/C) = 0,04

Podemos facer o seguinte diagrama en arbore:

_ oo
A
e T
3/8 /o,gV'D
—> B \
1/8 D
\ /O_OA-/'D
C\>
D

a) Pola formula da probabilidade total, podemos calcular a probabilidade de que unha bufanda,

elexida ao azar, sexa defectuosa:

P(D)= P(D/A)-P(A)+ P(D/B)-P(B)+P(D/C)-P(C)=0,01-0,5+0,02-0,375+ 0,040,125
= 0,0175
E a probabilidade de que unha bufanda, elexida ao azar, sexa da marca A ou defectuosa sera:

P(AUD) = P(A) + P(D) — P(AND) = 0,5+ 0,0175 — 0,5+ 0,01 =[0,5125

b) Para calcular a probabilidade de que unha bufanda, elexida ao azar, non sexa defectuosa

nin da marca C usamos as leis de Morgan

P(ODNC)=P(DUC)=1-P(DUC)=1—[P(D)+P()—P(DNC)
= 1-0,0175—0,125 + 0,04- 0,125 = [0,8625

c) Se sabemos que a bufanda non é defectuosa, queremos calcular a probabilidade de que
sexa da marca B

P(BnD P(BND 098-0375
= = =[0,374

P(B/D) = P(D) 1-P(D) 1-00175




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1:
3 -6 m 3 6 m 0
a) Matrizdecoeficientes:C=(1 -2 1); matrizampliada:A=<1 -2 1 0)
1 1 0 1 1 0 m

Célculo do rango de C:

H _12|=3 #0 =>rang(C) =2
{ rang(C) =2sem =3
—)
rang(C) =3sem # 3
3 =6 m
1 -2 1|=m—-6+4+2m—-3=3m-9
1 1 0

Célculo do rango da matriz ampliada (lembramos que sempre rang(A) = rang(C)):

» m+#3 = rang(A) = 3 (neste caso rang(C) = 3)
» m=3= rang(A) =2 (se m = 3, 12 ecuacion = 3*2% ecuacion e rang(C) = 2)

Discusién:

m =3 = rang(C) = 2 = rang(A) < n?incoégnitas. Sistema compatible indeterminado.
m # 3 = rang(C) = 3 = rang(A) = n2incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para[m = 3] xa vimos que era un sistema compatible indeterminado (infinitas solucions).

Un sistema equivalente ao dado é:

x—2y=—z} — 3y=z+3 = y=§+1
x+y =3 3x = —z+6 =>x=—§+2

As infinitas soluciéns son

3 _6 m . O (13) _ 3*(2a) O 0 m — 3 . 0
1 -2 1 ¢ 0] (o 1 -2 1 0
: 0 3 -1 im




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Se m =3 suprimise a primeira fila (queda unha fila de 0) e o sistema é compatible
indeterminado

z
x_2y=_z} x=-z+2(1+%)=2-2/3
3y=3+z y=1+§

as infinitas solucions son:

5 A
r=e73
—1+A' ALER
- o
z=2A

se m # 3 o0 sistema é compatible determinado. Para cada valor de m, temos un sistema distinto
con solucion Unica.

Exercicio 2:
a) Para que a funcién sexa continuaenx =0

limy_o- f(x) = limy_o-(e?* +ax+b)=1+b
lim, g+ f(x) = limeg+ (3% +2)) =1 > 1+b=1 = b=0
f0)=1

Por outra parte

limy_o- f'(x) = limyo-(2e** +a) =2 +a
limx_)0+ f’(x) - limx_)0+ X = 0

Polo tanto, para que a funcidén sexa derivable en x = 0, debe cumplirse:

b=0 — 57—
2+a=0}:> la=-2b=0]




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

b) A area non esta acotada se o rectangulo esta situado no segundo ou cuarto cuadrante

: -

v

v

Se o rectangulo esta situado no primeiro cuadrante:

A

\ Funcion a maximizar (area do rectangulo):
_ x(8-2x) _ 8x-—2x?
A(x) = T
z X, 8_32’() Determinamos os puntos criticos):
% - Ax)=0 @ x=2
(0,0 (x,0) 2x% 3y =8 = maximo en x = 2
A'(x) =—-4/3
Polo tanto:

[Vértices: (0,0),(2,0), (0,4/3), (2,4/3)]

¢) Calculamos a integral indefinida utilizando o cambio de variable: x + 1 = t?; dx = 2tdt
2 2
Jx\/x+ ldx = J(t2 —1)-2t%dt = f(Zt‘* —2t3)dt = §t5 —§t3 +k=

2 2
=+ 1)5/2 —§(x+1)3/2 +k

E calculamos a integral definida aplicando a regra de Barrow:

14 (116

5 3 15

5 3

3 2 2 3 64 16 (2 2 62
Jx\/x+1dx=[E(x+1)5/2—§(x+1)3/2] =5——?—< )-
0 0

Tamén poderiamos calcular a integral indefinida polo método de integracién por partes:
2 2 2 4
Jx\/x +1dxe= Zx(x+ 1)3/2 — fg(x+ 1)3/2dx = §x(x +1)3/2 - E(x +1)52+k

E aplicando a regra de Barrow:

348 128 4 _ 240 124 116

3 2 4
Vi F Tdx = |=x(x + 1)3/2 — — 15/2] =y =
Lx“ ¥ [3x(x+) TR M S T T T T T




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) A recta que pasa polos puntos P e Q ten como vector director:
3, =P0=(1-a3—a—a)

Por outra parte, un vector normal ao plano é:
= (2,—1,-2).
Enton
rin © 110, © 20—-a)—B3—-a)+2a=0 & 2—-2a—-3+a+2a=0

a=1

b) Polo apartado anterior, sabemos que se a = 1, a recta e o plano son paralelos, polo tanto a
distancia entre a recta e o plano € igual & distancia entre un punto da recta (por exemplo P) e o
plano
[2—-1-2-3]
d(r,m) =d(P,m) = =14/3u
ViTiea

c) Sexa a o plano buscado. O plano « esta determinado polos elementos seguintes

P(1,11) €r » P(L,11) €a

0=1] 0 2 -1 =2 —5(x—-1)-2(y—-1)—-4(z—-1)=0

= —5x—-2y—4z+11=0

la:5x+2y+4z—-11=0




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Sexa X = n° de respostas acertadas. Tratase dunha distribucion binomial B(10; 0,25), pois a
probabilidade de contestar ben unha pregunta € a mesma nos dez casos: 0,25

PX>2)=1-P(X<2)=1-PX<1)=1-PX=0)-P(X=1)

—1- (100) 0,259 0,7510 — (110) -0,251 0,75 = 1 — 0,0563 — 0,1877

- [756)

b) Sea X la duracién, en horas, de las pilas. X sigue una distribucion normal N(50; 5)

X-50

Tipificacion — = Z— N(0,1)

X—50<42—50
5 5

=1-10,9452 =[0,0548 |

P(X < 42) = P( ) —P(Z<-16)=P(Z>16)=1-P(Z<16)



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

-1 0 -1 0 1 0 0
0]- 0 0 -1]=10 1 0
-1 0 -1 0 0 0 0 1

0 -1 0 0 0 -1 1 0 0
At-A = 0 0 -1/ [-1 0 0J=10 1 0
-1 0 0 0 -1 0 0 0 1

Tamén poderiamos calcular A™! utilizando Gauss: no primeiro paso intercambiamos a primeira

Exercicio 1:

o

a) A-At = (—

O = O
o

- - =]

e a segunda fila. No segundo paso intercambiamos a segunda e terceira fila e finalmente

1 0 -1
00)—><0
0 1 0

cambiamos de signo a tdédalas filas

0 0 -1 1 0 0 -1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0:0 1 0 ve—) 0 0 —-1:1 -1 0:0
0 -1 0 0 0 1 0 -1 0 0 0 1 1

S O -
(=2 ]
N——

1 00 0 -1 0 0 -1 0
— (0 1 0: 0 0 —1) e vemos que |4t = < 0 0 —1) = At
0 01 -1 0 0 -1 0 0

Tamén se poderia calcular A~ utilizando determinantes:
[Al= -1 #0 = 3471

0 0 1\¢ 0 -1 0
A‘1=—<1 0 0>= 0 0 —1>=Af
0 1 0 1

0 0
b)
-2 0 -1
A= A|=1]-1 -1 0|=-23-1
0 -1 -1

Polotanto: [A— AI|=0 o A23+1=0.
A=-1 é unha soluciéon da ecuacion 22 +1=0. Como 3+1=A+1DA?-1+1) e > —-1+1

non ten soluciéns reais, temos

Sedl= —1,
Seld#—1,

enton rang(A— Al) =2
enton rang(A— Al) =3

0 0
AX+ X = (O) o A+DX = (0) e vimos que A + I non ten inversa. Entén:

0

0 1 0 —1\/x
(A+DX = (o) = (— 11 0) <y> -
0 0 -1 1/\z

0

0 x—z=0
(0) =>{—x+y=0}=> {x=y=2z}
0 -y+z=0

A
X=</1);A€IR
A




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é unha funcién continua en [a, b], derivable en (a,b) e con
f(a) = f(b) entdn existe polo menos un punto ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = 0.

Se x # 1, f(x) é continua e derivable pois son funcidéns polinbmicas,

lime,;- f(x)=2+a ] Para que sexa continuaen x = 1
limy_+ f(x) =b+c | =[> 2+a=b+c

f()=b+c

limy - f'(x) =4+a ] Para que coincidan as derivadas laterais

- = 4+4+a=b

limx_)1+ f’(x) = b ]

f0)=f(2) = 0=2b+c

Polo tanto, para que se cumpran as hip6teses do teorema de Rolle,

a—b—c=-2
a-b =- = |c=-2;b=1;a=-3|
2b+c=0

4x —3 se x< 1

Para estes valores, f'(x) = { 1 e x> 1

Entonf'(§) = 0 & 4¢-3 =0

b) Estudo da parabola:

y = x? — 2x = x(x — 2) = Puntos de corte cos eixes: (0,0) e (2,0)

y =2x—-2=2y =0 ©@x=1 = Vértice: (1, -1).

y" = 2 = Convexa.

Puntos de corte da recta e a parabola:

x?-2x=x © x*-3x=0 © x(x—3)=0= x=0;x = 3. Cértanse nos puntos (0,0) e (3,3)

y = xz y=x
Enton, a &rea ven dada pola integral definida
3 3
A= [I[x—(x*=2x)]dx = [[(3x —x*)dx =

3
3x%2  x3 27

= - | ==Z=—-9=
[2 3l 2

9

2

Area = - u

N | ©




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a) Determinamos un vector director da recta r:

AN
=11 1 1(=20,-2)
1 -1 1

Como se pide un plano ; perpendicular & recta, entéon ¥, € un vector normal ao plano:
rJ-ﬂl < ﬁr” ﬁrrl

e m; queda determinado polo punto A(1,1,1) polo que pasa e o vector normal 7i,, = (2,0,—2)

m:2(x—1)-2(z—1)=0 = |[m:x—z=0 |

b) Este novo plano, m,, queda determinado polos elementos:
» P(—1,0,6) que é un punto pertencente ao plano
> F(j = (4,—2,—2) é un vector do plano
» 1, = (2,0,—2) é un vector do plano

Temos enton:

x+1 y z—6
Ty | 4 -2 =21=0 = 4(x+1)+4y+4(z—-6)=0
2 0 =2

|y i x+y+2z—5=0|

c) Pidennos calcular a distancia da recta r ao plano m,. Vimos no apartado anterior que son
paralelos, polo tanto podemos calcular esa distancia como a distancia dun punto calquera da
recta ao plano:

P.(1,01) er

1+ 1-5]|

3
d'r,T[ = dP,T[ == —_— = | —
( 2) (T 2) (—12 T 12 T 12 \/§

d(r,my) = V3u




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
Sexa X =“n° de extraccions nas que obtemos un 7”

a) Evidentemente tratase de probas independentes, nas que a probabilidade de éxito non
cambia

numero de extraccibns=n=5
X - Bi(50,1)
probabilidade de éxito = p = 0,1

PX<D)=pX=0)+p(X=1)= (g) £0,1°-0,95 + (i) .0,11- 0,9* = 0,5905 + 0,3281 = 0,9185

|[P(X < 2) =0,9185|

b) Neste caso
X - Bi(100;0,1)

Pero como
nxp=10>5
nxq=90>5

aproximamos a binomial X pola normal X’ con media u=nxp=100%x0,1=10 e

desviacion tipica o = \/n X p x ¢ =100 x0,1x 0,9 =3
X - Bi(100;0,1); X' - N(10;3)
Ademais aplicamos a correccién de medio punto ou correccion de Yates. Asi

Tipificacion z=""2 L N

X' —-10 8,510)l

3 < 3 = P(Z £-0,5)=P(Z=0,5)

=1-P(Z<05)=1-0,6915 = 0,3085

P(X <9) = P(X' <85) =P<

|P(X <9) =0,3085




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:
1 2 -1 1 2 -1 1
a) Matriz de coeficientes: C = (1 0 —1); matriz ampliada: A = (1 0 -1 m)
11 -1 11 -1 1

Célculo do rango de C: —

} g =—2+#0 =rang(C) =2

/lﬂ columnas proporcionais — = rang(C) = 2
—1 =-1-24+1+2=0

1 1 -1 —

Célculo do rango de A4: q

Sempre rang(A4) = rang(C)

3 1
L = rang(A)={2 §2$=1
1 2 1
1 0 ml=14+42m—-m—-2=m-1
1 1 1 -
Discusioén:

|m =1, rang(C) =rang(A) = 2 < 3 = n%de incognitas. Sistema compatible indeterminado.

|m # 1, rang(C) = 2 < 3 =rang(A). Sistema incompatible |

b) Para[m = 1] , é un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema

dado é equivalente ao sistema

As infinitas solucién son:

x=14+21
y = ;o AER
zZ =




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) %tal)
i cos2x+mx?—1 4 25en2x+2m —4c0s2x+2m —4+2m
Mx-0 " conx?) sen(x?) limy 0 = costa?y 2xcos(x?) limy o 2xcos(x2)— 4xzsen(x2) 2
Enton:
—4+2m

5 =3 =2 —44+2m=6 = |m=5

b)
fxX)=ax3+bx*+cx+d
f'(x) =3ax?+2bx+ ¢

f"(x) = 6ax + 2b

Punto de inflexion no punto (0,5): {f =0 =
f(0=5 =

Enton f(x) = ax® + cx + 5. Ademais
Pasa polo punto (1,1): f(1) =1= a+c+5=1
Tanxente & grafica de f(x) no punto (1,1) paralela ao eixe X: f'(1) =0= 3a+c=0

3a+c=0 c=-3a
»{

at+c+5=1 a—3a+5=1 } = la=2]; [c = —6]

¢) Podemos calcular a integral indefinida utilizando primeiro o método de sustitucion e despois
o0 método de integracion por partes:

Vx=t=x=t>=dx = 2tdt desfacemos o cambio
[Vxnxdx = [4tIntdt 5 §t3lnt - gftz dt = g xVxlnx —%x\/}+ k
{u =lInt =du= dt/t}

4
dv = 4t? :>v=§t3
ou ben calculala directamente por partes:

[VxInxdx = = x*zlnx — f%xl/de = g x*/2lnx —gxg/z +k
{ u=lnxi>du—dx/x }

dv = x1/2dx >v= gx 32
Aplicando a regra de Barrow:

f \/—lnxdx—[ x/2lnx—§x /2]1= . /2_363/2 +_

€ 2 3/ 4
f Vxlnxdx = —e /2 + =
) 9 9




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a)

T —
{ﬁr =P( = (-8,-3,0)

B.(94,1) er P.(1,05) €s

B =PQ = (2,1,—1)
Os vectores directores 7, = (—8,—3,0) e ¥, = F@ = (2,1,—1) das rectas non son proporcionais,
polo tanto as rectas cértanse ou cruzanse. Para saber se se cortan ou se cruzan, calculamos o

rango(P.PB,, B, ¥s):

-8 —4 4
-8 -3 0| =0 = |As rectas cortanse
2 1 -1

Para calcular o punto de corte pasamos as ecuacidéns paramétricas:

x=9-81 x=1+2u
riiy =4-—321 s:{y = u

z=1 z=5—u
Enton:

9-81=1+2u 9=9
i 4—-31=u } = i&=0} =>|Puntodecorte(9,4,1)|
1=5-u u=4

b) Sexa 7 o plano buscado. O plano 7 esta determinado por (v, e ¥ hon son proporcionais):
- O punto de corte das rectas (9,4,1) (r conténar e as)
- Un vector director v, da recta r é un vector contido no plano (r contén & recta r)
- Un vector director ¥, da recta r & un vector contido no plano (= contén & recta s)

x—9 y—4 z-1
m: | —8 -3 0
2 1 -1

=0 =2>3x—9)-8(yy—-4)—-2(z—-1)=0

|m:3x —8y —2z—28+7 = 0|

¢) Utilizamos a féormula da distancia dun punto a unha recta:

. . [4
0P, = (1,0,5) = OP; x5 = |1 = (-5,11,1)
2

_ O~y
SN2 Wik

40 )_|517s’xﬁs|_x/52+112+112_ 147 49 V2
TR T Ve |6 2 2

d(0,s) = 7—\/5 u




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4.

Podemos facer o seguinte diagrama en arbore (D=peza defectuosa):

0,02 D

a) Pola férmula da probabilidade total:

P(D) = P(D|A)-P(A)+ P(D|B)-P(B)+ P(D|C)-P(C)=0,02 -%+ 0,04 1

P(A) =P(B)=P(C) =

P(D|A) = 0,02
P(D|B) = 0,04
P(D|C) = 0,05

1
=0,11 3= 0,03667

b)

|P(D) = 0,03667

1

3

P(AnD) P(D|A)-P(4) P(D|A)-P(4) (1-0,02) -3

P(aD) = 0

P(D) 1-PD)

P(A|D) =0,3391

1-0,03667



Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso 4 Universidade Codigo: 20

XUNO 2017
MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 2 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 3 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. Dada a matriz A = (1 1 1)

a) Determina, segundo os valores de A, 0 rango da matriz AA* — AI, sendo A a matriz trasposta de A el a
matriz unidade de orde 2.

X
b) Determina a matriz X = (y) que verifica a ecuaciéon matricial AA*X = 6X.

senx —3x2

2. lcula lim
a) Calcula X0 022 _ cos2x

b) Deséxase construir unha caixa de base cadrada, con tapa e cunha capacidade de 80 dm®. Para atapae a
superficie lateral quérese utilizar un material que custa 2€/dm? e para a base outro que custa 3€/dm?®. Calcula
as dimensions da caixa para que o0 seu custo sexa minimo
c) Calcula fol xIn(1 + x)dx
x=2+21+u
3.Dadososplanos my:x +y —z+2 =0; my:{y = A+3u
z=-1-1
a) Estuda a posicién relativa de m; e m,. Se se cortan, calcula o angulo que forman.
b) Sexa r a recta que pasa polo punto P(1,1,1) e é perpendicular a ;. Calcula o punto de corte de r e m;.

c) Calcula o punto simétrico do punto P(1,1,1) respecto do plano 7;

4. a) Nun experimento aleatorio, sexan A e B dous sucesos con P(4) =0,4; P(B) =0,7. Se A e B son
independentes, calcula P(AU B) e P(A — B). (Nota: A suceso contrario ou complementario de A).

b) Nun grupo de 100 persoas hai 40 homes e 60 mulleres. Elixense ao azar 4 persoas do grupo, ¢;cal é a
probabilidade de seleccionar mais mulleres que homes?

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions:
x+2y—z=1
X —Z=m
x +y—z=1

b) Resélveo, se é posible, cando m = 1.

ax*+b  sex<3

In(x —2) sex=3

determina o punto no que a tanxente & grafica de f(x) é paralela & recta x + 3y = 0.

b) Se P(x) é un polinomio de terceiro grao, cun punto de inflexion no punto (0,5) e un extremo relativo no
punto (1,1), calcula fol P(x)dx.

2. a) Calcula os valores a,b para que a funcion f(x) = { sexa derivable en x =3 e

3. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(1,0,5) e Q(5,2,3)

a) Calcula a distancia do punto A(5,—1,6) arecta r.

b) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é perpendicular a r e pasa polo punto A(5, —1,6).

c) Calcula a area do triangulo de vértices os puntos P(1,0,5), A(5,—1,6) e o punto de corte da recta r co plano
m:2x+y—z—3=0.

4. Nun estudo realizado nun centro de salde, observouse que 0 30% dos pacientes son fumadores e destes,
0 60% son homes. Entre os pacientes que non son fumadores, 0 70% son mulleres. Elixido un paciente ao
azar,

a) Calcula a probabilidade de que o paciente sexa muller

b) Se o paciente elixido é home, ¢ cal é a probabilidade de que sexa fumador?



COMISHIN N

- Proba de Avaliacion do Bacharelato
para o Acceso a Universidade Cédigo: 20
: SETEMBRO 2017
MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder sé os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 2 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 3 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1 0
1. Dadasasmatrices A=|k 1]|;B = (1 1 _3),
11 3 1 -1

a) Determina, segundo os valores de k, o rango das matrices AB e BA.

0
b) Para o valor k = 0, determina as matrices X que verifican ABX = (0)
0

T x +3e2* R x +3e%¥
2. a) Calcula: i) lim,_,_ o i) lim, o T

b) A derivada dunha funcién f(x), que ten por dominio (0,), é f (x) = 1 + Inx. Determina a funcién f(x)
tendo en conta que a sua grafica pasa polo punto (1,4).
c) Determina, se existen, 0s maximos e minimos relativos de f(x).

+y—-2z—-1=0
3. Sexa r a recta que pasa polos puntos (0,1,3) e (1,1,1) e s arecta s: {x ;}_ 2? —0
a) Estuda a sUa posicion relativa.
b) ¢ E s paralela ao plano YZ? ; Esta contida no devandito plano?

¢) Calcula a distancia da recta r ao plano m: 2x + z = 0.

4. Sexan A e B dous sucesos con P(4) =0,7;P(B) =0,6 e P(AUB) =09
a) ¢Son A e B sucesos independentes? Xustifica a resposta.
b) Calcula P(A — B) e P(A/B). (Nota: B suceso contrario ou complementario de B).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions:
3x — 2y =0
xX—y+ z=m
xX+my—2z=m

b) Resélveo, se € posible, cando m = 0.

X
1+]|x|
a) Estuda, en x = 0, a continuidade e derivabilidade de f(x).
b) Determina os puntos da grafica de f(x) nos que a recta tanxente é paralela & recta x —4y =0 e
determina as ecuacions desas rectas tanxentes.

c) Calcula f_ol f(x)dx.

2. Dada a funcién f(x) =

x=1-21+3pu X+22-3=0
3. Dados os planos a:2x — 2y +4z—7=0; B: {y=5+1+u ;earectar:{ _5;0
z=44+1—-u Y

a) Estuda a posicion relativa dos planos a e . Calcula a distancia entre eles.

b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que é perpendicular a « e contén arecta r.

c) Sexan P e Q os puntos de corte da recta r cos planos XY e YZ respectivamente. Calcula a distancia entre
Peq.

4. O total de vendas diarias nun pequeno restaurante é unha variable que segue unha distribucién normal
de media 1220€ ao dia e desviacion tipica 120€ ao dia.

a) Calcula a probabilidade de que nun dia elixido ao azar as vendas excedan de 1400€.

b) Se o restaurante debe vender polo menos 980€ ao dia para cubrir os gastos, ¢cal € a probabilidade de
gue un dia elixido ao azar, o restaurante non cubra gastos?



ABAU

CONVOCATORIA DE XUNO
Ano 2017

CRITERIOS DE AVALIACION

MATEMATICAS II
(Céd. 20)

OPCION A

1) a) 1 punto:
> 0,25 puntos pola obtencion da matriz AAt — A1
» 0,75 puntos pola determinaciéon do rango (0,25 por cada caso:A=0;4 =6;4 # 0 ed # 6)

b) 1 punto

2) a) 0,5 puntos
b) 1,25puntos

» 0,5 puntos pola obtencién da funcién a minimizar
» 0,5 puntos pola obtencidén dos valores que minimizan o custo

» 0,25 puntos pola xustificacibn do minimo.

c) 1,25 puntos

» 0,5 puntos pola integral por partes
» 0,5 puntos pola integral racional
» 0,25 puntos pola aplicacion de Barrow

3) a) 1 punto:
» 0,5 puntos pola xustificacién de que os planos se cortan

» 0,5 puntos pola xustificacion de que son perpendiculares

b) 1 punto

c) 1 punto

4) a) 1 punto:

» 0,5 puntos polo célculo de P(4 U B).
» 0,5 puntos polo calculo de P(4 — B).

b) 1 punto:

» 0,5 puntos pola formulacion do problema
» 0,5 puntos polo calculo da probabilidade pedida



OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a) 1,5 puntos:

» 0,5 puntos pola condicion de continuidade

» 0,5 puntos pola condicion de derivable.

» 0,5 puntos pola obtencion do punto no que a tanxente a grafica da funcién é paralela a
recta dada.

b) 1,5puntos:

» 1 punto pola obtencidén do polinomio de terceiro grao (0,5 puntos pola determinacion
dos coeficientes a partir da condicién de punto de inflexion e 0,5 puntos pola determinacion
dos coeficientes a partir da condicién de extremo relativo)

» 0,5 puntos polo célculo da integral definida (0,25 puntos polo calculo dunha primitiva e
0,25 puntos pola aplicacion de Barrow)

3) a)1punto
b) 1 punto

c) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacion do punto de corte da recta co plano.
» 0,5 puntos polo calculo da area do triangulo.

4) a)1 punto

b) 1 punto



ABAU
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Ano 2017
CRITERIOS DE AVALIACION
MATEMATICAS IT
(Cod. 20)
OPCION A
1) a)1 punto:
» 0,5 puntos pola determinacién do rango de AB
» 0,5 puntos pola determinacién do rango de BA
b) 1 punto
2) a) 1 punto:
» 0,5 puntos polo apartado i)
» 0,5 puntos polo apartado ii)
b) 1punto:
» 0,75 puntos pola integral indefinida
» 0,25 puntos pola determinacién da constante
c) 1 punto:
» 0,5 puntos pola determinacién do punto critico
» 0,5 puntos pola determinacién do minimo relativo
3) a)1punto
b) 1 punto:
» 0,5 puntos pola xustificacion de que a recta s € paralela ao YZ
» 0,5 puntos pola xustificacién que a recta s non esta contida no plano YZ
c) 1 punto
4) a) 1 punto:

» 0,5 puntos polo célculo de P(4 N B).
» 0,5 puntos pola xustificacién de que os sucesos non son independentes

b) 1 punto:

» 0,5 puntos polo célculo de P(4 — B).
» 0,5 puntos polo céalculo de P(4/B).




OPCION B

1) a)1 punto

b) 1 punto

2) a)1 punto:

» 0,5 puntos pola continuidade
» 0,5 puntos pola condicion de derivabilidade

b) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinaciéon dos puntos nos que a recta tanxente a
grafica de f(x) é paralela a rectax — 4y =0

> 0,5 puntos polas ecuacions das rectas tanxentes a grafica de f(x) nos
puntosx =—-1lex =1

c) 1 punto:

» 0,75 puntos polo calculo da integral indefinida
» 0,25 puntos pola aplicacion da regra de Barrow

3) a)1 punto:

» 0,5 puntos polo estudo da posicion relativa dos planos

» 0,5 puntos polo calculo da distancia entre os planos
b) 1 punto
c) 1 punto:

» 0,5 puntos pola determinacién de P e Q

» 0,5 puntos polo célcula da distancia de P a Q

4) a)1 punto

b) 1 punto



Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A
Exercicio 1:
a) AAt_M:(l 1 1)(1 i)_ (A 0):(3—1 3 )
1 11 1 1 0 2 3 3—-2

3#0 =rang( AAt—lI)Zl

3= 3 | a0y a0
3 3_/1|_(3 N2 —9=12-61=A(1—6)
Polo tanto:
SeA+0e A+6, rang( AA* —AI) =2
Se A=00uld=6, rang( AA* =) =1
b)

AA'X =6X © (AA'—-6DX=0

Sabemos polo apartado a) que a matriz AA — 61 non ten inversa, polo que imos obter infinitas
solucions

(an-enx=0 = (73 3).()=() =3x-3y=0= x=y

As infinitas soluciéns son

a
X = (a) ;a€R
Exercicio 2:
a) / % (L'H bpital) \
sen?x — 3x? 2senxcosx — 6x 2cos%x — 2sen’x — 6 4 2
limz—: im > = lim 5 5 = —— = |[—==
x-0 eX” — coS2x x-02xe*” 4+ 2sen2x x=02e*" + 4x2eX” + 4cos2x 6 3
b)
Sexan:
y x=medida da base en dm

y =medida da altura en dm




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
Como o volumen é 80dm?, temos que
x’y=80 = y= 7z

e o custo, funcidn a minimizar, sera

80 640
C(x) = 3x2+2x2+8x-F=5x2+ —

Calculamos puntos criticos:
640
(') =0 & 10x- —=0 & 10x3 =640 © x*=64 © x=4

Ademais

1280
x3

C'(x) =10 +

> C"(4) > 0

E polo tanto C(x) ten un minimo en x = 4. Para este valor resulta que y = % =5

Dimensions: x =4dm; y =5 dm|

c)

Calculamos a integral indefinida

2 1 2 2 1 1
[ xIn(1 + x)dx = x?ln(1+x)—5fx—dx = x?ln(1+x) - 5f(x—1+m)dx =

1+x T
dx
u=ln(1+x)=>du=m
2 (grao numerador > grao denominador. Facemos a division)

dv = xdx > v=—

2
=X In(14x) - 2x2+ E-Im1+x|+K
2 4 2 2

Aplicamos a regra de Barrow:

1 x2 1.5, , x 1 L
Jo ¥In(1 + x)dx = [?ln(1+x)— JX°+ E—Eln|1+x|]0—

in2 1 1 in2 1
= —_ —+ —_— — = Z

2 4 2 2

! 1
f xIn(1 + x)dx = —
0 4




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Os vectores normais aos planos son:

iy, = (1,1,—1)

B 1]k

n, =11 1 —1/=G-12)
1 3 0

Como os vectores normais non son proporcionais, enton

|0$ planos C(’)rtanse|

O angulo a que forman os planos é o angulo que forman os vectores normais
My, * 1, 3-1-2

= p— =0
cosa g, ||, VI+I+1-VO+1+4

Polo tanto

a= 7T/Z; T, e T, son perpendiculares

b) Como a recta r & perpendicular ao plano m;, o vector n, € un vector director de r. Ademais,

a recta pasa polo punto P(1,1,1). Con estes elementos podemos escribir as ecuaciéns
paramétricas da recta:

x=14+ A1
riyy=1+ 1
z=1— 1

Para calcular o punto de corte da recta co plano, sustituimos na ecuacién de m;
1+ 14+14+41-14214+2=0 = 1= -1
Sustituindo este valor de A nas ecuacions paramétricas, obtemos o punto de corte da recta e o

plano
M(0,0,2)
\r
ZCP(L11)
“‘.‘ Temos que:
M é o punto de corte de r e
P(1,1,1) é un puntode r
r é perpendicular a m,

Entén M é o punto medio de P e o seu simétrico P'(x,y, z)

5‘3‘<P’(x, y,Z)
Polo tanto:
_x+ 1
2
1
0= % > [P(=1,-13)




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a)P(A)=04 =2P(A)=1-04=06
Como A e B son independentes:
P(A) = P(A/B)

Pero = P(ANB)=P(A)-P(B)=06"07 =042
P(ANB)
Enton

P(AUB) =P(A)+P(B)—P(ANB) =06+ 0,7 — 0,42 = 0,88

|[P(AUB) =0,88]

Por outra parte,
A B

A=(A—B) U(ANB)
Disxunta

Polo tanto
P(A-B)=P(4) — PAnB) = P(A-B)=06-0,42=0,18

|P(A—B) =0,18]

b) Se chamamos
M = A persoa elexida é muller
H = A persoa elexida € home

Hai cinco casos posibles: MMMH, MMHM, MHMM, HMMM, MMMM

P(MMMH) + P(MMHM) + P(MHMM) + P(HMMM) + P(MMMM)
6 59 58 40 6 59 40 58 6 40 59 58 4 60 59 58 6 59 58 57

10 99 98 97+ 10 99 98 97+ 10 99 98 97 10 99 98 97+10 99 98 97

=0,3490 + 0,1243 =

Tamén podemos resolvelo utilizando a aproximacion pola distribucién binomial
X =n°de mulleres nun grupo de 4 persoas
X —> B(4;0,6)

PX>3)=P(X=3)+P(X=4)= (‘;) 0,63 (1—0,6) + (i) .0,6* = 0,3456 + 0,1296
Polo tanto

|P(X > 3) = 0,4752]




Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1:
1 2 -1 1 2 -1 1
a) Matrizdecoeficientes:C=(1 0 —1); matriz ampliada: A = (1 0 -1 m>
1 1 -1 11 -1 1

Calculo do rango de C:

|1 (2)|=—2 £0

1
= rang(C) =2
1 2 -1
1 0 —-1(=-1-2+4+1+4+2=0
1 1 -1

Calculo do rango da matriz ampliada:

1 2 1
1 0 ml=14+42m—-m—-2=m-—1
1 1 1

» m#1 =>rang(4d) =3
» m=1= rang(A) =2

Discusion:

m=1 = rang(C) =2 =rang(A) < n?incognitas. Sistema compatible indeterminado.
m=#1 = rang(C) =2 <3 =rang(A) Sistema incompatible

c¢) Para[m = 1] xa vimos que era un sistema compatible indeterminado (infintas solucions). Un
sistema equivalente ao dado é:

x+2y=1+z _
x =1+z }::»y—O
As infinitas soluciéns son

x=14 1

y=0; AER

z=A




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Para que a funcién sexa derivable en x = 3 ten que ser continua enx = 3
lirg_f(x) = lin?r’l_(otx2 +b)=9a+b
xX— x—

lim f(x) = lim In(x—2)=0 = 9a+b=0
x—-3% x—-3%
fB)=0
Por outra parte
lim f'® = lim 2ax = 6a
x—3~ x—3~
lim f'™) = lim — =
x—-3% x—3tx-2

Polo tanto, para que a funcién sexa derivable en x = 3, debe cumplirse:
9a+b=0 7= b= -3/
6a=1 =

Temos enton

f(x)={%x2_% se x<3 £ = i’f se x <3

In(x—2) se x=>3 - se x=3

Hai que determinar un punto (x, f(x,)) tal que f'(x,) = —% =pendentedex +3y =0
%xo = —§ = x, = —1 <3 que esta no dominio de definicién de %x

xOl_Z = —g = xo = —1 > 3 Polo tanto non esta no dominio de definicion de In(x — 2)

p t'(l 4)
unto: T3

b)P(x) =ax®+bx®*+cx+d
P'(x) = 3ax?®+2bx + ¢
P"(x) = 6ax + 2b
A grafica de P(x) pasa polo punto (0,5)

P(0)=5 =
P(x) ten un punto de inflexion en x = 0 > P(x)=ax®+cx+5
P'()=0 =

A grafica de P(x) pasa polo punto (1,1)

P(1)=1 = a+c+5=1

P(x) ten un extremo relativo en x = 1 = la=2; c=—6|

PP(1)=0 = 3a+c=0

Enton
1 1 1 1y

f P(x)dx = f (2x3 — 6x + 5)dx = Ex4—3x2+5x] = §—3+5 = 5/2

0 0 0




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Calculamos un vector director da recta;
= PQ = (42,-2)
E utilizando a formula da distancia dun punto a unha recta

d(A,r) = |[aPx | _ V1444144 = V1Z =[2v3u

191l V16+4+4
. T 7k
AP X, = |—4 1 -1| =(0,-12,-12)
4 2 =2

b) Sexa m o plano buscado e 7, un vector normal do plano
rlm © ¥, |7,

>m:4(x—-5+ 2y+1)— 2(z—-6)=0= [m:2x+ y—2z—3=0

AETm

| )\

Para calcular o punto de corte, M, da recta r co plano m escribimos as ecuacions paramétricas
da recta e substituimos na ecuacién do plano

1
5= (42,—2) ri{y = 2/1=>2(1+4/'l)+2/1—(5—2/1)—3—0=>12/1—6—0:>/1—E

P(1,0,5) Er} {x: 1+44
z=5-21

Levando este valor as ecuaciéns paramétricas da recta obtemos M(3,1,4). Como a recta &
perpendicular ao plano, o triangulo é rectangulo con angulo recto en M. Polo tanto

Area,@ |AM| |PM| = (22 -2)|-1(2,1,1)| = \/_\/_ [3vZ ]

Tamén se poderia calcular

PAN
Area AMP = %|Mxﬁ>’| = l\/ﬁ =

2

AM X AP = |2 2 —2| =(06,6)
-4 1 -1



Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

Se chamamos
H = “Un paciente é home”
M = “Un paciente é muller”
= “Un paciente é fumador”
Datos:
P(F) =
P(H/F) =
P(M/F) =07
a) Polo teorema de probabilidades totales:

P(M)=P(M/F)-P(F)+ P(M/F)-P(F)=04-03 + 0,7:07 =0,12 + 049 =

b) Pola regra de Bayes:

P(FNH) P(H/F)-P(F) _ 0603 _
P(H) P(H)  1-061

P(F/H) = 0,461

Pdodese facer un diagrama en arbol:

\



Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

10 11 3
a)A-B = (k 1)-(1 ) = <k+3 k+1 —3k—1)
3 1 -1
11 4 2 4
Asi

|AB| = -4k —4—6k —18 — 12k — 4+ 12k + 124+ 6k + 2+ 4k +12=0

e

|1 ;| = 2 %0 [rang(4B) = 2]

s (1 )k 1)- (52 )

Boa|= -2 2

L 0|=2(k+2)

Polo tanto

Sek= -2, enton rang(BA) = 1
Sek + -2, enton rang(BA) = 2

b) Vimos que det(A-B) =0 e polo tanto A-B nonteninversa. Se k =0

1 1 -3 X 0 x+y—3z=0
A-B-X=<3 1 _1>-(y>:(0> = 3Ix+y—z=0
4 2 -4 z 0 4x +2y—4z=0

Como a terceira ecuacion é suma das duas primeiras, podemos prescindir dela

x+y=3z y=3z—x } {y=4z
3x+y=z }${3x+32—x=z = X =-z

As infinitas soluciéns son:




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a)

x+3e2¥ 1+6e%*
lim = [lim = |1
xDN—co 1+2e2%

x——o00 X + e2x

/g (L’Ho"pital,&{
2x 2x 2x
lim x+3e = lim 1+6e = lim 2e

x—00 X + e2% x—o0 1+2e2% x—00 4e2%
b) f(x) é a primitiva de f'(x) pasando polo punto (1,4)
f(1+ Inx)dx =x+ [Inxdx = x + xlnx — [dx = xlnx + K

{u=lnx = du=dx/x
dv=dx = v=x

f)=4 =2K=4

Polo tanto

|f(x) =xlnx + 4

c)
flx)=0 & 1+ Inx =0  x=1/, punto critico

') =1y = pP(He)=e>0

Polo tanto o punto critico € un minimo

Minimo relativo (1/9 4= 1/e)




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 3:

a) Determinamos un punto e un vector director das rectas r e s:

P, = (1,00) €s
P =3 - - i
r {_) T (0:1:3) ET s R r k
- =(1,1,1) — (0,1,3) = (1,0,—2) To=[1 1 —2/=(021)
0 1 -2

Como os vectores directores das rectas non son proporcionais, as rectas cortanse ou crizanse.
Para saber se se cortan ou se se cruzan, estudamos o rang (v,, vs, B-P,)

(1) g i = —6+4+1=—-1%#0 = rang(, v, PPB) =3
1 -1 -3
Polo tanto
|As rectas cruzanse
b)

Vector normal ao plano YZ: 7 = (1,0,0)

=703 =0 = 7lv = [séparalelaaoplanoYZ

Vector director de s: v, = (0,2,1)
Para ver que a recta non esta contida no plano chega encontrar un punto da recta que non esté
noplanoYZ (a:x =0):

P, =(1,00)€s
PS = (11070) e a

} > |s non esta contida no plano YZ|

c)
1_]) = (1)OI _2 — - — -
i, = (2,0,1)} 2 M =0 = el

Como o vector normal ao plano é perpendicular ao vector director da recta, a recta r é paralela
ao plano . Podemos polo tanto calcular a distancia da recta ao plano como a distancia dun

punto calquera da recta ao plano:

3]  |3V5
v2z+ 1?2 L5

d(r,m) = d(B.,m) =




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

a)
P(AUB)=P(A)+P(B)— P(ANnB) = P(ANB) = P(A)+P(B)—P(AUB)
P(ANB)= 0,7 + 0,6 — 0,9 = 0,4
P(A/B) = M = %= z +#P(A) = |AeBnon son independentes
P(B) 06 3
Tamén
P(AnB) # P(A)-P(B) = |AeBnon son independentes
b)
A B

Disxuntos

A=A -B)U(AnB) > P(A)=P(A-B)+P(AnB) = P(A—B)=P(A)—P(ANB)

P(A-B)=07-04 = [P(A-B)=03]|

P(ANB) P(A-B) 03
P(B) 1-P(B) 1-06

P(A/B) = =3/4 = |P(4/B) =075

Tamén podemos utilizar a probabilidade calculada no apartado anterior: P(ANB) =04 e

construir a taboa

B B

P(A-B)=P(A)-P(ANnB)
A 0,3 =07-04=
A 0,2 0,1 0,3 P(An B) 03

PUE = 5@y s 73]

s | CD




Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B
Exercicio 1:
3 =2 0 3 =2 0 0
a) Matriz de coeficientes:C=<1 -1 1); matriz ampliada: A = (1 -1 1 m)
1 m -2 1 m -2 m

Calculo do rango de C:

|3 :ﬂ =-1#0 =rang(C) =2

1
2 sem=0
-2 rang(C)={3 sem=#=0
3 =2 0
1 -1 1|=6—-2-3m—4= -3m _
1 m -2

Calculo do rango de A: .
Sempre rang(A4) = rang(C)
A" é unha matriz 3x4 = rang(4) < 3 - = rang(C) =rang(A), vm

m=#=0 = rang(C) =3

m =0 = aultima columna de A é de ceros

Discusion:

m =0, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n?de incognitas. Sistema compatible indeterminado.
m=#0, rang(C) =rang(A) =3 =n2de incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para[m = 0] , é un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema

dado é equivalente ao sistema

3x =2y = 0}
X —y=—z
Enton:
0 -2
x = ||_32 - =—(-22) = 2z As infinitas solucions son:
1 -1
=
3 0 x =21
y=|§ =% =—(-32) = 3z y=31; 1€R
1 -1 z= A




Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Tameén podemos resolvelo por Gauss

1 -1 1 i m\22-3-12 /1 -1 1 i m ., (1 -1 1 ¢ m
3 -2 0 ¢ O0fJ—==——510 1 -3 :+-=3m 3a_2a (0 1 -3 : 0
1 m -2 : m/ 3212 0 m+1 -3 : m 0 m 0 : m
» Sem=#0
3fila:my=3m =y=3
2%fila:3—-3z= -3m > z=m+1 = |Sistema compatible determinado. Solucién Gnica

12fila:x —3+m+1=m =>x=2

» Sem=0
Podemos prescindir da 3% ecuacion. Pasando a 3% columna ao termo independente (Sistema
compatible indeterminado. Infinitas solucién):

X—y=-z o x =2z

x =21
y =3z j = As infinitas soluciéns son |y=31; A€R




Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

; P
NS0 = = 0
, g X I p ; —
xlir(r)1+f(x) = xl—l>751+ =0 => |f(x) é continuaenx =0
f() =0
N g 1
xl—l>r(7)1‘f () = xl—lgl‘ (1-x)? 1
- = As derivadas laterais son finitas e coinciden. Polo
, 1 _ . 1 _ 7 . —
xlirggrf x) = xlirggrm =1 tanto |f(x) é derivable en x = 0|
b)
—(1_1x)2 se x<0 1
f'x) = h — = pendentedarecta x —4y =0
—— sex=0 4
(1+x)2
— = 2 - - 2_gx—3= _2xVAr iz _— -1
=P P 2x+1=4 > x*—2x—-3=0 = x= > ~_ 3 (noné <0)
L=l x242x+1=4> x242x—3=0 > x= 22F12 —3 (noné 20)
(1+x)2 4 2 1

Recta tanxente en x = —1:

y=fO=fM&+1) = |y=x-3

Recta tanxente en x = 1:

y—fO=fM&-1) = |y=1x+;

c)

f_olf(x)dx = f_ollixdx = f_ol(—l + 1ix)dx = [-x —In|1-x[1°;, = —(1 - n2)

0
j f(x)dx = In2 —1
-1




Exemplos de resposta /- Soluciéons

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a) Vectores normais aos planos a e f:

i, = (2,—2,4)
= ng g = |a e B sonparalelos
B 17k
ng=[-1 1 1|=(-22-4)
3 1 -1

Como os planos son paralelos, collemos un punto arbitrario nun dos planos e calculamos a
distancia dese punto ao outro plano.
P(1,54) € B

3 __lz2-10+16-71 1 V6
d(a,p) = d(P,a) = i Corr =7 2 unidades

b) Sexa m o plano buscado. O plano 7 esta determinado por:
- Un punto arbitrario de r, por exemplo B.(3,5,0) (m contén a recta r)
- 1, € un vector contido no plano (7 | «)
- Un vector director 7, da recta r é un vector contido no plano (7 contén a recta r)

i Tk
ve= (1 0 2[=(=201)
0 1 0
x—3 y—=5 z
m0 = 2 -2 4|= -2(x-3)—-8(y—-5)—4z—2(y—5)
-2 0 1

|1T:x+5y+22—28=0|

z=0
P: {x+22—3=0} = P(3,50)
y—5=0

= d(P,Q) = /32+ (3/2)2= ?’Zﬁ

x=0 .
0: {x+22—3=0} = 0(053)
y—5=0



Exemplos de resposta /- Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
Sexa X = total (en €) de ventas diarias

X - N(1220;120)

X-1220
120

a) Tipificacion =Z - N(0,1)

X — 1220 S 1400 — 1220
120 120

P(X > 1400) = p( ) S P(Z>15)=1-P(Z<15) =1—09332

|[P(X > 1400) = 0,0668]

X-1220

b) Tipificacion 70

=7 - N(0,1)

X — 1220 < 980 — 1220

P(X<980)=P( 120 120

>=P(Z<—2)=1—P(ZSZ)=1—0,9772

|[P(X <980) = 0,0228|




PAU Codigo: 26
XUNO 2016

MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. a) Calcula todas as matrices A = (2 Z

A™1 = A - 21, sendo I a matriz unidade de orde 2.
m+ 2 -1 m+1
b)DadaamatrizM=< 0 m+1 0 )
-1 -2 m+1
i) Calcula, segundo os valores de m, o rango de M.

) de rango 2 tales que a suUa inversa sexa A — 21, é dicir,

X 0
ii) Para o valor m = —1, calcula todas as matrices X = (y) tales que MX = (0)
z 0

2. a) Calcula o valor de m para que os puntos A(m,—1,m), B(1,-5,—1), €(3,1,0) e D(2,—1,0) estean nun
mesmo plano. Calcula a ecuacién implicita ou xeral dese plano.
b) Calcula o angulo que forman o plano m:2x —y+2z—5=0 e a recta r que pasa polos puntos
P(3,—4,-7) e Q(1,-3,-9).
c) Calcula os puntos da recta r do apartado anterior que distan 9 unidades do plano 7.

3. a) Definicion e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do célculo diferencial.
b) Calcula os limites seguintes:
x-1

i) hmx_>1 m

iy e x -In(1+x)
“) hmx_)o xIln(14+x)
1-lnx

4. A derivada dunha funciéon f(x), cuxo dominio & (0,0), & f'(x) = =

a) Determina a funcion f(x) sabendo que a sUa grafica pasa polo punto (1,0).
b) Determina os intervalos de concavidade e convexidade de f(x).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema:
mx + 3y + 4z=m

x— 4y — 5z=0
x— 3y —4z=0
b) Resélveo cando m = 0 e cando m = 1.

x—y +2=0

x+y—z—2=0

a) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano = que pasa polo punto P(2,5,—2) e é perpendicular &
rectar.

b) Estuda a posicién relativa da recta r e a recta s que pasa polos puntos P(2,5,—-2) e Q(—1,4,2).

c) Calcula o punto da recta r que equidista dos puntos P(2,5,—-2) e Q(—1,4,2).

2. Dada arecta r:{

3. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.
b) Sexa f(x) =2x + gln(l + x2). Calcula a ecuacién da recta tanxente & grafica de f(x) no punto
correspondente a x = 0. Determina, se existen, os maximos e minimos relativos de f(x) .
., ax + 2 six <1
4. Dada a funcion f(x) = {3(x —2)? six>1

a) ¢E f(x) derivable en x = 1, para algin valor de a?
b) Para a = 1, calcula a area da rexion limitada pola grafica de f(x) e o eixe 0X.



PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2016

MATEMATICAS II

(O alumnol/a debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

0 a—2 1
1. Dada a matriz A = (a -1 a —1)
a 0 2
a) Calcula, segundo os valores de a, o rango de A. Calcula, se existe, a inversa de A cando a = 0.
b) Para a = 0. calcula a matriz B que verifica ABA™* — A = 2I.

X 0

c) Para a = 1, calcula todas as matrices X = <y) tales que AX = (O)
4 0

5

x=s+A-pu

y= —i+u

z=34+21+u

a) Calcula o angulo que forman m; e m,. Calcula as ecuaciéns paramétricas da recta que pasa por

(0,0,0) e é paralela am; e m,.

b) Calcula o punto simétrico do (0,0,0) respecto do plano ;.

2. Dados os planos 1: 3x + 3z — 8 = 0; m,:

3. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
b) Dunha funcién f(x) sabemos que f(—1) = 1 e que a sua funcién derivada é
f’(x)={2x_1 se x <0
e** -2 se x =0

., , e . In2
Calcula as ecuacions das rectas tanxentes a grafica de f(x) nos puntos de abscisa: x = -2 e x = o2

2

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola y = x(x — 2), o eixe de abscisas

e arecta y = x. (Nota: para o debuxo da gréfica da parabola, indica os puntos de corte cos eixes, 0
vértice e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x+ y + z=1
4x +my +3z=m
2x+ 3y + z=3
b) Resblveo cando m = 5.
o x=3 _y-2 _ z-1 [(3x+2y — 6=0
2. Dadas as rectas nE T { 2y +4z+3 =0
a) Estuda a sta posicion relativa.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que contén a r e é paralelo a s.
c) Calcula a distancia entre r e s.

- _ 2
3. Debuxa a gréficade f(x) =1+ 27

asintotas, intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de
inflexién e intervalos de concavidade e convexidade.

estudando: dominio, simetrias, puntos de corte cos eixes,

4. a) Enuncia o teorema fundamental do calculo integral. Calcula a ecuacion da recta tanxente a grafica

2
da funciéon F(x) = f; ;:;

b) Calcula f01 xIn(1+ x)dx

dt, no punto de abscisa x = 0.



Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1) a) 1,5 puntos, distribuidos en:
e | punto pola formulacién do problema.

e 0,5 puntos polo célculo de “e b

b) 1,5 puntos, distribuidos en:
e 1) 0,75 puntos
e i) 0,75 puntos

2) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola ecuacién do plano.

e 0,5 puntos pola determinacion de m

b) 1 punto
¢) 1 punto
3) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do célculo diferencial.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do cédlculo diferencial.

b) 1 punto, distribuido en:
e )0, 5 puntos
e i) 0, 5 puntos

4) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,75 puntos polo cilculo da integral indefinida de f (x)
e 0,25 puntos pola determinacién da constante para que f'(1)=0

b) 1 punto.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:
e 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
e | punto pola discusién do sistema

b) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo caso m=0
e 0,5 puntos polo caso m=1

2) a)l punto
b) 1 punto
¢) 1 punto
3) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
e 0,5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente.
e 0,5 puntos pola determinacién do maximo e minimo relativos.

4) a) 1 punto, distribuido en:
e 0,5 puntos pola determinacion de “ para que f ( x) sexa continua en x=1.
e 0,5 puntos por concluir que f( x) non € derivable en x=1/ para ningin valor de a.
b) 1 punto, distribuido en:

e 0,75 puntos pola formulacién do problema.
e 0,25 puntos polo calculo das integrais definidas.



Criterios de Avaliacién / Correccién

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo célculo do rango de A.

e 0,5 puntos polo célculo da inversa de A,cando o =0.
b) 1 punto
¢) 1 punto
2) a) 1,5 puntos:

e 0,75 puntos polo célculo do dngulo que forman os planos.
e 0,75 puntos pola obtencién das ecuaciéns paramétricas da recta.

b) 1,5 puntos
3) a) 1 punto:

e 0,5 puntos pola definicién da derivada dunha funcién nun punto.
e 0.5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto:
e 0,5 puntos pofa determinacién de f ( x)
e 0,5 puntos polas ecuacidns das rectas tanxentes (0,25 puntos por cada una)

4) 2 puntos:
e 0,5 puntos polo debuxo da rexién.
e 1 punto pola formulacién da 4rea en termos de integrais definidas.
e 0,5 puntos polo célculo das integrais definidas.

OPCION B

1) a) 2 puntos:
e 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
e | punto pola discusién do sistema

b) 1 punto
2) a) 1 punto
b) 1 punto
¢) 1 punto
3) 2 puntos:
e 0,25 puntos: estudo de dominio, puntos de corte cos eixes e simetrias.
e 0,25 puntos: estudo de asintotas.
e 0.5 puntos: estudo de intervalos de crecemento e decrecemento, midximos e minimos relativos

e 0,5 puntos: estudo de puntos de inflexion, intervalos de concavidade e convexidade.
e 0,5 puntos: debuxo da grafica.

4) a) 1 punto:
e 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.
e 0,5 puntos polo célculo da recta tanxente.

b) 1 punto:
e 0,5 puntos: integracién por partes
e 0,25 puntos: integracién de funcién racional
e 0,25 puntos: célculo da integral definida



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 1:
a) A l=4-2] © I=A4-2)=(A-2DA

3 2 b—2
A(A—21)=(2 Z)(; bf2)= (a(z‘:—z) az(i(b(b—)Z))

Polo tanto:
a = = +1
AA-2D=1] & ab-2)=0 o ab_—_z
a’?+b(b—-2)=1 -
(0 1Y, 0 -1
Solucion: (1 2), (_1 2)
b)

m+ 2 -1 m+1
iydet(M)=[ 0 m+1 0
-1 -2 m+1

=(Mm+2)m+1)%+ (m+1)%2= (m+3)(m+1)2

-3

det(M) = 0 & {7~ 77

Se m = —3, hai un menor de orde 2 non nulo:
-1 -1 _
| 0 —2| =2#0
Se m = —1, hai un menor de orde 2 non nulo:
1 -1] _
|_1 l=2=0

Polo tanto:

SemeR—{-3,—1} entén rang(M) =3
Se m= —3oum=—1,entén rang(M) = 2

ii) Substituindo o valor de m na matriz M, resulta:
1 -1 0 x 0 x—y=0
0 0 Of-ly|=10 =>{—x—2 =}::»x=y=0
-1 -2 0o/ \z 0 Y

0
Soluciom: X = (0), AER
A




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 2:

a) Os vectores §f=(2,6,1)e§l_))=(1,4,1) son non proporcionais. Polo tanto, os puntos

B(1,-5,—1),€(3,1,0) e D(2,—1,0) determinan un plano :

2 1 x-1
m |6 4 y+5=0=>|7r:2x—y+22—5=0|
1 1 z+1

Para determinar m, bastara ter en conta que A € m e polo tanto:
2Zm+142m—-5=0= m=1

Tamén poderiamos obter m, impofiendo a condicion rang(EZ, BC, ﬁf) = 2, é dicir:

m—1 4 m+1
2 6 1 [=0=22m-1)—-4+2m+1)=0=>4m—-4=0=>m=1
1 4 1

b) O vector director, v, da recta e o vector normal, ;, ao plano son:

v =PQ = (-2,1,-2)

_ = 7. en, son proporcionais. Polo tanto:
nn: — (2, _1,2) } T T p p

r e son perpendiculares:r L n|

¢) Calculamos as ecuacions paramétricas da recta 7:

=3-21
P(3,-4,-7) € r} x
— > riyy=—4+1
vr = (=2,1,-2) {Z =—7-22

Un punto xenérico da recta sera: (3 —24,—4 + A,—7 — 21). Determinamos o valor de A para que o

punto diste 9 unidades do plano 7:

27=-9-91 = 1=—4
—27=-9-91 = 1=2

g 12BN —(-4+ D) +2(-7 - 21)]
B VEi+1+4

Substituindo estes valores nas ecuacions paramétricas da recta, obtéfiense dous puntos da recta que

> 27=1-9-94] = {

distan 9 unidades do plano:

|A(11,-8,1) e B(-1,-2,—11)]




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

Exercicio 3:

a) Teorema do valor medio do calculo diferencial: Se f(x) & continua en [a,b] e derivable en (a,b), entén

f)-f(@)

existe algin punto c€(a,b) tal que f'(c) = o

Interpretacion xeométrica:

Nas hipotesis do teorema, existe algun
punto intermedio no que a tanxente &
gréfica de f(x) é paralela a corda que une

os puntos (a,f(a)) e (b,f(b)).

b) Indeterminacion %
. . x-1 . (- (x+y2-x) . (x—1)(x+y2-x)
Lolimyss T N My e ven) — M1 2 pas 2
Multiplicamos polo conxugado do denominador Factorizamos o denominador

e simplificamos

G—DHx+2-x) |2

=lim = |z

1 =D +2) 3

Tamén pode facerse por L’Hopital:

I ] 1 1 2
lmx_,l m —_ lmx_,l 1 —_ _1+l —_ ? —_ 5
2—-X 2 2
. ., 0
Indeterminacion 5
In(142) 1L x
o, x—In(1+x) V¥ ;. Ttx s e _
fi. limy_o xin(1+x) T limy_o In(1+x)+ —— limy_o @+ In(@+x)+x —
1+x ETREY

L’Hépital
.., 0
Indeterminacion 5
= lim, ,,——————— & lim,,g————— = |-
20 (14x) In(1+x)+ xT 20 1n(14+20)+1+1 2

L’Hépital



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 4:

a) f(x)é a primitiva de f'(x) pasando polo punto (1,0). Mediante o método de integracion por partes,

calculamos a integral indefinida de f'(x)

1-Inx _ 1-Inx 1 1-Inx 1 Inx
J—7dx=[x?(1-lnx)dx = ——— - [Sdx=———+_+K = —+K
A
1 N
u=1l1-nx = du=—;dx
dv=x"2%dx = v= —%
Usando que f(1) = 0 determinamos o valor de K:
f() = 0} _
fay=k = K=0
Polo tanto
() = Inx
) = —

b) Estudamos o signo de f"(x):

2
== —=2x(1-Inx)  2inx—3
1) = -

x4 x3

3
f'(x) =0 & lnx=§<:> x = e3/?

(0,83/2) (e3/2,oo)

JEs) <0 >0 Concava en (0,e3/2)

Convexa en (e3/2,0)

f) m U




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 1:
m 3 4 m 3 4 m
a) Matriz de coeficientes: C = 1 —4 —5]; matrizampliada:A=|1 -4 -5 0
1 -3 -4 1 -3 —4 0

Célculo do rango de C:
H :4| =1+#0 =rang(C) =2

m 3 4

1 -4 —5{=16m—-142—-154+16—-15m+312=m+1;
1 -3 -4

Polo tanto

» m=-1 =rang(C) =2
» m=#=—-1 =rang(C) =3

Célculo do rango da matriz ampliada:

» m+#—1 =rang(A) = 3 (sempre rang(A) = rang(C))

» Sem=-1
-1 3 -1
1 —4 0 [=-1+#0= rang(4) =3
1 -3 0
Discusion:
m=-1 = rang(C) = 2 <3 =rang(A). Sistema incompatible. Non ten soluciéon

m# —1 = rang(C) = 3 = rag(A) = n®de incognitas. Sistema compatible determinado.
Solucidon Unica

b) Para[m = 0]

Sistema homoxéneo. Por a) e un sistema compatible determinado. Polo tanto

|x=y=z=0

Para[m = 1]. Por a), & un sistema compatible determinado, ten solucion Gnica que calculamos pola regra

de Cramer:
1 3 4 1 1 4 1 3 1
0 -4 -5 1 0 -5 1 —4 0
_ 0o -3 =41 _1, .. _ 11 0 -4 _ 1, . _ 11 =3 o _1
A T e YR T Al e T R A TR B TRl
1 -4 -5 1 -4 -5 1 -4 -5
1 -3 -4 1 -3 -4 1 -3 -4

X = 1/2: }’=—1/22 Z=1/2




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 2:

a) Como o plano 7 debe ser perpendicular & r, enton o vector director da recta, v,, € un vector normal a

m. Polo tanto:
— - i’ ']_) I_C)
n,=v=11 -1 o|=Q12)
1 1 -1

Enton, como 7, = (1,1,2) é un vector normal ao plano e P(2,5,—2) € un punto do plano

x—2+y-54+2(z+2)=0 = |mx+y+2z—3=0|

b) Calculamos o vector director da recta s:
U= PQ = (=3,-1,4)

Como os vectores v, = (1,1,2) e U, = P_Q-’ = (—3,—1,4) non son proporcionais, xa podemos dicir que

as rectas cértanse ou crizanse.
Tomamos un punto en cada recta. Por

exemplo:

A(0,2,0) €r; P(2,5,—-2)€s

e consideramos o vector AP = (2,3,-2)

Se os vectores que marcan as direccion das rectas, e o vector AP que vai dunha a outra son
independentes, daquela non estdn no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante formado

por eles é distinto de cero ou non:

1 1 2
(ﬁr,ﬁs,zﬁ) =|-3 —1 4|= —22#0 = |Asrectascrizanse|
2 3 -2

c) Dado que A(0,2,0)er, ¥ = (1,1,2), (4,24 2,21) & un punto xenérico de r, igualando as

distancias deste punto xenérico aos puntos P e Q:

A=22+RQ2+21-52+2A+2)?2 =(1+1D? + 2+ 1—4)2+ (21— 2)?

é dicir:
AZ —A) 44+ A2 — 61+ 9+ 442+ 8L+ 4= A2+ 22+ 1+ A2 —41+4+422—-81+ 4

81=-8 =>1=-1
Substituindo este valor de A na expresion do punto xenérico de r, obtemos que o punto da recta r que

equidista dos puntos P e Q é:



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exercicio 3:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é continua en [a, b] e derivable en (a,b) e ademais f(a) = f(b), entdn
existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

A

Interpretacion  xeométrica: Se se cumpren as

hip6teses do teorema, existe polo menos un punto

LZKZ ¢ € (a,b) no que a recta tanxente & paralela ao
. 1

! - . .

' ! eixe de abscisas.

a o]

v

b)
Sx 2x%2 +5x+2
1+x2 1+ x2

5

flx) =2x +Eln(1 +x%) > fl(x)=2+

Polo tanto, como f(0) = 0 e f'(0) = 2, a ecuacién da recta tanxente no punto correspondente a x = 0:
y—fO=f(0)x-0 = |y=2x

Determinamos os puntos criticos:

= 2
fl(x)=0 & 2x?+5x+2=0 =>x= ¥:<_1
2

Calculamos a segunda derivada:

5(1+x2)—10x?  5—5x?

f'(x) =

(14 x2%)? - (1 + x2)2

Polo tanto:

f'(=2)<0

fi(=3>0

E asi:

. . 5Iin5
Maximo relativo no punto (—2, —4 + 5 )
5In(5 /4
Minimo relativo no punto <— 1/2 ,—1+ (T/)>




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 4:

a) Para que f(x) sexa derivable en x = 1 ten que ser continua en x = 1, polo tanto:

limy_1- f(x) =a+2
lim,_ 4+ f(x) =3 =2 a+2=3 = a=1
f)=3

Miramos se para este valor de a, existe o limite

i LA — F)

h—-0 h
para iso, calculamos os limites laterais
f(A+h)—-3 31+h—-2)2-3 3k —6h+3-3
—— = [Ilim = [lim = —6
h—0t h h—-o0t h h—o0t h
f(+h)—-3 1+h+2-3 h
im——= lim—— = lim —=1
h—0~ h h—0~ h h—0~ h

Vemos que os limites laterais non coinciden. En conclusion:

|f(x) non é derivable en x = 1 para ningun valor de a

b)
x+ 2 se x<1
f@x) = {3(x—2)2 se x>1

v

(-2,0) (1 ,6) (2,0)

2

2 1
3(x — 2)%dx = [’%Hx] + (- 2% = %+2—(2—4)+0—(—1)3
-2

A=f_12(x+2)dx+f1

= 1+2+2+1— 1
T2 )




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

0 a—2 1
a) la—1 a —1|=-a(a—2)—-a?*-2(a-1D(@—-2)=-a*+2a—a*>—-2a’+6a—4=
a 0 2
= —4a’>+8a—4
Asi

[A]=0 © a?-2a+1=0 ©(@—-1)?=0 © a=1

Se a = 1, existen menores de orde 2 non nulos, por exemplo

0 11_ _
1 ol = 1+#0
Polo tanto:
a=1 = rang(4) =2
a#1= rang(4d) =3
Se a = 0, xa vimos que |A| = —4 # 0, polo que existe A™!
1/0 2 o\ 0o -1 -—-1/2
A‘1=—Z<4 0 0) = (—1/2 0 1/4)
2 -1 =2 0 0 1/2
b)

ABA™ —A=2] © ABAT'=A+21 © B=A'A+2DA=(+A)=A+2I

2 =2 1
B=A+2[=<—1 2 —1)

0 0 4

c) a=1 =>rang(d) =2. E un sistema homoxéneo con rang(4) =2 < n2incognitas. Sistema

compatible indeterminado con infinitas solucions:

TR g




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A
Exercicio 2:

a) Determinamos os vectores normais aos planos:
ﬁnl =(3,0,3) || (1,0,1)

e, =1 -1
-1 1

O angulo a que forman os planos coincide co angulo que forman os seus vectores normais. Asi:

=(-3,-3,0) || (1,1,0)

_ N X

[, fin,| 1

|ﬁﬂ1”ﬁﬂ2| h ‘/E\/E h

1 I3
cosa = 53 a =

3

Se chamamos r & recta pedida e 7, a un vector director dela,

r||my (:17TJ_17,T1} 5| 7 . T ] k 11
> - 2 V|| N, X0, =11 0 11=1L1,
rllm, © v, L n 1 2
” 2 r Ty 11 0
Como a recta pasa polo punto (0,0,0), as ecuacions paramétricas son:
x=-1
rijy= 21
z= A

b) Sexa s a recta perpendicular a 7r; pasando polo punto (0,0,0) e ¥s o seu vector director, enton:

slmy, & B L 7, = (1,0,1) } S . i’;
Z

2
0
(0,0,0) € s 3

O punto de interseccion, M, de s con ; € 0 punto medio do segmento 00’ (0’ simétrico de 0(0,0,0)).

Calculamos o punto M de interseccién de s con ¢

4 4 4
31+31-8=0 = 61-8=0 = 1=3 =M(,03)

Se 0’(x,y,z), entdn:

0,02
3.0.3)

Wlh © wWln
Il



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 3:
a) Dise quef (x) é derivable no punto x,, se existe e é finito o seguinte limite:

lim f(xo+h)— f(x0)

h—0 h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x.

f(xo +h) = f(x0)

v

X Xo+h

Interpretacion xeométrica: A recta secante que pasa polos puntos (x, f(x,)), (xo + h, f(xo + R)) ten por

f(xoth)— f(x0)

pendente Y

(0, f(x0)).- Asi:

e cando h — 0, esta secante acércase a recta tanxente pasando polo punto

Pendente da recta tanxente en (xo, f(x,)) = limhqow = f'(x)

b)
x> —x+m sex <0

e =11

5 e** —2x4+n sex=>0

f(-D=1=1=1+1+m = m= -1

£ . o x2—x—1 sex <0
por ser continua en x = 0: > f(x) = %ez"—Zx—z sex >0

lim, o~ £ () = lim_g+ f(X) = f(0) = —1=>+n 5n= -2

Recta tanxente en x = —2: f(=2)=5

y-f-D)=f(-Da+2) =

f1(=2) = -5

Recta tanxente en x = MTZ: f (’"_2)

1 m2
2 2




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 4:
y=x(x—2)=x%—-2x
x=0 =y=0 Puntos de corte cos eixes:
x=0
x(x—2)=0 = ) (0,0) e (2,0)
x=2
y' =2x—-2
yV=0 ¢ x=1 Minimo e vértice (1,—1). Convexa
y'=2<0

Interseccion da parabola coa recta y = x:

x2—2x=x = x2-3x=0 = {i " g Puntos de corte: (0,0), (3,3)
=X
1(33)

Polo tanto:
2 3 x2]? X3 3x2) 27 8
A=dex+J[x—(x2—2x)]dx= —| + |-+ —=| =2-9+—+5-6
. , 2|, 3 2|, 2 73
_—78+81+16
=




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

Exercicio 1:

1 1 1 1 1 1 1
a) Matriz de coeficientes: C =4 m 3 |; matrizampliada:A= |4 m 3 m

2 3 1 2 3 1 3
Célculo do rango de C:
|4 3 =—1#0 =rang(C) =2
Orlamos este menor — = rang(C) = {2 se m=5

3 sem=#5

1 1 1
1 m 3|=m+12+6-2m—-9—-4=-m+5_|
2 3 1
Discusién:

m =5, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n2de incdgnitas. Sistema compatible indeterminado.
m=#5, rang(C) =rang(4) = 3 = n2de incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para , & un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciéns. O sistema dado é

equivalente ao sistema

x + Z=1—y}
4x+3z=5-5z

Entén:
|5|5y N _3-3y—545y)=2-2
|4 5 5y|

=—5-5y—4+4y)=y—-1

x=2-=21
y=21 ;o AER
z=-1+21




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 2:
a) Calculamos o vector director da recta s:
Colr 7ok
Us= |3 2 0|=(8-126)
0 2 4

Como os vectores 7. = (4,—1,3) e U, = (8,—12,6) non son proporcionais, xa podemos dicir que

as rectas cértanse ou cruzanse.
Tomamos un punto en cada recta. Por exemplo:

=" _ 3
vr = (4, -13) RB21) €ri R0~ €Es

S e consideramos o vector B.P, = (—1,-2,— Z)
B, = (8,—12,6)

_—
Se os vectores que marcan as direccién das rectas, e o vector P.P; que vai dunha & outra son
independentes, daquela non estan no mesmo plano. Isto saberémolo vendo se o determinante

formado por eles é distinto de cero ou non:

4 -1 3
(%, Vs, BP,) = Ei _15 67 = 40+ 0 = |Asrectas crizanse]

4

b) Sexa m o plano buscado. Como o plano contén a rectar, P.(3,2,1) € m. Ademais, os vectores ¥, e

U son vectores do plano. Polo tanto:
x—3 y—2 z-1
| 4 -1 3
8 -12 6

=0 = |m3x—4z-5=0]

¢) Como o plano « é paralelo a recta s e contén a recta r

d(rs) = d(s,m) = d(P,m) = 12 T3 =51 _ ¥

/32 +(—4)°

Tamén podemos calcular esa distancia utilizando a férmula da distancia entre duas rectas

4 -1 3
8 —12 6
(Bl

= 4/5

d(r,s) = —— =
|Ur X 17s| ’(30)2 + (40)2



Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 3:

2
f(x)=1+m

Dominio:

A funcion non esta definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio € R—{2}

Simetrias:

f(=x)=1+

2
(—x-2)2

# +f(x) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe Y nin respecto da orixe.

Puntos de corte cos eixes:

f(x) > 0 . Polo tanto non corta ao eixe de abscisas.

x=0>=f(x) = z = Corta ao eixe de ordenadas no punto (0,%)

A
Asintotas verticais: 7\ ,\
limy - f(x) = oo

= x = 2 asintota vertical <~ — y=1

lim,_,+ f(x) = o

Asintotas horizontais:

limy_ 4+ f(x) =1 = y=1 asintota horizontal

Non hai asintotas oblicuas x =2

Intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos:

’ _ o 4x=2) 4 . -
f'(x) = - e 70 Non hai puntos criticos

(=,2) (2, +)

f' + -

) P W

A funcion é crecente en (—oo, 2) e decrecente en (2, +00). Non hai maximos nin minimos.

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion:

" _12(x-2)2 12 : : i
f'"x)== e~ ot > 0. Non hai puntos de inflexion

(=»,2) (2, )

Convexa en todo o seu dominio

f'(x) + +

N N




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

2

Graficade f(x) =1+ 22

N
B




Exemplos de resposta/ Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

Exercicio 4:

a) Teorema fundamental do calculo integral: Se f(x) € una funcion continua en [a, b], enton a funcién
F(x) = f;f(t)dt ¢ derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

Aplicacion:

Recta tanxente: y — F(0) = F'(0)(x — 0)

F(0)=0 =  |Recta tanxente:y = 2x|

x%+6
2+e*

F'(x) = = F'(0) =2

b) Calculamos a integral indefinida

2 2 2
[ xin(1 +x)dx=x7ln(1+x)—%fx—dx=x7ln(1+x)— %f(x—1+i)dx=

1+x 1+x
u=In(1+x) du=1de
2 x (grao numerador>grao denominador. Facemos a division)
dv=xdx 2v= 5
x? 1 x In(1+x)
- - — 42 - 7
2ln(1+x) 4x +2 > +C
Aplicamos Barrow:
fll(1+)d— LS PR SR NS, L ] S PP S . o
0xn xx—zn x 4x > > O—zn 213 2n

1
f xin(1 + x)dx = 1/4
0




PAU Codigo: 26
XUNO 2015

OMISION

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1. a) Calcula os posibles valores de a, b, ¢ para que a matriz A = (g Iz) verifique a relacion (4 — 21)? = 0,

sendo I a matriz identidade de orde 2 e 0 a matriz nula de orde 2.
b) ¢Cal é a solucién dun sistema homoxéneo de duas ecuacidéns con dluas incognitas, se a matriz de

g IZ) verificando a relacion (A — 21)* = 0?

c) Paraa = b = ¢ = 2, calcula a matriz X que verifica A-X = A1 . B, sendo B = (

coeficientes & unha matriz A = (
4 1 0)

0 1 4
x=3-21
2.Dadaarectar:{y=1- 2
z=4+ 1

a) Determina a ecuacion implicita do plano & que pasa polo punto P(2,1,2) e € perpendicular a r.
Calcula o punto de interseccion de r e .

b) Calcula a distancia do punto P(2,1,2) arecta r.

c¢) Calcula o punto simétrico do punto P(2,1,2) respecto & recta r.

g 2x2 L . . ;
3. Debuxa a graficade f(x) = ﬁ estudando: dominio, simetrias, puntos de corte cos eixes, asintotas,

intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos, puntos de inflexién e
intervalos de concavidade e convexidade.

4. a) Define primitiva dunha funcién e enuncia a regra de Barrow.
b) Dada a funcion f(x) = ax® + bx + ¢, determina a, b e ¢ sabendo que y = 2x + 1 é a recta tanxente

a grafica de f(x) no punto correspondente & abscisa x = 0 e que folf(x)dx =1.
OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x+ y—z=1
x+my+3z=m
2x+3y+mz=3
b) Resblveo, se € posible, para m = 2

x=3+21 - s .
2. Dadas asrectas 1: {y = -1 S:{T= y__lz ZT
z=4+221

a) Estuda a sua posicion relativa. Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que pasa pola orixe
de coordenadas e é paraleloarea s.
b) Calcula as ecuaciéns paramétricas da recta que corta perpendicularmente ar e a s.

3. a) Definicién e interpretacién xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
b) Calcula os valores de b e ¢ para que a funcién
In(e + x? se x<0
fa =finet *)
x“+bx+c sex=0
sexa derivable en x = 0. (Nota: In = logaritmo neperiano)

4. A grafica dunha funcién f(x) pasa pola orixe de coordenadas e a sUa derivada é f'(x) = (2 — x)e3*.
Determina a funcidon f(x)e calcula os intervalos de concavidade e convexidade de f(x).



PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2015

OMISION

MATEMATICAS II

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1. a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.

1 -1 1
b) DadaamatrizA ={ 1 1 1

1 1 1
i. Calcula o rango, segundo os valores de 4, de A — A1, sendo I a matriz unidade de orde 3.

ii. Calcula a matriz X que verifica XA — 24 = 3X.

3x—-y — z=0

2x+y —4z=0

a) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é paralelo a r e pasa polos puntos A(0,1,2) e
B(5,3,1)

b) Calcula o punto de corte de r co plano perpendicular & devandita recta e que pasa por B(5,3,1)

c¢) Calcula a ecuacion implicita ou xeral do plano que é paralelo ao plano t: 2x — 3y +4z—5=0e
dista v/29 unidades da recta .

2. Dada a recta r:{

ax?>+bx sex<1
3. a) Calcula os valores de a e b para que a funcién f(x) =1 2inx+2 sex>1 sexa derivable en
x2
x = 1. (Nota: In = logaritmo neperiano)
b) Para os valores a = —4 e b = 6, determina os intervalos de crecemento e decrecemento de f(x).

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada polas graficas da parabola f(x) = 4x — x? e as rectas
tanxentes & gréfica de f(x) nos puntos correspondentes a x = 0 ¢ x = 2 (Nota: para o debuxo da

gréfica da pardbola, indicar os puntos de corte cos eixes de coordenadas, o seu Vértice e
concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema de ecuacions:
x+ y+z=m
X -y =0
3x+y+2z =0
b) Resolve, se é posible, o sistema cando m = 0.

x=0
+y—z+2=0
2.Dadasasrectasr:{y=1+3A; S:{x y—z =
y—z—2=0
z=1+3A

a) Estuda a posicién relativa de r e s. Calcula a distanciade r a s.
b) Se dous dos lados dun rectangulo estan sobre as rectas r e s e dous vértices consecutivos do

rectangulo son os puntos A(0,1,1) e B(0,4,4), calcula as coordenadas dos otros dous vértices e a
area do rectangulo.

3. a) Define derivada dunha funcién nun punto. Interpretacion xeométrica
b) Dada a funcion f(x) = 2e *(x + 1), calcula: intervalos de crecemento e decrecemento e
maximos e minimos relativos de f(x).

Vatx -2- %
x2
b) Calcula unha primitiva da funciéon f(x) = xsenx que pase polo punto (7, 0)

4. a) a) Calcula: lim,_,



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
1) a)1 punto

b) 0,5 puntos

¢) 1,5 puntos

2) a)1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola ecuaciéon do plano.
» 0,5 puntos polo punto de interseccién da recta e o plano.

b) 1 punto
¢) 1 punto

3) 2 puntos, distribuidos en:

Dominio, simetrias e puntos de corte cos eixes: 0,25 puntos.
Asintotas: 0,25 puntos.

Intervalos de crecemento e decrecemento: 0,25 puntos.
Méaximos e minimos relativos: 0,25 puntos.

Puntos de inflexion: 0,25 puntos.

Intervalos de concavidade e convexidade: 0,25 puntos.
Grafica: 0,5 puntos.

VVVVVVY

4) a) 1 punto, distribuido en:
» Definicion de primitiva: 0,5 puntos.
» Enunciado da regra de Barrow: 0,5 puntos
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencién de b e c.
» 0,5 puntos pola obtenciéon de a.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
» 1 punto pola discusién do sistema
b) 1 punto

2) a) 1,5 puntos
b) 1,5 puntos

3) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de derivada dunha funcién nun punto.
» 0,5 puntos pola interpretaciéon xeométrica.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola determinacion de c.
» 0,5 puntos pola determinacion de b.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 puntos pola integral
» 0,5 puntos pola condicion (0)=0.
» 0,5 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 1 punto, distribuido en:

2)

3)

4)

1)

2)

3)

4)

» 0,5 puntos pola definicion de menor complementario
» 0,5 puntos pola definicion de adxunto dun elemento

b) 2 puntos, distribuidos en:
i. 1punto
ii. 1punto

a) 1 punto
b) 1 punto
c) 1 punto

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola condicién de continuidade
» 0,5 puntos pola condicién de derivable

b) 1 punto
2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola representacién da parabola

0,5 puntos pola determinacién das tanxentes.

0,5 puntos pola formulacion da drea como unha integral definida.
0,5 puntos polo calculo da integral definida

YV VVYVYY

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo célculo dos rangos segundo os valores de m
» 1 punto pola discusién do sistema

b) 1 punto

a) 1,5 puntos, distribuidos en

> 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo calculo da distancia entre as rectas.

b) 1,5 puntos, distribuidos en

» 1 punto polo célculo dos dous vértices
» 0,5 puntos polo célculo da area do rectangulo

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de derivada dunha funcién nun punto.
» 0,5 puntos pola interpretacién xeométrica.
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento
» 0,5 puntos pola determinacion do maximo relativo.

a) 1 punto
b) 1 punto



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 1:

a)(A—21)2=(a52 bz).(a—Z bz)z((a—Z)2 b(a—2)+b(c—2)>

c— 0 c— 0 (c —2)?
Polo tanto:
(a—Z)ZZO a=?2
A-2D*=0o<{b(a—2)+b(c—-2)=0 = beR
(c=2)>=0 c=2

b) Tendo en conta o apartado anterior, a matriz de coeficientes do sistema homoxéneo seria
_ (2 b

A= (o 2)

e polo tanto teriamos:

rang(A) = 2 = n° de incognitas = Sistema compatible determinado, solucién Unica. Como a
trivial sempre € solucion dun sistema homoxéneo, concluimos que a solucion é

x=y=0

2 2

0 2). Ademais, det(A) =4 #0 = 347!

¢) Neste caso, A=(
A-X=A1B & X=ANH%B

41 t 1 — 1/2 —1/2
=25 9 =36 =00 ")

412 = (1/2 —1/2)_(1/2 —1/2)_ (1/4 —1/2)

0 1/2 1/2 0 1/4
B 1/4 —1/2 1 —-1/4 -2
X=(@A"B = (o 1/4)'(3 } ?L)=<O 1/4 1)

Polo tanto:

0




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A
Exercicio 2:

a) Como o plano 7 e a recta r deben se perpendiculares, o vector director da recta, v,, ten a
direccion do vector normal ao plano. Asi:

Vector normal ao plano =: 1, = v, = (-2,—-1,1)
Podemos enton utilizar a ecuacién dun plano a partir dun punto e dun vector normal:
—2(x-2)- -1+ (=z-2)=0

e polo tanto:

|m:2x+y—2z—3=0]|

Para calcular o punto de interseccién de r con m, substituimos as ecuacions paramétricas da
recta na ecuacion do plano:

23-20)+ 1-1—(4+1)-3=0 = 6—414+1-1—-4—1-3=0 = A= 0

Substituindo este valor nas ecuacions paramétricas da recta , obtemos o punto de corte

b) Dado que P € m, r € perpendicular a m € M é o punto de interseccién de r e m, a distancia
pedida:

d(P,r)=dP,M)=(2-3)2+(1-1)2+(2-4)? =+5

P

P/:M/

c) Para obter as coordenadas do punto P'(x,y, z), simétrico de P, basta ter en conta que M é o
punto medio do segmento que une P con P’. Polo tanto:

x+ 2

-T2

1= 2200 5 19
z+2




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 3:

2x?% ., .
f(x) = == é unha funcién racional.

x—1
Dominio:

A funcién non esta definida onde se anula o denominador. Polo tanto, o dominio € R—{1}

Simetrias:

f—x) = =

-x—1

2

# +f(x) . Polo tanto non é simétrica respecto do eixe Y nin respecto da orixe.

Puntos de corte cos eixes:
f(x) =0 < x =0 . Polo tanto o Unico punto de corte cos eixes é a orixe |0(0,0) |

Asintotas verticais: Hai unha en
Posicidn da curva respecto da asintota:

lim f(x) = —o0
x—-1"
li =
m, f (x) = 4o
Asintota oblicua:
Como grao do numerador = 2 = grao do denominador + 1, hai asintota oblicua.

2x? 2
=2x+2+ ——
X — x—1

Polo tanto |y = 2x + 2| € a asintota oblicua. Ademais:
O signo da diferenza, ﬁ , € positivo cando x — +o0 e negativo cando x - —
Temos polo tanto:

A : 7
;x /y =2x+2

\ ’
|
1
!
! 7
|
|
1
1
’
’
.

’
’

v

4
1
!
1
1
1
1
!
1
!
!
1
1
T
1
|
1
!
!
1
1
1
1
|
1
!
!
1

i

Intervalos de crecemento e decrecemento, maximos e minimos relativos:
) = dx(x —1) —2x*  2x* —4x
FO=—G"1 =~ Geo?




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

ff)=0e2x?-4x=02x(x—2)=0x=0,x=2

(—c0,0) 0,1) (1,2) (2, +o0)
£'(x) + - - +
f(x) A W AW A

A funcidn é crecente en (—0,0) e en (2, ») e decrecente en (0,1) e en (1,2)
Maximo relativo en (0,0) e minimo relativo en (2,8).

Intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion:

(4x —4)(x—1)?—2(x —1)(2x* —4x)  4(x—1)> —4x* +8x _

4

" — —_— 0
Fe TR CEEE TRV
|Non ten puntos de inflexi()n|
ffo)<o = |méximo relativo en (0,0)|
f'"2)>0 = |minimo relativo en (2,8)|
(—OO’ 1) (1' OO)
" _ Concava en (—, 1)
Fe) + Convexa en (1, )
o 7 N |\

Gréfica de f (x) = —

xX—

2x?
1

v



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

Exercicio 4:
a) Dise que F(x) é unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x).
Regra de Barrow: Se f(x) € continua en [a, b] e F(x) é unha primitiva de f(x), entén

b
[ redx =) - F@

b) f(x) =ax3+ bx+c

F)=2 )
£0)=1

f(x)=ax3+ bx+c
f'(x) =3ax?+ b ‘
J

Finalmente:0

y = 2x + 1 recta tanxente a gréfica de f(x) = {

V

1 A 1 a 1 a
1= [foodr = [ @+ 2xedr = [Bxteea] = Se1vs
0 0 4 o 4

Polo tanto:

a
S42=1 2



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1: columnas iguais
a)
1 1 -1 11 -1 1
Matriz de coeficientes: C = (1 m 3); matriz ampliada: A = (1 m 3 m)
2 3 m 2 3 m 3

Como a cuarta columna da matriz ampliada coincide coa segunda columna, podemos
prescindir da cuarta columna para o calculo do rango de A e polo tanto rang(C) = rang(A).

Célculo do rango de C:
B §| =1+0 =rang(C) =2

1 1 -1
1 m 3

-3
— m2 — 6 2 —6 =
=m‘+m-—6; m°+m-—=6 Oz)m<2
2 3 m

Discusioén:

m = =3, rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n2de incdgnitas. Sistema compatible indeterminado.
m=2, rang(C)=rang(4) =2 < 3 =n?de incognitas. Sistema compatible indeterminado.
m ¢ {—3,2}, rang(C) = rang(A) = 3 = n%de incognitas. Sistema compatible determinado.

b) Para , € un sistema compatible indeterminado con infinitas solucions. O sistema
dado é equivalente ao sistema

x+y=1+z} 3x + 3y=3+32} {x=52
2x+3y=3-2z 2x + 3y=3-2z y=1-4z

As infinitas soluciéns son:

x =51
y=1—-44 A€R
z= A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 2:

a) Puntoder: P.(3,—-1,4)

vector direccion de r: v, = (1,0,2)
Punto de s: P;(4,3,5) > Non son proporcionais. As rectas cortanse ou
4)

vector direccion de s: v, = (3,—1, crizanse

Se os vectores 7, = (1,0,2) e v, = (3,—1,4), que marcan as direcciéns das rectas, e o vector
Eﬁ; = (1,4,1) son independentes daquela non estan no mesmo plano e as rectas polo tanto
cruzaranse. Isto saberémolo vendo se o determinante da matriz formada coas coordenadas
deses tres vectores é cero ou non:

1 0 2
3 -1 4|/=-1+24+2-16=9%0
1 4 1

Polo tanto:

|As rectas criuzanse)|

O plano pedido, 7, queda determinado polo punto (0,0,0) do plano e os dous vectores v, e ¥
paralelos ao plano e independentes entre si:

X y z
1 0 2|=0 = |[m2x+2y—z=0|
3 -1 4

b) Punto xenéricoder: R(3+4,—1,4+21)
= RS=1+3u—A4—ul+4u— 221)
Punto xenéricode s: S(4 +3u,3 —u,5+4u)

Agora impofiemos a condicion de que RS sexa perpendicular ar e a s:

@u = 1+3u—A4—pu1+4u—21)-(1,02)=0 } N { 51:11yi3} N {,125

RSLs= (143u—A4—pul+4u—21)-3,-1,4)=0 111—-26pu =3 n=2
Substituindo 4 = 5 e u = 2, obtemos:

R(8,-1,14); 5(10,1,13); RS =(2,2,—1)

Polo tanto, as ecuacidons paramétricas da recta que corta perpendicularmente ar e a s son:

x= 8 +21
t:{jy =—-1+21
z= 14 — A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 3:

a) Dise que f(x) é derivable no punto x,, se existe e € finito o seguinte limite:

mf(xo+h)_ f(xo)

h—0

h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x,.

=
o
]
(=}
[N
=
v

Interpretacion xeométrica: O cociente

f(xo +h) = f(x0)

f(xo+h)— f(x0)
h

coincide coa pendente da recta secante que pasa
polos puntos (x,f(xg)) € (xo+ h, f(xg+ h)).
A medida que vai diminuindo a amplitude do
intervalo [xy,x, + h], 0s puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e
mais proximos. No limite, a secante convirtese na
tanxente.

Asi, a derivada de f(x), en x = x,, coincide coa pendente da recta tanxente a grafica de

£ (x) no punto (xo, f (%) ):
f(xo+h)— f(xo) _

f'(xo) = limy_,—>———-= = Pendente da recta tanxente a grafica de f(x), en x = x,.

h

b) Para que f(x) sexa derivable en x = 0, ten que ser continua en x = 0.

Se f(x) é continua en x = 0, debe ser lim,_,, f (x) = f(0)

limyo- f(x) = limy_o- In(e +x?) = 1
limy o+ f(x) = lim,_o+(x? + bx+c) = ¢

f0)=c

J

Se c =1, f(x) seraderivable en x = 0 se f'(07) = f'(0%)

22 se x<0 f(07)=0
Fe=1 = . { } :

2x + b se x>0

f'"=>b



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B

Exercicio 4:
f(x) € unha primitiva de f'(x) = (2 — x)e3* pasando polo punto (0,0)

_ 3x _ 1 _ 3x 1 3x _ 1 _ 3x 1 3y _ . 3x(7 _ x
[(2—x)e3*dx = (2 —x)e +3fe dx = ;(2—x)e’* + ce*+ C=e (9 3)+C
u=2-x = du=dx}

Por partes: 3%
dv = e3"dx > v = T

f©=0=0=2+C>C=-

O |

Polo tanto

0=y ]

Para estudar a concavidade e convexidade de f(x), estudamos o signo de f"(x)
f'(x) = —e3* + 3(2 —x)e3* = e3%(5 — 3x)

Como e3* > 0, temos que

f'(x) =0 @ x=5/3

Polo tanto

) Convexa en (—,5/3)
(%) + - Céncava en (5/3,)

o [\ |7




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 1:

a) Dado un elemento a;; dunha matriz cadrada n X n, ao suprimir a sta fila e a sta columna,
obtense unha submatriz (n — 1) X (n — 1) e o0 seu determinante & un menor de orde n — 1, que
se chama menor complementario do elemento a;; e represéntase por a;;.

Chamase adxunto de a;; ao nimero 4;; = (—1)"+faij, € dicir, € o menor complementario co
Seu signo ou co signo contrario, segundo i + j sexa par ou impar.

b)
1-1 -1 1
i) |A—All = 1 1-2 1 |=01-2D*+1-31-(1-)-Ed—D+a—-1=
1 1 1-2
=1-D[EF+2-21-1]=21-1)1-2)
Sel=0:
1 -1 _
L 1=z =0
Sel=1:
0 —-1]_
1 Tol=1#0
Sel=2:
-1 -1]_
7y Cil=2=0
Polo tanto: |Paral¢0,l¢ 1,A# 2,rang(A—Al) = 3|
|Para/'l = 0,rang(A—Al) = 2|
|Para/'l = 1L,rang(A—Al) = 2|
|Paral = 2,rang(A—Al) = 2|
i) XA—24A=3X © X(A-3)= 24 ©X=24(A-3)"1
-2 -1 1 Polo apartado i., sabemos que existe (4 — 31)~!
|[A=3Il=1]1 -2 1[=6;
1 1 -2

t
A-3D"1= -1 —i g i =—1g _é é
6 6
1 3 5 3 1 5




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 2:
T 7k
a) vector direccionder: v, = |3 _—1 —1|=(510,5) I (1,2,1)
2 1 —4
A(0,1,2)
Elementos que determinan o plano: { % = (1,2,1)
AB =(52,—-1)

Se chamamos m ao plano buscado,

x y—1 2z-=-2
1 2 1 [=0 & —4x+6(y—1)—8(z—-2)=0
5 2 -1

|m:2x —3y +4z—5=0|

b) Sexa a o plano perpendicular a r e que pasa polo punto B(5,3,1). Entdn
vector normal a a: 1, = v, = (1,2,1)
a: (x—5+2y-3)+(z—-1)=0 =2 a: x+2y+2z—-12=0

Para calcular o punto de corte de a e r, escribimos as ecuaciéns paramétricas da recta
(cofiecemos 7, = (1,2,1) e evidentemente (0,0,0) € r):

x= A
iy =24
z = A

Para obter o punto de corte da recta e o plano, substituimos as coordenadas do punto xenérico
da recta na ecuacion do plano:

A+42+ 21-12=0 = A=2
Polo tanto a recta corta ao plano no punto correspondente ao valor do parametro A = 2:

¢) Se chamamos £ ao plano buscado,

pllm

T 2% —3_'y +4Z—5=0} = ﬁzx _3y +4z4+D =0

Ademais,
Bl r } [D| [D|
= d(r,B) = d((0,0,0),8) = =
(0,0,0) € 1) ) ((0.00).5) 4+9+16 /29
Polo tanto:
D]
— =429 = D= 129
V29

B:2x —3y +4z+29=0
ou
B:2x —3y +4z—-29=0




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

Exercicio 3:
a) Para que f(x) sexa derivable en x = 1, ten que ser continua en x = 1.
Se f(x) é continua en x = 1, debe ser lim,_,; f(x) = f(0)

limy_1- f(x) = limy_1-(ax?>+ b) = a+b

. , 2lnx+2
limy,_ 1+ f(x) = lim, 1+ — =2

=a+b=2
f()=a+b
Sea+b=2, f(x)seraderivableenx=1 se f'(17)=f'(1")

2ax+b
f,(x) = 2x-2x(2Inx+2)

x4

se x<1 f'(17)=2a+b
se x>1 - {f’(1+)=_2

Polo tanto, f(x) sera derivable en x = 1, se:

} = 2a+b =

a+b=2
2a+b = —2} =

b) Paraa=—-4eb=6

—8x+6 se x<1
1) =1,
2x 2x56241nx+2) se x>1

—-8x+6=0 © x= 3/4

x=0<1

2x — 2x(2lnx +2) = 0 & 2x(1 — 2lnx —2) = 0 <’21nx=_1 o rm o 1/2 <1

Polo tanto, o Unico valor que anula a primeira derivada é x = 3/4.

(—,3/4) 3/4,1) (1, )
f1(x) + - -
o | R

Crecente en (—,3/4)
Decrecente en (3/4,0)




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 4:
fx)=4x— x> =x(4—x)
Puntos de corte cos eixes: (0,0), (4,0)
f'(x) = 4—2x
f'(x) =0 ©x=2 ¢ = Concava. Vértice: (2,4)
f'"x)=-2<0

Recta tanxente en (0,0): y = 4x

Recta tanxente en (2,4):y = 4

I
| %
—

+
—
I

=

I
N

=
N

+
w|¥),
[E——

I

A= fol[}é— (%— x2)]dx + f12[4 — (4x — x?)] dx
= JYBIRG S -4 +2=




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:
a)
1 1 1 1 1 1 m
Matriz de coeficientes: C =(1 -1 0 |; matrizampliada:A= |1 -1 0 0
3 1 2 3 1 2 0

Célculo do rango de C:

H _i|=—2 #0 =>rang(C) =2
= rang(C) =2

1 1 1
1 -1 0[=-2+1+3-2=0
3 1 2

Célculo do rango de A:

1 1 m

1 -1 0|=4m = rang(A) =2sem=0; rang(4)=3,sem+#0
3 1 0

Discusion:

m =0, rang(C) =rang(A) = 2 < 3 = n2de incégnitas. Sistema compatible indeterminado.

m# 0, rang(C) = 2 # 3 = rang(A). Sistema incompatible.

b) Para , € un sistema compatible indeterminado con infinitas solucions. O sistema
dado é equivalente ao sistema

x+y=-z
x—y=0 } -

As infinitas soluciéns son:

=73

= 1&' ALER
y = o
zZ= A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director e un punto de cada unha das rectas:

F-(0,1,1); vr = (0,3,3) - Coordenadas proporcionais. Polo tanto,
7 fh as rectas son paralelas ou coincidentes
P(—42,0); v =|1 1 -1|/=(0L1)
0o 1 -1

P.(0,1,1) er, B.(0,1,1) &s

|As rectas son paralelas non coincidentes|
Como as rectas son paralelas, a distancia entre elas pode calcularse como a distancia dun
punto dunha delas & outra:

d(r,s) = d(P.,s) = |PrPs xvs| _ VA+16+16 _ 6 _ 32

sl Vi+l V2
. T ] Tk
PP xvs=|-4 1 -1/=24-4)
01 1
B
b)

Evidentemente A,B€r. Polo tanto, C,D € s.
Tendo en conta que P,(—4,2,0) e ¥, =0,1,1), un
A punto xenérico de s serd da forma (—4,2 + 1, 1)

D
AB L BC = (033)-(—4A—-21-4)=0 231 —6+31—-12=0 = A=3 =[C(-45,3)

AB L AD = (033)  (—4A+1,1—-1)=0 231 +3+31-3=0 = A1=0 =[D(-42,0)

A area do rectangulo podemos calculala como:

A=d(r,s)-d(A,B) = d(r,s)-|[AB| =3v2- J(4-1)2+ (4 —1)? =18

Ou ben

A=d(AB)-d(A,D) = |AB|-|AD| = /(4 -1+ (4 - 1)2- /(=42 + 2 - 12 + (-1)? = 18
Polo tanto:



Exemplos de resposta /- Soluciéns

Exercicio 3:

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

a) Dise que f(x) é derivable no punto x,, se existe e € finito o seguinte limite:

lim f(xo+h)— f(x)

h—0

h

represéntase por f'(x,) e chamase derivada de f(x) en x,.

Interpretacion xeomeétrica: O cociente

f(xo +h) = f(x0)

=
v

f(xo+h)— f(x0)
h

coincide coa pendente da recta secante que pasa
polos puntos (xo,f(xg)) € (xo+ h, f(xg+ h)).
A medida que vai diminuindo a amplitude do
intervalo [xy,x, + h], 0s puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e
mais proximos. No limite, a secante convirtese na
tanxente.

Asi, a derivada de f(x), en x = x,, coincide coa pendente da recta tanxente a grafica de

£ (x) no punto (xo, f (%) ):

f'(x9) = limp_

[oth)=J(%0) _ pgndente da recta tanxente & gréfica de f(x), en x = x,.

b) f'(x) = —2¢7*(x+1)+ 267 = —2xe”*

ffx)=0 & x=0

f'(x) = —2e7*+ 2xe™* =2e*(x—1)

' (0)= —2<0
(=, 0) (0, o)
f'(x) + -
@) P .

= |Méximo relativo: (0,2)|

Crecente en (—,0)
Decrecente en (0, o)




Exemplos de resposta /- Soluciéns

Exercicio 4:

a)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Indeterminacion % , aplicamos L’Hépital.

1 1 /
4

= lim,_,

-1
seeovarx _ |1

2 64

b) Buscamos unha funcién F(x) tal que F'(x) = f(x) e ademais F(r) = 0

[ xsenxdx = —xcosx + [cosxdx = —xcox + senx + C
u=x = du=dx
Por partes:
dv = senxdx = v = —cosx

0=F(m)=nmn+ C > C= -1

Polo tanto

|f(x) = —Xxcox + senx — m




PAU Codigo: 26
XUNO 2014

OMISION

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

m 1 3
1. a) Estuda, segundo os valores de m, o rango da matriz A = (1 m 2)

1 m 3
b) Coincide A coa suUa inversa para algin valor de m?

c) Determina unha matriz simétrica X de orde 2 tal que X - G) = (g) e o determinante da matriz
3X sexa -9

2. a) Calcula o punto simétrico do punto P(—2,0,2) respecto ao plano m:3x + 2y +z—3 = 0.
b) Sexa r a recta perpendicular ao plano m:3x + 2y + z — 3 = 0 e que pasa polo punto P(—2,0,2).
2x -y — 3z =0
x - z — 10=0
Estuda a posicion relativa de r e s. Calcula a ecuacién do plano paralelo a s que contén a r.

Consideremos a recta s: {

2_
3. a) Define funcién continua nun punto. ¢Que tipo de discontinuidade ten f(x) = ;2— nos puntos

-2x
x=0¢e¢ x=27?
b) Calcula a ecuacién da recta tanxente & grafica de f(x) = 2x3 — 6x2 + 1 no seu punto de
inflexién.

In (2x-1)
x2—+/x

ex

4. a) Calcula lim,_4 (Nota: In = logaritmo neperiano)

b) Calcula [

0 e2X43e*+2

OPCION B

1.a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
3x — y—2z=m+9
mx + 3y — z =0
3x — y+5z =0
b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso m = —9.

2. a) Define o producto vectorial de dous vectores. Dados os vectores u = (2,2,0), v = (1,1,—1),
calcula os vectores unitarios e perpendiculares aos dous vectores u e v.

x -2 z—2
b) Calcula o valor de a para que a recta rio = yT=_—4

:5x + ay + 4z = 5. Para ese valor de a, calcula a distancia da recta ao plano.

non corte ao plano

.. ax+b 1, p
3. a) Dada a funcién f(x) = 1 calcula os valores de a, b, c sabendo que x = 5 ¢ unha asintota

vertical e que y = 5x — 6 é a recta tanxente & sta gréafica no punto correspondente a x = 1. Para
os valores de a, b, c calculados, poste f(x) mais asintotas?
b) Enuncia o teorema do valor medio do calculo diferencial. Pédese aplicar, no intervalo [0,1], este

teorema & funcion f(x) = ;? En caso afirmativo calcula o punto ao que fai referencia o teorema.

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola f(x) = —x? e a recta normal &
gréfica de f(x) no punto correspondente a x = 1. (Nota: para o debuxo das graficas, indicar os
puntos de corte cos eixes, 0 vértice da parabola e concavidade ou convexidade).



PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2014

OMISION

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A

1. a) Define menor complementario e adxunto dun elemento nunha matriz cadrada.
1 0 2

b) Sexan I a matriz identidade de orde 3 e A = (1 1 0), determina os valores de A para os que

2 01
A + Al non ten inversa.
c¢) Calcula a matriz X que verifica AX — A = 2X, sendo A a matriz dada no apartado b).

x=2+4+ 21— pu
2.Dadooplanom:{y=1— 214+ u e arecta r:{
z=4 +3u
a) Estuda a posicion relativa de w e r. Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula o angulo que forman = e r. Calcula o plano que contén a r e é perpendicular a 7.

x + z—4=0
y=3

cosx— e 2*—2x
3. a) Calcula lim _—
) x>0 sen2x

b) Queremos dividir un fio metalico de 70 metros de lonxitude en tres partes de maneira que unha delas
tefia dobre lonxitude que outra e ademais que ao construir con cada parte un cadrado, a suma das
areas dos tres cadrados sexa minima. Calcula a lonxitude de cada parte.

4. a) A segunda derivada dunha funcion f(x) é f"(x) = 4e?* — 2x. Ademais a tanxente & grafica de f(x)
no punto (0,1) é paralela arecta x — y + 3 = 0. Calcula f(x).

b) Calcula fon/z xsen(2x + m)dx
OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema:
x +my+(m-1z=m

(m-1y + z=0
x + y =0
b) Resélveo, se é posible, para m = 3.
_ x=1+ A1
2. Dadas as rectas r:{x+y 2z 5:0 sily=2-21
y—5z—-1=0 c
Z =

a) Estuda a sta posicién relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral e as ecuaciéns paramétricas do plano que conténar e a s.
c) Calcula a distancia do punto @(1,1,4) arecta s.

o mx se x<1
3. Dada a funcion f(x) = {axz tbhx+ 1 e x>1

a) Calcula os valores de a, b e m para que f(x) sexa derivable en x = 1 e tefia un extremo relativo
enx = 3.

b) Enuncia o teorema do valor medio do calculo diferencial. Para os valores a=1, b=—-6 €
m = —4, calcula, se existe, un punto ¢ € (0,5) tal que a tanxente a grafica de f(x) en x = c sexa
paralela ao segmento que une os puntos (0,0) e (5, —4).

dx

4. a) Calcula fo YRy
b) Enuncia o teorema fundamental do calculo integral. Se F(x) = fo 3730 tdt calcula lim,_,,—= F(x)



1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

» 1 punto
» 0,5 puntos
» 1,5 puntos

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola recta perpendicular ao plano = e pasando polo punto P.
» 0,25 puntos polo punto de interseccién da recta anterior con plano .
» 0,25 puntos polo célculo das coordenadas do punto simétrico.

b) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo da posicién relativa das duas rectas.
» 1 punto pola ecuacién (vectorial, paramétrica ou implicita) do plano que contén a
unha recta e é paralelo a outra.

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicién de funcién continua nun punto.
» 0,25 puntos polo estudo da continuidade en x = 0.
» 0,25 puntos polo estudo da continuidade en x = 2.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0, 5 puntos pola obtencion do punto de inflexién.
» 0, 5 puntos pola obtencion da recta tanxente no punto de inflexién.

a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo cambio de variable.

» 0,5 puntos pola descomposicion en fraccions simples e o célculo das integrais que
resultan.

» 0,25 puntos por aplicar Barrow



1)

2)

3)

Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo calculo dos rangos segundo os valores de m.

» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,75 puntos pola definicidn do produto vectorial de dous vectores.

» 0,75 puntos pola determinacidn dos vectores pedidos.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo célculo de a.
» 1 punto pola distancia da recta ao plano

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo célculo de c.
» 0,5 puntos polo célculo de a e b.

» 0,25 puntos pola asintota horizontal.

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do célculo diferencial.
» 0,25 puntos pola xustificacion de que se pode aplicar o teorema do valor medio do
calculo diferencial & funcion dada e no intervalo dado.
» 0,25 puntos pola obtencidén do punto ao que fai referencia o teorema.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos pola representacion da parabola.
» 0,5 puntos pola recta normal no punto pedido.
» 0,75 puntos pola formulacién do problema.
> 0,5 puntos polo célculo da integral definida.



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

. a) 0,5 puntos
b) 1 punto
c) 1,5 puntos

. a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa da recta e o plano
» 0,5 puntos pola obtencion do punto de corte.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola determinacién do angulo que forman a recta e o plano.

» 1 punto polo plano que contén a recta e é perpendicular ao plano dado.

. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola expresidon da funcién a minimizar
» 0,5 puntos pola determinacidén do punto critico e xustificar que € minimo.

. a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencién de f’(x)
» 0,5 puntos polal obtencion de f(x)

b) 1 punto



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

1. a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola determinacién dos rangos segundo os valores de m.
» 1 punto pola discusién do sistema.

b) 1 punto.

2. a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa das rectas.
» 0,5 puntos polo calculo do punto de corte.
b) 0,75 puntos

¢) 0,75 puntos

3. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do célculo diferencial.

» 0,5 puntos pola determinacién do punto

4. a) 1 punto
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.

» 0,5 puntos pola aplicacién do teorema fundamental do calculo integral.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 1:

a)H g =1+#0 = rang(4d) > 2

m 1 3
1 m 2|=3m?+3m+2-3m—-2m?—- 3= m?-1;
1 m 3
Polo tanto:
Sem=1oum= —1,entdbnrang(4) = 2

Se m # +1 , enton rang(4) =3

b)A=Ale A2=]

m 1 3 m 1 3 m2+4 .. ..
A? = (1 m 2)-(1 m 2>= ( )
1 m 3 1 m 3

Como m?+4+#1,vm

Podemos afirmar:

c¢) Por ser unha matriz simétrica de orde 2: X = (Z l;)

Facendo o produto das matrices:

a b 1\ _ (3 a+b=3
(b c) (1)_(5) = {b+c=5
E a condicion sobre o determinante:

—9 =det(3X) =9det(X) = det(X) = -1 = ac— b?>= —1

Temos asi un sistema de tres ecuacidns con tres incognitas:

a+b=3 b=3-a

b+c=5 > <c=5-b = 2+a

ac— b* = -1 a+a)— B-a)¥=-1 = a=1 :{lzfg
Polo tanto:

x=(; 3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:
a) Vector normal ao plano =: 7, = (3,2,1)

Recta perpendicular a = pasando por P(—2,0,2):

x= —2+31
ri{y = 22
z= 2+ A

Calculamos o punto de interseccion de r con :

3(—2+30)+ 44 +2+41-3=0 > 141-7=0 = 1= 1/2 = M=(-3,13)

Para obter as coordenadas do punto P'(x,y, z), simétrico de P(—2,0,2), basta ter en conta que
M é o punto medio do segmento que une P con P’. Polo tanto:

1 _xX= 2\
2 2
y+0 7
1= "— = [P’ (1,2,3
;
5 z+42
2= 7 )
b) Determinamos un punto e un vector director de cada unha das duas rectas:
B.=P(-202)€er; v = n,=(321)
T ] Tk
P,=(0,30,—-10)€s; ¥ = | -1 —3|=@1,-11)
1 0 -1
E como 4+36+30+24+42-90 = 0
. 2 30 -12\
rang(P,P,, b, U5 ) = rang (3 2 1 ) =3
1 -1 1

Polo tanto:

As rectas r e s crizanse

Sexa a o plano que contén a r e € paralelo a s. Enton, o punto P. = P(—2,0,2) € r é un punto
de a e %, = (3,2,1), ¥ = (1,—1,1) son dous vectores paralelos a dito plano. Polo tanto:

x+2 y z-2
a: | 3 2 1 |=0 = -3x+2)+2y+5(z-2)=0 = |a: 3x -2y —5z +16=0|
1 -1 1

Nota: Non se pedia ningun tipo de ecuacion do plano, polo que tamén valia a vectorial ou
paramétricas.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:
a) Una funcion f(x) dise continua nun punto x, se:

1) Existe e é finito lim,_,, f(x)
2) Existe f(x,)
3) O valor da funcion no punto coincide co limite anterior: f(xo) = lim,_,, f(x)

Discontinuidade en x = 0:

(x+2)—2y _

lim, o+ f(x) = lim,_q+ - +o00
Discontinuidade de salto infinito
. . (x+2)x—2)
lim, o~ f(x) = lim,_,- xx—Euza = —®
Discontinuidade en x = 2:
. . (x+2)ee—2)
lim,_,,+ f(x) = lim,_,+ ————= 2
¥ ¥ =2 Discontinuidade evitable.
Evitase definindo f(2) = 2
. . (x+2)ee—2)
lim,_,- f(x) = limy_,- xx— =2
b) f(x) = 2x3— 6x?+1
f'(x) = 6x?— 12x
f"(x) =12x — 12 = No punto (1,-3), f(x) ten un punto de inflexion.
f'"x)=0eox=1
f"(x)=12

f'(1) = 6 = pendente da recta tanxente & grafica de f(x) no punto (1,-3). Polo tanto, a
ecuacion da recta tanxente no punto (1,-3) é:

y+ 3 = —6(x—1)

E dicir: [y = —6x + 3]




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio 4:
a) lim,_; =& _ jip re i
x->17 20 '\ x-1 2x—ﬁ 3/2 3

Indeterminacion % , aplicamos L’Hépital.

Substitucién: e* =t = e*dx = dt

. A

dt
b)erX+3ex+2dx o ft2+ 3t+ 2

Calculamos as raices do denominador e facemos a descomposicion en fraccidns simples:

A+ B=0
1 A B A+B)t+A+2B
_ 1 _ A, B _ (Brars A B=-1
t2+ 3t+2 t+2 t+1 (t+2)(t+1)
A+ 2B =1
Enton:
dt dt dt t+1
ft2+3t+2_ _ft+2 + ft+1 _l”|§| +C

Tendo en conta que e* =t e aplicando Barrow:

x e*+1

eX+ 2

dx = [ln( )]1 =In(e+1) —In(e+2) — In2+ In3 =In(3e + 3) — In(2e + 4)

fl e
0 e2%43e%+ 2

fl e* D = 1 (3e+3)
et 3ert2 " 2era




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1:
3 -1 -2 3 -1 -2 m+9
a) Matriz de coeficientes: C = (m 3 —1); matriz ampliada: C* = (m 3 -1 0 )
3 -1 5 3 -1 5 0

Calculamos o rango de C:
|_§ :ﬂ =7#0 = rang(C) = 2

ICl= 454+2m+3+18—3+5m= 63+ 7m
Polo tanto

Se m = -9, entbn rang(C) = 2
Se m # —9, entdbn rang(C) = 3

Calculamos o rango de C* para m = —9 (nos demais casos, 0 rango € 3 pois sempre
rang(C*) = rang(C) =3 e C* ten 3 filas). Pero para m = —9, todos os elementos da cuarta
columna de C* son 0, polo que podemos prescindir dela a efectos do rango e asi, neste caso,
temos que rang(C*) = rang(C) =2

Entén
m=-9 = rang(C*) = 2
m=# -9 = rang(C*) = 3

Discusioén:

m=-9 = rang(C) = 2 =rang(C*) < nimero de incognitas. Sistema compatible
indeterminado. Infinitas solucions.

m # —9 = rang(C) = 3 =rang(C*) = nimero de incognitas. Sistema compatible
determinado. Solucién unica

b)
Tendo en conta o apartado anterior, estamos no caso dun sistema compatible indeterminado.
O sistema é equivalente a:

-y — 2z = —3x - -3y — 6z = —9% - z=0
3y — z =9« 3y — z =9 y = 3x

As infinitas soluciéns son:

N R R
I
w
S
N
m
S




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio 2:

a) O produto vectorial de dous vectores u e ¥ é outro vector que se representa por U X v e que
se obtén do seguinte modo:

1. Se U e ¥ son non nulos e non proporcionais, enton i X ¥ e o vector de
i. Modulo: |u] - |v] - sen(w,v)
ii. Direccién: perpendicular a i e a v
iii. Sentido: cara arriba se (i, v) < 180° e cara abaixo se (i, v) > 180°
(tomando o angulo en sentido positivo, € dicir, contrario ao movemento das
agullas do reloxo).
2. Seu e v son linearmente dependentes, € dicir, se algun deles é 0 ou se tefien a mesma

direccion, enton u x v = 0.

Os vectores pedidos seran:

o= UXV | W o= Uxv
L7 jaxs’ 7% T |uxy
Como
1]k
ixv=1[p 2 o= (-220); |ix?=Vi+4=2V2
1 1 -1
Enton:
V2 V2
w;=(—-—,—,0
1= (55 0)
V2 V2
w, =(—,——,0
= (5 =5 0)

b) A recta e o plano seran paralelos se o vector director da recta € perpendicular ao vector
normal ao plano:
rin o v =(02,6,-4) L n, =(5,a,4)
Polo tanto:
rlln © 10+6a—-16=0

Asi: |rllmn e a=1]

Como, para a = 1, a recta e o plano son paralelos, a distancia da recta ao plano é a distancia
dun punto da recta ao plano:
B.(0,2,2); n, =(51,4)

0+2+8-5 5
V25 +1+16 42

d(r,m) = d(B.,m) =

Polo tanto:

5v42
d(T‘, T[) = T




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:
a) x= 1/, asintotavertical = [c=2

ax+b
2x—1

a(2x-1)— 2(ax+ b) _ 2ax— a—-2ax-2b __ -a- 2b
(2x-1)2 B (2x-1)2 T (x-1)2

flx) = = f'(x) =
Como arecta y = 5x — 6 € tanxente & gréfica de f(x) no punto correspondente a x = 1:
f(1)= -5 a+ b= -1 a=3

f(1)=5 —a—2b= 5 b=—4

Para estes valores de a, b e c, f(x) ten unha asintota horizontal:

limxeim% = 3/2 = |Asintota horizontal: y = 3/2

b) Teorema do valor medio do célculo diferencial: Se f(x) é unha funcion continua no intervalo
f)-f(a)

[a, b] e derivable en (a, b) entén existe polo menos un punto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = P

A funcion dada é unha funcién racional e o denominador non se anula no intervalo [0,1]. Polo

tanto, é continua en [0,1] e derivable en (0,1) e podemos aplicar o teorema do valor medio do
calculo diferencial:

f@=5, fM=1

1

f'x) = ey
1 = 1-1/2 Sc? —4e42=0 > c;=2-+2€(0,1)
(2¢-1) 1-0 c; =2+ 2 ¢ (0,1)

Polo tanto, o punto que cumple a igualdade do teorema é:

|c= 2—\/§|




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

f@=-2* = fA)= -1

f'(x) = —2x = f'(1) = —2 = pendente da recta tanxente a grafica de f(x) en (1,—-1)
Enton, m = 1/2 = pendente da recta normal a gréafica de f(x) no punto (1,—-1)
Ecuacion da recta normal & gréfica de f(x) no punto (1, —-1):

= L - 1, _3
y+1—2(x 1)@y—2x >

f'"(x)= -2 <0 = f(x) écobncava

]]:83 : 22 i (;C =0 } = f(x) ten un maximo en (0,0) = (0,0) é o vértice da parabola

o parabola: (0,0)
Puntos de corte cos eixes: {r ecta normal: (3,0), (0, — 3/2)

Puntos de corte da parabola e a recta normal:

—x2=14_3 4 2x24 4y _3=0 > {x1= _3/2} = (—3/2,—-9/4); (1,—-1)
2 2 X, =1
A
1 3
y=5x— 3
(3,0) 2.2
(11
Ct 2l iBg [ x 3t 1 1.3 (9 9 9y _
A_f—3/2( x 2x+2)dx—[ 3 4+2x]_3/2_ 37t (8 16 4)_
-4-3+18 _ 18-9-36 _ 11 27 _ 125
12 16 T 12 16 48
hoq— 125,
rea = 8 u




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

a) Dada unha matriz cadrada de orde n, chamase menor complementario do elemento a;;, ao
valor do determinante da matriz de orde n-1 que resulta de suprimir a fila i e a columna j.
Represéntase por «a;;.

Chamase adxunto do elemento a;; a: 4;; = (—1)""/a;;, € dicir & o menor complementario co
seu signo ou con signo cambiado, segundo que i + j sexa par ou impar.

b)A + Alnonteninversas |[A + AI| =0

1+ 0 2
A+ Al|l=1| 1 142 0 [=@+2D3—40+D)= A+D[A+1?-4]=
2 0 1+4
=1+ADA*+22-3)= 1+DA-1)(A1+3)
Polo tanto
1= -3
A + Al nonteninversa < {A: —
A= 1

lpor b), 3(4—21)7t

C)AX—A=2X & (A—-2DX=A & X= (A-2D)"1-A

-1 0 2
A—21=< 1 -1 O); |A =2Il=-14+4=3
2

0 -1
1 1 2\' 1/3 0 2/3
(A—2D)"1 = 1(0 -3 o) = (1/3 1 2/3)
2 21 2/3 0 1/3
1/3 0 2/3\ /1 0 2 5/3 0 4/3
X = (1/3 -1 2/3)-(1 1 o)== (2/3 -1 4/3)
2/3 0 173/ \2 0 1 4/3 0 5/3

5/3 0 4/3
X = (2/3 ~1 4/3)
4/3 0 5/3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director da recta:

gk
vr=1[1 0 1|=(101)
0 1 0
Determinamos un vector normal ao plano:
B Tj ok
ng=|2 -2 o= (-6,-60)
-1 1 3
Entén:

g % =6 #0 = |ren cortanse nun punto|

O vector (1,1,0) ten a direccion de 7, e o punto P(2,1,4) € m. Asi, a ecuacion implicita do plano
T é:

x—2+4+y—-1=0>mx+y—-3=0

Para calcular o punto de corte, resolvemos o sistema formado polas ecuacidns da recta e a do
plano:

x+y—3=0

x+z—4=0 = |Punt0 de corte: (O,3,4)|

y=3

b) Se a = angulo que forman & e r, enton:

|7V | 6 1 T
- - = = - = a = —
[Url izl V272 2 6

sena = cos(90 —a) =

Chamemos g ao plano que contén a r e é perpendicular a . Os vectores v, e 7, son polo
tanto vectores contidos no plano 8

Como B contén a r, os puntos da recta son puntos de . Por exemplo,
(430 er = (430 €p

Como non se especifica ningun tipo de ecuacion do plano, podemos dar calquera, por exemplo
as paramétricas:

x=4—-214+yp
y=3+ u
zZ= A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

. ., 0 . A s
a) Indeterminacion 5 aplicamos L’Hépital.
lim cosx —e - 2x _<m — senx + 2e”%* i2\_ lim —cosx—4e”** [ 5
x=0 sen?x - x=0 2senxcosx - X0 2cos2x—2sen?x 2
b)

Lonxitudes das partes: x; 2x; 70 — 3x

Funcién a minimizar:

flx) = % [x2 + 4x2 + (70 — 3x)?] = % (14x% — 420x + 4900)

f'() = = (28x — 420)

ffx)=0 & x=%=15

= (15,f(15)) minimo
fre=2>0

Lonxitudes das partes: 15¢cm; 30cm; 25¢cm




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a)
f'(x) € unha primitiva de f"(x), asi que calculamos a integral indefinida de f"(x):
[(4e?* — 2x)dx = 2e** — x>+ C
Para determinar a constante C usamos que f'(0) = pendente da recta x — y + 3 = 0. Polo tanto
1=f0)=2+C=>C= -1

Enton, f'(x) = 2e** — x2 -1
Calculamos a integral indefinida de f'(x), posto que f(x) € unha primitiva de f'(x)
f(2e?* — x? — 1)dx = e** — g—x +K
E para determinar a constante K, usamos que f(x) pasa polo punto (0,1)
1=f0)=14+K = K=0

Asi:

f@) = e = 5 —x

b)
[ xsen(2x + m)dx = —%cos(Zx +m) + f%cos(Zx +m)dx = — gcos(Zx +m) + %sen(Zx +1)+ C

{ u=x = du=dx }

dv =sen(2x + m)dx = v = —%ﬁn)

[T xsen2x + mydx = [~ Zcos(2x +m) + §sen(2x + )]”/2— -
o xsen(zx +m)ax = 2COS XTT1 4SBTL X+ T 0 =

18




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 1:
1 m m-—1 1 m m—1 m
a) Matriz de coeficientes: C = (0 m—-1 1 ) matriz ampliada: C* = (0 m—-—1 1 0)
1 1 0 1 1 0 0
Calculamos o rango de C:

2 (1) =—-1#0 = rang(C) = 2
ICl=m—-(m—-1)%2-1=-m?+3m-2; |C|=0 © m=1loum=2
Polo tanto:

Se m=1ou m=2,entdn rang(C) = 2
Se m ¢ {1,2}, enton rang(C) = 3

Calculamos o rango da matriz ampliada C*:

Sem ¢ {1,2}, enton rang(C*) = 3 (sempre rang(C*) > rang(C))

m=1:

1 0 1

01 0/]=-1+#0 = rang(C*)=3
1 0 0

m=2:

1 1 2

0 1 0]=-2=%*0 = rang(C*)=3
1 0 0

Discusion:

m=1lou m=2 = rang(C) =2 < 3 = rang(C"). Sistema incompatible.
m & {1,2} = rang(C) = 3 = rang(C*) = n% incdgnitas. Sistema compatible determinado.

b)

Para m = 3, estamos no caso dun sistema compatible determinado e polo tanto ten solucién
Unica. Calculamos a solucién utilizando a regra de Cramer:

3 3 2 13 2 13 3
02 1| 0 0 1 ; 02 0
o103 oo 3 __li1ol_
X=0 3 213 Y@ 3 21 "3 =10 3 273
0 2 1 0 2 1 0 2 1
110 110 110
X = —

N

1]

w
N | w




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Determinamos un vector director e un punto de cada unha das rectas:

-

T ] k
P.(4,1,0); bho=11 1 —2[=(351
0 1 ) Coordenadas non proporcionais. Polo
tanto, as rectas cortanse ou crizanse
P.(1,2,5); U = (1,-2,0)

Para saber se se cortan ou se cruzan, estudiamos o rang(v,, Vs, B-P;), polo anterior xa
sabemos que rang (v, U, B.P;) = 2

-3 1 -3
5 —2 1/=30+1-6-25=0 = rang(¥, v, BP) =2
1 0 5

[As rectas cortanse]

Para calcular o punto de corte, sustituimos a x, y e z das ecuacions de s nas ecuacions de r:

1+ A1+2-21-10-5=0 = A=-12
2—-21-25-1=0 > 1=-12

E substituindo nas ecuacions de s, obtemos as coordenadas do punto de corte

|Punto de corte: (—11,26,5)|

b) Como o plano contén s rectas, v, e ¥, son dous vectores contidos no plano e polo tanto,
7 X Ug € un vector normal ao plano. Ademais, calquera punto das rectas tamén pertence ao
plano, por exemplo B.(4,1,0)

~

Box D= | =(2,1,1)

_ W
N Ul 'Y~y
O = ox

Ecuacion implicita:

20—+ (y-1D+2z=0 = [2x+y+z—-9=0]|

c)

|FQ) ><7_7)s| —

Vs |

|3
o

A&

d(Q,s) =

[1
PSQXﬁs= 0 -1 —-1|=0(2-11)
1



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3: Para que f(x) sexa continuaenx =1

a) limy,;- f(x) =m
> m=a+b+1
limy_+ f(x) =a+b+1=f(1)

, _ (m se x<1
f1e0) = {Zax+b se x>1

Entdn, debe cumprirse:

m= a+b+1 } <«— Para que f(x) sexa derivable en x = 1
m=2a+b

6a+b=0 «—— (f'(3)= 6a+bh,f'(3) =0, por ter un extremo relativo en x = 3.)

Resolvendo este sistema obtense:

lm=—-4;, a=1;, b= —6|

b) Teorema do valor medio do célculo diferencial: Se f(x) é continua no intervalo [a,b] e
derivable en (a, b), enton existe algun punto c € (a, b) tal que

b) —
Fio= 0@

€ dicir, a tanxente & grafica de f(x), no punto x = ¢, é paralela ao segmento que une os puntos

(a.f(@), (b, f (D))
Para os valores dados, a funcion é derivable en R (en (—o,1) e (1,%) é polinbmica e para
eses valores xa vimos que era derivable en x = 1) e ademais

_ (—4x se x <1 / _(—4 se x <1
f(x)_{x2—6x+1 se x=>1 f(x)_{Zx—6 se x>1

Temos que encontrar un ¢ € (0,5) tal que f'(c) coincida coa pendente do segmento que une os
puntos (0,0), (5, —4), é dicir:

f'l)=

—4-0 4 4 26
= —- = 2c— 6 =—-> 2c= —
5-0 5 5 5




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

a)
2 2 1 l_g

f3+3exdx = §f1+ex ~ 3

1 2 01 2 1 2 2
f dt = gf?dt— ;fmdt— glnltl —gln|1+t| + C =

t(1+t)

1 A B A+B)t+A =
24, _C ) =>{A 1

tt+1) t t+1 tt+1) B=-1

§[x—1n (1+ed]+ C
e*=t >x=Int
e aplicando a regra de Barrow:

fol 3+§ex dx = g[x —In(1+eM]} = 2[1 —In(1 + €) + [n2]

Solucié 21 2e
ouczon.3n1+e

b) Teorema fundamental do célculo integral: Se f(x) é continua en [a,b], enton a funcidén
F(x) = f(ff(t)dt € derivable e ademais F'(x) = f(x),Vx € (a,b).

. .0 . MIA
Indeterminacion 5 aplicamos L’Hépital

Y F(x) 5 F'(x) 5 2 |1
xl—rgx_xll’%l _x%3+3€x_3



PAU Codigo: 26
XUNO 2013

OMISION

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1 1
1. Dadas as matrices A = (—1), B = (1) sexan B! a matriz trasposta de B e I a matriz identidade de

0 1
orde 3.

a) Estuda, segundo os valores do parametro 4, o rango de AB' + A1.
b) Calcula a matriz X que verifica: AB*X — X = 2B.

3x+y+z—-6=0

2x+y — 2=0

a) Estuda a posicion relativa de r e w. Calcula a distancia de r am.

b) Calcula a ecuacién xeral ou implicita do plano que contén a r e é perpendicular a .

2. Dadosoplano m:x+y—z—1=0 e arectar:{

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. ¢{Ten a ecuacion x3 + 2x — 2 = 0 algunha solucién no intervalo
(0,1)? ¢ Ten esta ecuaciéon mais dunha solucién real?

. 24+ bx+1-e%*
b) Calcula os valores de a e b para que llquo% =1

4. a) Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento e os intervalos de concavidade e convexidade
da funcion f(x) = x3 — 4x2 + 4x.
b) Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica de f(x) = x3 — 4x* + 4x e a bisectriz do
primeiro cadrante. (Nota: para o debuxo da grafica de f(x), é suficiente utilizar o apartado anterior
e calcular os puntos de corte cos eixes).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
xX+my + z =2
mx — y + z =0
2x — y +2z =1
b) Resolve, se é posible, o0 sistema anterior para o caso m = 1.

2. a) Calcula as ecuacions paramétricas da recta r que pasa pola orixe de coordenadas e é
perpendicular ao plano m determinado polos puntos A(1,0,2), B(2,1,3) e €(3,0,0).
b) Calcula os posibles valores de a para que o punto P(a,a,a) equidiste da recta r e do plano = do
apartado anterior. c
3. Nunha circunferencia de centro O e radio 10 cm. trazase un didmetro AB e unha
corda CD perpendicular a ese diametro. ;A que distancia do centro O da A B
circunferencia debe estar a corda CD, para que a diferencia entre as areas dos
triangulos ADC e BCD sexa méaxima?
D
4. a) Enuncia o teorema de Rolle. Determina o valor de a para que sexa aplicable o teorema de Rolle a
funcion f(x) = x3 + ax — 1, no intervalo [0,1]. Para este valor de a, calcula un punto ¢ € (0,1) no
que a recta tanxente a grafica de f(x) sexa paralela ao eixe OX.

b) Calcula f =

x2



PAU Codigo: 26
SETEMBRO 2013

OMISION

MATEMATICAS 11

(O alumno/a debe responder so6 aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2puntos, exercicio 4= 2puntos)

OPCION A
1. a) Sexa M unha matriz cadrada de orde 2 tal que M? = 4M. Determina a matriz X que verifica a
ecuacion matricial (M — 21)2X = I, sendo I a matriz identidade de orde 2.

b) Determina todas as matrices B da forma y) que verifiquen B? = 4B. Se algunha é

X
(y X
inversible, calcula a sta inversa.

¢) ¢Cando un sistema de ecuacions lineais se di homoxéneo?;Pode ser incompatible un sistema

de ecuacibéns lineais homoxéneo? Xustifica a resposta.

_ _ x=2+t

2. Dadasasrectasr:{x 2y+z+1:0 sy =342t
2y—z—-2=0

z=2+2t

a) Estuda a posicion relativa de r e s. Se se cortan, calcula o punto de corte. Se determinan un plano,
calcula a ecuacion xeral ou implicita dese plano.
b) Estuda a posicion relativa de r e o plano m: 4x — 4y + 2z + 7 = 0. Calcula a distancia de r a «.

e?*+1

3. a) Calcula: lim,_ o

)

b) Se f(x) € unha funcion continua no intervalo [1,4] tal que flzf(x)dx =2 e fff(x)dx = —4

¢cal é o valor de f; 5f(x)dx? Enuncia as propiedades da integral definida que utilices.

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola grafica da parabola f(x) = —x? + 9x, e as rectas

y = 20; x —y + 15 = 0. (Nota: para o debuxo da grafica da parabola, indicar os puntos de corte cos
eixes, o vértice da parabola e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

m 0 1
1. Dada a matriz A = (0 -1 0)
1 0 m
a) Calcula, segundo os valores de m, o rango de A.

b) ¢ Coincide A coa sUa inversa para algun valor de m? Param = 0, calcula A%°
c) Se m = 2 e A é a matriz de coeficientes dun sistema de tres ecuacions lineais con tres
incognitas, ¢podemos afirmar que o sistema ten solucién Unica? Xustifica a resposta

x=3+4+31+4+u
2. a) Dado o plano a: {y = =314+ pu calcula as ecuacions en forma continua da recta r que pasa
z=3+ A—u

polo punto P(2,—3,—4) e é perpendicular ao plano a. Calcula o punto de corte de r con a.
b) Calcula a ecuacién implicita ou xeral do plano que pasa polos puntos P(2,—3,—-3) e Q(3,—2,—4)
e é perpendicular ao plano a.
c) Calcula as ecuacions paramétricas da recta interseccion do plano $:5x —4y +z—19 =0 co
plano a

3. Calcula o dominio, as asintotas, os intervalos de crecemento e decrecemento e 0s maximos e
L 2x+1
minimos de f(x) =

ex?

4. a) Define primitiva dunha funcién e enuncia a regra de Barrow.
3
b) Calcula [ 2qx

2 x2—-1




1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

> 0,5 puntos pola obtencion AB' + Al
> 1 punto pola obtencion do rango de AB' + Al, segundo os valores de A.

b) 1,5 puntos

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicion relativa da recta e o plano.
» 1 punto pola distancia da recta ao plano.

b) 1 punto

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.
» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten unha solucién no intervalo (0,1).
» 0,25 puntos por xustificar que a ecuacion ten solucién unica no intervalo (0,1).
b) 1 punto, distribuido en:
» 0, 5 pola obtencién de b.

» 0, 5 pola obtencién de a.

a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola determinacidn dos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,5 puntos pola determinacion dos intervalos de concavidade e convexidade

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo debuxo da rexion.
» 0,5 pola formulacién do problema.
» 0,25 puntos polo célculo da area



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B

1. a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de m que anulan o determinante da matriz de
coeficientes

» 1,5 puntos pola discusién do sistema (0,5 puntos pola discusion no caso m=-1/2;
0,5 puntos pola discusién no caso m=1; 0,5 puntos pola discusibn no caso m#-

1/2,1)
b) 1 punto
2. a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola distancia do punto ao plano
» 1 punto pola distancia do punto & recta

» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de a.

3. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obter a expresion correspondente a diferencia das areas en funcion
de duas variables

» 0,5 puntos pola relacién entre as duas variables na funcion anterior e expresar a
funcién a maximizar en funcion dunha variable.

» 0,5 puntos pola obtencion da derivada da funcion a maximizar

» 0,5 puntos pola obtencion do valor que maximiza a diferencia das areas

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 polo enunciado do teorema de Rolle
» 0,25 puntos pola determinacién do valor de a.
» 0,25 puntos pola determinacién do valor de c.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola divisibn do numerador entre 0 denominador e o calculo das raices
do denominador.

> 0,5 puntos polas integrais que resultan.



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1. a) 0,5 puntos, pola obtencién da matriz X
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola obtencion das matrices B que verifican a relacién dada.
» 0,5 puntos polo célculo da inversa
c) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicién de sistema de ecuaciéns lineais homoxéneo

» 0,5 puntos por xustificar que todo sistema homoxéneo & compatible.

2. a) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa das rectas
» 0,5 puntos pola obtencién do punto de corte.
» 0,5 puntos pola ecuacién implicita do plano.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos pola posicion relativa da recta e o plano.

» 1 punto polo calculo da distancia da recta ao plano.
3.a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

» 0,5 puntos polo enunciado das propiedades da integral definida.
4. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola representacion da parabola

» 1 punto pola formulacién do problema

» 0,5 puntos polo célculo da area



Criterios de Avaliacién /- Correccidén
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B

1. a)1 punto
b) 1 punto, distribuido en:
> 0,5 puntos pola obtencién do valor de m paraocal A=A".
> 0,5 puntos polo célculo de A%.

¢) 1 punto, pola xustificacién da unicidade da solucién.

2. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola obtencién das ecuaciéns, en forma continua, da rectarr.
» 0,5 puntos polo célculo do punto de corte da recta e o plano.
b) 1 punto

c) 1 punto

3. 2 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos polo dominio.
» 0,5 puntos polas asintotas.
» 1 punto polos intervalos de crecemento e decrecemento.

» 0,25 puntos polos maximos e minimos.

4. a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicion de primitiva dunha funcion.
» 0,5 puntos polo enunciado da regra de Barrow.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola divisibn do numerador entre 0 denominador e a descomposicion en
suma de fracciéns simples.

» 0,5 puntos polo célcula das integrais que resultan.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

Exercicio 1:

1 1 0 0 1+ 41 1 1
a)AB'*+ A= |-1|]-(1 1 1D+Al0 1 0= -1 -1+21 -1

0 0 0 1 0 0 A
det(AB*+ A) = A(A?—- 1+ 1) = 23
Polo tanto, det(ABt+ A1) =0 © 1=0
Se 1 =0, entdn

1 1 1><\ Filas proporcionais e

—

ABt + Al = (—1 -1 -1

0 0 0/ «<—— fila de ceros

Temos asi que:

—— 3 sedl #0

rang(ABt + AI) = 1 se d=0

3(ABt — ™! pois para A=-1, rang(AB* —I) = 3
b) AB!X —X =2B & (AB'— DX =2B & X =2(AB'— "B

Calculamos (ABt — )™ 1:

0o 1 1
ABt— I =|-1 -2 -1]|; det(AB*-— D= -1

0 0 -1
1 2 -1 0\¢ -2 -1 -1
(ABt—I)‘1=—t(Ad(ABt—I)l-]-)t=—(1 0 o)=( 1 0 1)
det(AB* — I) 1 -1 1 0 0 -1

Polo tanto:

-2 -1 -1 1 -8
X=21 1 0 )11} X = 4
0 0 -1 1 =2

Doutra forma:
1 1 a a 2 b+c=2 a=-—8
-1 —1)-<b>—<b>=<2)=>{a—2b—c=2} =><|b=4
0 0 c c 2 —c=2 c= —2

ABtX—X=ZB(:><—

[ RN




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Resolvemos o sistema de ecuacions lineais determinado polas ecuaciéns da recta e do
plano

_Fx+y+z—6=0
"lax+y - 2=0
mx+y—z—1=0

Discutimos o sistema formado polas tres ecuacions.

3 1 1 3 1 1 6
Matriz de coeficientes: C = (2 1 0); matriz ampliada: C* = (2 1 0 2)
1 1 -1 1 1 -1 1

O rango de C é como minimo 2 xa que os planos que determinan a recta son secantes; e dado
que

ICl=-3+2-14+2=0
Podemos concluir que rang(C) = 2. Por outra parte

|IC*|=3+124+2—-6—-6—2=3 #0 = rang(C*) =3
Polo tanto:
rang(C) = 2 # 3 =rang(C*). O sistema é incompatible e temos que

|r e m son paralelos|

Como a recta e o plano son paralelos, para calcular a distancia de r a , calculamos a distancia
dun punto arbitrario de r ao plano m:
se tomamos como punto de r: PB.(1,0,3), enton

d(r,m) = d(B.,m) = 1/1:% = %; d(r,m) = V3 unidades

b) Calculamos o vector director da recta r:

-

Uy = =(-121)

N W e~y
=~y
O - X

Un punto do plano: P.(1,0,3)
Elementos que determinan o plano pedido: 3 Dous vectores contidos no plano:

7 =(-121De n;,=11,-1)
enton, a ecuacion xeral do plano sera:

x—1 y z-3
=0 = [Fz=2=0

-1 2 1
1 1 -1




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Teorema de Bolzano: Se f(x) é continua en [a,b] e toma valores de distinto signo nos
extremos do intervalo, é dicir f(a) - f(b) < 0, enton existe polo menos un punto c € (a, b) tal

que f(c) = 0.
Consideremos a funcion real de variable real f(x) = x3 + 2x — 2

f(x) é continua en [0,1] xa que é continua
en R por ser unha funcion polinémica.

F(O)= —2<0 =>'\

f(1) =1>0

dc €(0,1)talque f(c)=0

teorema de Bolzano

Polo tanto, |a ecuacion x3 + 2x — 2 = 0, ten unha soluciéon real no intervalo € (0,1).|

Se f(x) tivese dlas raices reais c; e c, entdn

f(x) continua en [c;, c,] e derivable en teorema de Rolle
(¢4, c,) por ser continua e derivable en R = 3de€(cq,cy) talque f'(d)=0
flc1) = 0= f(cy) (a funcién derivada teria unha raiz real)

pero a funcion derivada, f'(x) = 3x2 + 2, non ten raices reais. Polo tanto:

x3 4+ 2x — 2 = 0, ten unha Gnica solucién real e esa solucién esta no intervalo (0,1).|

ax?+ bx + 1—e?* 2ax+ b—2e** _ p-2

b) lim,o sen(x2) -_\hmx_’o 2xcos(x2) 0
Indeterminacién % , aplicamos L’Hépital.

Para que este limite sexa finito, ten que ser [b = 2].

Tomando b = 2, resulta

lim 2ax + 2 —2e?* lim 2a — 4e?* _ 2a-4
20 oxcos(x2) ) x>0 2xcos(x2)—4x2sen(x2) 2
. .. 0 . n s
Indeterminacion e aplicamos L’Hépital.
Entén
2a—4

=1 =la=3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
Exercicio 4:
a) f(x)=x3—4x? + 4x
f'(x) = 3x?>— 8x+4 2
fl(x)=0 & 3x%2— 8x+4=0; x=w<
2/3
(—0,2/3) | @/32) | @)
) Crecente nos intervalos (—=,2/3) e (2, «)
fx) >0 <0 >0 Decrecente no intervalo (2/3,2)
f(x) | Crecente | Decrecente | Crecente
f'(x)=6x—-8; f'(x)=0 &x=4/3
(—0,4/3) (4/3,)
Céncava en (—«,4/3)
f(x) <0 >0 Convexa en (4/3,«)
f(x) Cébncava Convexa

b) x(x?— 4x+4)=0 & x(x—2)?2=0.

Os puntos de corte de f(x) cos eixes son: (0,0) e (2,0)
x3—4x’+ 4x=x = x(x*— 4x+3)=0

_ 4%V16-12 — 3

2 1

Os puntos de corte de f(x) e a bisectriz y = x son: (0,0); (1,1) e (3,3)
Con estes puntos de corte e os resultados do apartado a), podemos debuxar a rexion limitada
polas gréficas de f(x) e a bisectrizy = x

x=0; x

No intervalo (0,1), a gréafica de
f(x) esta por riba da grafica de
bixectriz

No intervalo (1,3), a grafica da
bisectriz esta por riba da gréafica

de f(x).

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
A5 !
1
[
1
1
1
1
1
1
1
1
1
3

41/ T\ /
1
1
1
1 2 g
A= A+ A, = fol(x3— 4x% + 4x —x) dx + ff(x —x3+ 4x? — 4x)dx =
4 1 4 3
x__ix3+§x2] +[_x_+ix3_ix2] =1_f+3_2+36_2+ l_f+i
4 3 27 1, 4 3 27 L T a3 2 2 a4 32
37
A=t
12"




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION B
Exercicio 1:
1 m 1 1 m 1 2
a) Matriz de coeficientes: C = (m -1 1); matriz ampliada: C* = (m -1 1 0)
2 -1 2 2 -1 2 1
Calculamos o rango de C:
-1 1
|_1 5 = -1 #0 = rang(C) = 2
ICl= —2-m+2m+2+1-2m?= -2m?+ m+1
2 4 _ 1+/1+8 1
2m m-1=0 & m=—— <1/2
Polo tanto
Sem=1oum= —1/2,entdbn rang(C) = 2
Se m#1em # — 1/2,entdbn rang(C) =3
Calculamos o rango de C* param =1 e para m = — 1/2; ( nos demais casos, 0 rango € 3,

pois sempre rang(C*) = rang(C) e C* ten 3 filas).

1 1 2
m=1 = [-1 1 0|=0;
-1 2 1
-1/2 1 2
m=—1/2 :>‘ -1 1 0|=-1/2—4+24+41=—-3/2 #0;
-1 21
Entén

m=1 = rang(C*) = 2
m=#1 =rang(C*) = 3

Discusioén:

m=-1/2 = rang(C) = 2 # 3 =rang(C"). Sistema incompatible. Non ten solucion
m=1 = rang(C) = 2 =rang(C*) < nimero de incognitas. Sistema compatible
indeterminado. Infinitas solucions.

m# —1/2em=+#1 = rang(C) = 3 =rang(C*) < nimero de incognitas.

Sistema compatible determinado. Solucién unica

b)
Tendo en conta o apartado anterior, estamos no caso dun sistema compatible indeterminado.
O sistema é equivalente a:

-y+ z= —Xx PR
-y + 2z =1—2x}:>2_1 X y=1

As infinitas soluciéns son:

A€ER

N R OR
Il




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a) Os vectores AB = 11,1 e AC = (2,0,—2) son linealmente independentes e estan contidos
no plano «. Polo tanto, o vector AB x AC ten a direccion da recta r:

=(-24,-2)

e

o

X

b

)

Il
N =~
O =y
N =&

E podemos tomar como v, = (1,—2,1). Tendo en conta que a recta pasa pola orixe de

coordenadas, as suas ecuacions paramétricas seran:

x= A
T {y= —22

zZ = A

b) Tendo en conta que un punto da recta é P.(0,0,0), a distancia do punto P(a,a,a) & recta r

ven dada por:

i j K
- a a a
d(P,r) = PP xwr]| _ My —p 4lll _ 1Ba0-3a)l _ VisaZ _
’ o7l V6 V6 V6

lalv3

O plano & pasa polo punto 4(1,0,2) e os vectores 4B = (1,1,1) e AC = (2,0,—2) son dous

vectores contidos no plano, polo tanto a sua ecuacion xeral é:

1y 2z-=2
1 1
0 -2

x
=0 >mx—-2y+z—-3=0

1
2

e a distancia do punto P(a, a,a) ao plano « é:

_ la—2a+a-3| _ 3 _ @
dP.m) =~ = 7= 5
Polo tanto,

d(P,v) = d(P,n) < |a|V3 = \/2_3 o |+ta= L2




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

Triangulo ADC:
Base: 2y Area = y(10 +x)
Altura: 10 + x Diferencia de areas:

Triangulo BCD: A —A;, =y(10+x) — y(10 — x) = 2xy
Base: 2y Area = y(10 —x)
Altura: 10 — x

O teorema de Pitagoras proporcidbnanos unha relacion entre x e y :

102 — x?
Polo tanto, a funcién a maximizar que nos proporciona a diferencia de areas é:
fx) = 2xv100 — x2

Calculamos os valores que anulan a primeira derivada

f'(x) = 2V100 — x2 i f'(x) =0 2(100 — x?) = 2x? © x? = 50 x = +5/2

«—2’

Comprobamos que x = 5v/2 corresponde a un maximo:

" - _ %2 _ _ 4xV100-x* +\/100 x2 "(5v2 _10VZ 2004100 _ _8<0
fe) = V100- x2 100— x2 frev2) = 5v2 0

|Soluci()n: 5v2 cm.|




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

a) Teorema de Rolle: Se f(x) é continua en [a, b] e derivable en (a,b) e ademais f(a) = f(b),
enton existe polo menos un punto ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

f(x) = x3+ ax —1 é continua e derivable en R, xa que & unha funcién polinébmica. Polo tanto,
€ continua en [0,1] e derivable en (0,1). Para aplicar Rolle neste intervalo, debemos impofierlle
a condicion f(0) = f(1)

f@=f1) =[a=-1

Un punto do intervalo (0,1) no que a recta tanxente é paralela ao eixe OX, sera un punto do
intervalo no que se anule a primeira derivada (a existencia dese punto estd garantida polo
teorema de Rolle)

fx)=x3—x-1

fr(x) =3x* - 1;
ffx)=0 & x ==+ ‘g—g pero x = — \/é non é un punto do intervalo (0,1). Polo tanto:
3
‘T3

b) Como o grao do polinomio do numerador € maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:
x3+3 x+3

=x+1+

x2—x x2—x

Como x? — x = x(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x;3—ﬂ+i=w = A =-3:B =4
x%-x x x—1 x(x—-1)
Enton:

x3+ 3 3 4 1
f dx=f<x+ 1- — + )dx=—x2+x—3ln|x|+4ln|x—1|+C
x% —x x x-—1 2

1
Solucion: Exz + x —3ln|x| + 4ln|x—1| +C




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

Exercicio 1:

M? = 4M
2 4 22

0 06 =4 D= (0 -0 )
2xy = 4y } =2 y2x—4)=0 = y=0oux=2
x2+y?=4x
Sey=0:
x2=4x > x=0 oux =4
Sex = 2:
y2=4=> y=42

Polo tanto, as matrices que cumpren as propiedades do exercicio son:

0 o) G o) G o) (G )

Destas matrices, a Unica que ten determinante distinto de cero, e polo tanto inversa, é a matriz
(4 0

0 4). A slUia inversa é a matriz

(5" 1)

¢) Un sistema de ecuacions lineais dise homoxéneo cando os termos independentes son todos
cero. Polo tanto, nun sistema lineal homoxéneo sempre o rango da matriz de coeficientes
coincide co rango da matriz ampliada, xa que ao ser os termos independentes nulos a columna
qgue se engade non inflie a efectos do calculo do rango. Polo tanto un sistema de ecuacioéns
lineais homoxéneo € sempre compatible.




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) Determinamos os vectores directores das duas rectas:

v = (1,2,2).
Como os vectores directoras das rectas non son paralelos,
T ]k
=11 -2 1|/=1(0,12) as rectas cortanse ou crizanse.
0 2 -1

Vemos que se cortan, calculando o punto de corte. Para iso, substituimos as expresions de x, y
e z de s nas ecuacions de r:

2+t—-6—4t+2+2t+1=0 > t= -1
6+4t—-2-2t-2=0 = t= -1

as duas ecuacions son compatibles e polo tanto as duas rectas tefien un punto comun, que se
obtén facendo t = —1 nas ecuacions de s:

|Punto de corte: (1,1,0)|

Como as rectas se cortan, determinan un plano a. Elementos que determinan o plano a:
» O punto (1,1,0)

» O vector v, X Vg = = (—2,2,—1) que é un vector normal ao plano o

=
N =~y
NN X

€ a ecuacién implicita do plano a sera:
2x-1D+20-1)—2z=0

é dicir

la:2x—2y+2z=0

b) vector normal ao plano n: 7, = (4, —4,2). Entén
n,-v.=0=n, L7 =renrson paralelos
Un punto da recta r € o punto de corte calculado antes: P.(1,1,0). Polo tanto:

dr ) = AP ) |4 — 4+ 7| 7
) = M) = —7— —  —— = —
" Vi6+16+4 6

Doutro modo:

a:2x—2y+z=0 } Os planos a e m son paralelos e como a recta r esta contida no
md4x —4y+2z+7 =07 plano a, entdn a recta r é paralela ao plano w: 2x — 2y + z +% =0

Polo tanto:
d(r,m) = d(am) =LA _ 7
rm) =dan) =——= —
Va+4+1 6
Asi:

7
d(r,m) = 3




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

a) Indeterminacién g , aplicamos L’Hépital.
lim,_, ¢ :1 = lim,_ e"z-fxex 1mx_,oo = lim, 2e* = o
Slmpllflcamos
b)
[If@dx + [ f(x)dx = [f(x)dx (Propiedade 1)
[} 5f()dx = 5[ f(x)dx  (Propiedade 2)
Polo tanto
4 4 4 2
[, 5f(x)dx =\ 5[, f(x)dx =\5[f1 f(ydx — J; f(x)dx] =5(—4 —2)= —30
Propiedade 2 Propiedade 1
Asi:

4
fo(x)dx = —30
2

Propiedade 1 (Aditividade respecto ao intervalo de integracion): Se a < b < c e f(x) € continua
en [a, c] entébn

b c c
d dx = d
| reoax + [ e = [ reoax
Propiedade 2: Se f(x) é continua en [a, b] enton

f: cf (x)dx = cf:f(x)dx para calquera c € R.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:

Puntos de corte cos eixes: (0,0), (9,0)
Parabola: y = —x2 + 9x = x(-x +9) = <{ Vértice: (%/,, 81/,)

Cébncava (o coeficiente de x? é negativo)

Puntos de corte da parabola coas rectas:

x=4
—x?>+9x =20 = x*-9x+20=0 = ou Puntos de corte: (4,20), (5,20)
x=5
x=3
—x24+9x=x+15 > x?2-8x+15=0 = ou Puntos de corte: (3,18), (5,20)
x=75
A y=x+15

v

4 2 5 s 2 4 x25
A=A+ 4y = [)(~x +9x—x—15)dx+f4(20—x—15)dx—[—?+ 4x —15x]3+ [5x—7]4:

= —63—4+ 64—60+9—36—45+25—§— 20+8=%

A= —u?
6u




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION B

Exercicio 1:

a) |0 _1|=1¢O = rang(4) =2
1 0

m 0 1

0O -1 0
1 0 m

=-m*+1; -m*+1=0 © m= +1

Polo tanto

* m=1%1 = rang(4) = 2
* m # +1 = rang(4d) = 3

b) A= Al A2=1]

m 0 1 m 0 1 m2+1 0 2m
A2=10 -1 o]0 -1 0= 0 1 0
1 0 m 1 0 m 2m 0 m?2+1

Polo tanto

A= A1 ©m=0]

Se m = 0, acabamos de obter que 4% = I, enton

|A60 = (4%)30 = 30 =I|

¢) Vimos no apartado a) que se m = 2, entén rang(4) = 3

Como o rango da matriz ampliada € maior ou igual que o rango da matriz de coeficientes e
tampouco pode ser maior que 3, pois ten 3 filas, estamos nun caso de

Rang(matriz de coeficientes) = rang(matriz ampliada) = nUmero de incognitas

Polo tanto, € un sistema compatible determinado con solucién Unica.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 2:

a) Como a recta é perpendicular ao plano, entén o vector director da recta é perpendicular ao
plano:

T ]k
U.=7,=|3 —3 1|=(24,6) . Tomamos como vector director: (1,2,3)
1 1 -1

Enton as ecuaciéns da recta en forma continua son:

x—2 y+3 z+4
1~ 2 3

r.

Para calcular o punto de corte da recta e o plano, consideramos as ecuaciéns paramétricas da
recta

x= 2+ 1
riyy=-3+24 = Punto xenérico Q(2 + 4, —3 + 24, —4 + 34)
z=-4+31

Calculamos a ecuacion xeral do plano (1, = (1,2,3) e un punto do plano € (3,0,3))
a:x—3+2y+3(z—-3)=0 = a:x+2y+3z—-12=0

Impofiemos a condicioén de que Q €

24 1—-64+41—-12491-12=0 = 1=2

Polo tanto, o punto de corte sera:

b) Os vectores 1—35 =(1,1,-1) e n, = (1,2,3) son dous vectores contidos no plano B pedido.
Polo tanto,

—_—

. [ k
g =PQ X1z =|1 1 —1|=(5-41) éun vector perpendicular ao plano j
1 2 3
€ a ecuacioén xeral do plano g sera:

5(x—2)—4(y+3)+z+3=0 = |[B:5x—4y+z—-19=0|

¢) Basta resolver o sistema de ecuacions lineais dadas polas ecuaciéns xeraisde a e
x+2y+3z—12=0
5x—4y+4+2z-19=0

Como |£1; _i| = —14 # 0, o sistema anterior é equivalente ao seguinte:
x+2y=12-3z
12-3z 2| 43 |1 12—3Z| a1
= x = 19—z -4l _ 22 : y = 5 19-2z == _ z
—-14 7 -14 14

5x—4y =19 — z
€ as ecuacidns paramétricas da recta interseccion son:

( 43
=— -2
=7
S 41 ;o AER

== _2
Ly 14
zZ = A




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

2x+1

f(x)=97

O denominador non se anula nunca, polo tanto

Dom(f) = ]Rl e |Non existen asintotas verticais

. 2x+1 . 2
th—)iOOQT = hmx_>_|_

\ 10 oxex? T

Indeterminacién. Aplicamos L’Hopital

Polo tanto

|Asintota horizontal: y = 0. Non ten asintota oblicua|

Estudo da derivada:

2 2
eX” — (2x+1)2xe*”  —4x?-2x+2
(ex%)2 B

—2 +VAF32 -1
ff{x)=0© 4x?+ 2x—2=0 $x=¥:<: 1/
2

freo =2

ex?

Como e*” >0, 0 signo de f'(x) determinao o numerador. Temos polo tanto que

(—oo,—1) | (=1,1/2) | (1/2,0)

f'(x) <0 >0 <0 Crecente en: (—=1,1/2)

f(x)| Decrecente | Crecente | Decrecente

Decrecente en: (—oo,—1) e (1/2,)

En x = —1, a funcidén pasa de decrecente a crecente e en x = 1/2 pasa de crecente a
decrecente. Polo tanto:

Minimo: (—1,—1/e)
Maximo: (1/2, 2/e%)




Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 4:
a) Unha funcion F(x) dise que € unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x)

Regra de Barrow: Se f(x) é continua en [a, b] e G(x) € unha primitiva de f(x) en [a, b], entén

b
[ reax =60y - 6@

b) Como o grao do polinomio do numerador € maior que o grao do polinomio do denominador,
facemos a division:

3
x3+2 x+2
=x+

x2-1 x2-1

Como x?— 1= (x+ 1)(x — 1), facemos a descomposicion en fraccions simples

x+2 A B A(x-1)+B(x+1) _ (A+B)x-A+B A+B=1 _ 1/ .p_3
= =+ == = =>{ }=>A_—/2,B_/2

x2-1 (x+1)(x-1) (x+1)(x-1) —A+B =2

Enton:

JX3+2d _f< +x+2)d 1, 1J dx+3f dx
1T T )Y T T k1T 2) =1

= -x? — %ln|x+1|+%ln|x—1|+ C

e aplicando a regra de Barrow:

3 x3+2 1 1 3 3 9 3 1
fz jzz_l dx = [Exz - Eln|x+1|+ E lnlx_lI]Z = Z -In2 + Ean—(Z—Eln3)=

=24+ im2 +in3
4 2 2

1
Solucion: — + =1In6
ouczon4+2n




C lU G PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2012

MATEMATICAS I

(Responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdaxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

m m m
1. Dadaamatriz A=[1 m?2 m?

1 1 1
a) Estuda, segundo os valores de m, o rango da matriz A.

X 1
b) Resolve, se é posible, o sistema A - <y> = (1) paraovalor m = 1.
z 1

2. Dados os puntos A(3,0,2), B(1,—-2,0), €(1,—-1,3) e D4, A1 —2,-2)
a) Determina o valor de A para que A,B,C e D sexan coplanarios. jPara algin valor de A
son 4, B, C e D vértices dun paralelogramo?
b) Calcula as ecuacidéns paramétricas do plano m que pasa polo punto C e é perpendicular a
recta r que pasa polos puntos A e B.

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. Probar que a funcién f(x) = x3 + 2x — 4 corta o eixe OX
nalgun punto do intervalo [1,2] ¢ Pode cortalo en mais dun punto?

1
b) Calcula lim,_o (5 )/"2

X2+ x+2

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = 3x —x? e a s(a recta normal
no punto (3,0). (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os puntos de corte cos eixes, 0o
vértice da parabola e a concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. Dado o sistema
x -2y +3z =5
x—=3y + 2z =-4

a) Calcula o valor de @ para que ao engadirlle a ecuacion ax + 3y + z =9, resulte un
sistema compatible indeterminado. Resolveo, se é posible, para a = 0.

b) ¢Existe algun valor de a para o cal o sistema con estas 3 ecuaciéns non ten solucién?

2.2) Se |¥| =6, |W| =10 e |V + W| = 14, calcula 0 &ngulo que forman os vectores ¥ e W.
b) Calcula as ecuaciéns paramétricas e a ecuacion xeral do plano que pasa polos puntos
A(—1,5,0) e B(0,1,1) e é paralelo a recta
C(3x+2y -3=0
r'{ 2y—3z—-1=0

3. a) Determina os valores de a para que a funcion f:R - R
a— x? se x<1
fx) = [ 2
3 ax
sexa continua. ¢ E derivable en x = 1 para algun valor de a?
b) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do célculo diferencial.

se x>1

35x3-3x +1
4. Calcula fz = —dx

x3-x




C lU G PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2012

MATEMATICAS I

(Responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada opcion:
exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
a 0 a
1. a) Calcula, segundo os valores de a, orangode A = (a +1 a 0 )
0 a+1 a+1
Para a = 1, calcula o determinante da matriz 24* - A™!
-1/2 x 0
b) Sexa B = ( y 1/2 0). Calcula x e y para que se cumpra que B~ = B¢,
0 0 1

(Nota: A, Bt representan a matriz trasposta de A e B respectivamente).

2.Dadooplanom:x —2y+3z4+6=0
a) Calcula a area do triangulo de vértices os puntos de corte de 7 cos eixes de coordenadas.
b) Calcula a ecuacién xeral do plano que é perpendicular ao plano 7, paralelo & recta que pasa
polos puntos B(0,3,0) e €(0,0,2) e pasa pola orixe de coordenadas.
c¢) Calcula o punto simétrico da orixe de coordenadas respecto ao plano m:x — 2y +3z+6 =0

(x-1)2
x2+1

3. a) Calcula as asintotas e os intervalos de crecemento e decrecemento de f(x) =

—1)2
b) Calcula fle (;:)1 dx

4. a) Dunha funcién derivable f(x) sabemos que pasa polo punto (0,1) e que a slUa derivada é
f'(x) = xe?*. Calcula f(x) e a recta tanxente a gréafica de f(x) no punto correspondente a x = 0
b) Enuncia o teorema fundamental do calculo integral.

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores de m, o sistema
x+ y=
x — my=-—13
3x + 5y = 16
b) Resoélveo, se é posible, para m = 2.

|
3

x=34+ 14+2u
2. a) Estuda a posicion relativa dos planos t:x +y+2z—-5=0, my:jy=1—A1—pu
z=1 + u

Se se cortan nunha recta, escribe as ecuacions paramétricas da mesma.
b) Calcula a ecuaciéon do plano 5, que pasa pola orixe de coordenadas e é perpendicular a m;
e m,. Calcula a interseccion de ry, , e 5.

3. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.
b) Se ¢ > 2, calcula os valores de a, b, ¢ para que a funcion
f(x)={x2+ ax+b sex <2

x+1 sex =2
cumpra as hipétesis do teorema de Rolle no intervalo [0, c].

4. Debuxa e calcula a area da rexion limitada pola parabola y = — x? + 2x + 3, a recta tanxente
no punto donde a parabola ten un extremo e a tanxente a parabola no punto no a tanxente é
paralela & recta y = 4x. (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os puntos de corte cos eixes,
0 vértice da parabola e a concavicade ou convexidade).




1)

2)

3)

4)

Criterios de Avaliacién /- Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de m que anulan o determinante de A
» 1,5 puntos pola obtencion do rango de A4, segundo os valores de m.

b) 1 punto

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola obtencién do valor de A para que sexan coplanarios.

» 1 punto xustificar que non constituen un paralelogramo.

b) 1 punto

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.

» 0,25 puntos por xustificar que a funcion corta o eixe OX nalgun punto do
intervalo [1,2].

» 0,25 puntos por xustificar que a funcion non corta o eixe OX en mais de un
punto.

b) 1 punto

2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos por representar a parabola.

> 0,5 puntos pola obtencién da recta normal.
> 0,5 puntos pola formulacion da area.

> 0,5 puntos polo célculo da integral definida.



Criterios de Avaliacién /- Correccién

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto por xustificar que o sistema & compatible indeterminado cando
a=0.

» 1 punto pola resolucién para a = 0.

b) 1 punto

2) a)1 punto
b) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola ecuacién xeral do plano

» 1 punto polas ecuacidéns paramétricas do plano

3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola determinacién dos valores de a para que a funcién sexa
continua.
» 0,5 puntos polo estudo da derivabilidade en x = 1.

b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo
diferencial.
» 0,5 puntos pola interpretacibn xeométrica do teorema do valor medio do

célculo diferencial.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 pola divisibn do numerador entre o denominador e o calculo das raices

do denominador.
» 0,5 puntos pola descomposicion en suma de fraccions.
» 0,5 puntos pola integracion.

» 0,5 puntos pola aplicacion da regra de Barrow e obtencion do valor da

integral



Criterios de Avaliacién /- Correccién

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

1) a) 2 puntos

b) 1 punto
2) 3 puntos (1 punto por cada unha das cuestion formuladas)

3) a) 1 punto

b) 1 punto

4) 2 puntos (0,5 puntos pola formulacién teérica e 1,5 puntos pola resolucion
practica)

OPCION B

1) a) 2 puntos

b) 1 punto

2) a) 2 puntos
b) 1 punto

3) a) 1 punto

b) 1 punto

4) 2 puntos



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
Exercicio 1:
a)
m m m?
[Al=[1 m?2 m?l=mP+m?+mdP-m*-mP-m=-mm3-m?>-m+1)
1 1 1

Calculamos, por Ruffini, as raicesde m® —m? —m+1 =0

1 4 A 1
1) 1 0 -1

1 0 -1 |0 m’—1=0em=+1
Polo tanto
m= 0
[Al=0&{m=-1
m =1 (raiz doble)

m=20
H ‘1)|¢0 = rang(A) = 2
m=—1
|_} }|¢0 = rang(A) = 2

= rang(A) = 1 (as tres filas son iguais e hai un elemento non nulo)

Resumindo:

|Rang(A) =3, sem=+-1,0,1

|Rang(A)=2, se m= Ooum=—1|
|Rang(A) =1, se m= 1|

b) Neste caso o sistema é equivalente a
x+y+z=1

Como rango(matriz coeficientes) =rango(matriz ampliada) =1<n°® de incognitas, é un
sistema compatible indeterminado. As infinitas soluciéns son:

x=1—-A—u
y= A ; LUER
z = U




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 2:

a)
AB = (-2,-2,-2) Non son colineais e polo tanto os puntos A,B e C
AC = (-2,-1,1) determinan un plano.

Ecuacion do plano a que pasa polos puntos A4,B e C:

x—3 'y z-2
a: | -2 -2 =21=0, a:2x—3y+z—-8=0
-2 -1 1

Para que o punto D esté no plano «, debera satisfacer a sta ecuacion:

21—31+6—-1—-8=0, epolotanto |4 = —1

Como un paralelogramo € unha figura plana,

D C
bastara comprobar se para 1 = —1 resulta / /
A B

un paralelogramo

—_

AB

(-2,-2,-2)

(2,2,2)

(—4, -3,—1)
013) i

(
A= -1>D(-1,-31) :Jl Non son paralelos

3|5,

non constitien un paralelogramo

b) Os vectores v =(-1,01) e w =(0,1,—1) son vectores non colineais e
perpendiculares ao vector 4B = (—2,—2,—2). Polo tanto, o punto C(1,—1,3) e os
vectores v = (—1,0,1) e w = (0,1,—1) determinan o planom e podemos escribir as
suas ecuacions paramétricas como

x=1-— 21
Ty =-1 + u
z=34+ 1 - U




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 3:

a) Teorema de Bolzano: Se f(x) € unha funcién continua en [a,b] e f(a) e f(b)
tefien distinto signo, é dicir f(a) - f(b)<0, entdn existe algun c € (a, b) tal que f(c) = 0.

* f(x)=x3+2x—4 écontinua
en R por ser polinbmica e polo

tanto continua en [1,2] ———>[3c € (1,2) tal que f(c) = 0]
« f)=-1<0
* f(2)=8>0 Teorema de Bolzano

Como f(x) é continua e derivable en R, pois € unha funcién polinébmica, tamén o sera
en calquera intervalo de R e si existisen c; e ¢, tales que f(c;) = f(c;) =0, enton
aplicando o teorema de Rolle, existiria un t tal que f'(t) = 0, pero f'(x) = 3x% + 2 non
se anula en ningun punto de R. Asi pois,

| f(x) corta ao eixe OX soamente nun punt0|

b) E unha indeterminacion do tipo 1°. Tomamos logaritmos neperianos:

_ x+2 \ /e 1 X+ 2 C In(x+2)—In(x? +x+2)
[nlim (—) = lim—=in (—) = lim
x>0 \x2 + x + 2 x-0x%2  \x?24+x+2/ x-0 x?
0 1 2x + 1
)
= (—) (aplicamos aregra de L' HOopital) = lim X+t2 x*+x+2
0 x—0 2x
x4+ x+2-2x2-5x-2 x(—x —4)
= lim = lim
x>0 2x(x+2)(x%2+x+2) x=02x(x +2)(x? + x + 2)
_ x+4 1
T N2+ )t +x+2) 2
e polo tanto:




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

y =3x —x?
y'=3-2x
y' =0 x=3/2 » ———> maximo: (3/2,9/4)= vértice da pardbola
y'=-2<0 ———= cobncava

3x —x2 = 0 & x(x — 3) = 0 C——> Puntos de corte da parabola cos eixes: (0,0), (3,0)
y'(3) = —3 T—> pendente da recta normal & parabola no punto (3,0): 1/3
Ecuacion da recta normal & parabola no punto (3,0):
y=;(x-3) ©x-3y—-3=0
Puntos de corte da recta normal e a parabola:

y =3x—x2 (—1/3,—10/9)
:>§(x—3)=3x—x2:>3x2—8x—3=0 =

y=3(x-3) (3,0)

Podemos calcular a area pedida, rexion
sombreada, mediante a integral definida:

A=f_31[3x—x2—§(x—3)]dx=

3

fi[gx—x2+1]dx=
3

x3 3

[§x2 ——+x] =
6 3 -1

12 1 27
12—9+3—a—a+a—

500 -
81




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION B
Exerciciol:
1 -2 3 1 -2 3 5
a) Matriz de coeficientes C = (1 -3 2); Matriz ampliada A = (1 -3 2 —4)
a 1 1 a 11 9

H :§| =—-1#0=rang(C) =2

1 -2 3
1 -3 2|=-3+4+3—-4a+9a—-2+2=5a
a 1 1

Polo tanto:

» Sea=#0,rang(C) = 3
» Sea=0,rang(C) = 2

Como sempre rang(A) = rang(C) e o sistema serad compatible indeterminado cando
rang(C) = rang(A) = 2, calculamos rang(A) cando a = 0:

1 -2 5
1 -3 —4|=-274+5+4+18=0=>rang(Ad) =2,sea=0
0 1 9

Polo tanto, o sistema é compatible indeterminado cando [a = 0].
Cando a = 0, un sistema equivalente é:

x—2y= 5-3z
x—3y=—-4-2z = y=9—z = x=23-52

As infinitas soluciéns son:

x =23—-51
{y=9— A AER
zZ = A

b) Do apartado anterior deducimos que

» a=0 = rang(C)=rang(A) =2 <n2incognitas. Sistema compatible
indeterminado, infinitas solucions.

» a+#0 = rang(C) =rang(A) = 3 = n?incognitas. Sistema compatible
determinado, solucién Unica.

Polo tanto, |0 sistema sempre ten solucic’m|.




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio2:

a) Utilizando as propiedades do producto escalar de dous vectores, temos:

[P+W)? = <P+W,o+W> =<0,>+ < W,w> + 2<V,w>
= |9|? + [W|? + 2|¥| - |W| - cosE (v, W)
é dicir:
196 = 36 + 100 + 120 - cos4 (U, W)
e polo tanto

N| =

T
cosz(v,w)== = |4(v,W) = 3

b) Calculamos o vector director, v, da recta r

&

-

B, = = —60+ 9] + 6k

S W ~y
N DNy
w o

O plano queda determinado polos elementos:

» O punto A(—1,5,0)

» Os vectores v, = (—6,9,6) e AB = (1,—4,1) que son paralelos ao plano e
independentes entre si. (En lugar do vector (—6,9,6) podemos considerar o
(—2,3,2) xa que (—6,9,6)||(—2,3,2)).

x=—-1-21 +u
Ecuacions paramétricas: {y = 5 + 34 —4u
z= 24 +

Para obter a ecuacion xeral, podemos eliminar os parametros A e u nas ecuacions
paramétricas ou ben calcular a ecuacién do plano a partir dun punto do plano (por
exemplo o0 A(—1,5,0) e un vector normal ao plano 7:

—

l
#i=(-232)x(1,-41)=|_»

1 —

= 117+ 4j + 5k

B~y
- N =

Polo tanto, a ecuacion xeral do plano é:

11(x+ 1)+ 4(y—5)+5z2 =0 ——> [llx +4y +5z2—-9 =0




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio3:
a)
» f(x) é continua en x < 1, por ser polinGmica.
» Se a+#0, f(x) é continua en x> 1 por ser racional e non anularse o
denominador.
» Estudo da continuidade en x = 1:

lim, - f(x) =a—1

lir?+ f(x)=2/a Para que sexa continua en x = 1, debe ser
X—
f)=a-1 a—-1=2/a = a>—a—-2=0=>a=-10ua=2

Polo tanto, |f(x) é continuasea =-1 ou a = 2|

Se unha funcién é derivable nun punto, necesariamente € continua nel. Polo tanto,
para estudar a derivabilidade en x = 1, s6 teremos que facelo candoa = —1 ou a = 2

Caso: a = -1

, —2x sex<1 f'fa)= -2 o
f'x) = {Z/X2 sex>1 = At = 2 = Non é derivableen x = 1.
Caso: a =2

—2x sex<1 (1)
flx) = —1/ , sex>1 = A = -1 = Non é derivableenx =1
X - —

Polo tanto, |f(x) non é derivable en x = 1 para ningun valor de a|.

b) Teorema do valor medio do calculo diferencial. Se f(x) € continua en [a,b] e

derivable en (a,b), enton existe algun punto ce(a,b) tal que f'(c) = %

A

Interpretacion xeométrica: Nas hipdtesis
do teorema, existe algln punto intermedio
no que a tanxente a gréfica de f(x) é
paralela a corda que une os puntos (a,f(a))

e (b,f(b)).

v




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

Exercicio 4:

E a integral dunha funcion racional. Como o grao do numerador é igual ao grao do
denominador, en primeiro lugar facemos a division para obter unha fraccion cuxo
numerador sexa de grao inferior ao denominador:

5x3 — 3x + 1 2x +1
3 =5+
x3 — x x3 — x

Calculamos as raices do denominador:
x3—x=x(x*-1)=x(x—-1)(x +1) = Raices: 0, 1, -1.

Son todas raices reais sinxelas, facemos a descomposicion:

2x +1 A B N C  Ax*— A+Bx®+ Bx+Cx*—Cx
x3—x x x—1 x+1 x(x—=1)(x+1)
Como os denominadores son iguais, os numeradores deben ser iguais:
A+B+C=0 (coeficiente de x?) A= -1
B—-C=2 (coeficiente de x) = {B = 3/2
-A=1 (termo independente) C=-1/2
A integral queda:
3543 — 3x + 1 2x + 1 3/2 1/2
J 3 dx —f [5 dx = J 5—— - dx
2 X% - X x -1 x+1

[Sx—lnlxl + —lnlx—ll — —ln|x+1|]

=15—-1In3 + Ean —Eln4—<10—ln2— Eln?,)

|Solucic’m= 5— 1/2In3+ 3/2In2 |




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
Exercicio 1:
a)
a 0 a
Al =[a +1 a 0 |=a?(a+D+ala+1)?>=ala+1)2a+1)
0 a+1 a+1
Polo tanto
a= 0
Al =0¢& {a =-1
a=-1/2

1 0 B

0 1| #0 = rang(4) =2
a=-1

-1 0 B

0 _1| #0 = rang(4) =2

a=-1/2

-1/2 0 _

1/2 _1/2|¢0 = rang(4) = 2
Resumindo:
|[Rang(4) =3, sem#0,-1,-1/2|
|Rang(A)=2, sem= 00um=—10um=—1/2|

a=1

a=1 = det(4) =6, e posto que det(A) = det(A"), det(A ') =1/det(A) e
ademais que o determinante dun produto de matrices é igual ao produto dos
determinantes desas matrices e que para unha matriz M de orde 3, se verifica que
det(AM) = A3det(M), temos:

det(24°- A1) =23-6--=8

b) B~! = B! & B- B! =1, é dicir:

100 -1/2 x 0\ /=1/2 y 0 x2+1/4 —-vy/2+x/2 0
(0 1 O)=< y 1/2 0)( x 1/2 0)= -y/2+4+x/2 y*+1/4 0

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Obtendo:
x2+1/4=1 > x=++3/2 Posibles valores:
5 _ _ x:y:\/§/2
y2+1/4=1 2y =++3/2 ——> ou
x:y:—\/g/z

—-y/2+x/2=0=>x=y




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETE

Exercicio 2:

a) Puntos de corte cos eixes de coordenadas: A(—6,0

MBRO

,0); B(0,3,0); €(0,0,2)

AB = (6,3,0)
I T
> AF xAC =g 3 o|=(-612-18)
6 0 —2
AC = (6,0,—2)
Area ﬁ‘=l|Z§xﬁ|=lV36+144+324=1V504=W
2 2 2

b) 7, = (1,-2,3) é un vector do plano pedido

—_—

BC = (0,—3,—2) é un vector do plano pedido

~
bl

I 1
Vector normal ao plano =1, x BC =1 -2
0 -3 -

N W

= (13,2,-3)

Como pasa polo punto (0,0,0), a ecuacion xeral do plano pedido é:

[13x 4+ 2y — 3z = 0|

¢) 1, = (1,—2,3) é un vector director da recta perpendicular a .

Ecuacions paramétricas da recta perpendicular a 1, pasando polo (0,0,0)=

Calculamos o punto M de interseccién desta recta co plano T:

A+41+9A+6=0=>A= —3/7 = M= (- 3/7,6/7,— 9/7)

Como o0 punto M € o punto medio entre 0(0,0,0) e o seu simétrico 0'(x, y, z)

- 3/7=x/2
6/7 = y/2 = (0'(-6/7,12/7,-18/7)|
-9/7=2z/2

N R R

—21
32



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 3:

_ (xe-1)2 x%+1-2x
a) f(x)= x2+1  x2+1

x2+1>0 > |f(x) non ten asintotas verticais|

249
limy 400 xx-|;_112x =1= |y = 1 é asintota horizontal |, |f(x)non ten asintotas oblicuas|
£ 20 — D(x?+ 1) — 2x(x — 1)? 2x2 =2 2+ D(x— 1)
X) = = =

(x2+1)2 2+ 1)2 (x2+1)2

Como (x2+1)2>0, o signo de f’'(x) coincide co signo do numerador da fraccion
anterior. Asi:

A funcién é crecente nos

(—o0, -1) (-1,1) (1,00)

f’(X) >0 <0 >0 O : intervalos ( —00, -1) e (1 ,oo)_

A funcion é decrecente no
f(x) | crecente | decrecente | Crecente

intervalo (-1,1).

b)

fe (x—1)2dx _ fe x2+1—2xdx _ fe [1 —
1

— _ e —
1 x2+1 1 x2+1 ]dx—[x Inx]y

x2+1

=e—In(e?+1)—1+In2=|0,2845



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 4:

a) f(x) é a primitiva de f'(x) = xe?* que pasa polo punto (0,1). Calculamos a
integral por partes

1 1 1 1
[xe**dx = = xe?* — = [ xe*dx = -xe?* — —e?* +(
2 2 2 4

u=x, du = dx

dv=e*dx, v= ;ezx

e imponemos a condicién de que pase polo punto (0,1)

1=-3+C=>C=5/4
Polo tanto

flx) = lerx - ler +5/4
2 4

A funcion pasa por (0,1) e f'(0) = 0, polo que a recta tanxente pedida é
y=1

b) Teorema fundamental do célculo integral: Se f(x) é unha funcion continua en [a, b]
enton a funcion

F(x) = fxf(t)dt, x€[a, b]

é derivable e ademais verificase que F'(x) = f(x).



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION B
Exercicio 1:
1 1 1 1 m
a) Matriz de coeficientes C = ( 1 —m ); Matriz ampliada A = (1 —-m —13)
3 5 3 5 16

|é é| #0 = rang(C) =2

1 1 m
[Al= |1 -m -13|=3m?- 11m+10
3 5 16

3m?—- 11m+10=0 ©®m=26m= 5/3

Polo tanto:

» m =2 = rang(C) = 2 = rang(A) = n° de incégnitas. Sistema compatible
determinado.

» m =5/3 = rang(C) = 2 = rang(A) = n° de incégnitas. Sistema compatible
determinado.

> me{2. 5/3}=rana(C) = 2 <3 = rana(A). Sistema incompatible.

b) Vimos no apartado anterior que neste caso é un sistema compatible
determinado e ten solucién Unica. Un sistema equivalente ao dado é:

x+y = 2} -3x-3y = —6} _ — —
3x+5y = 160 —  3x+5y = 16 =2y=10 = |y = 5|= [x = 3|



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Exercicio 2:
a) Calculamos a ecuacion xeral do plano 11.. Das ecuacions paramétricas deste plano
deducimos un punto do plano e dous vectores independentes contidos nel:

» Vectores independentes contidos en ,: (1,-1,0); (2,-1,1)
» Punto pertencente a m,: (3,1,1)

x—3 y—1 z-1
Ecuacion xeral de o | 1 -1 0 |=0=>x+y—2z—-3=0
2 -1 1
Para estudar a posicion relativa dos planos 1, € 1T, discutimos a solucion do sistema

m:x+y+z—5=0

1 1
M:x+y—2z—3=0 h _Jio
Como
1 1 1\ 1 1 1 =5\ _ -
ran (1 1 _1) = rang (1 1 _1 _3) =2 :>|os planos cértanse nunha recta

Para calcular as ecuacions paramétricas desta recta, resolvemos o sistema:

=4-2
x+z = 5-y z = 1 ) x_
— g = 3_3} :{x _ 4_y} = r.{y— A

z=1

b) Os vectores normais aos planos 1 e T, 7, =(1,1,1) e i, =(11,-1)
respectivamente, son dous vectores independentes que pertencen ao plano 13 que
ademais pasa polo (0,0,0). Polo tanto:

Xy z
Ecuaci6on xeralde 1m3: |1 1 1|=0 = m
1 1 -1

Para calcular a interseccion dos tres planos, resolvemos o sistema formado polas stas

ecuacions xerais:
——>» x=y 1

x+y+z—-5=0
_ 2x+2z=5 _ _ _
x+y—z—-3=0 > o — 7 =3 > x=2,y=2,z=1

x—y =0

Polo tanto,

Punto de corte dos tres planos: P(2,2,1)|




Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
Exercicio 3:

a) Teorema de Rolle: Sexa f(x) unha funcién continua en [a,b] e derivable en (a,b).
Se f(a) = f(b), enton existe algun punto ce(a, b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacion xeométrica: Dada funcion
continua en [a, b] e derivable en (a, b), que
toma os mesmos valores nos extremos do
intervalo, a sua grafica ten algun punto con
tanxente horizontal.

v

a b
b) f(x) é continua en [0,2) e (2, c] por ser polinbmica nos dous intervalos.
Continuidade en x = 2:

limy_,,- f(x) =4+2a+b
lim,_,+ f(x) =3 = 44+2a+b=3 = 2a+b = -1
f(2)=3

f(x) é derivable en (0,2) e (2, ¢) por ser polinbmica nos dous intervalos.

Derivabilidade en x = 2:

reso f .

Por outra parte f(0) = f(c) =2 b=c+1

Temos asi tres ecuacidns con tres incognitas:

2a+b= -1
4+a = 1 = la= —3}[b=5[c =4]
b—c =1

Exercicio 4:



Exemplos de resposta/ Soluciéns

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

En primeiro lugar calculamos os elementos necesarios para a representacion da
parabola:
y' = —2x+2
y'=0 &x=1} = Ten un maximo, que é o vértice, no punto (1,4) e € concava
y'=-2<0

x=0=>y=3
X2 —2%x—3 =0 =>{ = -1 = Puntos de corte cos eixes: (0,3), (—1,0), (3,0)

x =3

Tanxente no punto (1,4):y = 4.

Determinamos o punto no que a tanxente é paralela & recta y = 4x. Como a derivada
nun punto coincide coa pendente da recta tanxente nese punto, teremos que
determinar o punto no que a derivada vale 4 (duas rectas son paralelas se tefien a
mesma pendente):

V=4 -2x+2=4=>x= -1

Tanxente no punto (=1,0): y =4(x+ 1)

Podemos calcular a area pedida, rexibn sombreada, mediante a integral definida:

A= f_ol[4x +4—(—x?+2x+3)]dx + f01[4 —(—x?+2x+3)]dx =
f_ol(x2 +2x+ 1) dx + fol(x2 —2x+1)dx =

x3 1

[x3—3+x2+x]0_1+ [5—x*+z] = —(-3+1-1)+3-1+41= 22
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MATEMATICAS 11

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A

1. a) Sexan C;, C,, C3 as columnas primeira, segunda e terceira, respectivamente, dunha matriz cadrada
M de orde 3 con det(M) = 4. Calcula, enunciando as propiedades de determinantes que utilices, o
determinante da matriz cuxas columnas primeira, segunda e terceira son, respectivamente,
—C,5,2C; — C3,C, + C3

a 0 O
b) Dada a matriz A = (b 1 0), calcula todos os valores de a e b para os que A1 = A!, sendo At a
0 0 1

matriz trasposta de A.

2. a) ;Son coplanarios os puntos A(1,0,2),B(0,—1,1),C(—1,-2,0) e D(0,2,2)? Se existe, calcula a
ecuacion do plano que os contén.
b) Calcula a ecuacién xeral e as ecuacidons paramétricas do plano que € perpendicular ao plano
a:2x+y—3z+4 =0 econtén arecta que pasa polos puntos P(—1,1,2) e Q(2,3,6).

3. a) Enuncia o teorema de Rolle. Calcula o valor de k para que a funcién f(x) = x3 — kx + 10 cumpla
as hipéteses do teorema de Rolle no intervalo [—2,0] e para ese valor determina un punto do intervalo
no que se anule a derivada de f(x).

2
. . ., x%-1
b) Calcula o dominio e os intervalos de crecemento ¢ decrecemento da funcién g(x) = In (m)

(Nota: In=logaritmo neperiano).

4. Debuxa e calcula a drea da rexién limitada pola gréfica da pardbola f(x) = x2 — 2x + 1, a sta recta
tanxente no punto (3,4) e o eixo OX (Nota: para o debuxo da grafica da pardbola, indica os puntos de
corte cos eixos, o vértice e concavidade ou convexidade).

OPCION B

1. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
mx —2y + 2z=1
2x +my + z=2
x+3y — z=m
b) Resolve, se é posible, o sistema anterior para o casom = 1.

2. a) Calcula a ecuacién do plano que pasa polo punto P(1,2,—3) e é perpendicular 4 recta

r_{2x+y +2=0
‘Bx - z+1=0

b) Calcula a distancia d do punto Q(—1,0, —2) ao plano f:x — 2y + 3z + 12 = 0. Calcula, se existe,
outro punto da recta r que tamén diste d do plano S.

3. Nunha circunferencia de radio 10 cm., dividese un dos seus diametros en duias
partes que se toman como didmetros de ddas circunferencias tanxentes interiores a
ela. ;Que lonxitude debe ter cada un destes dous didmetros para que sexa maxima
a drea delimitada polas tres circunferencias (rexién sombreada)?

4.a) Define funcién derivable nun punto. Calcula, se existen, os valores de a e b, para

1-x
. . — <0

que sexa derivable a funcién f(x) = { ex se X
x*+ax+b sex >0

b) Define integral indefinida dunha funcién. Calcula [ x? cosxdx
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MATEMATICAS 11

(O alumnola debe responder so aos exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2= 3 puntos, exercicio 3= 2 puntos, exercicio 4= 2 puntos)

OPCION A
1. a) Se A é unha matriz tal que A3 + I = 0, sendo I a matriz identidade e O a matriz nula de orde 3, ;cal

é o rango de A? Calcula o determinante de A3°. Calcula 4 no caso de que sexa unha matriz diagonal
verificando a igualdade anterior.

b) Dada a matriz B = %(g (1)), calcula unha matriz X tal que BXB — B = B™1
x= 2— A+yu
2. a) Dado o plano m:y y = A , calcula a ecuacién da recta r que pasa polo punto
z = A+u

P(1,—2,1) e é perpendicular a n. Calcula o punto de interseccion de r e 7.
b) (Estén alifiados os puntos A(2,0,3), B(0,0,1) e C(2,1,5)? Se non estan alinados, calcula a distancia
entre o plano que determinan estes tres puntos e o plano n do apartado a).

3. a) Enuncia o teorema de Bolzano. ;Podemos asegurar que a gréifica da funcién
X
f(x) = 3sen (Z) — cos(x?)
corta o eixo OX nalgin punto do intervalo (0, w)? Razoa a resposta.

b) Descomp6n o niimero 40 en dous sumandos tales que o produto do cubo dun deles polo cadrado do
outro sexa maximo. ;Canto vale ese produto?

4. a) Calcula os valores de a,b,c sabendo que y = ax?+bx +1 e y = x3 + c, tefien a mesma recta
tanxente no punto (1,2).

e
b) Enuncia a regra de Barrow. Calcula j ( % - lnx) dx. (Nota In = logaritmo neperiano).
1

OPCION B
1. a) Discute, segundo os valores do pardmetro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
x+ my + 3z =1
X + 2y + mz =m
x + 4y + 3z =1
b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso m = 4.

.y . -1 -1
2. a) Estuda a posicién relativa da recta 7°: xT =X - = % e arecta s que pasa polos puntos P(0,2,1)

2
e Q(1,1,1). Calcula a distancia de r a s.
b) Calcula a ecuacién xeral do plano T que € paralelo 4 recta r e contén 4 recta s.

3. a) Calcula os extremos relativos da funcién f(x) = x* — 8x2 + 1. Calcula tamén o mdximo absoluto e
o minimo absoluto desta funcién no intervalo [—3,3].
b) Calcula os valores de a e b para que a funcién f(x) = ax? + bxInx tefia un punto de inflexién no
punto (1,2). Para estes valores de a e b, calcula o dominio e os intervalos de concavidade e
convexidade de f(x). (Nota [n = logaritmo neperiano).

4. a) Define primitiva e integral indefinida dunha funcidn.
b) Debuxa e calcula a drea da rexién limitada pola grafica da pardbola f(x) = —3x2 + 3 ¢ a recta

y = —9. (Nota: para o debuxo das gréficas, indica os puntos de corte cos eixos, o vértice da pardbola e
concavidade ou convexidade).
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CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1) a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola obtencién do valor do determinante.
» 1 punto polo enunciado das propiedades de determinantes que utilice.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de a e b.

2) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

> 1 punto por probar que son coplanarios.
» 0,5 puntos pola ecuacién do plano que os contén.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos pola ecuacién xeral do plano.
» 0,5 puntos polas ecuaciéns paramétricas do plano.

3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
» 0,25 puntos polo cdlculo de k.

» 0,25 puntos polo cdlculo do punto onde se anula a derivada da funcién.
b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos polo dominio da funcién.
» 0,25 puntos pola derivada da funcién.

» 0,5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.
4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola grafica da pardbola.
» 0,5 puntos pola ecuacidn da recta tanxente.

» 0,5 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

OPCION B

1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo do rango das matrices
» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto pola resolucién do sistema para o casom = 1.
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2) a) 1 punto pola obtencién dunha ecuacién do plano.

b) 2 puntos, distribuidos en:

> 1 punto pola obtencién da distancia do punto ao plano.
» 1 punto pola obtencién do outro punto da recta.

3) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola funcién maximizada.

» 1 punto pola obtencién dos valores que maximizan a area da rexion.
4) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de funcién derivable nun punto.
» 0,5 puntos polo célculo do valores de a e b.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola definicion de integral indefinida dunha funcién.
» 0,5 puntos polo célculo da integral.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A

5) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencion do rango da matriz A.
> 0,5 punto polo célculo do determinantes da matriz A™.
» 0,5 puntos pola obtencién da matriz diagonal.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

> 0.5 puntos polo cilculo da matriz B
» 0,5 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos pola obtencién da matriz X.

6) a) 1,5 puntos, distribuidos en:

> 1 punto pola ecuacién da rectar.
» 0,5 puntos polo punto de interseccion da recta e o plano.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos por probar que os tres puntos non estan alifados.
» 0,5 puntos pola ecuacién do plano que determinan os tres puntos.
» 0,5 puntos pola distancia entre os planos.

7) a) 1 punto, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.
» 0,5 puntos pola aplicacién do teorema de Bolzano.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos pola formulacién do problema
» 0,5 puntos pola obtencion dos sumandos

> 0,25 puntos produto dos sumandos.
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8)

1)

5)

6)

7)

a) 0,75 puntos, distribuidos en:

» 0,25 puntos pola obtencién de c.
> 0,5 puntos pola obtencién de ae b.

b) 1,25 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos polo enunciado da regra de Barrow.
» 0,75 puntos pola integral.

OPCION B

a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto polo estudo do rango das matrices
» 1 punto pola discusion do sistema.

b) 1 punto, pola resolucién do sistema para o caso m = 4.

a) 2 puntos, distribuidos en:
» 1 punto pola posicidn relativa das rectas.

» 1 punto pola distancia entre as rectas.

b) 1punto, pola ecuacion xeral do plano.

a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polos extremos relativos.

» 0,5 puntos polos maximo e minimo absolutos
b) 1 punto, distribuido en;

» 0,5 puntos pola obtencién de ae b.

» 0,25 puntos polo dominio da funcion.
» 0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

a) 0,5 puntos.
b) 1,5 puntos, distribuidos en;

» 0,5 puntos pola grafica da parabola.
» 0,5 puntos pola formulacién do problema.

» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO
OPCION A

1. a) Se chamamos N & matriz da que queremos calcular o determinante det(N) =

* * k%

det(—C,,2C,—C3,C,+C3) = det(—C,,2C,—Cs, C3) 2 det(—C,,2C,,C3) &

—2det(—C,,Cy, C3) = 2det(Cy,C,,C3) =8

Propiedades utilizadas:

(*) Se a unha columna se lle suma outra columna multiplicada por un numero, o
determinante non varia.

(**) Se multiplicamos cada elemento dunha columna por un nimero, o determinante desa
matriz queda multiplicado por ese niumero.

(***) Se permutamos duas columnas dunha matriz, o determinante cambia de signo.

b)Se A7t = Af, entédn A- At =1

1 0 0 a 0 0 a b 0 a? ab 0
(0 1 0)=(b 1 0>.<0 1 0)=<ab 1+ b? 0)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

E asi:

a’?=1

ab=0; =2|b=0]|[a=+1
1+b*=1

2. a) AC = (-2,-2,-2), AD = (-1,2,0) son dous vectores non proporcionais e polo tanto os
puntos A, € e D determinan un plano:

x—1 'y z-2
-2 -2 =2|=0= |n: 2x+y—3z+4=0| € a ecuacion do plano que pasa polos
-1 2 0

puntos 4, C eD.
E como as coordenadas de B verifican a ecuacidon anterior, entén B tamén pertence ao
plano © e asi os puntos dados son coplanarios.

b)

n, = (2,1,-3) .
— son dous vectores do plano pedido
PQ = (3,2,4)

Como P(—1,1,2) é un punto do plano, xa temos os elementos suficientes para poder escribir
as ecuacidns paramétricas

x=—-14214+3u
y= 1+ A+2u
z= 2-31+4u

E a ecuacion xeral

x+1 y—-1 z-2
2 1 -3 |=0 =[10x — 17y + z + 25 = 0|
3 2 4

3. a) Teorema de Rolle: Se f(x) é unha funcidon continua en [a,b], derivable en (a,b) e
ademais f(a) = f(b), entén existe a lo menos un punto c (a,b) onde se anula a derivada:

f'(c)=0.
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f(x) = x® —kx + 10 é unha funcién polindmica e polo tanto continua en [-2,0] e derivable en
(—2,0). Para poder aplicarlle o teorema de Rolle sé resta impofierlle a condicién de que
tome o mesmo valor nos extremos do intervalo

f(=2)=f(0)=> —8+2k+10=10 =

fx)=x%—4x+10 > f'(x) =3x2 -4

Pero %g ¢ (—2,0), polo que o punto do intervalo (—2,0) no que se anula a derivada de f(x) é

2v3
3

0 punto [c =

2_
b) A funcion Inx non esta definida para x <0, e como x?+1 >0, a funcion g(x) = In (;—i)

esta definida para os valores de x tales que x2 —1 > 0. E dicir
[Domg(x) = (=0, —1) U (1, )]

x%+1 ) 2x(x2+1)—2x(x2-1) _ 4x

x2-1 (x2+1)2 T(x2-1)(x2+1)

fx) =

f'(x) =0 x=0¢ Domg(x)
(—00,-1) (-1,1) (1,00)

f'(x) <0 Non esta >0
decrecent no
f(x) o crecente
e dominio

f)=x2=2x+1=(x—1)?
ff)=2(x-1); ff(x)=0ex=1

ffly=0ex=1 = f(x) é convexa e ten un minimo
f'fx)=2>0 (vértice) no punto (1,0)
Ademais

f(x) =0 x=1=(1,0) punto de corte co eixo OX
x=0= f(x) =1= (0,1) punto de corte co eixo OY
Recta tanxente no punto (3,4):

y—4=f3)x-3)

E dicir

A

y—4=4(x—-3); y=4x—8
() e a area pedida podemos calculala como

3 1
©, A=f1(x2—2x+1)dx—E(3—2)*4=

e 70)(31» g [£-x244] 2=

u?|.

wIN

y=4x —8
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. a)

OPCION B
. -2 2 . m -2 2 1
Matriz de m Matriz
o ©) = <2 m 1); ; 4 = <2 m 1 2);
coeficientes 1 3 _q ampliada 1 3 -1 m

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
ﬁ _1| =-3#0 = rang(C) =2

m -2 2
2 m 1l=-m?-5m+6
1 3 -1
Como
m>+5m—-6=0m=-6oum=1
Temos:

m=—-6 = rang(C) =2

m=1 = rang(C) =2

m#—-6em#1 = rang(C) =3

Como rang(C) < rang(4) < 3,s6 necesitamos calcular o rango da matriz ampliada nos casos

m=—-6em=1:

m=—6

—6 2 1
2 1 2|=49 #0= rang(4) =3
1 -1 -6

m=1

1 2 1

2 1 2/=0= rang(4) =2

1 -1 1

Discusion:

m=—6 = rang(C) =2 < 3 =rang(A). Sistema incompatible.

m=1 = rang(C) = 2 = rang(4) < n°incognitas. Sistema compatible indeterminado.

m#—-6em+1= rang(C) = 3 = rang(A) = n°incognitas. Sistema compatible
determinado.
b) Caso[m = 1]. Polo visto no apartado anterior, o sistema é compatible indeterminado e
ten infinitas solucidéns. Un sistema equivalente é:
2x + z =2-Yy
x —z =1-3y
e as infinitas solucions son
x=1-22
3
y=42
5

zZ= =
3

;. AER

a) Como o plano é perpendicular @ recta, o vector director da recta € un vector

perpendicular ao plano
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3 0 -1
Como conocemos un punto, P(1,2,—3), e un vector perpendicular ao plano, a ecuacién xeral
do plano é:
—x-1D+2y—-2)—3(z+3)=0
é dicir

|B:x =2y +3z+12 = 0|

b) Utilizando a formula da distancia dun punto a un plano

—1—6+12| 5v14
= u
v1i+4+4+9

14
Como v, = (—1,2,-3) é un vector director da rectas r, e (0,-2,1) é un punto da mesma, as

a@.p = |

ecuacions paramétricas de r son:

X = -1
riyy= -2 +21
z= 1-32

Temos que atopar un punto da recta, sera da forma (-1,—-2 + 24,1 — 31), distinto de Q que
tamén diste% unidades do plano g. Utilizando novamente a formula da distancia dun

punto a un plano, temos

5Vi4  |-A+4—41+3-91+12|
14 VI+4+9

5=19—-144 = A =1 e obteriamos o punto Q.

= 5= |19 —141]

12 121029
—5=19-141 = A== =|0'(->,—>,— )

3. Se chamamos x e y aos radios das duas circunferencias tanxentes interiores @ dada, entdn

verificarase que

2x+2y=20=>y=10—x

Polo tanto, a funcidon a maximizar estd dada por

A(x) = m*10? — [mx? + w(10 — x)? ]
A'(x) = —2nx + 2n(10 — x)

A'(x) = 0 © x =5 (punto critico)

A"(x) = —4n < 0= A"(5) < 0 (maximo)

Polo tanto, a area da rexién sombreada resulta maxima cando se divide o didmetro da
circunferencia de partida en duas partes iguais, é dicir que as circunferencias tanxentes
interiores tefien 10cm. de didmetro

4. a) A funcion f(x) dise derivable no punto x, se existe e é finito o seguinte limite
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i £~ f(x0)
m-——-

X=X X — Xg

1-x
En x < 0,a funcién f(x) = { ex

x’+ax+b sex=0
funciéns continuas e derivables e non anularse o denominador.
En x > 0, a funcion é continua e derivable por ser polindmica.

Para que f(x) sexa continua en x =0

sex <0 p . . .
é continua e derivable por ser cociente de

. — . _x_
@ = lim =11 o

xli;g)af(x) = b= f(0)
Para que f(x) sexa derivable en x =0

1—x \
'(07) = lim —& B ek bl AP s Sl
= lim ——=lim — 2 lim ———— = —
f x-0~ X x>0~ xeX x-0~ e* 4+ xe* =la=-2
2
x“+ax+1-1
’ + = i = i =
Fron = lim—— Ipra=e )

(*) E unha indeterminacion da forma % e aplicamos a regra de L’Hopital

b) Chamase integral indefinida de f(x) ao conxunto de todas as primitivas de f(x).
Represéntase por [ f(x)dx = F(x) + C.

O simbolo [ chamase integral, mentras que f(x)dx recibe o nome de integrando, F(x) é
unha primitiva de f(x) e C é a constante de integracion.

Para calcular [ x2cosxdx, utilizamos o método de integracion por partes:
u = x2 }:du=2xdx
dv = cosxdx v = senx

fxzcosxdx = x?%senx — f2xsenxdx

Volvemos a utilizar o método de integracién por partes
u=2x } N du = 2dx
dv = senxdx vV = —COSX

fxzcosxdx = x%senx + 2xcosx — f 2cosxdx = = x%senx + 2xcosx — 2senx + C



1.

2.

Exemplos de resposta/ Soluciéons
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A

a)A>+1=0 © A®=-I. Polo tanto
[det(A)]? = -1 = det(d) = -1 0= .
A3 = (A0 = (=)0 =1 = det(43°) = 1.
Se A é ademais unha matriz diagonal
a 0 0 a> 0 0 a’= -1
A=<0 b 0), A3=<0 b3 0)= -1 =>{b3— -1
0 0 ¢ 0 0 ¢3 c3=-1
E asi[4 = —1]
b) det(B) = —-1/2#0=>3B7!
BXB—-B=BleX=B1B+B )R 1=B"1+(B1)3

B_lzdetl(B) (Ad(By)" = _2<— f/Z _1)t=((2) —3)
e =0 )06 =045 72
e =G (G 9= _)

2
4
X=B""+(8 1):(0 ;) (12 —166)=(_1;t —1573)

a) (2,0,0) é un punto do plano n
(-1,1,1)
(1,0,1)
Ecuacion xeral do plano n:

x—2 y z

-1 1 1
1 0 1

} son vectores do plano n

=0ex+2y—-2z-2=0

Como a recta e o plano son perpendiculares, como vector director da recta tomamos

o vector asociado ao plano n: (1,2,—1) e a ecuacion da recta sera
x—1 y+2 z-1
1 2 -1

r:

Para calcular o punto de corte da recta e o plano, escribimos as ecuaciéns

paramétricas da recta

x= 14+ 2
r:{y:—2+2}t
z =1-21

E sustituimos na ecuacién xeral do plano
1 +2142(-2420)-1-1-2=0=>1=1

Punto de corte: .

b) Os vectores

AB = (=2,0,-2), AC = (0,1,2) non son proporcionais e polo tanto os puntos non

estan alinados e determinan un plano.
Ecuacion xeral do plano que pasa por estes tres puntos:
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x—2 y z-—3
-2 0 -2|=0ex+2y-2z+1=0
0 1 2

Temos polo tanto dous planos paralelos

mx+2y—z—2=0;
ax+2y—z+1=0
e a distancia entre eles ven dada por

|-2—1| .
dim,a) = —————= > unidades

Vi+4+1

3. a) Teorema de Bolzano: Se f(x) € unha funcidn continua nun intervalo [a,b] € f(a) -

f(b) < 0 (toma valores de distinto signo nos extremos do intervalo), entén existe a lo
menos un punto ¢ € (a, b) no que a funcién se anula: f(c) = 0.

f(x) = 3sen (’Z—C) — cos(x?) continua en [0,n]
f(0) <0
f(m) >0

Polo teorema de Bolzano, 3¢ € (0,n) tal que f(c) = 0.

b) Sumandos: x; 40 — x. Hai que maximizar a funcién
P(x) = x3(40 — x)?
Calculamos os puntos criticos

P'(x) = 3x?(40 — x)? — 2x3(40 — x) = x2(40 — x)(120 — 5x)
x = 0, que evidentemente non maximiza a P(x)
P(x)=0 & {x =40, que evidentemente non maximiza a P(x)
x =24

Posto que
x€(024) = P(x)>0
x €(2440) > P'(x)<0
podemos afirmar que P(x) ten un maximo relativo en x =24. Polo tanto, os
sumandos son 24 e 16 e o produto sera

P(24) = 243 - 16% =
4. a)2=13+c¢c = [c=1
Pendente da recta tanxente no punto (1,2): y'(1) = 3-12=3
Tendo en conta que y = ax? + bx + 1, pasa polo punto (1,2) e que a pendente da sla
recta tanxente neste punto é 3, temos o sistema de ecuacions
2=a+b+1
3=2a+b
Obtendo quela=2 e |[b=—1|

b) Regra de Barrow: Se f(x) é unha funcion continua nun intervalo [a, b] € G(x) é unha
primitiva de f(x) en [a, b], enton

b
[ reoax =6 - 6@

f(i— Inx)dx = In|x| — [Inxdx
Utilizando o método de integracidon por partes:
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1

u=linx =du= X dx } = flnxdxlenx— jdx = x(lnx — 1)
dv=dx = v=x

e utilizando a regra de Barrow

fef(%— Inx)dx = [In|x| = x(lnx—1)]§=1-1=0
1

OPCION B
1. a)
, 1 m 3 , 1 m 3 1
Matriz de Matriz
o ) = <1 2 m); . 4) = <1 2 m m>;
coeficientes 1 4 3 ampliada 1 4 3 1

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:

1 2
= = >

1 4| 2#0 rang(C) = 2

1 m 3

1 2 ml=m?-7m+12

1 4 3
Como
m>*—7m+12=0m=3oum=+4%
Temos:

m=3 = rang(C) =2
m=4 = rang(C) =2
m#3,em#4 = rang(C) =3
Como rang(C) < rang(4) < 3,s6 necesitamos calcular o rango da matriz ampliada nos
casosm=3em=4:
=3

i

=

3

[EnN

=-2 #0= rang(4) =3

=
[\

3

[
N
[N

=4

3

—_
-

Juy

=0= rang(4) =2

4
2 4
4

_
Uy

Discusion:

m =3 = rang(C) = 2 < 3 =rang(4A) Sistema incompatible.

m=4 = rang(C) = 2 = rang(A4) < n® incOgnitas. Sistema compatible
indeterminado.
m=3em#4= rang(C) =3 =rang(4) =n%incdg . Sistema compatible

determinado.

b) Caso [m=4]. Polo visto no apartado anterior, o sistema é compatible

indeterminado e ten infinitas soluciéns. Un sistema equivalente é:

x + 2y =4-4z
x + 4y =1-3z
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e as infinitas solucions son

x=-51+7
y=%/1—%; LER
z= A
2. a)

Punto da recta r: B.(1,1,0)

Vector director da recta r: v, = (1,2,1)

Vector director da recta s: # = PQ = (1,—1,0); B.P = (-1,1,1)

1 2 1
1 -1 0|=-3 #0= rang(P.P,?,,¥;) =3 = [Asrectas crizanse]
-1 1 1
-
UxVs = |1 2 11=@1,-3)
1 -1 0
|det(B-P, 3y, 7| 3 311
d(r,s) = —— = = unidades
|Vx Vs Vivi+9 |11

b) P(0,2,1) é un punto do plano ©
n, = VxVs = (1,1,-3) é un vector perpendicular ao plano =. Polo tanto, a ecuacién
do plano & sera:
x+y—-2-3(z-1)=0

m: x+y—3z+1% 0

3. a) f'(x) = 4x3 —16x = 4x(x? — 4)

x=0
ff) =0 {x =-2
x=2

f'(x)= 12x* - 16
f'(0) = —16 < 0. [Maximo relativo: (0,1)]

f(=2)= f(2) = 32>0. |Minimos relativos: (=2,15), (2,15)]

f(x) funcion polindémica = f(x) é continua no intervalo [-3,3] = f(x) alcanza o
minimo e maximo absolutos no intervalo [—3,3]
f(=3)= f(B)=10

Polo tanto:

|Minim0 absoluto no intervalo [-3,3]: — 15|

|Maximo absoluto no intervalo [—3,3]: 10|

b) A funcion pasa polo punto (1,2)
f=2>=a=2|

f(x) = 2x? + bxinx



Exemplos de resposta /- Soluciéns

f'(x) = 4x + blnx + b

") = 44 b
fe)= 4+
En x =1, a funcién ten un punto de inflexiéon

0=f"(1)=4+b=[b=—4]
Polo tanto: f(x) = 2x? — 4xInx .

Como a funcion In s6 esta definida para niumeros positivos, temos que
[Dom(f (x)) = (0, +0)|

Por outra parte

fle=a4-7="C2
E analizando o signo da segunda derivada:
(0,1) (1, +00)
f (%) <0 >0
fx) concava convexa

4. a) A funcion F(x) € unha primitiva de f(x) se F'(x) = f(x).

Chamase integral indefinida de f(x) ao conxunto de todas as primitivas de f(x).
Represéntase por [ f(x)dx = F(x) + C.
O simbolo |/ chamase integral, mentras que f(x)dx recibe o nome de integrando,
F(x) € unha primitiva de f(x) e C é a constante de integracién.

b) Vértice da parabola: (0,3)

-3 <0 > convexa

Puntos de corte da parabola cos eixos: (0,3), (-1,0), (1,0)

R Puntos de corte das graficas

y=-3x?+3

A }=> (-2:9), (2,-9)

3) Polo tanto

A= [%(=3x +3 +9)dx;

(-1,0 (1,0) A=[-x3+12x]3 =

v

(-2,-9) (2,-9) y=-9



PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS II

(O alumnola deber responder sé aos exercicios dunha das opcions . Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1= 3 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 2 puntos, exercicio 4 = 2 puntos).

OPCION A
-1 1 0
1. Dada a matriz A= 0 1 0],
01 -1

a) Se I ¢ a matriz identidade de orde 3, calcula os valores de A para os que A+Al non ten inversa.
Calcula, se existe, a matriz inversade A—21.

b) Calcula a matriz X tal que XA+ A’ =2X,sendo A’ a matriz trasposta de A.

2. Sexa r a recta que pasa polo punto P(1,-1,-2) e é perpendicular ao plano a:x+2y+3z+6=0. Sexa
s arecta que pasa polos puntos A(1,0,0) e B(-1,-3,-4).
a) Estuda a posicién relativa das rectas r e s . Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula a distancia do punto A(1,0,0) ao plano f# que pasa polo punto P(1,-1,-2) e € paralelo a «.
2
+
3. Debuxa a grifica de f(x)= x—lx , estudando: dominio, puntos de corte cos eixos, asintotas,
X+

intervalos de crecemento e decrecemento, mdximos e minimos relativos, puntos de inflexién e intervalos
de concavidade e convexidade.

4. a) Enuncia o teorema fundamental do célculo integral. Sabendo que J.Ox F(t)dt =x*(1+x), con f

unha funcién continua en todos os puntos da recta real, calcula f(2).
2

2
x +1
b) Calcula > dx
L X +x
OPCION B
1. a) Discute, segundo os valores do pardmetro a, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
ax + 2y + 2z = a
x + y + z =20
2x — 'y + 2z = a

b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso a =0.

y=1
x—z+4=0
a) Calcula a ecuacion do plano a que pasa polo punto Q(0,2,2) e contén a recta r . Calcula a drea do
tridngulo que ten por vértices os puntos de interseccion de & cos eixos de coordenadas.
b) Calcula a ecuacién xeral do plano que contén a recta r e ¢ perpendicular ao plano « .

2.Dada arecta r: {

3. a) Define funcién continua nun punto. ;Cando se di que unha discontinuidade ¢é evitable?;Para que
X

valores de k ,a funcién f(x)= ¢é continua en todos os puntos da recta real?

X +k

b) Determina os valores de a, b, ¢, d para que a funcién g(x)=ax’ +bx’ +cx+d tefia un maximo
relativo no punto (0,4) e un minimo relativo no punto (2,0).

4. Debuxa e calcula a 4rea da rexién limitada pola recta x+y=7 e a grifica da pardbola f(x)=x"+5.

(Nota: para o debuxo das graficas, indicar os puntos de corte cos eixos, o vértice da pardbola e
concavidade ou convexidade)



PAU Codigo: 26

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2010

MATEMATICAS II

(O alumnola debe responder so os exercicios dunha das opcions. Puntuacion mdxima dos exercicios de cada
opcion: exercicio 1 = 3 puntos, exercicio 2 = 3 puntos, exercicio 3 = 2 puntos, exercicio 4 = 2 puntos).

OPCION A

1. a) Pon un exemplo de matriz simétrica de orde 3 e outro de matriz antisimétrica de orde 3.
b) Sexa M unha matriz simétrica de orde 3, con det(M)=-1. Calcula, razoando a resposta, o

determinante de M +M" ,sendo M’ a matriz traspostade M .

. . . - 1 -1 2 2
c¢) Calcula unha matriz X simétrica e de rango 1 que verifique: X '[2 2} = [0 0].

x+y+z-3=0
3x+5y+3z-7=0

a) Calcula a ecuacién xeral do plano 7 perpendicular a re que pasa polo punto P(2,—1,-2).

2.Dada arecta r :{

b) Calcula o punto Q no que r corta a 77 . Calcula o dngulo que forma o plano 7 con cada un dos
planos coordenados.

3. a) Definicién e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.

e +e " —2cosx

b) Calcula: lim 3
x>0 sen(x”)
4. Debuxa e calcula a drea da rexién limitada pola grifica de y=—x"+1 e as rectas tanxentes a esta

pardbola nos puntos de corte da pardbola co eixo OX. (Nota: para o debuxo das gréficas, indicar os puntos
de corte cos eixos, o vértice da pardbola e concavidade ou convexidade).

OPCION B
1. a) Discute, segundo os valores do pardmetro m , o sistema de ecuacidns lineais
mx + y — 2z = 0
x +y + z =0
X -y + Z = m

b) Resélveo, se € posible, nos casos m=0 e m=—1.

x= 3-34
2. Dadas asrectas r:sy=  —44;
=6

a) Estuda a sta posicidn relativa. Se se cortan, calcula o punto de corte e o dngulo que forman res .
b) Calcula, se existe, o plano que as contén.

4x — 3y -12=0
s:
Sy —4z - 4=0

2

3. Debuxa a grafica da funcién f(x)= , estudando: dominio, puntos de corte cos eixos, asintotas,

intervalos de crecemento e decrecemento, madximos e minimos relativos, puntos de inflexién e intervalos
de concavidade e convexidade.

4. a) Calcula J-xln(l + xz)dx (Nota: In = logaritmo neperiano)

b) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do célculo integral.



Criterios de Avaliacion /' Correccion

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 1 punto pola obtencion dos valores de A para os que A+AI non ten inversa.
» 1 punto polo cilculo da matriz inversa de A-2I.

b) 1 punto, distribuidos en:

» 0,5 puntos por despexar X
> 0,5 puntos polos calculos de —A'(A-2I)"

2) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,5 puntos pola obtencién das rectas r e s.
» 1 punto polo estudo da posicién relativa das rectas.
» 0,5 puntos pola obtencién do punto de corte.

b) 1punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola obtencién do plano .
» 0,5 puntos pola obtencién da distancia do punto ao plano.

3) 2 puntos, distribuidos en:

0,25 puntos polo dominio e puntos de corte cos eixes.

0,25 puntos polas asintotas.

0.5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.

0,25 puntos por xustificar que non existen maximos nin minimos relativos.
0,25 puntos por xustificar que non existen puntos de inflexion.

0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

0,25 puntos pola gréfica.

VVYVVYVYYVYYVYY

4) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos polo enunciado do teorema fundamental do célculo integral.
» 0,5 puntos pola obtencién de f(2).

b) 1punto, distribuido en:

» 0.5 puntos pola divisién do polinomio do numerador entre 0 do denominador e a descomposicién
en fraccions simples.
» 0,5 puntos polas integrais e aplicacion da regra de Barrow.

OPCION B
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0.5 puntos pola obtencion do rango da matriz de coeficientes.
» 0.5 puntos polo cdlculo do rango da matriz ampliada.

» 0,5 puntos. Sistema incompatible.

» 0,5 puntos. Sistema compatible determinado.

b) 1 punto, pola solucién do sistema para o caso @ = 0.
2) a) 2 puntos, distribuidos en:

> 1 punto pola obtenciéon dunha ecuacion do plano o.
» 1 punto polo célculo da area do tridngulo.

b) 1 punto, pola obtencién da ecuacién do plano.



Criterios de Avaliacion /' Correccion

3) a) 1 punto, distribuido en:

» 0,25 puntos pola definicién de funcién continua nun punto.
» 0,25 puntos pola definicién de descontinuidade evitable.
» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de k.

b) 1 punto, distribuido en:

» 0,5 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos pola obtencién dos valores de g, b, ¢, d.

4) 2 puntos, distribuidos en:

» 0,75 puntos polas graficas.
» 0,75 puntos pola formulacién do problema.
» 0,5 puntos polo calculo da integral definida.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO
OPCION A
1) a) 0,5 puntos, distribuidos en:
» 0,25 puntos polo exemplo de matriz simétrica.

» 0,25 puntos polo exemplo de matriz antisimétrica.
b) 1 punto

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos por expresar a condicién do rango.
» 0,5 puntos polas ecuaciéns do produto de matrices.

» 0,5 puntos por resolver as ecuacions.
2) a) 1,5 puntos

b) 1,5 puntos, distribuidos en:
» 0,75 puntos pola obtencién do punto de corte.

» 0,75 puntos (0,25 puntos por cada angulo).

3) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola definicién da derivada dunha funcién nun punto.
» 0.5 puntos pola interpretacion xeométrica.

b) 1 punto

4) 2 puntos, distribuidos en:
» 0,5 puntos por representar a parabola.
» 0,5 puntos pola obtencién das tanxentes.
» 0.5 puntos pola formulacién da area.
» 0,5 puntos polo célculo da integral definida.

OPCION B
1) a) 2 puntos, distribuidos en:

» 0.5 puntos pola obtencién do rango da matriz de coeficientes.



Criterios de Avaliacion /' Correccion

» 0,5 puntos polo calculo do rango da matriz ampliada.
» 0,5 puntos. Sistema incompatible

» 0,5 puntos. Sistema compatible determinado.
b) 1 punto (0,5 puntos por cada caso)

2) a) 2 puntos, distribuidos en:
> 1 punto pola posicion relativa

» 0,5 puntos polo punto de corte.
» 0,5 puntos polo dngulo que forman as rectas.
b) 1 punto, pola obtencién da ecuacién do plano.

3) 2 puntos, distribuidos en:
» 0,25 puntos polo dominio e puntos de corte cos eixes.
0,25 puntos polas asintotas.
0.5 puntos polos intervalos de crecemento e decrecemento.
0,25 puntos polo maximo e minimo relativos.
0,25 puntos por xustificar que non existen puntos de inflexion.

0,25 puntos polos intervalos de concavidade e convexidade.

vV V V V VYV V

0,25 puntos pola gréfica.

4) a) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos pola integracion por partes.
» 0.5 puntos pola integral da funcién racional.
b) 1 punto, distribuido en:
» 0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio do calculo integral.

» 0.5 puntos pola interpretacion xeométrica.



Exemplos de resposta /- Soluciéns

CONVOCATORIA DE XUNO

OPCION A

-1+4 1 0
1a A+AI=| O 1+ 4 0
0 1 -1+

2

A+ = (A-1)-(A+1) .

A= 1
Polo tanto, A+ A/ non ten inversa < {/1_ |
3 1 0
A-2I=| 0 -1 0 |A=2I|=(3)"-(-D)=-9=0
0 1 -3
1 1
| | 300 |3 3 0
A=2I)'=—— (Ad(A=2D) ) =——|3 9 3|=| 0 -1 0
( ) |A_21|( ( )i) 5
0 0 3 1 1
0 —— —=
3003

b) XA+ A =2X < X(A-2I)=-A".E, polo apartado anterior, sabemos que A—2I ten inversa.
Polo tanto: X =—A"(A—21)""

B
1 0 O 3 3 3 3
X=/-1 -1 -1} 0 -1 O:1§1
0O 0 1 1 1 333
0 - %/ | o 1 1
3 3 3 3
P(.—12)er x=1+4 A(1,0,0) € 5 x=1-2u
2) a) 193 =>r:iqy=—1+24 AB ) 34 =s:9y= —-3u
Vr—na—(, 9) Z=—2+3ﬁ, Vo= _(_ [ ,_) 7= _4,U
1 2 3 Z Va .
rang (v, ,v,) =rang s 3 4 =2 =>as rectas cortanse ou crizanse. Ademais
1 2 3
rang(v,,v,,PA)=rang| -2 -3 —4|=2 ,logo as rectas cOrtanse.
o 1 2

Punto de corte:

1+ A =1-2u

pu=-1
—14+24A= -3u;=> =|7(3,3,4
ut={12]

2+31= —4pu



Exemplos de resposta /- Soluciéns

P1,-1,-2)ep
b) =S L:(x-D+2(y+D+3(z+2)=0= B:x+2y+3z+7=0
ng=n, = (1,2,3)
1+7 N|
d(A,pB)= |+ | :4 14unidades
J1+4+9 7

3) Dom(f)= —{—1}
Puntos de corte cos eixes:
x=0= f(x)=0

PR ORI S ()

lim f(x) =40
o Asintota vertical
lim f(x)=-o0
x—>—1"
Non existen asintotas horizontais pois lim f(x) =00
x—>to0

Calculo da asintota oblicua:

. X +3x
m= e
S S
2
b= lim(—3 _ y) = lim 232 X_»
o x+1 X300 x+1

Calculo dos puntos criticos:
2x+3)(x+D)—x"—-3x x> +2x+3
fi = ZEIED- _ 2
(x+1) (x+1)
f'(x)=0< x*+2x+3=0, que non ten raices reais.

Polo tanto, non existen maximos nin minimos relativos.
Intervalos de crecemento e decrecemento:

X (=o0,=1) | (=1,+00)
() >0 >0 f(x) é crecente no intervalo (—oo,—1) e
crecent | crecent no intervalo (—1,-+0)
f(x) o .

Calculamos a segunda derivada:

£ = Q2x+2)(x+1)* =2(x+1)(x* +2x+3) _ 4
(x+D* (x+1)°
f"(x)#0 e polo tanto a funcién non ten puntos de inflexion.

Intervalos de concavidade e convexidade:

X (=o0,=1) | (=1,+00)
f"(x) >0 <0
f(x) convexa | concava

Con todos estes datos a grafica da funcidn sera:

f(x) é convexa no intervalo (—o0,—1) e
concava no intervalo (—1,+o)



Exemplos de resposta /- Soluciéns

4) a) Se f(x) € unha funcién continua en [a,b] e F(x) =I: f(®)dt , enton F(x) € derivable en
(a,b) e ademais F'(x)= f(x).

F(x)= jox F(O)dt =x*(1+x) = f(x)=F(x)=2x+3x
e polo tanto:

f(2)=4+12=16

b) O numerador e denominador son funcidns polinémicas do mesmo grao. Polo tanto, en primeiro

lugar, facemos a division:
x +1 I-x
2 = 1 + 2
X +x X +x
e, tendo en conta que x° + x = x(x+1) , facemos a descomposicién en fracciéns simples
I-x A B _Ax+Bx+A:>{A=1

P+x x x+1  x4x B=-2
Polo tanto
1- d 2d
I > a dx:J-dx+J.—x— il
X +x X x+1

e aplicando a regra de Barrow

2 1-x 2
["=——dx=[x+n|x{-2In[x+1]] =2+In2-2In3-1+2In2=1+3In2—2In3 =1+In(8/9)
Lx"+x :




Exemplos de resposta /- Soluciéns

OPCION B
) a 2 2 . a 2 2 a
Matriz de Matriz
1) a) . <=1 1 14 o AA=11 1 1 0
coeficientes ampliada
2 -1 2 2 -1 2 a
Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
1 1
5 1:—3¢O:rang(C)22
ICl=2a-2+A-A+a-4=3a—-6; 3a-6=0a=2
Polo tanto:

a=2=rang(C)=2
a#2=rang(C)=3

Calculamos o rango da matriz ampliada:
a#2=rang(A)=3,pois 3=rang(C)<rang(A)<3

para a =2
2 2 2
1 1 0=A-2-A-4=-6%0
2 -1 2

Concluimos que rang(A) =3, para calquera valor do pardmetro.

Discusion:
a=2=rang(C)=2<3=rang(A). Sistema incompatible. Non ten solucién.
a#2=rang(C)=3=rang(A) =n°incognitas. Sistema compatible determinado. Solucién tnica.

b) . Estamos no caso de sistema compatible determinado e € un sistema homoxéneo. Polo
tanto a solucidn unica € a solucion trivial

x=0,y=0,z=0
2) a)
xQ
x=-4+1
y=1
r: =>r:y y= 1

{x—z+4:0

Z= A

P(-410)er; 00,22)ea
v, =(1,0,1)
QP =(-4,-1,-2)

Estes elementos determinan o plano « :

} vectores directores de o

x y-2 z—2
1 0 I |=0 = |o:x-2y—z+6=0
—4 -1 -2




Exemplos de resposta /- Soluciéns

Vértices do tridngulo: M (—6,0,0); N(0,3,0); P(0,0,6)

L
MN =(6.3.0) ‘o

— MNxMP=l6 3 0|=(18-36.-18)
MP = (6.0.6) R

AN
Area MNP:%‘MNXMP‘:%\/182+362+182 —9J6 u?

v, =(1,0,D) .

b) vectores directores de 7
n, =(1,-2,-1)
P(410)ex

Estes elementos determinan o plano r:
x+4  y-1 z

1 0 1/1=0 = |7:x+y—2z+3=0
1 -2 -1

3) a) Dise que f(x) € continua no punto x = X, , se
hm fC; (%) Hm f(x) = f(x)
Dise que f(x) ten unha descontinuidade evitable no punto x = x, , se
Jlim f(x)
X3
Af(x) ouben 3f(x) pero f(x)#lim f(x)

X

e

f==
X+

non se anula o denominador, pero
X +k=0<x=*J—k

Asi f(x) é continuaen  para k €(0,0).

€ un cociente de funcions continuas en . Polo tanto f(x) serd continua en

0)=4= -d =4
b) Maximo relativo en (0,4) = 80 -
g'0)=0=

.. . g2)=0=>8a+4b+4=0 a=1
Minimo relativo en (2,0) = =

}:g(x)zax3+bx2+4

g'2)=0=12a+4b=0 b=-3
4) x+ y =7 = Puntos de corte da recta cos eixes: (0,7), (7,0)
) f'(x) =2x = Decrecente en (—0,0) e crecente en (0,0)
f=x"+5= . L
Corte cos eixes: (0,5); Vértice (0,5); f"(x) =2 >0 = convexa

S€



Exemplos de resposta /- Soluciéns

Puntos de corte de recta e parabola:

y=T-x ) x=-2 -
=S>x+x-2=0= = Puntos de corte das graficas: (-2,9);(1,6)
y=x>+5 1

\ A
(-2,9)

0,7)
1.6)

S)

»

2 1 (7?0;'\

x+y=7

3 2 1
ot ot | ]
2

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

OPCION A
. 2 -1 , 0 1 =2
Exemplo de matriz Exemplo de matriz
Da = : ; o -1 3
simétrica de orde 3 antisimétrica de orde 3
-1 0 4 2 -3 0

b) M simétrica < (a,=a;) < M =M' < M+ M =2 M. Entén, tendo en conta que M € de
orde 3:
det(M +M") =det2M) =2 det(M) =-8
b
c) X cadrada de orde 2 e simétrica = X = (Z j
c
rang(X)=1=>ac—b" =0, e non todos nulos
a b)(1 -1 2 2 a+2b —-a-2b 2 2
. = - =
b c¢)\2 2 0O O b+2c -b-2c 0 O

temos asi:



Exemplos de resposta /- Soluciéns

a+2b=2
b+2c=0
ac—b*=0

=

2) a) Calculamos as ecuacions paramétricas de r:

x+ y=—z+3

=
3x+5y=—3z+7}

a=2
2 0
b=0;=|X=
0 0
c=0
x=4-1
r:qy=-—1
z= A

Por ser o plano e a recta perpendiculares:
7 Lren|y, =10

Polo tanto:

pasa polo punto P(2,—1,-2)
V4
n. =(-1,0,1)

b) Punto de corte da recta e o plano:

A-2-2-A=0=1=0=[0@4.-10)

Angulo que forma 7 cos planos coordenados:
Plano XY =a:z=0
r:x—z-4=0

Plano YZ=f:x=0

mw:x—z—4=0

Plano XZ=y:y=0

T:x—27—-4=0

n,-n,
}:cos(a,ﬂ)zcos(na,nﬂ)z ‘ ‘ =g:> (a,ﬁ)z%
n,||-|n,
ng,-n,
}:cos(ﬂ,ﬁ):cos(nﬂ,nﬁ)z 2 =g=> (ﬂ,ﬁ)Z%
ngll-n,
n -n,
}DCOS(]/,ﬂ'):COS(I’l},,nﬂ)Z 4 =0= (7/,7[):%
n,|-n,

Sri-1x-2)+(z+2) =0 |7r:x—z-4=0|

3) a) Dada a funcién y= f(x), dise que f(x)é derivable en x=a, se existe e € finito o limite:
limf(a+h)—f(a)

h—0

h

represéntase por f'(a)e chdmase derivadade f(x)en x=a.

v

(N3N P

/]

Interpretacion xeométrica: o cociente M

coincide coa pendente da recta secante que pasa por
(a,f(a)) e (a+h,f(a+h)). A medida que vai diminuindo
a amplitude do intervalo [a,a+h], 0s puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse mais e mais
proximos. No limite, a secante convirtese na tanxente.

Asi: aderivada de f(x),en x=a,coincide coa pendente
da recta tanxente 4 grafica de f(x)no punto (a,f(a)).

b) E unha indeterminacién do tipo % . Aplicamos L’Hopital



Exemplos de resposta /- Soluciéns

lime"+e")‘—2(:osx _lime"—e_"+2senx Oﬁ) lim e"+e " +2cosx _i_
=0 sen(x”) =0 2xcos(x?) I H0Tpi cal™” 2cos(x?) —4x’sen(x*) 2

vértice : (0,1)
4) pardbola: y = —x” +1< Puntos corte eixe 0X: (=1,0),(1,0)
y'=-2x; y"=-2<0 cbncava

A Recta tanxente en (-1,0): y=2(x+1) <> y=2x+2
©02) Recta tanxente en (1,0): y=-"2(x—-1)< y=—2x+2
Polo tanto:
0 2 1 2
©.1) A= Qx+2+x* ~D)dx+ [ (=2x+2+x" ~Ddx
integrando e aplicando a regra de Barrow
3 0 3 !
(-10) 10) A=|Tax+x| + - +x| = zu2
3 L L3 o L3
y=2xf+2 y=-2x+2
OPCION B
) m 1 =2 ] m 1 -2 0
Matriz de Matriz
1)a) o C)=11 1 1 . @A=11 1 1 0
coeficientes ampliada
1 -1 1 I -1 1 m
Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
|C|=2m+4
m=-2=rang(C)=2
I 1 =
. 1:—27&0 m#—-2=rang(C)=3

Calculamos o rango da matriz ampliada:
m#—2, 3=rang(C) <rang(A)<3=rang(A) =3

pero para m=—2

-2 1 0
1 1 0]=6%0
1 -1 -2

Asi, rang(A)=3, Vm



Exemplos de resposta /- Soluciéns

Discusién do sistema:
o m=-2=rang(C)=2<3=rang(A). Sistema incompatible. Non ten solucién.
o m=#—-2=rang(C)=3=rang(A)=n’incognitas Sistema compatible determinado.
Solucién unica.
b) Caso . Queda un sistema homoxéneo e como estamos no caso dun sistema compatible

determinado, a Unica solucién € a trivial: [x=y=2z=0

Caso . Tamén estamos no caso dun sistema compatible determinado e a solucién unica
podémola obter por Cramer:

0 1 =2 -1 0 =2 -1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1 0
-1 -1 1 3 1 -1 1 1 1 -1 -1
X y ;2 1
2 2 2 2

2) a) Determinamos un punto e un vector director de cada unha das rectas r e s:
P.(3,0,-6); v, =(-3,-4.,0)

i j k
v.=[4 -3 0|=(12,16,20). Consideramos v, =(3,4,5); P.(3,0,-1)
0O 5 4

Podemos estudar a posicion relativa utilizando rangos:

r

v -3 4 0
rang{ ] = rang( j =2 = Asrectas cortanse ou crizanse.

v, 3 4 5
P F, 0 0 5
Pero como rang| v, |=rang| -3 —4 0 |=2,asrectas son secantes.
v 3 45

Punto de corte:
43— =12=0

20A+24—4=0= A =1=|P(0,~4,-6)

O éangulo que forman as rectas podemos calculalo como:
|-9-16|
NO+16-4/9+16+25

‘vr .VS

a= (r,s)=arcos

NG
=arcos :arcosjza:%

1%

r

|V

s

b) Como as rectas son secantes, estdn contidas nun plano:

x= =31+43u

0,4-6)erx
=|riyy=—4-41+4u

v _,v. vectores de 7
TS 7=-6 +5u




Exemplos de resposta /- Soluciéns

3) Dom(g)= —{2}

Puntos de corte cos eixes:

=0= =0

X g(x) ~[0.0)
gx)=0=>x=0

lim g(x) =—o0

> } Asintota vertical

lim g(x) =+o0
x—2"
Non existen asintotas horizontais pois lim g(x) =100
xX—>*Fo0

Calculo da asintota oblicua:
2
m=lim ——— =1
Xx—>+oo .X(X — 2)

x /—/+2x_2
x=2 B

- =

b=lim(———x)=1lim

X—>0 x —_ X—>0

Ciélculo dos puntos criticos:
2x(x=2)—x’ B x> —4x

(x) = =

$= Ty T2y
x=0

g=0< {
x=4

Intervalos de crecemento e decrecemento:
X (—00,0) 0,2) 2.4) (4,00)
g'(x) >0 <0 <0 >0
2(0) crecent | decrecent | decrecent | crecent
e e e e

g(x) € crecente nos intervalos (—0,0) e (4,+0) e g(x) € decrecente nos intervalos (0,2) e (2,4).

Calculamos a segunda derivada:
2x—4)(x—2)* =2(x—2)(x* —4x) 8
(x=2)* (-2
g"(0) =—-1<0 = Maiximo relativo: (0,0)
g"(4)=1>0= Minimo relativo: (4,8)
g"(x)#0 e polo tanto a funcién non ten puntos de inflexién.
Intervalos de concavidade e convexidade:

g"(x) =

x (=0,2) | (2,+) g(x) é convexa no intervalo (2,+o0)
g"(x) <0 >0 e concava no intervalo (—0,2)
g(x) cdncava | convexa

Con todos estes datos, a grafica de g(x) serd:



Exemplos de resposta /- Soluciéns

v

P ox=

4) a) Utilizamos o método de integracién por partes:

u=In(l+x*)=du=

1+x2

2
dv:xdx:v:%

dx

X2 x3
= 1= jxln(1+x2)dx = ?1n(1+x2)—j1+x2dx

Como o grao do polinomio do numerador € maior que o grao do denominador, facemos a division

dos polinomios. Asi:

X
1+x°

X )
I="In(l+x )— [ (x-

2 2

X X 1
dx=|—In(l+x)-=—+=In(1+x*)+C
) 5 ( ) ) ( )

b) Se f(x) € unha funcién continua nun intervalo [a,b], existe un punto c € (a,b)tal que

[ feode=fexb-a)

v

Interpretacion xeométrica: A 4rea encerrada pola gréifica de
unha funcién continua nun intervalo pechado, o eixo OX e as
rectas x=a, x=>b € igual 4 drea dun rectangulo de base b—a
e altura f(c), sendo f(c) o valor que toma a funcién nun

punto intermedio c.



PAAU (LOXSE) Codigo: 21

XUNO 2009

MATEMATICAS

(Responder sé a unha das opcions de cada blogue temditico).
BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

a 1 0
Opcidn 1. a) Dada a matriz 4 = [ 1 o J, calcula os rangos de AA’e de A’A, sendo A’ a matriz transposta
a

de A. Para o valor a = 1, resolve a ecuacion matricial AA’X = B, sendo B = [3]
b) Sexa M unha matriz cadrada de orde 3 con det(M) = -1 e que ademais verifica M> + M + I =0 sendo
I a matriz unidade de orde 3. Calcula os determinantes das matrices: M + [ e 3M + 31
Opciodn 2. a) Resolve, se € posible, o seguinte sistema de ecuaciéns lineais:
X + y - z =5
2x + y - 2z = 2
b) Calcula o valor de m, para que ao engadir ao sistema anterior a ecuacion:
X + 2y — z = m

resulte un sistema compatible indeterminado.

BLOQUE 2 gXEOMETRiA! (Puntuacion mdxima 3 puntos)

Opcién 1. Sexa r a recta que pasa polos puntos P(0,8,3) e Q(2,8,5) e sarecta
{x -y + 7 =0
S
y - 2z =0

a) Estuda a posicion relativa de r e s Se se cortan, calcula o punto de corte.
b) Calcula a ecuacion da recta que pasa por P e € perpendicular ao plano que contén are s.

Opcién 2. Sexan 7 o plano que pasa polos puntos A(1,-1,1), B(2,3,2), C(3,1,0) e r a recta dada por
x=T7 y+6 z+3
) -1 2

a) Calcula o dngulo que forman a recta r e o plano r. Calcula o punto de interseccion de r e m.
b) Calcula os puntos da recta r que distan 6 unidades do plano .

r

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Define funcién continua nun punto. ;Qué tipo de descontinuidade presenta a

L +x*
funcién f(x) = ln(l—x) enx=07?

b) Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento, os extremos relativos e os puntos de inflexion
da funcion g(x) = 2x3 - 3x7.

c¢) Calcula a area do recinto limitado pola grafica de g(x) = 2x* - 3x? e a recta y = 2x.
Opcidn 2. a) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do célculo diferencial.
. iy e

b) Calcula un punto da grafica da funcion g(x)= W no que a recta tanxente sexa paralela ao
+e
eixo OX; escribe a ecuacidn desa recta tanxente. Calcula as asintotas, se as ten, de g(x).
InS

¢) Calcula: J ﬁdx ; (Nota: In = logaritmo neperiano)
+e
0

83



PAAU (LOXSE) Codigo: 21

SETEMBRO 2009

MATEMATICAS

(Responder sé a unha das opcions de cada blogue temdtico).

BLOQUE 1 QALXEBRA LINEAL) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

1 2 3
Opcién 1. a) Estuda, segundo os valores de m o rango damatriz M =| 2 m m+2 |.
m 8 12

0 -1 -1
b) Resolve a ecuacion matricial A2X = B, sendo A4 = (2 1] , B= [ O] .

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x — y + z =0
2x = y — z =0
x — 2y + 4z = m

b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso m = 0.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

+1 -1
Opcién 1. Dados os planos nix+y+z-1=0;7m,:y-z+2=0;earecta r:izzT:Z1

a) Calcula o dngulo que forman w, e w,. Calcula o dngulo que formanw e r.

b) Estuda a posicion relativa da recta r € a recta interseccion dos planos &, e ..

Opcidn 2. a) Calcula a ecuacion da recta que pasa polo punto P(2,3,5) e é perpendicular ao plano

x=—1+2X%
Ty y= 2+2A+1
z= 2430+ p

a) Calcula a distancia do punto P(2,3,5) ao plano &. Calcula o punto de © que esta mdis préximo ao punto
P(2.3.9).

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema de Bolzano. Dada a funcién
f(x) = e* + 3x1In(1 + x?), xustifica se podemos asegurar que a sua grafica corta ao eixo OX nalgun punto do
intervalo [-1, 0].

) ax+b se x<0
b) Calcula os valores de a e b para que a funcién f (x) = (2x)+1 >0
sen(2x se x

sexa continua e derivable en x = 0. .

¢) Calcula a drea do recinto limitado polo eixo OX e a pardbola y = x? -x.

Opcién 2. a) Calcula a ecuacion da recta tanxente 4 grafica de f{x) = (1 + x2)e™* no punto de abscisa x = 0.

b) Calcula o dominio, as asintotas, os intervalos de crecemento e decrecemento e os extremos relativos
2

da funcién f(x)=—; .
x =1

¢) Enuncia e interpreta xeometricamente o teorema do valor medio do cdlculo integral.
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Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE XUNO

Bloque 1 gAlxebra lineal) (3 puntos)
OPCION 1I:

a) 2 puntos

0.5 puntos polo rango de AA"

0,5 puntos polo rango de A'A

1 punto polo célculo da matriz X

b) 1 punto

0,5 puntos polo det(M + I)

0,5 puntos polo det(3M + 31)

OPCION 2:

a) 1,5 puntos

0,5 puntos por deducir que ten infinitas solucions
1 punto por obter as infinitas solucions

b) 1,5 puntos

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes

0,5 puntos por deducir que o rango da matriz ampliada
ten que ser 2

0,5 puntos por obter o valor de m

Bloque 2 (Xeometria) (3 puntos)

OPCION 1I:

a) 1,5 puntos

1 punto polo estudo da posicién relativa

0.5 puntos polo cédlculo do punto de corte

b) 1,5 puntos

1 punto pola obtencién do vector director da recta
0.5 puntos pola ecuacion da recta

OPCION 2:

a) 1,5 puntos

0.5 puntos pola ecuacion do plano

0,5 puntos polo dngulo que forman a recta e o plano
0,5 puntos polo célculo do punto de corte.

b) 1,5 puntos

0,75 puntos pola igualdade que expresa que un punto
da recta dista 6 unidades do plano
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0,75 puntos pola obtencién dos dous puntos da recta
que distan 6 unidades

Bloque 3 (Analise) (4 puntos)

OPCION 1I:

a) 1 punto

0,5 puntos pola definicion de funcion continua nun
punto

0.5 puntos polo tipo de descontinuidade

b) 1,5 puntos

0,75 puntos polos intervalos de crecemento e
decrecemento

0,5 puntos polos extremos relativos (0,25 puntos por
cada un)

0,25 puntos polo punto de inflexion
¢) 1,5 puntos

0,75 puntos pola formulacién do problema (expresion
da &rea como suma de integrais definidas)

0,75 puntos polo célculo da area (0,25 puntos pola
integracién e 0,5 puntos pola aplicacién da regra de
Barrow e obtencién do resultado)

OPCION 2:

a) 1 punto

0,5 puntos: enunciado do teorema do valor medio do
calculo diferencial

0.5 puntos: interpretacion xeométrica do teorema do
valor medio do célculo diferencial
b) 1,5 puntos

0,5 puntos polo célculo do valor de x no que se anula
a derivada de g(x)

0,5 puntos pola ecuacion da recta tanxente
0,5 puntos polas asintotas

¢) 1,5 puntos

1 punto polo célculo da integral indefinida

0,5 puntos pola aplicacién da regra de Barrow e
obtencidn do resultado



Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)
OPCION 1:

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos por obter m = 4.

0,5 puntos por rang(M) =3 se m # 4
0,5 puntos por rang(M) = 1 se m = 4.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0.5 puntos pola obtencién de A*

0,5 puntos polo calculo de (A?)"! ou pola formulacion
do sistema de ecuaciéns expresando X como unha
matriz 2x1.

0.5 puntos pola obtencién da matriz X.
OPCION 2:

a) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes.
0.5 puntos polo rango da matriz ampliada.

1 punto pola discusion do sistema:

= 0,5 puntos. Sistema Incompatible.

= (0.5 puntos. Sistema Compatible Indeterminado.
b) 1 punto pola resolucién do sistema.
BLOQUE 2 (XEOMETRIA)

OPCION 1:

a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,75 puntos polo dangulo que forman os planos.

0,75 puntos polo dngulo que forman o plano e a
recta.

b) 1,5 puntos, distribuido en:
0, 5 puntos polo cédlculo do vector director da recta

interseccion dos planos ou pola expresion da recta
como interseccion de dous planos.

0.5 puntos polo paralelismo das rectas.

0,5 puntos, as rectas non son coincidentes.
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola obtencién do vector director da recta.
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0.5 puntos pola ecuacion da recta.
b) 2 puntos, distribuidos en:
1 punto pola distancia do punto ao plano.

Ipunto pola obtencién do punto do plano mdis
préximo ao punto dado.

BLOQUE 3 (ANALISE)

OPCION 1:

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema de Bolzano.

0.5 puntos pola interpretacién xeométrica do teorema
de Bolzano.

0.5 puntos pola aplicacion do teorema de Bolzano.
b) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola obtencién de b (condicién de
continuidade).

0,5 puntos pola obtencién de a (condicién de
derivable).

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto pola formulacién do problema.

0,5 puntos pola integracién e aplicacion de Barrow.
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola derivada en x=0.

0.5 puntos pola ecuacién da recta tanxente.

b) 2 puntos, distribuidos en:

1 punto polo dominio e asintotas.

0,5 puntos polos intervalos de crecemento e
decrecemento.

0,5 puntos polo méximo relativo.

¢) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema do valor medio
do célculo integral.

0.5 puntos pola interpretacién xeométrica do teorema
do valor medio do célculo integral.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOOQUE 1 !ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion
a

mdxima 3 puntos)
1+d’
a l1+d’

Opcion 1. a)
IAAT=(1+a*)?—a*=1 +a*+a*>0,Va eR = rang(AA") =2

a
aa = (4N
{1 0 a

0

QI O =

a 1 14a° a a
. 3 a 1 0 3
AA =1 0 11 o = a 1 0
0 « “ a 0 4
1 2
+a a=1¢0
a 1 = rang('AA)=2

|’A/1|=az(1+az)—a2 -a*=0

. (2 1}
AA' = JIAAT =3 £ 0 = 3(AAY
12
2/ 1
oo 5 A
/373

b) M +M+I1=0= M +I = -M°
det(M +I) = det(-M?) = (=1)*- (=1)* =1
det(3M+31) = det(3(M+])) = (3) - det(m+I) = 33+ 1 =27

Opciodn 2. a) As infinitas solucions do sistema vefien
dadas por:

x=t-3
x+y=5+z
=| y=8 |[;teR
2x+y=2+2z
z=t1
b)
] 1 1 -1
Matriz de
) =2 1 =21
coeficientes
1 2 -1
) 1 1 -1 5
Matriz
) =121 =2 2
ampliada
1 2 -1 m

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:
|C|=—1-4-2+1+4+2=0

11 = rang(C) =2
) 1:_1¢0
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Para que sexa un sistema compatible indeterminado,
terd que ser rang(A) = 2, xa que entén

rang(C) = rang(A) = 2 < 3 = n°de incognitas

Como rang(A) >rang(C)=2,rang(A) =2 < det(A) =0.
Enton:

1 1 5
0=12 1 2 =m+20+2—5—4—2m=—m+13=>
1 2 m

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién mdxima

3 puntos)

Opcioén 1. Determinamos un punto, un vector director
e as ecuacions paramétricas de cada unha das rectas
res:

v, =P0=(2,0,2 j o
Vr;’ OQ8_3( sy )}: re y= 8
(08,9 er = 3 + u
x=-TH2h {Ps(—7,0,0)es
sS4y = 2\ —
L A v, =(2,2,1)
a)
(ﬁ _>) 2 2 2 = asrectas
rang(v.,v.) =ran =2=
L g 2 21
cortanse ou crizanse, pero como
2 0 2
rang(;,,\z,ﬁ)zrang 2 2 1 |=2= as
-7 -8 -3

rectas cortanse.

Calculamos o punto de corte:

2t-8+7=0
}:> t= 12;Punto de corte: |(1,8.4)

8—6—4r=0

b) Un vector director da recta perpendicular
ao plano que contén as rectas r ¢ s € 0 vector

i j k
vxv =2 0 2/=(-4,2,4)
2 21

Polo tanto, as ecuaciéns paramétricas da recta pedida
seran:

x= =2t
y=8+2t
7=3+4¢

Opcidn 2. Calculamos a ecuacion do plano 1 que pasa
polos puntos dados:



Exemplos de resposta / Solucions

x—=1 y+1 z-1
1 4 1| =0<=-6(x-1)+3(y+1)-6(z-1)=0
2 2 -1

¢ dicir,t = 2x —y 427 -5 =0.

a) Vector normal ao plano n: 7i_ = (2,-1,2). Vector
director da recta r: v, = (2,-1,2). Como os dous
vectores son proporcionais, podemos afirmar que a
recta e o plano son perpendiculares.

Para calcular o punto de interseccién da recta co
plano, consideramos as ecuacidns paramétricas da
recta r:

x= T+2A
riqy= -6-1
z= -3+2\

e substituimos na ecuacién do plano:

2(7 420) —(=6 L) +2(-3 +2A) 5=0=A=-1

e polo tanto o punto de corte €: .

b) A condicién de que un punto (7 +2A,—6—A,—3 +21)
da recta r diste 6 unidades do plano &, vén dada pola

igualdade:
6= [2(7+2))-(-6-1)+2(-3+21)-5]

=132 3)

obtendo asf os puntos da recta: |(9.=7.~1)| e [(1,-3,-9)].

BLOQUE 3 !ANALISE! (Puntuacion mdxima 4

puntos)

de onde:

190491 = 18 @{9“9: 18

OL-9=18

r=1
r=-3

Opciéon 1. a) Unha funcion f{x) dise continua en

x=x,se lim f(x) =f(x,)

In(1+ x*
Afuncién f(x) = Ind+x) non estéa definida en
x =0, pero
. In(1+x? .2
lim ( ):llm x2:0
x>0 X -0 ]+ x

polo tanto esta funcién presenta, en x = 0, unha
descontinuidade evitable. Evitase esta descontinuidade
definindo

In(1+ x*)
— 7 #0
fx)= X
0 sex=0

b) g(x) = 2x* -3x2
g’ (x) = 6x2 —6x
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x=0
gx)=0 < 6x(x-1)=0 < { |
X =

Estudamos o signo de g’(x) nos intervalos (—o°, 0),
0, e (1, ):

X (_0070) (0’1) (I’OO)
g'(x) >0 <0 >0
8 (X) crecente decrecente | crecente

xe(-0,0)= g'(x)>0. A funcién é crecente neste
intervalo.

xe(0,1)= g'(x) <0 .A funcién é decrecente neste
intervalo

xe(1,0)= g'(x)>0. A funcién é crecente neste
intervalo.
Para os extremos relativos, estudamos o signo da
segunda derivada nos valores que anulaban a primeira
derivada

g"(x)=12x-6

g"(0)=-6<0; g"1)=6>0
Polo tanto hai un maximo relativo no punto (0, 0) e
un minimo relativo no punto (1,-1).

Finalmente
"(x)=0< x=1
g"(x) A = Punto de inflexién no
g"(x)=12%0

punto (1/2,-1/2).

c) Calculamos os puntos de interseccidén da recta
y = 2x, con g(x) = 2x* -3x2




Exemplos de resposta / Solucions

b) As rectas paralelas ao eixo OX tefien pendente 0.
Como a pendente da recta tanxente 4 grafica dunha
funcion coincide coa derivada da funcién nese punto,
temos que encontrar os valores que anulan a derivada

de g(x).

x=0
x=2

=1
=)
e polo tanto

A= J‘_O% (2x° =3x* —2x)dx +I02 (2x—2x" +3x7)dx

x(2x* -3x-2)=0=

integrando e aplicando Barrow, resulta

2
0

Opciodn 2. a) Se f(x) € unha funcién continua en [a,b]
e derivable en (a,b), entdn existe polo menos un punto
c € (a,b) tal que

o - 101 @
b-a

Interpretacion xeométrica:

A

131 ,
=—u
32

=

b

Se f(x) € unha funcién continua en [a,b] e derivable
en (a,b), entdn existe polo menos un punto intermedio
c tal que a recta tanxente a grafica de f{x) no punto
(c,flc)) é paralela 4 corda que une os puntos (a, f(a))

e (b.f(b)
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Cef(l+e’) -2 (1+e") et —e™
(1+e")* (1+¢")’

e tendo en conta que e* # 0, Vx eR

g'(x)

g =0¢ - =0e(l-¢)=0
e'=1<x=0

Asi, a recta tanxente 4 gréifica de g(x) no punto
(0, g(0)) é paralela ao eixo OX e vén dada pola
ecuacién

y-80)=¢g’0)(x-0)

enton, como g(0) = 1/4, a ecuacién da recta tanxente

pedida sera: .

Asintotas verticais de g(x):

1 + ¢*> 0 = Non existen asintotas verticais

Asintotas horizontais de g(x):

X

lim —— =

= (1+e")
lim —— = lim—<% =
X400 (] + e") x>0 Do L (1 + ex)

- b=

asintota horizontal.

Asintotas oblicuas de g(x): Non hai.

¢) E unha integral case inmediata
x In5
FQRA L N L W
0 (1+e") 1+e* |, 6 2 3

tamén poderiamos resolvela facendo a substitucién

t=1+e"; dt =e"dx




Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

mdxima 3 puntos)

Opcién 1.
1 2 3

D|M|=2 m m+2/=-m’+8m-16;
m 8 12

M|=0cm=4

Polo tanto:

>

m#4=rang(M)=3

» m=4=rang(M)=1 (2" fila=2x1%ila, e 3" fila

=4x1%ila)
-1y (=2 1)
-1 -2 -1)

0O -1\ (0
b) A*= :

2 -1 2
Como A%l = 4 # 0, existe a matriz inversa de A% e
temos: A’X=B < X=(A*>"B

1 1
X =(A") -B=—(Adj(A*)")-B=
(4%) | A2|< li(A%))
1(-1 2 (=1 (-1/4 -1/4)(-1) _(1/4
4l-1 =2) Lo) L2 -12) o) (12
Opcidn 2.
_ 1 -1 1
Matriz de
a) . =12 -1 -1y
coeficientes
1 2 4
. 1 -1 10
Matriz
T M=12 -1 -1 0
ampliada
1 2 4 m

Calculamos os rangos da matriz de coeficientes e da
matriz ampliada:

|C|=-4-4+1+1-2+8=0

1 -1 = rang(C)=2
=1#0 8(C)
2 -1
|A|=m N m=0=rang(A)=2
rang(A) > rang(C) m#0=rang(A) =3

Discusién do sistema:

e m=0 = rang(C) =2 =rang(A) < n’ incognitas.
Sistema compatible indeterminado, infinitas
solucions.
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e m#0=rang(C)=2<3 =rang(A).
Sistema incompatible. Non ten solucion.

b) Caso . As infinitas solucions do sistema
vefien dadas por:

x=2t
X—y=-2
Y =| y=3 |[;teR
2x-y= z
z=1

BLOOQUE 2 ( XEOMETRfA! (Puntuacion mdxima
3 puntos)

Opcién 1.

a) Vector normal ao plano w7 = (1,1,1).
Vector normal ao plano n: 7i , = (0,1,~1).
<1y Ji, >=0 = ex, son perpendiculares.

Vector director da recta r: v = (-2,1,1)
<‘7rsﬁnl>

0
dng(r,m ) = arcsen W =0°

b) Un vector director v darecta s € perpendicular aos

——— =arcsen
(IEAR 7

vectores 7i_ e 7i_,, polo tanto
nl n2

i j ok
vo=n xn, =1 1 1/=(2,1,)
0 1 -1
;5 = ;r
P=0,-1)er = As rectas son paralelas.
R = (03_1’1) &S
Opcién 2.

a) Como a recta e o plano son perpendiculares, un
vector director da recta € o vector normal ao plano:

i j ok
i=2 2 3|=(-1,-2,2)
01 1

Polo tanto, a recta pedida é:
x-2 y-3 z-5
-1 -2 2

b) O punto Q(—1,2,2) em,e i =(-1-2,2) é un vector
normal ao plano &. Polo tanto

nix+2y—-2z+1=0

e aplicando a féormula da distancia dun punto a un
plano

AP, %) |2+6—10+1| 1 o
M) =—F—— = —unidades
| Vi+4+4



Exemplos de resposta / Solucions

DO,

O punto de © mdis préximo a P serd o punto de
interseccion de m coa recta perpendicular a © pasando
por P. Esta recta, xa obtida no apartado a), ten por
ecuacions paramétricas

x=2—1t
r:ay=3-2t
7=5+2¢

polo tanto, un punto xenérico desta recta vén dado por
(2—t, 3-2t, 5+21) e sustituindo na ecuacién de &

2-1+6-41-10-4r+1=0=9-1=0=1=- I/
e polo tanto, o punto de © mdis préximo a P ¢
094,295 .43

BLOQUE 3 !ANALISE! (Puntuacion mdxima 4

puntos)

Opcion 1. a) Teorema de Bolzano: se f(x) é continua
en [a,b] e fla) - fib) <0, ¢ dicir fla) e f(b) son de
distinto signo, entén existe polo menos un punto
c € (a,b) tal que fic) = 0.

Interpretacion xeométrica:

A

a\/ \d)!

Se unha funcién continua nun intervalo pechado toma
valores de distinto signo nos extremos do intervalo,
entén a funcién corta ao eixo OX polo menos nun
punto.

f(x) continua en [-1,0]

(=1 =%—3ln2<0 = 3ce(-1,0)/ f(c)=0

f(O)=1>0

b) Para que sexa continua en x=0

i 709~ s ) =

lim f (x) = lim (sen2x+1) = 1; =
fO)=>b

para que tamén sexa derivable en x=0

F0) = tim MO _ i ah+1=1_
h=0 h h—0 h

sen2h+1-1 _ i

2h
sen2h_,

FO9=1i

—0" h—0" h h—0" h

de donde

x2 x=0
c)——x=0=>
4 4

Asi, os puntos de corte da pardbola co eixo OX son
0,0) e (4.0)

X
=1
Y73
y'=0=x=2;=vértice(2,-1) -
f2)=-1

Como ¢ a drea dunha rexién situada por debaixo do
eixo OX, a area serd

4 x* X ) 16 8 ,
A=—[ (G-—x)de=| | =8-—="u
0" 4 2 12,

Opcidn 2. a) A ecuacion da recta tanxente 4 grafica
de f(x) = (1+x%)e™ no punto correspondente a x = 0,
vén dada por

y=f0)=f(0)(x-0)

e como
f0)=1
() =2xe™ - (1 + x)e™ = f7(0) =-1

a ecuacion da recta tanxente pedida é:

b) Como é unha funcién racional, analizamos cando
se anula o denominador

X¥-1=0ex==+1
e polo tanto Dom(f)=R - {—1,1}.
x=-1

Asintotas verticais:
x=1

Asintotas horizontais:
2

lim ——=1= y =1 € unha asintota horizontal

x—to x _1



Exemplos de resposta / Solucions

Non hai asintotas oblicuas.

2x(x* =1)-2x° B

—2x

)= oy

(x> =1’
f'(x)=0<x=0

Estudamos o signo de f’(x) nos intervalos (—~,-1),
(_1,0)7 (071) € (l’oo)

x € (—o,~1) = f"(x) > 0. A funcidn € crecente neste
intervalo.

x € (-1,0) = f(x) > 0. A funcion € crecente neste
intervalo

x € (0,1) = f(x) <0. A funcién é decrecente neste
intervalo

x € (1,0) = f1(x) < 0. A funcién € decrecente neste

intervalo.
X | (—o,—D)| (-10) | (0,1) (1,00)
f(x) >0 >0 <0 <0
f(x) | crecente | crecente |decrecente|decrecente

Para os extremos relativos, estudamos o signo da
segunda derivada nos valores que anulaban a primeira
derivada
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2 -1 +8x°(x*—1) _ 6x7+2
(x*-Dn* (x*=1)°

f'(x)=

£7(0)=-2<0

Polo tanto hai un mdximo relativo no punto (0,0).

c¢) Se f(x) € unha funcién continua nun
intervalo [a,b], existe un punto ¢ € (a,b) tal que

[ feodr=f(exb-a)

Interpretacién xeométrica:

A

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

C

>

A area encerrada pola grafica dunha funcion continua
nun intervalo pechado, o eixo OX e as rectas x
=a,x = b é igual 4 darea dun rectingulo de base
b — a e altura f{(c), o valor que toma a funcién nun
punto intermedio c.



Ciua PAAU (LOXSE) Coédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2008

MATEMATICAS

(Responder sé a unha das opcions de cada blogue temdtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion mdxima 3 puntos)
-2 m 0

Opcién 1. Dada a matriz 4= 0 0 m
1 -1 0
a) Calcula os valores de m para os que A ten inversa.

b) Para m =1, calcula a matriz X que verifica: X+ A+ X —-2A =0.

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do pardmetro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

2x + 3y + =z
x - 2y + z

Il
— NS

3x + y + 2z

b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso m = —1.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Sexan u, v dous vectores tales que lul=3,IvI=4,lu—v]=5. Calcula o angulo que forman
os vectores 4 e v . Calcula o produto m.ixto [E,Vﬁxﬂ, sendo uxV o produto vectorial de u e V.

x = 1 + 6)

-3 -1 +1
b) Dadas as rectas r:x3 :y2 =Z_2 ;o shy = 40
z = - 4

estuda a stia posicidn relativa e calcula a ecuacién do plano que pasa polo punto P(1,1,1) e contén a r.

Opcién 2. a) ; Son coplanarios os puntos A(1,0,0), B(3,1,0),C(1,1,1) e D(3,0,—1)? En caso afirmativo, calcula
a distancia da orixe de coordenadas ao plano que os contén.

b) Calcula o punto simétrico do punto P(0,0,1) respecto do plano w : x — 2y + 2z -1 =0.

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4 puntos)

Opcidn 1. a) Definicion e interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.
ax+b sex <-1

b) Calcula os valores de a e b para que a funcién f(x)= {xz Cdrosex>—1

sexa continua e derivable en x = —1.

. - p 1
¢) Calcula a drea do recinto limitado polas pardbolas y = x* —4x; y = —Exz +2x.

Opcidn 2. a) Enunciado do teorema de Weierstrass. Se unha funcidn f(x) € continua en [a,b] e € estritamente
decrecente nese intervalo, ;jonde alcanza a funcién o mdximo e o minimo absoluto?

2 —_—
b) Calcula o valor de m para que: lim 721 ¢0SX _

=0 sen(x”)

¢) Calcula J‘%dx .
X" +4x+
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ciuag PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2008

MATEMATICAS

(Responder sé a unha das opcions de cada blogue temdtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

-1 0 -m
Opcioén 1. a) Estuda, segundo os valores de m , o rango da matriz M ={-1 0 0
2 -m m
b) Para o valor m = 1, resolve a ecuacién matricial MX = 3A’, sendo A = (1 0 1) e A’= matriz transposta
de A. Para este valor de m, ;canto valerd o determinante da matriz 2M?'?

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:
3x - y - 3z = m
x + y - z =1

mx + 3y + 2z 3

b) Resolve, se € posible, o sistema anterior para o caso m = 0.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion mdxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Calcula a distancia da orixe de coordenadas ao plano que pasa polo punto P(1,1,2) e é

) ) J4x + y -z =0
perpendicular 4 recta 7': { o+ oz =0
b) Calcula a drea do triéngulo que ten por vértices os puntos de intersecciéon do plano t : x -2y +2z-3=0
cos eixos de coordenadas. ( E un tridngulo rectdngulo?

x =3 + 2A + 2p
Opcidn 2. a) Dados os planos t, : x =2y + 2z -1=0; n,:qy = 20— 2p
z =1 + A - 3u

estuda a stia posicion relativa e calcula a distancia entre eles.

b) Dado o punto P(2,1,7), calcula o seu simétrico respecto ao plano m, .

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4 puntos)
Opciédn 1. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.

b) Sexa f(x) = e* (2x —1). Calcula os intervalos de crecemento e decrecemento e a ecuacion da recta
tanxente & grafica de f{x) no punto de abscisa x = 0.

¢) Calcula: f; e (2x - 1) dx

Opcién 2. 2) Calcul b f() = ax’* +bx+c se x<0
pcién 2. a) Calcula a, b, ¢, para que riln(4x’) se x>0

sexa continua e derivable en R e tefia un extremo relativo en x = —2. (Nota: In = logaritmo neperiano)

b) Sexa g(x) = x(x —1), 0 <x <2.Razoa se g(x) ten mdximo e minimo absolutos no intervalo [0,2]. En
caso afirmativo, calculaos.

¢) Definicion de primitiva dunha funcion. Enunciado da regra de Barrow.
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Criterios de Avaliacion / Correccion
CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE I (ALXEBRA LINEAL)

Opciodn 1

a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos por despexar X

1 punto polo célculo de (A+])’!

0,5 puntos polos célculos de 2A e 2A-(A+])!
Opcién 2

a) 2 puntos, distribuidos en:

0.5 puntos pola obtencién do rango da matriz dos
coeficientes

0.5 puntos polo rango da matriz ampliada
0,5 puntos. Sistema Incompatible
0,5 puntos. Sistema Compatible Indeterminado

b) 1 punto, pola resolucién do sistema

BLOQUE 2 (XEOMETRIA)
Opcién 1
a) 1 punto, distribuido en

0,5 puntos por obter que os vectores son
perpendiculares

0.5 puntos polo cédlculo do producto mixto

b) 2 puntos, distribuidos en:

1 punto polo estudo da posicidn relativa das rectas
1 punto pola obtencién da ecuacién do plano.
Opcion 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,5 puntos por probar que os puntos son
coplanarios.

1 punto polo célculo da distancia da orixe ao plano
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0.5 puntos pola obtencion da recta perpendicular ao
plano

0.5 puntos polo punto de interseccién da recta co
plano

0.5 puntos polo cédlculo do punto simétrico
BLOQUE 3 (ANALISE)

Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos pola definicion da derivada dunha funciéon
nun punto.

0.5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1,5 punto, distribuido en:

0,75 puntos pola continuidade

0,75 puntos pola derivabilidade

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,75 puntos pola formulacién do problema
0,75 puntos polo calculo da integral definida.
Opcion 2

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos polo enunciado do teorema de
Weierstrass

0,5 puntos pola cuestion relativa ao méximo e ao
minimo da funcién.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto pola aplicacién da regra de L’Hopital
0.5 puntos pola obtencién de m

¢) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola descomposiciéon en fraccions
simples.

1 punto pola integracion

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOQUE I (ALXEBRA LINEAL)
Opcion 1

a) 1 punto, distribuido en:

0,5 puntos por rang(M) =3 se m # 0.
0.5 puntos por rang(M) = 1 se m = 0.
b) 2 puntos, distribuidos en:

1,5 puntos pola obtencién de X.

0,5 puntos polo cédlculo do determinante da
matriz 2M?'.

Opcion 2

a) 2 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos polo rango da matriz dos coeficientes
0.5 puntos polo rango da matriz ampliada

1 punto pola discusion do sistema:

0,5 puntos. Sistema Incompatible

0.5 puntos. Sistema Compatible Determinado

b) 1 punto, pola resolucién do sistema



Criterios de Avaliacion / Correccion

BLOQUE 2 (XEOMETRIA)
Opcién 1
a) 1,5 puntos, distribuidos en

0,5 puntos pola obtencion do vector normal ao
plano

0,5 puntos pola obtencién do plano

0,5 puntos polo célculo da distancia

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0, 5 puntos polo célculo dos vértices

0,5 puntos polo célculo da 4rea

0,5 puntos por ver que non ¢é rectdngulo.
Opcién 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en

1 punto polo estudo da posicién relativa.

0,5 puntos polo cdlculo da distancia entre os
planos.

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencion da recta perpendicular ao
plano

0.5 puntos polo punto de interseccién da recta co
plano

0.5 puntos polo cédlculo do punto simétrico
BLOQUE 3 (ANALISE)

Opcién 1

a) 1 punto, distribuido en:
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0,5 puntos polo enunciado do teorema de Rolle.
0.5 puntos pola interpretacion xeométrica.
b) 1,5 puntos, distribuidos en:

1 punto polo célculo dos intervalos de crecemento e
decrecemento.

0,5 puntos pola obtencién da recta tanxente.
¢) 1,5 puntos, distribuidos en

1 punto pola integracién por partes

0,5 puntos pola aplicacion de Barrow.
Opcién 2

a) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,5 puntos pola obtencién de c (condicién de
continuidade)

0,5 puntos pola obtencién de b (condiciéon de
derivable).

0,5 puntos pola obtencién de a (condicién de extremo
relativo).

b) 1,5 puntos, distribuidos en:

0,50 puntos polo razoamento

0,50 puntos polo maximo absoluto
0,50 puntos polo minimo absoluto

¢) 1 punto, distribuido en

0,5 puntos pola definicién de primitiva.
0,5 puntos pola regra de Barrow.



Exemplos de resposta / Solucions

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE 1 !ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

mdxima 3 puntos)

Opcién 1.
a) A ten inversa & 14| # 0. Calculamos polo tanto o
determinante de A

-2 m 0
|A|= 0 0 ml=m>-2m=m(m=-2)
1 -1 0

asi, A ten inversa para os valores de m distintos de 0
e2:dA'E& me R-{0.2} (1 punto)

b) [ = 1], XA + X =24 & X(A+]) = 2A. Para poder

despexar X estudamos se a matriz A+/ ten inversa
-1 1 0

[A+1]=[0 1 1|=-1+1-1=-1%0= JA+])"
I -1 1

entén, X = 2A(A+D)" .

Calculamos (A+1)" :

(0,5 puntos)

2 1 -1
(A+I)"=L(Adj(A+[))’ =—|-1 -1 0 |=
|[4+1]
1 1 -1
-2 1 -1
-1 1 -1 (1 punto)
1 0 1
e asi:
-4 2 -2 1 -1 6 -2 2
X=10 0 24-11 -1|=]2 0 2
2 20 1 0 1 -2 0 0
(0,5 puntos)
Opcién 2. a)
. 2 3 1
Matriz de
) =1 =2 1
coeficientes
31 2
) 2 3 1 m
Matriz
o AH=11 2 1 2
ampliada
1 2 1

Calculamos o rango da matriz de coeficientes:

2 3
=—T7#0=rang(C)2>2
1 -2 = rang(C)=2
|C|=-8+1+9+6-2-6=0
(0,5 puntos)

Calculamos o rango da matriz ampliada, orlando o
menor de orde 2 non nulo anterior coa columna dos
termos independentes:
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2 3 m
1 =2 2|=—4+m+18+6m—-4-3=Tm+7=T(m+1)
31 1

Polo tanto
m#—1 = rang(A) =3
m=-1=rang(A) =2
(0,5 puntos)
Discusion:
m # —1, rang(C) = 2 # 3 = rang(A), sistema
incompatible, non ten solucién (0,5 puntos)
m=-1,rang(C) =2 =rang(A) < 3 = n° incognitas,
sistema compatible indeterminado, infinitas
solucions. (0,5 puntos)

b) ; estamos no caso dun sistema compatible

indeterminado. Un sistema equivalente ao dado é:

2x+3y = -1-¢
x—2y = 2z
polo tanto
-1-z 3 2 —1-z
2—-z =2 1 2-z 1 5
x= =—=z+—; = =—z—=
-7 7 7 =7 7 7
e as infinitas solucions son:
x=—§X+i
7 7
T (1 punto)
y - 7 p
z=A\

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién mdxima
3 puntos)

Opcién 1. a)

il =3=uu=9

V|=4vv=16

li-v|=5c25= (u-v)(u-v) =uwu+vv-2uv
25=9+16-2uv=>uv=0

O produto escalar de u por v énuloe polo tanto son
dous vectores perpendiculares. (0,5 puntos)

[12,v,10xv] = [16xv,1,v]= (xv)-(ixv) = [iixv]” =
|_72|2'|_‘5|2' 56”2@3) =9-16-1 =144 (0,5 puntos)

b) A partir das ecuacions das rectas podemos comparar
os seus vectores directores:

;:: (3 a2:_2)
‘7.:: (6745_4)

son paralelas ou coincidentes.

—_

} = v, € v, son paralelos = as rectas



Exemplos de resposta / Solucions

Pero o punto Pr(3,1 —1)ere Pr(3,1 ~1) ¢s.Polo tanto
as rectas son paralelas non coincidentes (1 punto)
As coordenadas do punto P(1,1,1) non cumpren as
ecuacions da recta r, e polo tanto P(1,1,1) ¢ r.

P Vi

P
O plano pedido quedara determinado por:
P(1,1,1), punto exterior a r;
;, =(3,2,-2), vector director de r
PP, =(20.-2)
Asi, a ecuacion xeral do plano sera:
x—-1 y-1 z-1
3 2
2 0 -2

-2 |=0,edesenvolvendo o determinante

obtense 2x—y+2z-3=0 (1 punto)

Opcién 2. a)
AB =(2,1,0)
AC=(0,1,1)
proporcionais; polo tanto, o punto A e os vectores

AB ¢ AC determinan un plano 7 que serd o plano
que contén aos puntos A, Be C:

x-1 2 0
y 1 1|=0; m:x-2y+2z-1=0
z 01

} son dous vectores non nulos € non

Como as coordenadas do punto D verifican a ecuacion
anterior, os puntos son coplanarios. (0,5 puntos)

A ecuacion do plano que os contén é:
mix—2y+2z-1=0
A distancia da orixe 0(0 0.,0) ao plano & sera:

dO,n)= / (1 punto)

\/1+4+

b) Sexa r a recta perpendicular a m© pasando por
P(0,0,1), entén r ten como vector director

;r = vector normal a © = (1,-2,2); polo tanto, as
ecuacions paramétricas de r son:

Substituindo na ecuacidén de m, calculamos a
interseccion de r con

A+4rA+2+41-1=06A1=-1/9

e asi, o punto de interseccidon da recta co plano é
M(-1/9,2/9,7/9) (0,5 puntos)

Como M(-1/9,2/9,7/9) é o punto medio de P(0,0,1)
e o seu simétrico P’(x,y,z), entén

-1/9 =x/2
2/9=y/2 y= P’(-2/9,4/9,5/9) (0,5 puntos)
7/9 =z+1/2
BLOQUE 3 QANALISE[ (Puntuacion mdxima
4 puntos)

Opcién 1. a) Dada a funcién y = f(x), dise que f(x) é
derivable en x =a, se existe e € finito o limite:

limf (a"'h],)l'f (@)

Lim represéntase por f “(a) e chamase

derivada de fla) en x = a.
A

(0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica: o cociente w

coincide coa pendente da recta secante que pasa por
(a,fla)) e (a+h,fla+h)). Amedida que vai diminuindo
a amplitude do intervalo [a, a+h], os puntos de corte
determinados polas distintas secantes fanse madis e
madis préximos. No limite, a secante convértese na
tanxente.

Asi: aderivada de f{x),en x = a, coincide coa pendente
da recta tanxente a grafica de f(x) no punto (a, fla)).

(0,5 puntos)
b)

lim f(x)= lim (ax+b)=—a+b
x—>-1" x—>-1"

. . = —a+b=>5,para
lim f(x)= lim (x* —4x)=5
x—>—1" x—>—1"

" " 0 ¢ que sexa continua en x = —1 (0,75 puntos)
Ny=oo- ntos . .
riyy=2x (05 puntos) 4 ser derivable en x=—1 ten que ser continua nese
i punto, polo tanto —a + b = 5 e ademais,
fi(-1)= f( 1+h) VAGR)) — lim —,t{+ah+,l{ /5/ lima—h:a
h—0" h—0" h
f( 1+h) F(=1) 1 2h+h2+/‘( ah-Z —a=—6=b=—1
- = lim — —172  lim(=6+h)=—6
S=10) s P lim (=6 + ) 075 puntos)




Exemplos de resposta / Solucions

©) puntos de corte cos eixos: (0,0), (4,0)
y=x"—4x{y=2x-4; y=0 < x=2

) }2 minimo (2,-4)
y'=2

puntos de corte cos eixos: (0,0), (4,0)
1
y= —Exz +2x1 y'=x+2; y'=0 < x=2

- }:> maximo (2,2)
y'=-

Puntos de corte das parabolas:

=x2 -4x

Y

y=12x>+2x
x=0
x2—4x=—lx2+2x<:>3x2—12x:0:>{
2 x=4

Polo tanto a drea da rexién limitada polas pardbolas
estara dada pola integral definida

A= r(—lxz +2x—x"+ 4xjdx
LA

Calculamos agora a integral anterior:
A= 14(—1)62 +2x—x"+ 4xjdx = .[4(—3)62 + 6xjdx =
o\ 2 o\ 2

4
[—%xS +3x2} =-32+48=16u’

0

(0,75 puntos)

(0,75 puntos)

Opcién 2. a) Teorema de Weierstrass: Se unha
funcién f{x) € continua nun intervalo pechado [a,b],a
funcion alcanza nese intervalo o0 maximo € o minimo
absolutos. (0,5 puntos)

Por ser f(x) continua en [a,b], polo teorema anterior
alcanza nese intervalo o maximo € o minimo
absolutos. Entdén, como por hipotese a funcion é
estritamente decrecente

a < x<b=fla) > fix) = fix) alcanza o maximo
absolutoen x = a

a <x<b=f(b) < f(x) = fix) alcanza o0 minimo

absolutoen x =b (0,5 puntos)
21+
b) }CI_I:% WT(;;” ¢ unha indeterminacion do tipo % .

Utilizamos a regra de L"Hopital ddas veces xa que
despois de utilizala a primeira vez segue sendo unha

indeterminacion do tipo tipo —-

0
. mx*—1+cosx . 2mx-—senx
lim > =1lim =
=0 gen(x”) =0 2x-cos(x”)
lim 22m —coix —= 2m—1 (1 punto)
x>0 2cos(x”)—4x"sen(x”) 2
entén [im ﬂ 0 2m—1=0cm= /

=0 sen(x”)
(0,5 puntos)

¢) Factorizamos o denominador x> + 4x + 3 =0 =

—4+.16-12 x=-1 .
=— = (raices simples)

X =—

descompofiemos o integrando en fraccidns
x+5 A N B A(x+3)+B(x+1)
¥ +4x+3 x+1 x+3 (x+1)(x+3)

e calculamos A e B
x==1=4=24=A4=2

x=-3=2=-2B=B=-1 (0,5 puntos)
polo tanto
x+5
— dx =
J.x +4x+3 '[(x+l x+3) T
=2Inlx+1l-Inlx+31+C (1 punto)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)

mdxima 3 puntos)
Opcién 1.

-1 0 -m
a) |M |= -1 0 O

2 -m m

(Puntuacion

-m*  IM=0m=0

Polo tanto: m # 0 = rang(M) =3 (0,5 puntos)
=0=rangM) =1
(2* e 3*columnas son de ceros) (0,5 puntos)

by [m=1]

M matriz cadrada de orde 3 } - X & unha matriz

A’ matriz columna de orde 3x1
columna de orde 3x1

-1 0 -1) (x) (3 -X -z =3
-1 0 ol |y[FlO=9 =x =0 =
| 1 z) \3 2x -y +z=3
0
X=1-6 (1,5 puntos)
-3
m=1=det(M)=-



Exemplos de resposta / Solucions

det(M?") = (=1)*' = -1 = det@M?') = 2% - (1) = -8
(0,5 puntos)
Opcion 2.

a) Célculo do rango da matriz C dos coeficientes:

3 -
. =4#0=>rang(C)=>2
3 -1 3
1 1 -1=6-9+m+3m+9+2=4m+8
m 3 2
Polo tanto:

m# -2 =>rang(C)=3
m=-2=rang(C) =2 (0,5 puntos)
Cdlculo do rango da matriz ampliada A (polo anterior

xa podemos dicir que ten rango 3 se m # 2), para m
= 2 temos:

3 -1 2
I 1 1[=946-2-4-9+3=3#20=>
2 3 3
rang(A) =3 (0,5 puntos)

Discusion do sistema:

m=-2=rang(C) =2< 3 =rang(A). Sistema incom-
patible, non ten solucion. (0,5 puntos)
m#—2=rang(C)=3=rang(A)=n’incognitas.Sistema
compatible determinado, solucion tnica. (0,5 puntos)

b) Estamos no caso de sistema compatible
determinado, solucion tnica. Resolvémolo por Cramer:

0 -1 -3 3 0 -3
1 1 -1 1 1 -1
3 3 2 03 2
x : R 7
3 -1 0
1 1
0 3 3
sz: A (1 punto)

BLOQUE 2 QXEOMETRiA[ (Puntuacion mdxima
3 puntos)

Opcién 1.
a) Pofiendo z = A, obtemos as ecuacions paramétricas

darectar:
A
=4
y=-x

A

z=

Polo tanto, V= (1/2~1,1)= vector director da recta r
= vector normal aos planos perpendiculares ar.

88

Ent6n o plano «t perpendicular a r pasando polo punto
P(1,1,2) sera:

1/2(x-1) — (y-1) + (z-2) = 0; é dicir
T:x-2y+27-3=0 (1 punto)
e a distancia da orixe 0(0,0,0) ao plano T« sera:

=1 (0,5 puntos)

b) Intersecando o plano cos eixes de coordenadas
obtemos as coordenadas dos vértices do tridngulo:

A(3,0,0); B(0,-3/2,0); C(0,0,3/2) (0,5 puntos)
Polo tanto AB = (=3,-3/20); AC =(=3.03/2);

i J k
IBxAC= |3 32 0|—-—itafoF
1277
-3 0 3/2
AN
1 81 81 81
Area AB —‘ABA‘——-I— +—= 2
ea ABC= > C /16 22 27/8u
(0,5 puntos)
Ademais, como os produtos escalares
AB-AC #0
AB - BC #0 p=Non haidous lados perpendiculares
AC-BC #0

e polo tanto o tridngulo non € rectdngulo. (0,5 puntos)
Opcidn 2.

a) Das ecuacions paramétricas do plano r, dedicese
que un punto deste plano € (3,0,1) e dous vectores do

plano son (2,2,1) e (2,-2,-3). Podemos entén obter a
ecuacion xeral deste plano:

x-3 y z-1
2 2 1 |=0;-4(x3)+8y—8(z-1)=0;
2 -2 =3

m,ix-2y+2z-5=0
Polo tanto, comparando os coeficientes das ecuacions
xerais dos dous planos, temos:

1 2 2 -
—=—=—#— => Os planos son paralelos e
1 2 2 -
distintos. (1 punto)
A distancia entre 7T, e 7, serd
5| 1)|
d(m,,m,)= (0,5 puntos)

Ji+4+4

b) Para obter as ecuacions paramétricas da recta r
perpendicular a t, pasando por P(2,1,7), basta ter en
conta que o vector (1,-2,2) normal a 7, € un vector
director de r. Polo tanto:



Exemplos de resposta / Solucions

xX=2+A
r:iy=1-2A (0,5 puntos)
z=T7+2\

Substituindo na ecuacién de m,, calculamos a
interseccion de r con T,

2+ A=2(1-20) +2(7+20) - 5=0=> A =-1

e asi, o punto de interseccién de r con T, é M(1,3.,5)
(0,5 puntos)

Como M(1,3,5) € o punto medio de P(2,1,7) e o seu

simétrico P’(x,y,z), enton

=
+
\S]

1=

<
+l\)
—_

= P(0,5,3) (0,5 puntos)

+ 0
N

N

2
BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4

puntos)

Opcién 1.

a) Teorema de Rolle: s exa f(x) unha funcién
continua en [a,b], derivable en (a,b) e con fla) =f(b).
Entén, existe algtin punto ¢ € (a,b) no que a derivada
da funcién se anula, f"(c) = 0. (0,5 puntos)

I . I I
a c c b

X

Interpretacion xeométrica:

Baixo as hipdteses do teorema de Rolle, podemos
garantir a existencia de polo menos un punto ¢ en (a,b)
tal que a recta tanxente a grafica de f(x) en (¢ f(c)) é
paralela ao eixe OX. (0,5 puntos)

b) fix) =e* (2x-1)

)= 2x-1)+2e" =e" (2x +1)
ffx)=0e2x+1)=06 x=-1/2 (afuncion
exponencial non se anula en ningtin punto)
Estudamos o signo de f“(x) nos intervalos (—o0,—1/2)
e (—1/2,0): (1 punto)
x € (—0,~1/2) = f"(x) < 0. A funcion € decrecente
neste intervalo.

x € (—=1/2,~0) = f”(x) > 0. A funcidn € crecente neste
intervalo.

X (—00,~1/2) | (=1/2,~o0)
S ) <0 >0
S decrecente | crecente
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A ecuacion da recta tanxente & grafica de f{x) no punto
(0,£(0)) esta dada por: y — f(0) =f"(0)(x—0). Entdn,
como f(0) =-1,e f7(0) =1, a ecuacion da recta
tanxente pedida é&: y=x+1 (0,5 puntos)
¢) Calculamos a integral indefinida polo método de
integracion por partes:
Jer2x-Ddx=e" 2x-1)—[2e'dx=e* 2x-3) + C
u=2x-1=du=2dx
dv=edi=>v=e¢" (1 punto)
e aplicando a regra de Barrow
[, e @x—l)dx =[e* (2x-3)], = e(-1)— (-3) =3 —¢
(0,5 puntos)

Opcién 2.
a)

lil})g f(x)=c

lirg f(x)=0; = ¢ =0, para que sexa continua en

fO)=c

x=0 (0,5 puntos)
2
£10) = lim &y
x>0 1 1 ) 2 — bzl,
710" = tim D) e 2
x—0" 0" 1+ x
para que sexa derivable en x = 0 (0,5 puntos)

Finalmente, analizamos a condicion de extremo
relativo:

f'(x)=2ax+1, sex<0
f'(-2)=—4a+1
f'(-2) =0, por ser un extremo relativo

= a=l

(0,5 puntos)
b) g(x) = x* — x é continua no intervalo pechado [0,2]
xa que ¢ unha funcion polindmica. Polo teorema
de Weierstrass, g(x) alcanza en [0,2]o maximo e o
minimo absolutos. (0,5 puntos)
g'(x)=2x-1
. . 1 1
(x)=0<x= 1} = minimo relativo en (—,——
g =0ex=Y voen (,=7)
g"(x)=2>0
Como nos extremos do intervalo g(0)=0 ; g(2)=2
entén, g(x) alcanza o minimo absoluto en x = 1/2
(0,5 puntos)
e alcanza o mdximo absoluto en x = 2. (0,5 puntos)
¢) Dada unha funcion f(x), dise que a funcién F(x) é
unha primitiva de f{x) se F'(x) =fix) (0,5 puntos)

Regra de Barrow: Se f(x) é unha funcién continua en
[a.b] e F(x) ¢ unha primitiva de f(x), entén ctimprese
que [ fix)dx = F(b) - F(a). (0,5 puntos)



PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2007

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién mdxima 3 puntos)

Opcioén 1. a) Sexan F1, F», F3 as filas primeira, segunda e terceira, respectivamente, dunha matriz cadrada M
de orde 3, con det(M) = -2. Calcula o valor do determinante da matriz que ten por filas F| - F», 2F, F> + F3.

b) Dada a matriz C = [; 1 ], acha duas matrices X e Y que verifican:
xX+y'=cC
xX-rt=c
sendo C' a matriz trasposta de C.

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

mx + y + z =0
x - my - z =1
2x + y + z =0

b) Resolveo, se é posible, no caso m = 2.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima 3 puntos)

Opcioén 1. a) Os puntos A(1,1,0), B(0,1,1) e C(-1,0,1) son vértices consecutivos dun paralelogramo ABCD.
Calcula as coordenadas do vértice D e a area do paralelogramo.

b) Calcula a ecuacion do plano que pasa polo punto B(0,1,1) e € perpendicular 4 recta que pasa polos
puntos A(1,1,0) e C(-1,0,1).

x =

1
Opcidn 2. Dadas asrectas r:qy = 2
2

x_ytl z+42
1 2 2

; =
a) Estuda a sua posicion relativa.

b) Calcula a ecuacion do plano que contén as duas rectas.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

Opcién 1. a) Dada a funcion f—{ “ 1 ¢ ¥
X)=

cion 1. a) Dada a funcion 02 42 se x>2
calcula a para que f{x) sexa continua en x = 2. Para o valor obtido de a, (¢ f{x) derivable en x = 2?

b) Dada g(x) = ax* + bx + ¢, calcula os valores de a, b, ¢ para que g(x) tefia no punto (1, -1) un minimo
relativo e a recta tanxente a grafica de g(x), en x =0 , sexa paralela 4 recta y = 4x.

¢) Enunciado do teorema fundamental do célculo integral. Dada a funcion F (x) =f: e’ dt, ;ten F(x)puntos
de inflexion? Xustifica a resposta.
Opcioén 2. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Rolle.

b) Dada f(x) = x* - 9x, calcula para f{x): puntos de corte cos eixes, intervalos de crecemento e decrecemento,
maximos e minimos relativos, intervalos de concavidade e convexidade e puntos de inflexion.

c¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polo eixe OX e a curva y = x* - 9x.
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Ciua PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2007

MATEMATICAS

(Responder s6 a unha das opcions de cada bloque tematico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién méxima 3 puntos)

m 0 0
Opcion 1. Dadaamatriz 4=[0 0 m
0 -1 mt+l

a) Estuda, segundo os valores de m, o rango de A

b) Para m = -1, calcula a matriz X que verifica X - A + A =2/, sendo / a matriz unidade de orde 3.

Opcidn 2. a) Discute, segundo os valores do parametro m, o seguinte sistema de ecuacions lineais:

x + my + mz = 1
x + my + mz = m
my + mz = 4m

b) Resodlveo, se € posible, no caso m = 1.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion méxima 3 puntos)
Opcioén 1. a) Calcula m para que os puntos 4(2,1,-2), B(1,1,1) e C(0,1,m) estean alifiados.

b) Calcula o punto simétrico do punto P(-2,0,0) respecto da recta que pasa polos puntos 4(2,1,-2) e
B(1,1,1).

x =1 + A

-1 -2
Opcioén 2. Dadas as rectas r:%: z T~ z 35 Sy T 3 0+ 24
z = A

a) Estuda a stia posicion relativa .

b) Calcula a ecuacion do plano que contén a recta » e € paralelo a recta s.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

e¥ senx - x
22+ x*
b) Calcula os vértices e a area do rectangulo de 4rea méxima que se pode construir de modo que a sta
base estea sobre o eixe OX e os vértices do lado oposto estean sobre a parabola y = -x* + 12.

Opcion 1. a) Calcula Ll%

¢) Enunciado do teorema fundamental do calculo integral. Calcula a ecuacion da recta tanxente a grafica
de F (x) :f; [2+c0s(t2) :I dt, no punto de abscisa x=0.

Opcidn 2. a) Enunciado do teorema de Bolzano. ;Podemos asegurar que a grafica de f{x) =x° + 2x* -4 corta
ao eixe OX nalgun punto do intervalo (1, 2)?

., 0 se xf—\/i
b) Dada a funciéon g(X)—{ 20 e x>3

(E g(x) continua en x = -v/2 2, E derivable en x=-v2?

¢) Calcula a area da rexion do plano limitada polas graficas de g(x) e A(x) = | x| .
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CONVOCATORIA DE XUNO

Soamente se puntuard a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques.

Bloque 1 (Alxebra lineal) (3 puntos)
OPCION I:

a) 1 punto

b) 2 puntos, distribuidos en
Célculo de X (0,5 puntos)
Calculo de Y (1,5 puntos)
OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 2 (Xeometria) (3 puntos)
OPCION 1I:

a) 2 puntos, distribuidos en
Calculo do vértice D ( 1 punto)
Célculo da area (1 punto)

b) 1 punto

OPCION 2:

a) 2 puntos

b) 1 punto

Bloque 3 (Analise) (4 puntos)
OPCION I:

a) 1 punto, distribuido en

Célculo de a para que a funcion sexa continua en X
=2 (0,5 puntos)

Estudo da derivabilidade en x =2 (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Enunciado do teorema fundamental do calculo
integral (1 punto)

Punto de inflexion (0,5 puntos)

OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema de Rolle (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema de Rolle (0,5
puntos)

b) 2 puntos, distribuidos en

Puntos de corte cos eixes (0,25 puntos)

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,75 puntos)
Maximos e minimos relativos (0,25 puntos)
Intervalos de concavidade e convexidade (0,5 puntos)
Punto de inflexion (0,25 puntos)

¢) 1 punto

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Soamente se puntuard a primeira pregunta respondida
de cada un dos tres bloques

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (3 puntos)
Opcidn 1.

a) 1,5 puntos

b) 1,5 puntos

Opcidén 2.

a) 2 puntos

b) 1 punto

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (3 puntos)
Opcién 1.

a) 1 punto

b) 2 puntos

Opcién 2.

a) 1,5 puntos
b) 1,5 puntos
BLOOQUE 3 (ANALISE) (4 puntos)
Opcién 1.

a) 1 punto

b) 2 puntos
¢) 1 punto
Opcion 2.

a) 1 punto

b) 1 punto

¢) 2 punto



_ Exemplos de resposiaL L Solucions.

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOOUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacion

maxima 3 puntos)

Opcioén 1.

F,
a) Sabemos que | »| = - 2. Entdn, polas propiedades
Fy
dos determinantes, temos que
Fy-F, -Fy  |2F F
2F, |=|2F,\|=| F,|=2|F,|=-4
Fy+F; F; F; F;

(1 punto)
b) Sumando membro a membro as duas ecuacidns
obtemos 2X = C + (. Polo tanto:

0

11 ] [ 1 2
+
21 11
Da primeira ecuacion obtemos:
1 1} [ 1 3/2]_[ —1/2]
2 1 32 1 2 0
e tendo en conta que Y= (Y"')!, s6 nos resta o calculo
da matriz inversa de Y. Asi;

X=%(C+ ) =1{[

1 372
2

32 1
(0,5 puntos)

Y'1=C-X=[

t

I (Y = 4 0 -12f( |0 2
Y= Gerny DY =4115 o= 2 o
(1,5 puntos)

Opcidn 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
m 1 1 m 1 1 0
C=|1 -m -1 A=|1 -m -1 1
2 1 1 2 1 1 0
Calculo do rango de C: (0,5 puntos)
) =3#0=>rang(C)=2

|C| = -m? +3m -2; IC|=0 = m=1,oum=2

Polo tanto: rang(C)=2,se m=1oum=2

rang(C) = 3, nos demais casos.

Célculo do rango de A: (0,5 puntos)
m 1 0
| RS 1
2 1 0

Polo tanto: rang(A) =2, se m =2
rang(C)=3,sem + 2.
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Discusion: (1 punto)
Se m =1, rang(C) = 2<3 = rang(A4). Sistema

incompatible. Non ten solucién.

Se m =2, rang(C) = 2 = rang(A) < n° incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.

Sem#1em+#2, rang(C) =3 =rang(A) = n°incdg-
nitas. Sistema compatible determinado. Soluciéon
unica.

b) Segundo vimos no apartado anterior, estamos
no caso dun sistema compatible indeterminado con
infinitas solucions. Neste caso, un sistema equivalente
ao dado ¢é:

x - z = 1+2

2x + z = -y
e as infinitas solucions seran:

X 1L t +l;

3 3
y=t; teR
z = _é t J,— 2;
3 3 (1 punto)

BLOQUE 2 XEOMETRIA) (Puntuacién méxima
3 puntos)

Opcidén 1. a) Se ABCD éun paralelogramo, cumprirase
que AB = DC, e polo tanto, se D(x, y, z)
A B

D C

Obtendo asi que o vértice D € a orixe de coordenadas,
D(0,0,0). (1 punto)

A area do paralelogramo vén dada polo modulo do
vector DC X DA. Entén:

— —_

i 7k
DCXDA=|-1 0 1|=(CL1,-1)
1 1 0

(1 punto)

Area=+](-1)* + 1+ (-1 2= 3w

b) Un vector normal ao plano pedido ¢ AC =(-1,0,1)
- (1,1,0) = (-2,-1,1). Como o plano pasa polo punto
B(0,1,1), podemos escribir a ecuacion xeral do plano
2x-0)-@-D)+(E-1)=0

¢ dicir, 2x+y-z=0 (1 punto)
Opcién 2.

a) Vector director da recta r :

director da recta s : v; = (1,2,2).

v, = (0,1,2).Vector

Un punto da recta 7 : P,=(1,2,2). Un punto da recta



_ Exemplos de resposiaL L Solucions.

s:0,=(0,-1,-2)
Polo tanto, ITQ: =(0,-1,-2) - (1,2,2) = (-1,-3,-4).

. . v, 01 2
Consideramos as matrices M =| __ |= ;

v 12 2
ANEEERE
N=| v |=|0
Vi 2

0

1
5| -1#0 = rang(M) = 2, Xa podemos dicir

que as rectas se cortan ou cruzan. Para decidir entre
estas duas posibilidades, recorremos ao rango da
matriz N, € como

|Nj=-2-6+4+4=0= rang(N)=2

as rectas cortanse. (2 puntos)

b) Como son duas rectas secantes, o plano que as
contén queda determinado por un punto dunha recta,
por exemplo P,, que serd un punto do plano e polos
vectores directores das rectas, ¢ dicir v, e v, , que
seran dous vectores contidos no plano. Asi, a ecuacion
do plano sera:
y-2 z-2
0 1 2
1 2 2

x-1

= (); € dicir: 2x-2y+z=0 (1 punto)

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4
puntos)

Opcidn 1.
a) lirr%_ fx)= lirr%_(ax2 +1)=4a +1;
f2)=3

Polo tanto, para que a funcidn sexa continua en x = 2
ten que cumprirse 4a +1 = 3. Asi, a funcion é continua
paraa=1/2. (0,5 puntos)

lin} flx)= ler%+(ez‘x +2)=3;

Calculamos as derivadas laterais:

e i 12222 ] A
f2)= 1}% 5 ,I\»IEI%'E(XJF 2)=2;
2-x
£@%=lim, -l lim &> = -

Polo tanto, a funcién non ¢é derivable en x = 2.
(0,5 puntos)
b)gx)=ax*+bx+c;g'(x)=4ax*+b
gh)=-12>a+b+c=-1
g)=0=>4a+b=0
g0)=4=>b=4

(1,5 puntos)

c¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se
f(x) é unha funcion continua en [a,b], a funciéon

= a=-1;b=4,c=4
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F(x) = J:f(t)dt ¢ derivable e a stia derivada é
F'(x) =f(x). (1 punto)
F(x) = fg e’ dt = F'(x)=e* = F''(x) = -2xe* =
F'(x) = -2e™ + 4x%™
Fo=0=x=0

En x=0, hai un punto de inflexion.
F'0)=2#0
(0,5 puntos)

Opcidn 2.

a) Teorema de Rolle: sexa f{x) unha funcién continua
en [a,b], derivable en (a,b) e con fla) = f(b). Enton,
existe algun punto ¢ € (a,b) no que a derivada da

funcién se anula, f'(¢) = 0. (0,5 puntos)
Interpretacion xeométrica:
A
X‘

b
Baixo as hipdteses do teorema de Rolle, podemos
garanti-la existencia de polo menos un punto ¢ en (a,b)
tal que a recta tanxente 4 grafica de f{x) en (c,f(c)) €
paralela ao eixe OX. (0,5 puntos)

a (¢ C

x=0=>y=0
b)

y=0=>xx29)=0
0,0); (-3,0); (3,0)
f(x)=3x-9; F(x)=0ex=+3
S(x) = 6x; (x)=0=x=0
17(V3)<0; fi-\3)=6V3. Méaximo relativo no punto
(-V3,6V3)
77(3)>0; f(N3)=-6V3. Minimo relativo no punto
(V3,-6V3) (0,25 puntos)

7 x)=6; f7(0)#0; f0)=0.Punto de inflexiéon
no punto (0,0) (0,25 puntos)

Puntos de corte cos eixes:

(0,25 puntos)

Crecemento e decrecemento:

(-0, \3) | (-\3,3)

(\3, +o0)

fx) >0 <0 >0
fx) crecente | decrecente | crecente
(0,75 puntos)
Concavidade e convexidade: (0,5 puntos)
(-OO, 0) (Oa +OO)
[(x) <0 >0
1x) /\ \/
concava convexa




_ Exemplos de resposiaL L Solucions.

A

¢) Os resultado obtidos no apartado b) permitennos
debuxa-la rexion do plano da que queremos calcula-
la area

Area = J; (3 -9x)dx [ 03 (x® -9x)dx =

0
o Xt 9 _ 5 (81 81 :Euz
4 2 ], 4 2) 2

(1 punto)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

I'e

BLOQUE 1 ALXEBRA LINEAL
(Puntuacion maxima 3 puntos)
Opcioén 1.
m 0 0
a) |4|=[0 0 m|=m;|4|=0em=0
0 -1 mtl
Temos asi:

m#0 = rang(4) =3

m=0 = rang(4) =1 (4 ten duas filas de ceros)

(1,5 puntos)

b) Por a), se m = -1, |4| = 1 # 0 e existe a inversa da
matriz A. Ademais, para este valor de m

-1 0 0
A=|0 0 -1|=A4>=Iepolotanto, 4=4"
0 -1 0
Enton
XA+A=21=X=Q2I-A)4A'=24-1;
-1 0 0 1 0 O 30 0
X=210 o0 -1f-|0 1 Of-|O0 -1 -2
0 -1 0 0 0 1 0 -2 -1
(1,5 puntos)
Opcion 2.
a) Matriz de coeficientes Matriz ampliada
1 m m 1 m m 1
C=|1 m m A=1 m m m
0 m m 0 m m 4m

Calculo do rango de C:

1? fila = 2 fila. Eliminamo-la 2 fila.

2? columna = 3? columna. Eliminamo-la 3* columna.
1 m

Om:

m

Polo tanto:
m=0 = rang(C)=1
m#0 = rang(C)=2

Célculo do rango de 4:

1 m 1

L m  m |=4m®+m - m? - 4m*> = m(1 -m)

0 m 4m

Sem =0, 1‘=—1;£0.Sem=1, : 1‘=1¢0
0 01

Polo tanto:

Sem =0, rang(4) =2
Sem=1,rang(4) =2
Nos demais casos, rang(4) =3
Discusion:
Sem =0, rang(C) =1 <2 =rang(A4).
Sistema incompatible. Non ten solucion.
Sem=1, rang(C) =2 =rang(A4) < n°incognitas.
Sistema compatible indeterminado. Infinitas solucions.
Sem#0em#1, rang(C) =2 <3 =rang(A).
Sistema incompatible. Non ten soluciéon. (2 puntos)
b) Para m = 1, temos un sistema compatible indeter-
minado. Un sistema equivalente ao dado ¢

x+y+z=1

y+z=4

Como =1#0, temos: x = -3, y = 4-z. As

infinitas solucidns seran

x=3;
y=4-t; teR
zZ=1,

(1 punto)



_ Exemplos de resposiaL L Solucions.

BLOOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méaxima

3 puntos)
Opcién 1. a) Calculamo-la recta » que pasa polos

puntos A(2,1,-2) e B(1,1,1). Vector director da recta:
AB=(-1,0,3). Punto de r: A(2,1,-2)
Vector director da recta 7: A_é =(-1,0,3)

Punto de » 4(2,1,-2)

x=2-A
=r:s y=1
z=2+3\

Para que os puntos estean alifiados, C debe pertencer a
recta r. Polo tanto

0=2-A
1=1 =m=4
m=-2+3\

(1 punto)
b) Calculamo-lo plano 7 perpendicular 4 recta », polo

tanto o vector 4B ¢ un vector perpendicular ao plano,
pasando polo punto P(-2,0,0):

A_];’J_n=>-x+3z+D=0
D=-2; wx-3z4+2=0
Pen
Calculamo-lo punto M(2-A,1,-2+3)) interseccion da
recta » co plano m:
2-A-3(-2830)+2=0=A=1; M=(1,1,1)

Se P’(x,,z) € 0 simétrico de P(-2,0,0), como M=(1,1,1)
¢ o punto medio de PP’, temos que

2 _ Yo, z_
N
e asi, (2 puntos)

Opcidn 2. a) Das ecuacions das rectas podemos obte-
los seus vectores directores:

;: = (la'la'3)
vy =(1,2,1)
e estudando o rango da matriz formada polas compo-
-1 -3
fientes destes vectores rang(M) = ran R =2,

xa podemos dicir que as rectas se cortan ou cruzan.

Para decidirmos entre estas duas posibilidades,

consideramos agora un punto en cada unha das rectas
P0,1,2)er; O(1,3,1)es; P.O,=(1,2,-1)

€ a matriz

PO, (1 2 A
N=| i 1 -1 3
v 12 1

Como |N=-1-2-6-1+6-2=-6+0 = rang(N)=3
podemos concluir que as rectas se cruzan. (1,5 puntos)
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b) O plano esta determinado polo punto P. e os vectores
v, e v, . Polo tanto, a ecuacion do plano sera

x y-1 z2

I -1 -3|=0;5x-4y+3z-2=0

1 2 1 (1,5 puntos)
BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién mdxima 4
puntos)
Opcién 1.

0

a) E unha indeterminacién do tipo
regra de L "Hopital duas veces

e aplicamos a

e senx + e cosx -1 _

lim e’ senx-x _ i
x=0 2xr+x* %0 4x + 4x°3
lim € (senx + cosx) + e* (cosx - senx)_ +1 1
x=0 4+ 12x? 4 2
(1 punto)
b)
A
(-x,-x2+12 (x,-x2+12)
>
(-x,0) (x,0)

O vértice da parabola ¢ o punto V(0,12). A funcion a
maximizar, area do rectangulo, é

A(x) =2x(-x> +12) = -2x> +24x (1 punto)
Determinamo-lo maximo:
A'(x)=-6x*+24
Ax)=0ex=%2
A" (x) =-12x; A7 (2)=-24<0
Polo tanto,
A(x) alcanza o maximo para x = 2. (0,5 puntos)
Vértices (-2,8),(2,8),(2,0),(-2,0) (0,25 puntos)
Area: 4(2) =32 42 (0,25 puntos)

¢) Teorema fundamental do calculo integral: Se f{x) é
unha funcién continua en [a,b], a funcién F(x) = [ : fHdt
¢ derivable ¢ a sua derivada ¢ F”(x) = f{x). (0,5 puntos)
Ecuacion da recta tanxente a grafica de F(x) no punto

de abscisa x = 0:
Y- F(0) = F'(0)(x-0).
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F(0)= ) (;) [2+cos(£?)]dt=0, e polo teorema fundamental
do célculo integral F'(x) =2 + cos(x*) = F'(0) =3
Polo tanto, a ecuacion da recta tanxente é: y = 3x

(0,5 puntos)

Opcién 2.

a) Teorema de Bolzano: se f{x) é continua en [a,b]
¢ toma valores de signo contrario nos extremos do
intervalo, ¢ dicir f{a)f(b) < 0, entdn existe algiin punto
¢ € (a,b) onde a funcidn se anula, € dicir f{c) = 0.

(0,5 puntos)

A funcién f{x) = x° + 2x* -4 é continua en R e polo tanto
en [1,2], por ser polinomica.

f(H=-1<0; f(2)=60>0

Enton, polo teorema de Bolzano, existe polo menos un
punto ¢ € (1,2) no que a funcion se anula, ¢ dicir f{c) =0
(0,5 puntos)

b) .. _
lim g(x)=0
lim g(x)=0 ¢ = lim g(x) = g(-\2).

g(-\/2)=0

Polo tanto, g(x) é continua en x =-\2. (0,5 puntos)
g2)= lim =0

e X2 (e R2)(x2)
= lim 1 = lm e 22

Dado que g'(-V2) # g'(-\2%), temos que g(x) non é
derivable en x = -\2. (0,5 puntos)
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¢)

} 1 -
-1 1
-x se x<0
h(x) =
x se x>0
Calculamo-los puntos de corte de g(x) con A(x)
x=X
x=-x22=
x=-1
5 x=1
=x’+2=
X=-x o X
0 1 ¥ x2 0
A= J._l(' 242 +X)dX + IO (_x2 +2 -x)dx = -§+5+2x ]
3 42 1
+ _x__x_+2x :luz
32 0 3 (2 puntos)
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COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS

(Responder soamente a unha das opcions de cada bloque temadtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién méxima 3 puntos)

m 0 1
Opcidén 1. Dadaamatriz 4= 1 0 m
0o -1 0

a) Calcula os valores do parametro m para os que 4 ten inversa.
b) Para m = 0, calcula 43 e A%.

c¢) Para m = 0, calcula a matriz X que verifica X- 4 =B, sendo B=(0 -1 -1)

Opciodn 2. a) Discute e interpreta xeometricamente, segundo os valores do parametro m, o sistema

2x - y + z =0
X - 2y + z = m
mx - y + z =0

b) Resodlveo, se é posible, para os casos m =0 e m = 2.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima 3 puntos)

Opcion 1. a) Definicidn e interpretacion xeométrica do produto vectorial de dous vectores en R3.
b) Calcula os vectores unitarios e perpendiculares 6s vectores u = (1,-2,2) e v=(1,0, 1).

c¢) Calcula a distancia da orixe de coordenadas 6 plano determinado polo punto (1,1,1) e os vectores
u=(1,-2,2)e v=(1,0,1).

x + 2y - 2z +6 =0
T7x - y - 2z =0
a) Calcula o valor de A para que a recta » € o plano © sexan paralelos. Para ese valor de A, calcula a
distancia entre » e 7.

Opcioén 2. Dado o plano t: 2x + Ay +3=0; e arecta r 1{

b) ;Para alglin valor de A , a recta esta contida no plano ©t? Xustifica a resposta.
¢) ;Para algtin valor de A , a recta e o plano & son perpendiculares? Xustifica a resposta.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)

Opcidn 1. a) Calcula a ecuacion da recta tanxente a grafica de f(x) = (x + 1)e™ no punto de corte de f(x)
co eixo OX.

b) Calcula, para f(x) = (x + 1)e™: intervalos de crecemento e decrecemento, extremos relativos, puntos
de inflexi6n, concavidade e convexidade.

¢) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo integral.
Opcioén 2. a) Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo diferencial.

b) De entre todolos tridngulos rectangulos con hipotenusa 10cm., calcula as lonxitudes dos catetos que
corresponden 6 de area maxima

¢) Calcula o valor de m, para que a area do recinto limitado pola recta y = mx e a curva y = x3, sexa 2
unidades cadradas.
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PAAU (LOXSE) Cédigo: 21
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N [ “RUNIVERSITARIA DE GALICIA

MATEMATICAS

(Responder somente a unha das opcions de cada bloque temadtico).

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién méaxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Sexan 4, B e C tres matrices tales que o produto 4-B-C é unha matriz 3x2 e o produto 4-C" é
unha matriz cadrada, sendo C' a trasposta de C. Calcula, razoando a resposta, as dimensions de 4, B e C.

10 ) . L .
b) Dada M = _ obtén todas as matrices X que conmutan con M, € dicir, verifican X.M = M. X.

c¢) Calcula a matriz Y que verifica M- Y + mly= 1, sendo a matriz dada en b), M a matriz inversa de
M e I a matriz unidade de orde 2.

Opcidn 2. a) Se nun sistema de tres ecuacions lineais con tres incognitas, o rango da matriz dos coeficientes
¢ 3, ;podemos afirmar que o sistema € compatible? Razoa a resposta.
b) Discute, segundo os valores do parametro m, o sistema de ecuacions lineais:
y + mz = 0
X + z =0
mx -y =m
¢) Resolve o sistema anterior para o caso m = 0.

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima 3 puntos)

Opcién 1. a) Dados os vectores u=(1,0,-1), v=(1, 1,0), calcula os vectores unitarios de R3 que son
ortogonais 0s dous vectores dados.

b) Sexa 7 o plano determinado polo punto P(2, 2, 2) e os vectores u = (1,0, -1), v=(1, 1, 0). Calcula o
angulo que forma o plano 7 coa recta que pasa polos puntos O(0, 0, 0) e O(2, -2, 2).

¢) Calcula o punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto do planox -y +z-2=0.
Opcion 2. Os lados dun triangulo estan sobre as rectas

x = 2 + t | 0
x - -z - =
rlz—x'I:L' :—ZH; Bniyy = 2 + t; % Y
1 -1 2 X

z = -l
a) Calcula os vértices do tridngulo. (E un tridngulo rectangulo? Razoa a resposta

b) Calcula a ecuacion do plano © que contén 6 triangulo. Calcula a interseccion do plano m cos eixes
0OX, OY e OZ.

BLOOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacién méxima 4 puntos)
Opcidn 1. a) Calcula os valores de a e b para que a grafica de f(x) = ax + b tefia un minimo relativo no
X

punto 8 ,4) Para eses valores de a ¢ b, calcula: asintotas e intervalos de crecemento e decrecemento de f(x).

. 2 pX
b Calcula lim i
) 0 cos? x-1
¢) Definicion de primitiva e integral indefinida dunha funcion. Enunciado da regra de Barrow.
Opcidn 2. a) Definicion de funcidon continua nun punto. ;Que tipo de descontinuidade ten en x =0 a funcion

: x?
f)="-2
b) Un arame de 170 cm. de lonxitude dividese en diias partes. Con unha das partes quérese formar
un cadrado e coa outra un rectangulo de xeito que a base mida o dobre da altura. Calcula as lonxitudes
das partes nas que se ten que dividir o arame para que a suma das areas do cadrado e do rectangulo sexa
minima

¢) Calcula a 4rea do recinto limitado pola rectay =2 - x ; e a curva y = x°.
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CONVOCATORIA DE XUNO

Soamente se puntuard a primeira pregunta
respondida de cada un dos tres bloques.

Bloque 1 (Alxebra lineal)
OPCION I:

a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en
Calculo de A® (0,5 puntos)
Calculo de A% (0,5 puntos)
¢) | punto

OPCION 2:

a) 2 puntos, distribuidos en

Discusion (1 punto)

Interpretacion xeométrica (1 punto)

b) 1 punto, distribuido en

Resolucion no caso m = 0 (0,50 puntos)
Resolucion no caso m = 2 (0,50 puntos)

Bloque 2 (Xeometria)
OPCION 1:

a) | punto, distribuido en

Definicion do producto vectorial de dous vectores
(0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do producto vectorial de
dous vectores (0,5 puntos)

b) 1 punto.

¢) 1 punto, distribuido en

Determinacion do plano (0,5 puntos)

Célculo da distancia (0,5 puntos)

OPCION 2:
a) 1,5 puntos, distribuidos en
Determinacion de A. ( 0,75 puntos)
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Calculo da distancia (0,75 puntos)
b) 0,75 puntos

¢) 0,75 puntos

Bloque 3 (Analise)

OPCION 1:

a) 1 punto, distribuido en

Célculo do punto de corte co eixo OX ( 0,25
puntos)

Célculo da derivada (0,25 puntos)

Ecuacion da recta tanxente (0,5 puntos)

b) 2 puntos, distribuidos en

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,5
puntos)

Extremos relativos (0,5 puntos)

Puntos de inflexion (0,5 puntos)

Concavidade e convexidade (0,5 puntos)

¢) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema do valor medio do calculo
integral (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema (0,5 puntos)
OPCION 2:

a) 1 punto, distribuido en

Enunciado do teorema do valor medio do célculo
diferencial (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema (0,5 puntos)
b) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacion do problema (0,5 puntos)

Obtencion dos catetos (1 punto)

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacion do problema (0,75 puntos)

Calculo da integral e obtencion de m (0,75 puntos)



CONVOCATORIA DE SETEMBRO

Soamente se puntuard a primeira pregunta
respondida de cada un dos tres bloques.
Bloque 1 (Alxebra lineal)

Opcion 1:

a) 1 punto, distribuido en

Dimension de A (0,5 puntos)
Dimension de B (0,25 puntos)
Dimension de C (0,25 puntos)

b) 1 punto, distribuido en

Formulacion das ecuacions (0,5 puntos)
Solucioén (0,5 puntos)

¢) 1 punto, distribuido en

Célculo de M™! (0,5 puntos)

Calculo de Y (0,5 puntos)

Opciodn 2:

a) 1 punto

b) 1 punto, distribuido en

Sistema incompatible (0,5 puntos)
Sistema compatible indeterminado (0,5 puntos)
¢) 1 punto

Bloque 2 (Xeometria)

Opcion 1:

a) 1 punto, distribuido en

Calculo alculo de # X v (0,25 puntos)
Calculo de | u x v | (0,25 puntos)
Por cada solucion (0,25 puntos)

b) 1 punto, distribuido en

Vector asociado 6 plano (0,25 puntos)
Vector director da recta (0,25 puntos)
Célculo do angulo (0,5 puntos)

¢) 1 punto
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Opcidn 2:

a) 1,5 puntos, distribuidos en

Célculo dos vértices (1 punto)

Tridngulo rectangulo (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos, distribuidos en

Obtencién do plano (1 punto)

Interseccion cos eixos (0,5 puntos)

Bloque 3 (Analise)

Opciodn 1:

a) 2 puntos, distribuidos en

Célculo de a e b (0,5 puntos)

Asintotas (0,75 puntos)

Intervalos de crecemento e decrecemento (0,75
puntos)

b) 1 punto

¢) 1 punto, distribuido en

Definicion de primitiva (0,25 puntos)

Definicion de integral indefinida (0,25 puntos)
Regla de Barrow (0,5 puntos)

Opcidn 2:

a) 1 punto, distribuido en

Definicion de funcion continua nun punto (0,5
puntos)

Tipo de discontinuidade (0,5 puntos)

b) 1,5 puntos, distribuidos en

Expresion a minimizar (0,75 puntos)

Célculo da lonxitude das duas partes nas que se
divide o arame (0,5 puntos)

Comprobacion de minimo (0,25 puntos)

¢) 1,5 puntos, distribuidos en

Formulacioén do problema (0,75 puntos)
Determinacion dos limites de integracion (0,25
puntos)

Calculo da integral (0,5 punto)



. [Exemplos oe resposiel Selucions.

CONVOCATORIA DE XUNO

BLOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL)
(Puntuacion mdxima 3 puntos)

Opcidn 1.
a) |[A| = m? -1. Polo tanto |[4| = 0 & m = £1. Asi,
Aten inversa < m # £1. (1 punto)

b) Se m = 0, utilizando as propiedades do produto

0 -1 0

de matrices 42 =4-A=| 0 0 1 [;A3=4>4A=-I,
-1 0 0

(0,5 puntos)

AP =D -A=14=4. (0,5 puntos)

¢) Tendo en conta a), para m =0, 34! e ademais, por
b), A1 = -A42. Polo tanto X-A = B < X = B-A",

X=0-1-1)-(-4)=(-101) (1 punto)
Opcidn 2.
2 -1 1
a) Matriz de coeficientes : C=| 1 -2 1
m -1 1
2 -1 1 -0
Matrizampliada: A=| 1 -2 1 - m
m -1 1 -0
|ICl=m-2
m # 2 = rang(C) = rang(A) =3
-1 1
m=2: ’_2 1‘= 1 #0 = rang(C) =2;
-1 10
-2 1 2 |rang(A)=2
-1 10
Discusion: (1 punto)

m # 2, rang(C) = rang(A) =3 = n°® de incognitas.
Sistema compatible determinado (S.C.D.). Solucion
Unica.

m =2, rang(C) = rang(A) =2 < n° de incognitas.
Sistema compatible indeterminado (S.C.L.). Infinitas
solucions. (1punto)

Interpretacion xeométrica:

m # 2 , tres planos que
se cortan nun punto P
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m =2, dous planos coincidentes (0 1° ¢ 0 3°) que se
cortan co outro plano 6 longo dunha recta

/

b) Se m=0, estamos no caso dun S.C.D. e como ¢é un
sistema homoxéneo, a solucion tnica ¢ a trivial:

x=0; y=0; z=0; (0,5 puntos)

}

{x=ry=-4-2,z=-31-2/1 € R}; (0,5 puntos)
BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacién méxima

Se m= 2, estamos no caso dun S.C.I.
-y + = - ) - = = - -
y + z 2x ) Vo F 2x )7 x -2
2y +z = 2x 2y +z = 2x z = -3x -2

As infinitas solucions poédense expresar:

3 puntos)

Opcidn 1.

a) Definicion do produto vectorial de dous vectores
en R3. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do produto vectorial de
dous vectores en R3. (0,5 puntos)

b) uxv =(2,1,2);

ﬁx;|=3

Os dous vectores unitarios e ortogonais a # € a v son

o2 lz2 s 2 12
Wl_(_3’ 3’ 3)5 W2 (35 37 3)(1punt0)
x-1 y-1 z-1
¢) A ecuacion do plano sera: | 1 -2 2 |=0;
I 0 1

édicirm:2x-y-2z+1=0 (0,5 puntos)

Utilizando a férmula da distancia dun punto, neste
caso O =(0, 0, 0), a un plano temos:

d(O, m)y=1/3 (0,5 puntos)
Opcién 2.
a) Vector asociado 6 plano 7t = 2,2, 0)
ij ok
Vector director darecta v,= |1 2 -2 |;
7 -1 -2

v, =(-6,-12, -15)

Comor||n<:>\7rLﬁn, e ;ru_inc» 1_);-1_1};:0, temos
quer|mter=-1 (0,75 puntos)

Para A = -1, temos o plano  : 2x - y + 3 = 0. Como



. [Exemplos oe resposiel Selucions.

7 || m, podemos calcular a distancia de » a T como a
distancia entre un punto calquera de r, por exemplo
P.=(0,-2, 1), e o plano m. Polo tanto

dnm)y=d(P., n)= % =5 (0,75 puntos)

b) Vimos no apartado anterior que 7 || Tt < A =-1 e
ademais, para este valor de A, d (1, T) = V5. Polo tanto

Non existe ningtin valor de A para o que a recta r estea
contida no plano. (0,75 puntos)

C)r LT < 17, | i, pero non existe A que faga que
os vectores \_/; =(-6,-12,-15) ¢ N = (2, A, 0) sexan
proporcionais. Polo tanto, non hai ningtn valor de A
para o que » e @ son perpendiculares. (0,75 puntos)

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdxima 4 puntos)
Opcion 1.

a) Punto de corte co eixo OX: (-1,0) (0,25 puntos)
fx)=-=xe™, f(-)=e (0,25 puntos)
Recta tanxente en (-1,0): y = e (x+1) (0, S puntos)
b)f(x)=0=x=0

A funcion ¢ crecente en (-0, 0) e decrecente en

(0, ) (0,5 puntos)
f7(x)=e™(x-1); 1(0) < 0. Hai un maximo relativo no
punto (0,1) (0,5 puntos)
f7(x)=0 e x=1. Cdncava en (-0, 1) e convexa en
(1, ) (0,5 puntos)

[ (x)=e™(2-x); (1) #0. Hai un punto de inflexiéon

no punto (1, 2/e) (0,5 puntos)
¢) Enunciado do teorema do valor medio do calculo
integral. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do célculo integral. (0,5 puntos)
Opcién 2.

a) Enunciado do teorema do valor medio do
calculo diferencial. (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do calculo diferencial. (0,5 puntos)

b)

100 - x2
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Funcion a optimizar:
A(x) = % x /100 - x2,

) 100x - 2x3
A = TT00xz 1

Puntos criticos: x =0 (non vale), x = -5 V2 (non vale),

(0,75 puntos)

(0,25 puntos)

x=5\2 (0,25 puntos)
Xustificacion de que 5\2 corresponde a un maximo:
A7(5\2)<0 (0,25 puntos)

Polo tanto, de entre todolos triangulos rectangulos de
hipotenusa 10cm, o que ten 4&rea maxima corresponde a
un tridngulo rectangulo isdsceles de catetos 5\2 cm.

¢)

y=x
4 y=mx
_Jm R
Jm

Abscisas dos puntos de corte das graficas

x3=mx=>x=0; x=+Vm
Como a area do recinto ten que ser 2 unidades cadradas

0 \m
2= J. m (63 - mx)dx + ,[ o (mx-x3)dx (0,75 puntos)

Integrando

R
4 2 m

e asi m = £2, pero m = -2 non vale, polo tanto
m=2 (0,75 puntos)



. [Exemplos oe resposiel Selucions.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

BLOOQUE 1 (ALXEBRA LINEAL) (Puntuacién

maxima 3 puntos)
Opcion 1.
a) Da hipétese 4 -+ B - C € Msy,, dedicese que
A€ Mayyn, BE My, C € M. Polo tanto C € My, ¢
para que 34 - C', necesariamente m=2 e A € M;yr.
(0,5 puntos)
Da hipétese 4 - C* ¢ unha matriz cadrada, dedtcese
que n=3 e polo tanto B € M3, C € M3y,
(0,5 puntos)
b) Para que existan os produtos X - M e M - X, X ten
que ser unha matriz cadrada de orde 2. Da igualdade

it

b
A° , deducimos que
-1 |c d

a 0
b=0,a=depolotantoX={{ }/a,cER}
c a
(1 punto)
-10
oM =1,M'=] | | (0,5 puntos)

M-Y+M!" Y=1eY=(M-+ M) ecomo

50 -12 0
M+Mt=|  , | obtemosque Y=| ( )

(0,5 puntos)
Opcion 2.

a) Se denotamos por C a matriz dos coeficientes

e por A a matriz ampliada, temos que C € M3,; e

A € M3y, polo que rang(A) <3. Ademais sabemos
que sempre rang(C) < rang(A), entén

3 =rang (C) <rang (A)

ng (V23 = rang(C) = rang (A) =3

Polo tanto, o sistema ¢ compatible. Como o nimero
de incognitas tamén ¢é 3, tratase dun sistema

compatible determinado (S.C.D.). (1 punto)
0 1 m
b) Matriz dos coeficientes: C=| 1 0 1 |;
m -1 0
0O 1 m -0
Matriz ampliada: C=| 1 0 1 -0 |;
m -1 0 - m
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|4]=0
01 = rang(C)=2
=0
10
010
3 se m=0
1 0 0| =-m=rang(4d)=
2 se m=0
m -1 m
Discusion: (1 punto)

Se m # 0, rang(C) = 2 < 3 = rang(A). Sistema
incompatible. Non ten solucion.

Se m =0, rang(C) =2 = rang(A) < n° incognitas.
Sistema Compatible Indeterminado (S.C.L.). Infi-
nitas solucions

¢) Se m = 0, ¢ un sistema homoxéneo e vimos que
eraun (S.C.L.). Para obter as infinitas solucions

- } = Solucions : {(-A, 0,1) /A € R} (1 punto)

X =-Z

BLOQUE 2 (XEOMETRIA) (Puntuacion

mdxima 3 puntos)

Opcidn 1.

ayuxv =(1,-1, 1) (0,25 puntos)

luxv| =13 (0,25 puntos)

Ent6n, os dous vectores unitarios e ortogonais a u e

av son:w =(ﬁ -ﬁ ﬁ)' w =(-£ ﬁ-ﬁ)

! 373737 2 373 3
(0,5 puntos)

b) Vector asociado ¢ plano: 7z = uxv = (1, -1, 1).

(0,25 puntos)

Vector director da recta: v,= 00 = (2, -2, 2). (0,25 puntos)
Estes dous vectores son proporcionais e polo tanto a
recta e plano son perpendiculares (0,5 puntos)

¢) Ecuacion da recta que pasa por O (0, 0, 0) e é per-
pendicular a &

xX=t
N y=t
z=1t
Punto de interseccion de S con 7 P(%, —%, -%).

Este punto P¢é o puntomediode O e oseusimétrico O’

Polo tanto O’(%, -%, %). (1 punto)
Opcion 2.

a) Calculamos as coordenadas dos vértices facendo
a interseccion das rectas r, N r, : A (1, 1, -1)
r,nr,:B(-1,-1,-1) rnr,:CQG3,-1,3)



. [Exemplos oe resposiel Selucions.

C

I

AB=(-2,-2, 0)
AC=(2,-2,4)

(1 punto)
}:E-T&O:Zéuﬁ

Polo tanto, o triangulo ¢ rectangulo en A (0,5 puntos)

b) Podemos calcular o plano © como o plano de-
terminado polo punto 4 e os vectores 4B e AC. Asi

x-1 y-1 z+1
n:l -2 2 01]=0,¢édicirt:x-y-z-1=0
2 -2 4

(1 punto)
Interseccion cos eixos OX, OY e OZ: P(1, 0, 0),
0(0,-1,0)eR(0,0,-1)respectivamente. (0,5 puntos)

BLOQUE 3 (ANALISE) (Puntuacion mdaxima 4

puntos)
Opcidn 1.

, b
2/ =a-=

f(12)=4=>a+4b=8
F(12)=0=a-4b=0

que f(x) = 4x +%

}:a =4,h=1 e temos asi
(0,5 puntos)

Asintota vertical: x =0 (0,25 puntos)

Asintota oblicua: y =mx + n
f('x) _ hm 4X2+1 _4

m = lim

X—00 X X—o00 x2
7 = lim(f (x) - mx) = im( 221 _ 400
X—00 X—o00 X

Polo tanto a asintota oblicua ¢ a recta y = 4x

(0,5 puntos)
, 1 , 1
Como f”(x) =4 = temos que f'(x) =0 & x = i?
(-0, -1/2)| (-1/2,0) | (0, 1/2) | (1/2, )
£ (x) + - - +
f(x) ” N N 7

¢ dicir> Crecente en (-0, -1/2) U (1/2, ©),
Decrecente en (-1/2, 0) u (0, 1/2) (0,75 puntos)
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2. X 2. X 2
b) lim— _ lim>"% _ lim dim ¥ =-1
x-0cos>x-1 x-0 -sen’x x-0 -sen’x x-0
(1 punto)
¢) Definicion de primitiva (0,25 puntos)
Definicion de integral indefinida (0,25 puntos)
Enunciado da regra de Barrow (0,5 puntos)
Opcidn 2.
a) Definicion de funcién continua nun punto
(0,5 puntos)

lim /() =0
A0
definindo £(0) =0 (0,5 puntos)

b) Parte de arame para o cadrado: x cm. Parte de
arame para o rectangulo: (170 - x) cm

} Discontinuidade evitable, que se evita

¥ (170 -x)* v x 170-x
A(x)+ﬁ +—18 ; A()c)—?——9
170 -x
6
X 170 -x
4 3
, " 1 1
A'(x)=0=x=280;4 (x)=§+?>0
Solucion: 80 cm para o cadrado e 90 cm para o
rectangulo. (1,5 puntos)

¢) Abscisas dos puntos de corte das graficas

2-x=x*< { - (0,25 puntos)
x=1
A= f 1 (2 - x - X)dx (0,75 puntos)
A={2x-x—2-x—3}l A=2u2 (0,5 puntos)
2 3, 2 :
y_2-x yox?

/ .

v

2 1




CiUG PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2005

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comun)

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques temdaticos: Alxebra Lineal, Xeometria e Analise. A puntuacion mdaxima de cada pregunta
¢ 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)

1. Ache tédalas matrices 4 = (aij), cadradas de orde tres, tales que a,, =a,, =0 e 4+ A'=4l sendo [ a
matriz identidade de orde tres e A' a matriz trasposta de 4, das que ademais sabese que o seu determinante
vale 10.

2. Discuta e interprete xeométricamente, segun os diferentes valores do pardmetro m, o seguinte sistema:

-x + y - z= -1
4x - 2y + 2z= 2m
-3x — 2y + mz= -4

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

) : . -1 —4 - -
1. Calcule a distancia entre as rectas de ecuacions 7 : {x = yT _Z ; } e s: {x -2 = yTZ _Zz Z 3}‘

2. Demostre que os puntos P=(0,0,4), 0=(3,3,3), R=(2,3.4) ¢ S=(3,0,1) son coplanarios ¢ determine o plano
que os contén.

Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema do valor medio do calculo integral para funcions
continuas.

-1 2
B. Sexa f :[-2,2] < R — R continua en [-2, 2] tal que I 5 f(t)dt :.[1 f(t)dt, (podese asegurar que
existen b e cen[-2,2]talesque b<-1, ¢>-1 e f(b)=f(c)? Xustifique a sua resposta.

2. A. Enunciado da Regra de L’Hopital.

B. Calcule a relacion entre @ e b para que sexa continua en toda a recta real a funcion f:R—> R
definida por

ax

e -1
S(x)= 2x

b se x=0

se x=#0
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cCiuag PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2005

MATEMATICAS

SEGUNDA PARTE

Bloque 4.a. (Responderan a unha das duas preguntas deste bloque so aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas Il durante os cursos academicos 2003/2004 ou 2004/2005. A puntuacion maxima da pregunta
é 2.5 puntos.)

1. A. Definicion de cota superior dunha sucesion de numeros reais. Definicion de sucesion acotada
inferiormente.

4n—1
n+l

B. Demostre que a sucesion de termo xeral a, =
(xustificando que € cota inferior.)

¢ crecente ¢ ache unha cota inferior positiva

2. A. Explique BREVEMENTE o método de integracion de funcions racionais P(x)/Q(x), no caso de que
o polinomio do denominador, Q(x), tefia so raices reais.

B. Calcule J‘% dx.
x(x+

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque so aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion mdaxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. A. Propiedades da funcion de densidade dunha variable aleatoria que segue unha distribucion normal.

B. Se X ¢é unha variable aleatoria normal de media u>0 e varianza ¢? entén P(E <X< 37“} vale:

a) cero

b) ZP(Z < 2L] —1, donde Z é unha variable aleatoria que segue unha distribucion N(0,1).
G

¢) ningunha das anteriores.
Elixa unha das tres respostas xustificando a sta eleccion.

2. A. A media dunha variable aleatoria pode ser negativa:
(a) Nunca  (b) Sempre (c) SO se as probabilidades son negativas  (d) Ningunha das anteriores.

Escolla unha das anteriores respostas e razoe por que as outras tres opcions non son correctas.

B. Se X ¢é unha variable aleatoria discreta de media m, demostre, (empregando a definicion de media) que
a media da variable aleatoria discreta Y, con Y = a + bX, (para calesqueira @,beR) é a+bm.
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RUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2005

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comiin)

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques temdaticos: Alxebra Lineal, Xeometria e Analise. A puntuacion maxima de cada pregunta
¢ 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)
1. Resolva a ecuacion matricial: 4 - X + C = B, sendo
4 1 1 2 0 -1 0o -1 2 1
A= , B= , C= .
[—1 oj {—2 -1 1 oj [1 0 -3 oj

2.Discuta e resolva, segundo os valores do parametro o, o seguinte sistema de ecuacions. Interpréteo
xeométricamente en cada caso:

2x-3y+z=0
x—oy—-3z=0
S5x+3y—-z=0

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. /Que condicion deben cumprir os coeficientes das ecuacions xerais de dous planos para que estes
sexan perpendiculares?

B. Ache o angulo que forman os planos m:2x—y+z—-7=0 e oc:x+y+2z=11.

2. A. Definicion de producto mixto de tres vectores. /Pode ocorrer que o producto mixto de tres vectores
sexa cero sen ser ningtin dos vectores o vector nulo? Razoe a resposta.

B. Para u, v, w, tres vectores no espacio tales que |ﬂ| =2, 5‘ =3e M =35, ache os valores minimo e

maximo do valor absoluto do seu producto mixto.
Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Continuidade lateral dunha funcién nun punto.

X
2 -l se x<0
X
B. Analice a continuidade, no punto x = 0, da funcion f dada por f(x)=
C(;S(x) se x>0
x°+1

2. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do Teorema Fundamental do Calculo Integral para funcions
continuas.

B. Sexa F(x)= J‘g sen(t*)dt. Calcule a segunda derivada da funcion F (sen intentar resolver a integral.)
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ERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2005

MATEMATICAS

SEGUNDA PARTE

Bloque 4.a. (Responderdan a unha das duas preguntas deste bloque sé aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas 11 durante os cursos académicos 2003/2004 ou 2004/2005. A puntuacion maxima da pregunta
é 2.5 puntos.)

1. Calcule:
2 _5n+4 li (Zn_gj
. sp4d— N
o fim (i -sreon) o fim|
2+ x+2
2. Calcule Iz— dx.
x“+3

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdan a unha das duas preguntas deste bloque so aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion mdxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. Todolos dias se seleccionan, de maneira aleatoria, 15 unidades dun proceso de taponado de botellas co
proposito de verificar a porcentaxe de taponados defectuosos. A xerencia decidiu deter o proceso cada vez
que unha mostra de 15 unidades tefia dous ou mais defectuosos. Se se sabe que a probabilidade de realizar
un taponado defectuoso ¢ p, /cal ¢ a probabilidade de que, un determinado dia, o proceso se detefia? (O
resultado debe expresalo en funcion de p.)

Se p =0.1, ;¢ mais probable que nunha caixa non haxa ningun defectuoso ou que sexan todos defectuosos?
Xustifique a stia resposta.

2. Un distribuidor de cristalerias empaqueta as copas en lotes de catro copas cada un. A funcién de masa de
probabilidade do nimero de copas defectuosas en cada lote vén dada por:

k 0 1 2 3 4
P(X=k) 09 | m 0.02 | 0.01 0.005

Pidese:
a) Calcule o valor de m.

b) Calcule a media da variable X.
¢) Calcule a probabilidade de que polo menos o 50% das copas dun lote sexa defectuoso.
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CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion maxima de cada bloque € 2,5 puntos. O
alumno debe resolver s6 un exercicio de cada bloque
tematico e no caso de responde-los dous, soamente
se puntuara o primeiro exercicio respondido dese
bloque.

Bloque 1 (Alxebra lineal)
EXERCICIO I:
Formulacion da condicion A + A= 41 (0, 5 puntos)

Obtenciondea, =a, =a,,=2 (0,25 puntos)
Obtencion de a,, = a,, = 0 (0,25 puntos)
Condiciona, +a, =0 (0,25 puntos)

Formulacion da condicion det(A) = 10 (0, S puntos)

2 0 1 2 0 -1
Solucion A= 0 2 O|ou 4=|0 2 O
-1 0 2 1 0 2
(0,75 puntos)
EXERCICIO 2:

Sexan M a matriz dos coeficientes ¢ M" a matriz
ampliada. Facemos a discusion utilizando o Teorema
de Rouché-Frobenius (tamén se poderia facer polo
método de Gauss).

det(M)= 4 — 2m. Polo tanto det(M) =0 © m = 2
(0, 5 puntos)

Discusion:

1. m # 2, rang(M) = 3= rang(M") = n° incdgnitas.
Sistema compatible determinado. Solucion tnica
(0,5 puntos)

2. m = 2, rang(M) = 2 # rang(M") = 3 pois

1 11 -1
—240 |4 -2 4]=2%20
4 2
3 2 -4

temos neste caso un sistema incompatible (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica:

1. m # 2. Tres planos que se cortan nun punto (0,5
puntos)

m =2. Como non hai un par de planos paralelos, son
tres planos que se cortan dous a dous formando unha
superficie prismatica (planos que se cortan dous a dous
segun rectas paralelas.

Bloque 2 (Xeometria)
EXERCICIO I
Pode resolverse de varias maneiras: formula que da

a distancia entre duas rectas que se cruzan; distancia
de un punto de s ao plano que contén a 7 e a s; pola

63

perpendicular comun;... A puntuacion sera:
Formulacion de como calcula-la distancia (1 punto)
Determinacion da distancia (1,5 puntos)
Utilizando o primeiro dos métodos sinalados temos
A =(0,1,4); A =(2,2,3); A,_A: =(2,1,-1)

u, =(1,3,7); u, =(1,3,4)

rang(u, ,u ) = 2; rang(4 A

o ,u,,u) = 3. Son dias
rectas que se cruzan.

det(4, 4,47

Aplicamo-la formula d(7,s) = ‘ = = ‘
X
r S

i xii | = 3310,

e como |det(ﬂ;,&;ﬁ;)‘ =15;

resulta que d(7,s) = \/ﬁz

EXERCICIO 2:

Este exercicio tamen se pode resolver de varias
maneiras. Por exemplo:

PO = (3,3,1); PR = (2.3,0); PS = (3.0,-3)

rang(PQO,PR PS) = 2. Polo tanto, os puntos son
coplanarios (1,5 puntos)

Como non se especifica cal, podemos dar a ecuacion
vectorial do plano que contén os puntos

X =(0,0,4) +(3,3,-1) + 5(2,3,0) (1 punto)

Bloque 3 (Anailise)
EXERCICIO I:

A. Enunciado do teorema do valor medio do calculo
integral (0,5 puntos)

Interpretacion xeométrica do teorema do valor medio
do calculo integral (0,5 puntos)

B. A aplicaciéon do teorema do valor medio do
calculo integral permite afirmar que 3 b € (-2,--1) tal

que E 7 (t)dt = f(b) (0,5 puntos)

2
3¢ e(1,2) tal que L F(£)dt = f(c) (0,5 puntos)
Polo tanto, tendo en conta a hipdtese, podemos

concluir que

Existen b (-2,--1) e ¢ (1,2) tales que f(b) = f(c) (0,5
puntos)

EXERCICIO 2:
A. Enunciado da Regra de L’Hopital (1 punto)



B. EnR - {0} ¢ continua (cociente de continuas e non
se anula o denominador) (0, 25 puntos)

Estudiamo-la continuidade en x=0. Aplicando a Regra
de L’Hopital, temos linol f(x)=a/2 (0,75 puntos)
X—>

e como f(0) = b, deducimos f(x) ¢ continua en
x=0<+<a=2b (0,5 puntos)

Bloque 4.a

1. A. Definiciéon de cota superior dunha sucesion de
numeros reais (0,5 puntos)

Definicion de sucesion acotada inferiormente (0,5 puntos)

B. A sucesion € crecente posto que

>0 (0,75 puntos)

a a =——————
1

T (n+)(n+2)

Como a sucesion € crecente, enton a, = 3/2 € cota inferior

(0,75 puntos)

2. A. Método de integracion de funcions racionais, no

caso de que o polinomio do denominador sé tefia raices
reais (1 punto)

B-'[ 2x—1

dx=1In
x(x+1)
Descomposicion en suma de fraccions (0,25 puntos).

3

x+1

x+1

X

+C

Determinacion das constantes (0,25 puntos). Integracion
logaritmica (0,25 puntos). Integracion da potencia
(0,5 puntos). Constante de integracion (0,25 puntos).

Bloque 4.b (Estatistica)
EXERCICIO I:

A. Propiedades da funcion de densidade dunha
variable aleatoria que sigue unha distribucion normal
(1 punto)

B. b) . Tipifica-la variable aleatoria (0,75 puntos) e
face-las transformacions (0,75 puntos).

EXERCICIO 2:

A. O apartado B deste exercicio sirve para pofier
contraexemplos de a) e b). Ademais como as
probabilidades non son negativas, c¢) tamén ¢é falso.
(1 punto)

B. Se X ¢ unha variable aleatoria discreta que
toma valores x, con probabilidades p, i = 1,...,n

EX]=Enp-mi BV ]= Y @ +bo)p

(0,75 puntos)
e polo tanto, operando, E[Y]=a+ bm (0,75 puntos)

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada bloque ¢é 2,5 puntos. O
alumno debe resolver s6 un exercicio de cada bloque
tematico e no caso de responde-los dous, soamente
se puntuara o primeiro exercicio respondido dese
bloque.

Bloque 1 (Alxebra lineal)
EXERCICIO I:
Obtencion de X =A"'(B - C) (1 punto)

0 -1
Obter A =[ | 4 (0,75 puntos)

31 4 0
C.ailculodeA'l(B—C)=[_11 1 14 _2](0,75puntos)

EXERCICIO 2:

E un sistema lineal homoxéneo. Sexa M a matriz dos
coeficientes.
M ten menores de orden 2 distintos de cero,

por
3
X ‘=21 IM| =70+ 63

2
exemplo s

Discusion e resolucion:

1. a#-9, rang(M) = 3 =n° incognitas. Sistema compa-
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tible determinado. (0, 5 puntos)

Solucion  tnica x=0,y=0,z=0 (0,25 puntos)
2. a=-9, rang(M) = 2 <n° incognitas. Sistema compa-
tible indeterminado. (0, 5 puntos)

Infinitas soluciéns x = 0; y =A/3; z = A; con A € R
(0,25 puntos)

Interpretacion xeométrica:

1. a #-9. Tres planos que se cortan nun punto (a orixe
de coordenadas) (0, 5 puntos)

-9. Tres planos distintos que se cortan nunha recta
(0, 5 puntos)

Bloque 2 (Xeometria)

EXERCICIO I

A. O angulo a que forman os planos
[M:Ax + By + Cz +D=0
I Ax +By + Cz+D’

0

-7

ven dado pola expresiéon o = arcos o=
Zig



|44+ BB'+ CC'|
A2+ B+ C* A+ B+ C?
polo tanto IT L IT" <

ar cos

|44’ + BB’ =0

(1 punto)
B. Tendo en conta a férmula anterior para o &ngulo que

forman dous planos, resulta que oL = ar cos (%)

e polo tanto o = 7/3 radians (1,5 puntos)

EXERCICIO 2:
A. Dados tres vectores libres
v=,v,vy); v=(w,w

mixto € o numero real

U= (uy,uyuy).

W) o seu producto

Uy u, Uy
[Z[VW]ZZ[ (vVxw)=|V, v, V3| (1 punto)
W, W, Wy

Tendo en conta a expresion anterior, resulta que
[M, Vv, W]: 0 < u, v, w son linealmente depen-
dentes (0, 5 puntos)

B. O valor minimo de ‘[LT, V, _147]‘ serd 0, e correspondera
6 caso de ser i, v, w linealmente dependentes (0,5
puntos)

Tendo en conta que
‘[u v, w]| =[a|[v|¥ ‘sen(V, Vv)| |cos(ii, v x W)
o valor maximo de ‘[U, v, _147:” sera 30 (0, 5 puntos)

Bloque 3 (Anilise)

EXERCICIO I:

A. Definiciéon de continuidade lateral dunha funcién
nun punto (1 punto)

B. Calculamos os limites laterais

lirgl f(x)=1In2 (0,5 puntos)

Yllj})} f(x)=1 (0, 5 puntos)
Como os limites laterais non coinciden, a funcién non
¢ continuaen x =0 (0, 5 puntos)
EXERCICIO 2:
A. Enunciado do Teorema Fundamental do Calculo
Integral para funcions continuas (1 punto)
Interpretacion xeométrica (0, 5 puntos)
B. F’(x) =sen (x*) (0,5 puntos)

F”’(x) = 2xcos(x?) (0, 5 puntos)
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Bloque 4.a

1.a) lim(vVn® —5n+4 —n) =-5/2 (1,5 puntos)

n—0

=
J-x +x+2d '[xd J~

0,5 puntos)

b) lim

n—»0

] =1/2 (1 punto)

2x+2
x? +3

Integracion da potencia (0,25 puntos)
Integracion logaritmica (0,5 puntos)
Integracion arcotanxente (1 punto)
Constante de integracion (0,25 puntos)

Soluciodn:
3 2
I%de=x——ln x’ +3)+
x +3
& artg( j +C
3 J3

Bloque 4.b (Estatistica)
EXERCICIO I

Sexa X = n° de tapons defectuosos nunha mostra de
15 unidades dun proceso de taponado e p = proba-
bilidade de realizar un taponado defectuoso. Entén
X e B(15; p) (0,5 puntos)
P(X>2)=1-P(X<2)=1-(1
puntos)

Casop=0.,1:
P(X=0)=0,9" (0,5 puntos)

P(X=15)=0,1" (0,5 puntos)

Polo tanto P(X =15)< P(X=0) (0,25 puntos)
EXERCICIO 2:

a) 0,9+ m+ 0,02+ 0,01 +0,005=1. Polo tanto
m = 0,065 (0,5 puntos)

b) E[X]=p=0,065x1+0,02x2 +0,01x3 + 0,005x4
=0,155 (0,75 puntos)

¢) Sexa X = ntimero de copas defectuosas nun lote
de 4 copas
P(X2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-0,9-0,065=0,035
(1,25 puntos)

-p)P - 15(1-p)** (0,75



CiUG PAAU (LOXSE) Cédigo: 21

SION T RUNIVERSITARIA DE GALICIA

XUNO 2004

MATEMATICAS

PRIMEIRA PARTE (Parte Comun)
(Nesta primeira parte todolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques temdaticos: Alxebra Lineal, Xeometria e Andlise. A puntuacion maxima de cada pregunta
é 2.5 puntos.)
Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)
1. Ache tres nimeros sabendo que o primeiro menos o segundo ¢ igual a un quinto do terceiro, se 6 dobre
do primeiro lle restamos seis resulta a suma do segundo ¢ o terceiro e, ademais, o triple do segundo menos

o dobre do terceiro ¢ igual 6 primeiro menos oito.

2. Demostra que toda matriz cadrada 3-dimensional se pode escribir como suma dunha matriz simétrica e
outra antisimétrica.

Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Distancia entre duas rectas que se cruzan.
B. Ache a distancia entre as rectas » e s de ecuacions:

x=a x=1+B
ro{ y=-1 s:{ y=2
z=1-a z=128

2. A. Angulo que forman duas rectas. Condicion de perpendicularidade.
B. Determine o angulo que forman a recta que pasa polos puntos 4 = (1,0,-1) e B=(0,1,-2) e a recta de

ecuacion: y = yi_l - Z-12

Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. Un barco B e duas cidades A e C da costa forman un tridngulo rectangulo en C. As distancias do barco
as cidades A e C son 13 Km e 5 Km, respectivamente. Un home situado en A desexa chegar ata o barco B.
Sabendo que pode nadar a 3 Km/h e camifiar a 5 Km/h, ;a que distancia de A debe abandoar a costa para
nadar ata B se quere chegar o antes posible?

2. Demostre que a funcion fdada por f(x) = % ¢ estrictamente positiva en (2, + o) e ache a area da
X

x-2
rexion determinada pola grafica de f, o eixe de abscisas ¢ as rectas x =2 ¢ x = 3.

51



CiuG PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

= B XUNO 2004

MATEMATICAS

SEGUNDA PARTE

Bloque 4.a. (Responderan a unha das duas preguntas deste bloque so aqueles alumnos que aprobaron
Matemdticas Il durante o actual curso académico 2003/2004. A puntuacion mdaxima da pregunta é 2.5
puntos.)

1. A. Escriba os distintos casos de indeterminacions que poden xurdir 6 calcular limites de sucesions de
numeros reais ¢ pofia un exemplo sinxelo (sen resolvelo) de, polo menos, catro deses casos.

B. Calcule lim (\/n+7 -\n ) \3n+5 indicando que tipo de indeterminacion (ou indeterminacidns) se presentan

0 intentar resolver este limite.

2. A. Explique BREVEMENTE (en non mais de cinco lifias) como se aplica o método de Gauss para
calcular o rango dunha matriz.

2-107
B. Determine, empregando o método de Gauss, o rango da matriz ; (2) ; i
1 111

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque s6 aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion maxima da
pregunta é 2.5 puntos.)

1. A. Definicion de funcion de densidade. Propiedades da funcion de densidade.
B. Obtefia a funcion de distribucion da variable aleatoria continua que tén por funcion de
densidade:

%Jr[ix se l<x <5
Jx) = , BERW

0 en outro caso

2. A. Defina media e varianza dunha variable aleatoria binomial.

B. Lanzase unha moeda oito veces e anotamos o resultado. Repitese o proceso oitenta veces (€ dicir,
realizanse oitenta series de oito tiradas cada unha). ;En cantos casos cabe esperar que obteflamos seis
cruces e duas caras?
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CcCiuag PAAU (LOXSE) Codigo: 21

COMISION INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2004

MATEMATICAS

(Nesta primeira parte tédolos alumnos deben responder a tres preguntas. Unha soa pregunta de cada un
dos tres bloques temdaticos: Alxebra Lineal, Xeometria e Analise. A puntuacion mdaxima de cada pregunta
¢ 2.5 puntos.)

Bloque 1 (Alxebra Lineal) (Responda a unha das diias preguntas)

1. A. Enunciado da regra de Cramer.

B. Determine os coeficientes do polinomio de grao dous tal que a stia grafica pasa polos puntos (0,5),
(1, 7) e (-1,5). {Pode haber outro polinomio de segundo grao, que pase por eses tres puntos? Razone a
suia resposta.

2. A. Exprese a condicion que tefien que cumprir duas matrices M e N para que poida realizarse a stua
suma. E, se o que pretendemos ¢ multiplicalas, ;que condicion deben cumprir as matrices?

12

5
] eB—[ ] , ache unha matriz X tal que 4AX+ B=0.
2 -1 5

B. Dadas as matrices 4 = [
Bloque 2 (Xeometria) (Responda a unha das duas preguntas)

1. Comprobe que os puntos A = (1,0,3), B=(-2,5,4), C =(0,2,5) ¢ D =(-1,4,7) son coplanarios. De todos
os triangulos que se poden construir tendo como vértices tres deses catro puntos,;cal ¢ o de maior area?
Obtefia o valor de dita area.

x-I:y-lzi

2. Ache a ecuacion xeral do plano w que contén a recta r: {(=— =7

e ¢ paralelo 4 recta s que pasa

polos puntos P =(2,0,1) e O = (1,1,1). Calcule a distancia de s a .
Bloque 3 (Analise) (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Interpretacion xeométrica da derivada dunha funcién nun punto.

3
B. Determine as abscisas dos puntos da curva y = % -x*-3x + 1 nos que a recta tanxente forma un angulo
de 135° co sentido positivo do eixe de abscisas.

2. A. Definiciéon de funcion continua nun punto. Explique brevemente os tipos de discontinuidades que
existen.

sen (X sex>0

B. Estudie a continuidade en toda a recta real da funcion f'dada por: f(x) = .

x+1 sex<O0
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CcCiuag PAAU (LOXSE) Codigo: 21

INTERUNIVERSITARIA DE GALICIA

SETEMBRO 2004

MATEMATICAS

Bloque 4.a. (Responderan a unha das duas preguntas deste bloque s aqueles alumnos que aprobaron
Matematicas Il durante o actual curso académico 2003/2004. A puntuacion mdxima da pregunta é 2.5 puntos.)

1. Deixamos caer unha pelota desde unha altura de 4 metros e, tras cada rebote, a altura acadada redticese
a metade da altura anterior. ;Que altura acadara a pelota tras cada un dos cinco primeiros rebotes? ;E tras o
rebote vixésimo? (E tras o n-€simo rebote? Se a, denota a altura acadada tras o n-€simo rebote, obtefia unha

cota superior ¢ outra inferior desta sucesion. Calcule lim g .
n—oc

2. Calcule | xﬁfx'i 1

Bloque 4.b. (Estatistica) (Responderdn a unha das duas preguntas deste bloque so aqueles alumnos que
aprobaron Matematicas Il durante o curso académico 2002/2003 ou anteriores. A puntuacion mdxima da
pregunta ¢ 2.5 puntos.)

1. A velocidade dos coches que circulan por unha cidade segue unha distribucion normal de media
40 Km./hora e varianza 100. Calcule a probabilidade de que un coche circule a unha velocidade v con
Vv € (L - 20, p +20) donde p denota a media e 6 denota a desviacion tipica. Utilizando a resposta anterior, ache
a porcentaxe de coches que circulan a mais de 60 Km./hora. ;Cal ¢ a probabilidade de que un coche circule

a menos de 70 Km./hora se se sabe que circula a mais de 40 Km./hora? Pode ser util saber que se Z ¢ unha
variable normal estandar entén P(Z<2)=0.9772 e P(Z<3)=0.9987.

2. A vida util (medida en anos) dun teléfono mobil fabricado por unha determinada empresa ¢ unha

variable aleatoria con funcion de densidade: fix) =% - % x se 0 <x <5 (e cero noutro caso).

A devandita marca ofrece unha garantia de ano e medio, de xeito que se o moébil falla nese periodo tera que
reemplazalo por outro novo. Calcule a probabilidade de que se tefia que reemplazar un moébil no periodo de
garantia. Se un pai merca a cada un dos seus cinco fillos un mobil desa marca, determine a probabilidade
de que polo menos un deles se avarie durante o periodo de garantia.
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CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuaciéon maxima de cada pregunta € 2.5
puntos.

Soamente se puntuara a a primeira pregunta
respondida de cada un dos catro bloques
tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que
non veflan acompafiadas dunha xustificacion.
Por cada erro cometido en célculos (que
non sexan erros conceptudis) descontarase
0.1. Entendendo que se ese valor errado
se emprega despois no mesmo exercicio e
conleva un resultado (ainda que erréneo)
consecuente con esa conta, non se penalizara
o resultado final.

Bloque 1.(Alxebra Linear)

l. Plantexamento: 1.5 puntos.
Resolucion: 1 punto.
2. Plantexamento: 1.5 puntos.

Resolucion: 1 punto.
Bloque 2.(Xeometria)

1. A. 1 punto.
1. B. 1.5 puntos.

2. A. Angulo: 0.5 puntos. Condicién de
perpendicularidade: 0.5 puntos.

2. B. 1.5 puntos.
Bloque 3.(Analise)

1. Plantexamento: 1.5 puntos. Célculo do
punto critico: 0.5 puntos. Comprobacion da
segunda derivada: 0.5 puntos.

2. Signo da funcién: 0.5 puntos. Calculo da
primitiva: 1.5 puntos. Aplicacion da regra de
Barrow: 0.5 puntos.

Bloque 4.a.
1. A. 1 punto: (0.5 polos casos de
indeterminacion e 0.5 puntos polos
exemplos).

1. B. 1.5 puntos.

2. A. 1 punto.
2. B. 1.5 puntos.

Bloque 4.b. (Estatistica)

1. A. Definicion: 0.25 puntos. Propiedades:
0.5 puntos.

1. B. Calculo do coeficiente: 0.75 puntos.
Determinacion da funcion de distribucion: 1
punto.

2. A. 1 punto (0.5 puntos cada definicion)
2. B. 1.5 puntos.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuaciéon maxima de cada pregunta ¢ 2.5
puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta
respondida de cada un dos catro bloques
tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que
non vefan acompafadas dunha xustificacion.
Por cada erro cometido en célculos (que
non sexan erros conceptudis) descontarase
0.1. Entendendo que se ese valor errado

55

se emprega despois no mesmo exercicio e
conleva un resultado (ainda que erréneo)
consecuente con esa conta, non se penalizara
o resultado final.

Bloque 1.(Alxebra Linear)
1. A. 1 punto.

1. B. 1.5 puntos. (Plantexamento e calculo
dos coeficientes: 1 punto. Resposta &



pregunta: 0.5 puntos)

2. A. 1 punto (0.5 puntos por
resposta.)

2. B.: 1.5 puntos. (Plantexamento do sistema
1 punto. Resolucion:0.5 puntos)

cada

Bloque 2.(Xeometria)

1. Comprobacién de que son coplanarios: 1
punto. Calculo da area: 1 punto. Resposta 4
pregunta: 0.5 puntos.

2. Ecuacioén do plano: 1.5 puntos. Célculo da
distancia: 1 punto.

Bloque 3.(Analise)_

1. A. 1 punto se se inclue unha explicacion.
Non se considera valido un simple debuxo.

1. B. Planteamiento: 1 punto (Pos saber que
la tg(135°=-1: 0.5 puntos, Por igualar la
derivada a -1:0.5 puntos). Resolucion de la
ecuacion de segundo grado: 0.5 puntos.

2. A. Definicion: 0.75 puntos.
Discontinuidades: 0.75 puntos (0.25 por cada
tipo)

2. B. 1. punto.

Bloque 4.a.

1. Calculo dos primeiros términos: 0.5 puntos
(0.1 por cada un deles). Calculo do término
vixésimo: 0.5 puntos. Calculo do término
xeral: 0.5 puntos. Cota superior e inferior 0.5
puntos. Calculo do limite: 0.5 puntos.
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2. 2.5 puntos (Por calcular a primitiva en
términos de logaritmos:1 punto, por calcular
a outra primitiva en términos dunha funcion
arcotanxente: 1.5 puntos).

Nota: se non incluen na expresion final a
constante de integraciéon rebaixanse 0.25
puntos.

Bloque 4.b. (Estatistica)

1. Probabilidade de que un coche circule a
unha velocidade v € (1 - 20, 1 +26) 1 punto.
Célculo da porcentaxe de coches que circulan
a mais de 60 Km/h, (utilizando o resultado
anterior): 0.5 puntos. Se o calcula sen
empregar o resultado anterior, ¢ dicir, sen
utilizar a simetria : 0.4 puntos) Calculo da
ultima probabilidade: 1 punto.

2. Célculo da probabilidade de reemplazo
de un movil no periodo de garantia: 1
punto distribuido da seguinte maneira:
Plantexamento como a integral da funcion
de densidade no intevalo [0, 1.5]: 0.5 puntos.
Célculo da primitiva: 0.25 puntos. Aplicacion
da regra de Barrow: 0.25 puntos

Célculo da ultima probabilidade pedida:
1.5 puntos. (0.5 puntos polo plantexamento
dos pardmetros da binomial e 1 punto
polo plantexamento e calculo da citada
probabilidade).
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Alxebra (responda a unha das diias preguntas)

32 23
1. Considéranse duas matrices A e B que verifican 4 + B = [ 0 ] ed-B= [ . 0) Calcule a matriz 47 -B?
7 -

2. Calcule, por transformacions elementales (sen emplear a regla de Sarrus) e xustificando os pasos, o determinante

2+a b C
a 2+b ¢
a b 2+c¢

Xeometria (responda a unha das duas preguntas)

1. A. Definicion de modulo dun vector. Propiedades.
B. Determine os valores de a e b, a > 0, para que os vectores v, = (a,b,b), v, = (b,a,b) e v; = (b,b,a) sexan unitarios
e ortogonales dous a dous.

2. A. Angulo que forman unha recta e un plano.

B. Determine o angulo que forman o planom: x +2y -3z +4 =0 earectar: Zx-y=0

3y+2z=12

Analise matematica (responda a unha das duas preguntas)

1. A. ;Que ¢ un punto de inflexion dunha funciéon?

B. Ache a condicion que debe cumprir A para que o polinomio x* + x* + Ax? sexa concavo nalgun intervalo.
Determine o intervalo de concavidade en funcion de A.
2. A. Enunciado e interpretacion xeométrica do teorema de Bolzano.

B. ;Pddese asegurar, empregando o teorema de Bolzano, que a funcion f{x) = zg(x) ten unha raiz no intervalo

n 37w

4 4

? Razone a resposta. Esboce a grafica de fnese intervalo.

Nota: tg denota a funcion tanxente.

Estatistica (responda a unha das dias preguntas)

Ksen (x) se x € [0,m]
1. Determine o valor de K para o que a funcion f(x) =| noutro caso  S€xa unha funcion de densidade.

Determine para ese valor de K a expresion da funcion de distribucion e calcule a media da variable aleatoria
que ten por funcion de densidade a f.

2. 0 1% dos individuos dunha poboacién supera os 185cm de estatura, mentras que o 3% non chega a 160cm.
Se se supon que a estatura segue unha distribucion normal, calcule os parametros desa distribucion.

Nota: Pode ser util saber que se Z ¢ unha variable con distribucién N(0,1), entéon P(Z <2.33) =0.99 ¢

P(Z <1.89)=0.97.
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Alxebra (responda a unha das diias preguntas)
21
1. Demostre que a matriz 4 = [ ] verifica unha ecuacioén do tipo 4% + a4 + BI = 0, determinando o ¢ B

(/ denota a matriz identidade). Utilice este feito para calcular a inversa de 4.
2. Discuta e interprete xeométricamente, segiin o parametro a o sistema de ecuacions:
3x —y = ax
S5x ty +2z = ay
4y +3x = az

Xeometria (responda a unha das dias preguntas)

1. A. ;Que significa xeométricamente que tres vectores do espacio tridimensional sexan linealmente
dependentes?

B. Dados os vectores u, = (1,2,1), u, = (1,3,2), v, = (1,1,0) e v, = (3,8,5), demostre que os vectores u, e u,
dependen linealmente dos vectores v, ev, Determine a ecuacion xeral do plano que pasa pola orixe e
contén os vectores v, e v,, € determine a posicion relativa dos vectores u, e u, respecto a ese plano.

2. A. Definicion de producto escalar de dous vectores. Interpretacion xeométrica.
2x+y-z=0

B. Determine a ecuacion que satisfacen os vectores ortogonales a recta r : 0 Interprete

v . xX-y+3z=
xeométricamente o resultado obtido.

Analise matematica (responda a unha das dias preguntas)

1. Dada a parabola f{x) = ax* + bx + ¢, determine os valores de a, b e ¢ sabendo que ften un maximo no

punto de abscisa x = —% e a recta tanxente a fno punto (1,3) é y =-3x + 6.

2. Determine a area da rexion limitada pola grafica da funcién f(x) = x> + x + 5, o eixe OX e as rectas
X=- % ey=x+6.

Estatistica (responda a unha das dvias preguntas)

1. A. ;Cando unha distribucion normal se considera unha aproximacion aceptable dunha distribucion
binomial?

B. A distribucion normal N(32,4) é unha boa aproximacion para a distribucion binomial de parametros:

(a) n=32, p=4 (b) n=32, p—% (c) n calquera, p=q (d) n=64, p—%

Escolla unha das catro opcions anteriores e xustifique a stia resposta.

2. A. Propiedades da funcion de distribucion dunha variable aleatoria continua.

0 x<l1

B. A funcion F(X) =(k(x’-1) 1<x<3, (ke R), ¢ funcién de distribucion de certa variable continua X, se:
1 x>3

(a) k<0, (b) k=1, © k3. (d) nunca.

Elixa unha das opcidns anteriores e xustifique a sta resposta.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5
puntos.

Somente se puntuara a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non
vefian acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

1. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.
2: 2.5 puntos.

Xeometria

1. A. Definicion de médulo dun vector: 0.5 puntos.
Propiedades: 0.5 puntos.

1. B. Plantexamento da ortonormalidade: 1 punto.
Resolucion: 0.5 puntos.

2. A. 1 punto.
2. B. 1.5 puntos.

Analise Matematica
1. A. 0.5 puntos.

1. B. Célculo da condicién para: 1 punto. Intervalo
de concavidade: 1 punto.

2. A. Enunciado: 0.5 puntos. Interpretacion xeomé-
trica: 0.5 puntos.

2. B. Resposta a pregunta: 1 punto. Grafica: 0.5
puntos.

Estatistica

1. Plantexamento da funcién de densidade: 0.25
puntos. Calculo do valor de K: 0.25 puntos. Expresion
da funcion de distribucion: 1 punto. Calculo da
media: 1 punto. (expresion da media: 0.25 puntos
0.5 polo célculo da primitiva e 0.25 pola aplicacion
da Regra de Barrow).

2. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5
puntos.

Somente se puntuara a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non
vefian acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

Plantexamento das ecuacions: 1| punto. Calculo dos
parametros: 0.5 puntos (0.25 por cada un)

Obtencion da inversa: plantexamento: 0.5 puntos.
Resolucion: 0.5 puntos.

2. Discusion: 1.5 puntos. Interpretacion xeométrica:
1 punto.

Xeometria
1. A. 0.5 puntos

B. Demostracion da dependencia lineal: 0.5 puntos.

Determinacion da ecuacién del plano: 1 punto.
Posicion relativa: 0.5 puntos.

2. A. Definicion de producto escalar: 0.75 puntos.
Interpretacion xeométrica: 0.75 puntos.

B. Determinacion da ecuacion: 0.75 punto.
Interpretacion: 0.25 puntos.

Anilise Matematica
1. Plantexamento: 1.5 puntos. Resolucién: 1 punto.

2. Puntos de corte: 0.5 puntos. Plantexamento da
integral: 1 punto. Resolucion: 1 punto.

Estatistica

1. A. 1 punto.

B. 1.5 puntos. (S6 se xustifica ben).
2. A. 1 punto.

B. 1.5 puntos (S¢ se xustifica ben).
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Xeometria, Analise Matemdtica e Estatistica. A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.)

Alxebra (Responda a unha das diias preguntas)
1. A. Definicién de producto de matrices.

B. Dadas tres matrices 4, B e C sabese que 4-B-C ¢ unha matriz de orde 2x3 e que B-C ¢ unha
matriz de orde 4x3, ;cal ¢ a orde de 4? Xustifiqueo.

2. A. Enunciado do teorema de Rouché-Frobenius.
3x+2-=2
B. (E compatible determinado o sistema de ecuacions | Sx+ 2y = | ? Xustifique a sta resposta.
x=2y+4z=3

Como consecuencia da stia resposta anterior, xustifique se tén unha, ningunha ou mais dunha solucién
ese sistema.

Xeometria (Responda a unha das duas preguntas)

x=2A+3u
1. Ache a distancia do plano 7 :4x =10y +2z=—1 6planoa ¢ v=A+u .
’:—Z—ﬂ
2. Determine o vector (ou vectores) unitarios, v=(a.b.c) (con(con a=0.b=0.c>0). que forman
un angulo de 6 radins co vector # = (1.1.1) e un angulo de : radians con W = (2.0.2).
Analise Matematica (Responda a unha das duas preguntas)
1. Debuxe a graficade f(x)= }.\': - -I’ no intervalo [ 3. 3] e calcule a sta integral nese intervalo.
X' =2x+2 . .
2. Dada /'(x) = —————, escriba a ecuacion da secante a F' que une os puntos (—2_. /' (—=2)) e (2. F(2))

X—

(Existe un punto ¢ no intervalo [-2,2] verificando que a tanxente 4 grafica de F en (c. F(¢)) é paralela &
secante que achou? En caso afirmativo razoe a stia resposta e calcule ¢, en caso negativo razoe porque non
existe.

Estatistica (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Funcion de distribucion dunha variable aleatoria continua. Propiedades.

B. Se X é unha variable aleatoria continua que segue unha distribucién normal de media p e desviacion
tipica ¢ calcule P(.\" < ;) (Que porcentaxe de observacions se atopa no intervalo (i — @, ¢ +a)? NOTA:
Pode ser util saber que se Z ¢ unha variable con distribucion N(0,1), entén P(Z < |)=0.84.

2. A. Funcidon de probabilidade dunha variable aleatoria binomial. Media e varianza dunha variable
aleatoria binomial.

B. Determine os parametros dunha variable aleatoria binomial da que se sabe que a sia media é 12 ¢ a sta

desviacion tipica € 4+/0.3.
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matematica e Estatistica. A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.)

Alxebra (Responda a unha das diias preguntas)

1. Discuta o seguinte sistema de ecuacions segundo o valor de o e resélvao no caso en que sexa compati-
ble indeterminado.
x+tyt+tz=a-1
oax+2yt+tz=a
xtytoz=1

2. Ache, se existe, unha matriz X que verifique a ecuacion: B> X — BX+ X =B, sendo B = 0

Xeometria (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Deduza as ecuacions vectorial, paramétricas e implicita (ou xeral) dun plano determinado por un
punto e dous vectores directores.

B. Dados os puntos P=(3,4,1) e 0=(7,2,7), determine a ecuacion xeral do plano que € perpendicular 6
segmento PQ e que pasa polo punto medio dese segmento.

2. A. Definicion e interpretacion xeométrica de producto vectorial de dous vectores.

B. Dado-los vectores y = (-2.0.4) e v =(—1.0.). {para que valores de o 0 médulo do vector
(24 ;‘) <(u \) vale 4?

Analise Matematica (Responda a unha das duas preguntas)

1. Calcule a ecuacion da recta que pasa polo punto (3,1) e tal que a area do triangulo formado por esta
recta e os semieixos positivos coordenados sexa minima.
2. Calcule o nimero positivo o tal que o valor da area da rexion limitada pola recta y = o e a parabola y

= (x —2)* sexa 36.
Estatistica (Responda a unha das duas preguntas)

1. A. Definicion de variable aleatoria. Tipos de variables aleatorias. Definicion de funcion de masa de
probabilidade dunha variable aleatoria discreta.

B. Unha variable aleatoria discreta X toma os valores 2,4,6,8,10 ¢ 12 con probabilidades 0.1, e, 5, 0.3, y ¢ 0.2,
respectivamente. Sabendo que P(X < 6) =0.3 e que P(X > 6) = 0.9, ache os valores de o, B e .

2. A. ;Que relacion existe entre a distribucion binomial e a distribucion normal?

B. Sébese que o 10% dos alumnos de Bacharelato son fumadores. En base a isto, calcule a probabilidade

aproximada de que, polo menos, haxa 310 alumnos fumadores dos 3.000 que se presentan 6 exame de
selectividade.

NOTA: Pode ser util saber que se Z ¢ unha variable con distribucion N ( 0,1), enton
P(Z<0.578)=0.718.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuaciéon maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacion.

Alxebra

1. A. 1.5 puntos.

B. 1 punto.

2. A. 1 punto.

B. Anlise da compatibilidade do sistema: 1 punto. Anélise
do ntimero de solucions: 0.5 puntos.

Xeometria
1. 2.5 puntos.

2. Plantexamento do sistema: 1 punto. Resolucion: 1.5
puntos.

Analise Matematica

1. Grafica da funcién: 1 punto. Plantexamento da
integral: 0.75 puntos (0.25 por cada subintervalo
correcto. Se utilizase simetrias, 0.25 polo plantexamento
de cada simetria e 0.25 polo plantexamento global.)
Resolucion: 0.75 puntos (0.25 por cada integral coa
aplicacion correcta da regra de Barrow. No caso de
emprego de simetrias reparto uniforme dos 0.75 puntos)

2. Ecuacién da secante: 0.5 puntos. Razonamento da
existencia de c¢: 1 punto. Célculo de c: 1 punto.

Estatistica

1. A. Definicion de funcion de distribucion: 0.5 puntos.
Propiedades: 0.5 puntos.

1. B. Célculo de P(.\" < y): 0.5 puntos. Calculo da
porcentaxe pedida: 1 punto.

2. A. Funcién de probabilidade dunha variable aleatoria
binomial: 0.5 puntos. Media e varianza: 1 punto.

2. B. 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuacion maxima de cada pregunta é 2.5 puntos.

Soamente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuaran respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacion.

Algebra

1. Discusion: 1.5 puntos. Resolucion: 1 punto.

2. Planteamento: 1 punto. Resolucion: 1.5 puntos.
Xeometria

1. A: 1.5 puntos (0.5 puntos por cada ecuacion)

B: I punto (calculo de p¢) e do punto mediode p():
05 puntos, ecuacion do plano: 0.5 puntos).

1. A: 1 punto (0.5 a definicién e 0.5 a interpretacion
xeométrica)

1. B. Planteamento do determinante: 0.75 puntos.
Resolucion: 0.75 puntos.

Analise Matematica

1. Planteamento da funcién area: 1 punto. Resolucion:
1.5 puntos.

2. Planteamento da integral definida: 1 punto.
Resolucion: 1.5 puntos.

Estatistica

1. A: 1 punto (definicion e tipos de variables aleatorias:
0.5 puntos; definicion de funciéon de masa de
probabilidade dunha variable aleatoria discreta: 0.5
puntos)

1. B: Planteamento: 0.75 puntos. Calculo de o, B € y:
0.75 puntos (0.25 por cada unha)

2. A: 1 punto.

2. B: Planteamiento de P(X > 310) en términos da
binomial: 0.5 puntos. Planteamento da probabilidade
aproximada: 0.5 puntos. Resolucion : 0.5 puntos.
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Alxebra (responda a unha das ddas preguntas)

1. A. Propiedades do producto de matrices (s6 enuncialas).

011
B.SexanM=§ 0 0 1 e N =M + I, donde I denota a matriz identidade de orde n, calcule N?e M>.
000

Son M ou N inversibles? Razoe a resposta.
2. A. Propiedades dos determinantes (sé enuncialas).

B.Sexan F, F,, F, e F, as filas dunha matriz cadrada P de orde 4 x 4, tal que o seu determinante vale 3.
Calcule razoadamente o valor do determinante da inversa de P, o valor do determinante da matriz ocP, donde
o denota un nimero real non nulo, € o valor do determinante da matriz tal que as sdas filas son 2F, - F,
F,.7F,eF,.

Xeometria (responda a unha das ddas preguntas)
1. A. ;En que posicidn relativa poden estar tres planos no espacio que non tefien ningtin punto en comuin?
B. Determine a posicion relativa dos planos w:x—2y+37=4,0:2x+y+z+1=0e@:—2x+4y—6z=0.

2. A. Angulo que forman duas rectas.
B. Determine o dngulo que forman a recta r, que pasa polo punto (1,-1,0) e tal que o seu vector director

2

.. x-7 +6 1z
é v =(-2,0,1),e arecta s de ecuacion: =y _2z

4 4 2

Analise matematica (responda a unha das ddas preguntas)

1. Sabendo que P(x) é un polinomio de terceiro grao cun punto de inflexién en (1, 0) e con P’ (1) = 24

. . . L 0
donde, ademdis, a tanxente 6 polinomio nese punto € horizontal, calcule I | P (x) dx.

x - Ixl 3x x<0 0 o
2. Dadas f{x) = 5 ¢ g(x)= Cx>0 calcule I_l x> (g of)(x)dx.(gofdenotaacomposicion desas

funcidns).

Estatistica (responda a unha das ddas preguntas)

1. Un vendedor de coches estima as seguintes probabilidades para o nimero de coches que vende nunha
semana:

Numero de coches 0 1 2 3 4
Probabilidade 022 | 035 | 0.25 0.1 0.08

Calcule o nimero esperado de coches que venderd nunha semana. Se o vendedor recibe un salario semanal
de 25.000 pesetas, mdis 25.000 pesetas adicionais por cada coche vendido, ;Cal € a probabilidade de que
unha semana o seu salario sexa inferior a 100.000 pesetas no suposto de que se saiba que é superior a 25.000
pesetas?

2. A vida 1til dunha marca de ldmpadas segue unha distribucién normal de media 1.200 horas de desviacién
tipica 250 horas. ; Que proporcién de ldmpadas tén un tempo de vida inferior a 1.050 horas?, ; que proporcién
de lampadas tén un tempo de vida superior a 1.350 horas? Explique brevemente o porqué da relacion entre
os resultados. ;Que proporcion de ldmpadas tén un tempo de vida entre 1.050 e 1.350 horas? Pode ser util
saber que si Z € unha variable con distribucién N (0, 1), entén P (Z < 0.6) = 0.7257.
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MATEMATICAS

(O alumno debe responder a catro preguntas. Unha soa pregunta de cada un dos catro bloques temdticos: Alxebra,
Xeometria, Andlise Matemdtica e Estatistica. A puntuacion mdxima de cada pregunta é de 2,5 puntos.)

Alxebra (responda a unha das ddas preguntas)

1. Calcule o para que o seguinte sistema homoxéneo tefia mdis soluciéns que a trivial. Resélvao para dito
valor de o e dea unha interpretacién xeométrica do sistema de ecuacions e da sia solucion.

X +2y—-2z =0

2x + y—-oz=0

Xx —-y-z=20
2. Calcule os valores do pardmetro o. para os que a matriz M non ten inversa. Calcule a matriz inversa de
M para o. = 2, se € posible.

M=

O~

0 -1
a 3
1 -o

Xeometria (responda a unha das ddas preguntas)
1. A. Sexan 77 e 37 dous vectores. Comprobe que se (77 + ¥) (77 - ) =0enton Iz =I5l
B. Calcule os vectores unitarios que sexan perpendiculares s vectores 77 = (-3,4,1) e 7 =(-2,1,0).

2. A. Definicién de distancia minima entre ddas rectas no espacio. Casos posibles.

B. Calcule a distancia entre as rectas r e s, donde r ten por ecuacions (r : x = 3y = 5z) e arecta s pasa polos
puntos A=(1,1,1)e B=(1,2,-3).

Analise matematica (responda a unha das ddas preguntas)
1. A. ;Pode haber ddas funciéns distintas que tefian igual funcién derivada? Se a resposta € afirmativa, pofia
un exemplo. Se, polo contrario, a resposta € negativa, razénea.

B. Calcule a derivada da funcion f{x) = |x - 2l en x = 2, se é posible. Represente a gréfica da funcion e,
sobre ela, razoe a sda resposta.
2. A. Enunciado do Teorema do Valor Medio do Célculo Integral.

.. . _ . . b b
B. Sexan f e g, ddas funciéns continuas, definidas no intervalo [a, b], que verifican que I f= I g.
a a

Demostre que existen o, S € [a, b] tales que fla) = g(B).

Estatistica (responda a unha das ddas preguntas)
1. O tempo, en horas, que tarda un autobus en facer o percorrido entre dias cidades é unha variable aleatoria
con funcién de densidade: f{x) = 0’3 (3x - x%) se x & [1, 3] (e cero noutro caso).

(a) Calcule o tempo medio que tarda en facer o traxecto.

(b) Calcule a probabilidade de que a duracién dun traxecto sexa inferior a ddas horas se se sabe que
¢ superior a unha hora e media.

2. Un saltador de lonxitude salta unha media de 8 metros con desviacién tipica de 20 cm. Para poder ir &
préxima olimpiada é necesario ter unha marca de 8’30 metros, ;Que probabilidade ten de conseguir esta
marca nun salto? E, ;cal é esta probabilidade se realiza dez saltos?

NOTA: Pode ser titil saber que se Z € unha variable con distribucién N(0,1), entén P (Z< 1’5) =0°93.



CONVOCATORIA DE XUNO

A puntuacién maxima de cada pregunta € 2.5 puntos.

Somente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuarén respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacién.

Alxebra
1. A: 1 punto.

B: Cdlculo de N%: 0.5 puntos. Cédlculo de M?: 0.5 puntos.
Resposta razoada 4 pregunta: 0.5 puntos.

2. A: 1 punto.

B: 1.5 puntos (0.5 por cada un dos determinantes
pedidos).

Xeometria

1. A: 1 punto.
B: 1.5 puntos.
2. A: 1 punto.
B: 1.5 puntos.

Analise Matematica

1. Determinacién dos coeficientes do polinomio: 1.5
puntos (plantexamento: 1 punto, resolucién: 0.5
puntos).

Célculo da integral definida: 1 punto (0.5 polo célculo
da primitiva e 0.5 pola aplicacién correcta da regra de
Barrow).

2. Célculo da funcién g o f: 1.5 puntos. Célculo da
integral definida: 1 punto (0.5 puntos polo célculo da
primitiva e 0.5 puntos pola aplicacién correcta da regra
de Barrow).

Estatistica

1. Determinacién do niimero de coches que venderd
nunha semana: 1 punto.

Célculo da probabilidade pedida: 1.5 puntos.

2. Célculo de P(X < 1050): 0.5 puntos. Célculo de
P(X < 1350): 0.5 puntos.

Explicacion da igualdade nos resultados: 0.5 puntos.

Célculo de P(1050 < X < 1350): 1 punto.

CONVOCATORIA DE SETEMBRO

A puntuaciéon maxima de cada pregunta € 2.5 puntos.

Somente se puntuard a a primeira pregunta respondida
de cada un dos catro bloques tematicos.

Non se puntuarén respostas (Si ou Non) que non vefian
acompafiadas dunha xustificacién.

Alxebra

1. Célculo de a: 1 punto. Resolucién del sistema: 1
punto. Interpretaciéon geométrica del sistema y de la
solucién: 0.5 puntos.

2. Célculo de a=1, 3: 1 punto. Célculo de la inversa de
M cuando a=2: 1.5 puntos.

Xeometria

1. A: 1 punto.

B: Planteamento: 1 punto. Resolucién: 0.5 puntos.
2. A: 1 punto.

B: Planteamento: 0.5 puntos. Resolucién: 1 punto.

Analise Matematica
1. A: 1 punto.

B: 1.5 puntos (destes, polo cdlculo de cada unha das
derivadas laterais: 0.5 puntos).

2. A: 1.5 puntos.
B: 1 punto.
Estatistica

1. A: 1 punto.

B: Planteamento: 0.5 puntos. Resolucién: 1 punto (0.5
puntos polo célculo de P(1.5<X<2) e 0.5 puntos polo
célculo de P(X>1.5)).

3. Resposta 4 primeira pregunta: 1 punto.

Resposta 4 segunda pregunta: 1.5 puntos.



