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TEMA 0 - APUNTES

Numero real, radicales, potencias, logaritmos, Binomio de
Newton y factorizacion

Tema donde se repasan procedimientos basicos aprendidos en la ESO y que
supondran la base necesaria para poder avanzar en los contenidos del curso



1a. Intervalos

- Intervalo Cerrado[a, b]: Incluye los extremos, es decir,a < x < b.
- Intervalo Abierto (a, b): No incluye los extremos, es decir, a < x < b.
« Intervalo Semiabierto [a, b) o (a, b]: Incluye solo uno de los extremos.

« Intervalos Infinito: (a, + c0) o (— o0, b], el infinito nunca se incluye porque no es un

ndmero.
Notacion | Descripcion | Grafica
(a,b) {z/a <z <b)} o PE—
a b
[a,b] {z/la<z<b} e} e ——
a b
[a,b) {z/a <z <b)} 103 O
a b
(a,b] {z/a <z <b)} O —
a b
(a,00) {z/a <z} o =
a
[a,00) {z/a <z} - >
a
(-o0,a) {z/z <a) i
b
(—00,a] {z/z < a} 103 »
b
(_OC$°C) R )

https://jcastrom.jimdofree.com/matematica/matem % C3%A1tica-general/intervalos/

En calculadoras CASIO nuevas, la funcion MathBox/Recta real puede ser de ayuda

Operaciones con intervalos:

« Unidn de intervalos ( U ): Relne todos los elementos de ambos intervalos.

- Interseccion de intervalos ( N ): Solo toma los elementos que pertenecen a ambos

intervalos a la vez. (Parte en comun de los intervalos)

[ntervalog A .

Unién e interseccion

AUD AND A
C O O O

D R a— D L I I . .
UNION INTERSECCION


https://jcastrom.jimdofree.com/matematica/matem%C3%A1tica-general/intervalos/

Ejemplos:

-ZN(-2,4]={-1,0,1,2,3,4}. e o o o o o

=15 N3, + o) = (3.5 ——(e===)———
NN[(=2, 4U[-3, 0)] = {0,1,2,3,4}.
ZN[(=2,41U[-3,0)] = {-3,-2,- 1,0,1,2,3,4} .

ZN[[-2,4)n(=3,0]] ={-2,-1,0}.

1b. Conjuntos numéricos del tipo {x eER/|x—c| < r}
(Uso del valor absoluto y las desigualdades)

La expresion |x — c| < r indica:

la distancia de x a ¢ (centro) es menor o igual que r (radio),

lo que se traduce en dos desigualdades y un intervalo como solucién:

>XE[c—r,c+T].

X—cZ<Xr x<cH+r
|x—c|§r=>(casos);"{ - { sct

—x+c<r xX=>2c—r
Ejemplo:A={x€R/|x—1| SZ}

— 1< <
|x—1|$2=>{xx_'1_1_<22 — {x—3 — A=[-13]

X—c2>2r

Conmayoroigual: [x—c|>2r =>
Y 9 | 2 {—x+c2r

Ejemplo: B = {x eR/|x—-1] 22}

x—1>2

122
=112 :{—x+122

>
— %23 B (“co.— 1]UB.0)
x<-1



2. Potencias (propiedades)

1. Producto de potencias con la misma base: a™ - a”" = a™"  (suma exponentes)
am
2. Cociente de potencias con la misma base: — = a™ " (resta exponentes)
a
3. Potencia de una potencia: ()" = a™" (multiplica exp.)
4. Potencia de un producto: (a - b)" = a" - b" (producto de potencia)
. . a n an . .
5. Potencia de un cociente: Z = ﬁ (cociente de potencia)

6. Potencias de exponente cero: a® = 1  (siempre que a # 0)

7. Exponente negativo: a™" = — (numerador <-> denominador || cambio de signo)

3. Radicales (propiedades)

a
Ly —

\"/Z b

1. Producto: \/a - \/b = \/a - b 2. Cociente de radicales:

m

3. Radical de una potencia: \"/am =ar (forma fraccionaria de los radicales)

Extraccion de radicales: - 3@ =3v23.3= 6\/8 : \/4— =4/2%.3 = 22\/§

Sumal/resta de radicales equivalentes: 6\/8 — \/8 + 5\/— =(6-1+ 5)\/8 = 10\/6

4. Racionalizar radicales

Consiste en eliminar radicales del denominador multiplicando y dividiendo por la misma
expresion:

11 /3 143 43 2 2 57 2.y25 2-4/25
Vi VB VB VBB 5OV VR VE S

Cuando en el denominador hay suma o resta con radicales, se multiplica y divide por el

conjugado (resta si era suma, suma si era resta):

1+v2  +V2@-2v2) 4-2/2+4/2-4 2y2 2

4420/2 G+ -20/2) 16 -8 8§ 4




5. Logaritmos (inversa de la exponenciacion)

Definicién: log,a =c < b°=a Eji:log,8=3 < 2°=8
a es el resultado de la potencia; b es la base; c es el exponente.

Propiedades de los logaritmos: (utilidad de la herramienta)

1. Logaritmo de un producto: log,(xy) = log, x +log, y (producto en suma)

X
2. Logaritmo de un cociente: log,, <—> = log, x — log, y (cociente en resta)
y

3. Logaritmo de una potencia: log,(x") = n - log, x (baja exponentes)

log.a

4. Cambio de base: log, a =
log.b

6. Igualdades notables y Binomio de Newton

Fundamentales tanto para desarrollar expresiones como para factorizar.

(a + b)> = a®>+2ab + b* (1)
(a —b)* =a®>—-2ab + b* (2
(a + b)a —b) =a’>—b> (3)

(ambas direcciones)

Ejemplos:

3 ? 3 9., 6
-Desarrollar:| —x —1 ) ,usando )| =x -1} =—x"——x+1
2 2 4 2

- Factorizar 9x% + 6x + 1, usando (1), identificamos a =/ Ox2 = 3x
b = \/T = 1, comprobamos el término central: 2ab = 2 - 3x - 1 = 6x, correcto:

9x2+6x+1=@Gx+1)>



S [(n
BINOMIO DE NEWTON: Para exponentes superiores: (a + b)" = 2 <k> akpk
4 4
Ejemplo: (2x — 3y)* = <0>(2x)4(—3y)0 + <1>(2x)3(—3y)1+
+ <;> (2x)%(=3y)* + (i) 2x0)'(=3y)* + <j> 2x0)%(=3y)* =

= 16x* — 96x%y + 216x%y* — 216xy> + 81y*

i n n!
Numero combinatorio: =
k k'(n —k)!
3veces
o o . ) 7 7-6-5
En la practica multiplicamos hacia atras k veces: = ——— =135
3 3.-2-1
3veces

Se asocia al triangulo de Pascal o Tartaglia, util para casos bajos:

Vemos que es simétrico, Util para, por ejemplo hacer célculos menos costosos:

1000> _ 1000 - 999

1000 _
= (cuenta desproporcionada) = ) o

998

9. Factorizacion y regla de Ruffini

RECUERDA LOS PASOS:
1° - Sacar factor comun si es posible: Ejemplo: 3x> + 6x% + 9x = 3x(x? + 2x + 3)

2° - Mientras el grado del polinomio se mayor o igual que 3 =>

W

° - Si el polinomio que queda es de grado 2, resolver ecuacién de segundo grado:

soluciones X, y x,) => Factorizacién: ax”> + bx + ¢ = a(x — x))(x — x,)
1Y X2 1 2

=> regla de Ruffini con los divisores del término independiente, hasta que alguno de resto 0.




Ejemplo:
Factoriza P(x) = 2x° — 12x* 4+ 22x% — 12x2

1° Factor comdn: P(x) = 2x° — 12x* + 22x3 — 12x% = 2x? (x3 —6x% 4 11x — 6)

2° Ruffini con x> — 6x% + 11x — 6 probando con los divisoresde 6: £1, £2, +3,+ 6

(Lo intentamos hasta encontrar uno que de resto cero:)

| 1 -6 11 -6
_1_ _ |_ L 1 _ ___5_ _6_ Con 1 ya hemos llegado a resto 0, luego:
| 1 -5 6 |0

P(x) = 2x? <x3 —6x% 4+ 11x — 6) = 2x%(x — 1)()62 —5x + 6)
3° Resolver x> — 5x + 6 = (), obtenemos como raices 2 y 3, luego:
P(x) =2x*x — 1)(x* = 5x + 6) = 2x*(x — D(x — 2)(x — 3)

NOTA: Para factorizar polinomios de grado 2 con el coeficiente a distinto de 1

Cuando resolvemos la ecuaciones de segundo grado asociada, al escribir la forma

factorizada, debemos anadir ese coeficiente multiplicando. Ejemplo:

3
2x°+9%+9=0 = Y= X,=-3 = P(x)=2.(x+5)(x+3)

Podémoslos introducirlo dentro de uno de los factores si conviene, para quitar

denominadores: P(x) = 2 - (x + %)(x +3) = Px)=Q2x+3)x+3)



TEMA 0 - EJERCICIOS

Numero real, radicales, potencias, logaritmos, Binomio de
Newton y factorizacion

Tema donde se repasan procedimientos basicos aprendidos en la ESO y que
supondran la base necesaria para poder avanzar en los contenidos del curso
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Ejercicio 1. INTERVALOS Y CONJUNTOS NUMERICOS:

a) Representa en la recta real:

A=[-32)U (0, + )

B=7n (-2, 4]
C=[-1,5n(@,+ o)
D =7n(0, 2]

E=Nn[(-5,4]U[-3, 3)]
F=[-32)U(0, + )

G =Nn (-2, 4]
H=7Zn[(-2, 4U[=3, 0)]
I=7Zn[[-2,4)n (=3, 0]]

b) Describe como intervalo o union de intervalos los conjuntos numéricos:
A={xeR/|x-1]>2}

Ejemplo de solucion:

—1>2 >
|x—1|22=>{x = =>{x—3 — A= (—00,—1]U[3,0)

—x+1>2 x < -1
B={xeR/|2x-3| <3} sol: B = [0,3]
C={xeR/|2x-1|>5} sol:

C=(—00,—2)U(3,00)

D={xeR/|2x-1]| <5} sol: D = (=2.,3)
E={xeR/|2x+1]| <11} sol: E = [—6,5]
F={xeR/|2x-5| <3} sol: F = [1,4]

11



Ejercicio 2. POTENCIAS.

Simplifica factorizando y con propiedades de las potencias:
2
12-6%- (277)
9.3-1.42
Ejemplo de solucion:
_(2%-3)-(2-3-(27% _ 22.3-(22-3%).27%  2%2.2%.27%.30 20.37 32 9

a)

32.3-1. 04 3. 04 3. 04 ~ 3.4 24 16
4%.871.162 1
3 soI:Z
1) .q6
(3) 8
274.(=5)2.3%.32 | 2
SOl. —
125-272.9-1
25.272.9.3™4

sol: 2

-2, (22)2 .3.3-3

JONSIEGREE

Ejercicio 3. RADICALES. Simplifica las siguientes expresiones radicales:

a) 31/24 — %\/ﬂ +4/150

Ejemplo de solucion:

=3y/23. —%\/2-33+\/2-3-52=3(2\/8)—%(3\/8)+5\/_=6\/5—\/6+5\/—=10\/6

o) (VI3 3) : /5
Ejemplo de solucién:

= (V153) 45 =T 35 =4/ =2

12



5

)5\/_—£ 3\/?——\/— sol:%

02

e)27v/3 — 527 - 9/12 sol: —64/3
f)\/2~\/§~\4/§ sol: 2
9) 8v/8 — 5v/2 + 44/32 — 124/18 sol: —94/2
’ 3 ’ i sol: z /2
2V 81 3
) 24/8 +5¢/72 — 71/18 —1/50 sol: 8/2
j) (\75)2 \3/5 sol: 2
Ejercicio 4. RACIONALIZA Y SIMPLIFICA: 1 punto
1+4/2
4 +2¢/2

Ejemplo de solucion:

_14V2 4-2y2 d+V)E-2v2)  4-22+44/2-4

4420/2 4-20/2 @G+ -20/2) 16 -8

b)3 6+2\/§ sol:\/z
34/3 +2
34+2¢/2 42 +5
Cc sol:
24/2 + 1 7
6+\/_ |7+3\/§
SOl.
3 V3 2
6+2\/_ sol:1+\/§

1+\/—



Ejercicio 5.

Realiza simplificaciones utilizando las propiedades de las potencias y los radicales:

V72 +3y/32 —4/8 /16y/3 3 6 +21/2
—— C

a) b) (32

\/g ‘\ 312 3v/3+2

e) |a

d)\/z—oﬂ/m_\/z Vatvb f)3+2\/§
V5 \ = 2v/2 + 1

103 2 2 88
9 ——+ <\/§+ 2 )h) 3—<1+ 1 > V8
/814/27 1-v/3 1-v2 /16 -1/8
)

>z_ w2 Vi2-V3 . \/ 18V/45

L& T S —

NNV e

2-{ 1+

1
1-v2

Ejercicio 6. Completa las siguientes expresiones logaritmicas:

a)log,8=__ & 23 =28 Ejemplo de solucién: log, 8§ =3 & 23=238
bjlog 27=3 < 33 =27 sol: 3.

o log;,__=3 < 10°=1000 sol: 1000

dlog,1/16 =__ & 4--= 1L6 sol: -2.

ellog 64=2 < _2=64 sol: 8

f) logoy__=—-1 < 107'=__ sol: 0.1 = 1/10



Ejercicio 7.

Resuelve utilizando propiedades de los logaritmos:

44/A
a) Sabiendo que log, A = 3,5y log, B = — 1,4 calcular log, (sol: 7.95)

3

2
b) Sabiendo que log, A = 3,5y log, B = — 1,4 calcular log, ( ) (sol: 9.93)

A3
c) Sabiendo que logs A = 2,1 ylogs B = — 0,4 calcular log; (sol: 3.5)
125/B

d) Calcula el valor de x en: log 2"~ =7 (sol: + 1)

log2
+1 10

e) Calcula el valor de x en: log 3*™" = 10 (sol: - 1)
log 3
25

f) Calculaelvalordexen:Inx +1In4 —2In5=1n2 (sol: —)

g) Calculael valorde xen:Inx + In(x + 3) =21In(x + 1) (sol: 1)

1

h) Calcula el valor de x en: log 2 4+ log(11 — x?) = 21log(5 —x) (sols: 0 y 3)

x2 xz‘ﬁ

R j) Desarrolla log
100\/;3 1000z

Ejercicio 8. Igualdades notables y Binomio de Newton:

i) Desarrolla log

8a. Desarrolla

1) 2x +5)% = 2)(3x —4)* =
1 2
Bx+2)5x—-2)= 4) (5)6 + 4> =
8b. Factoriza
1) 4x% 4+ 20x + 25 2) 9x% — 24x + 16
2 1,
3)25x-—4 4)Zx +4x + 16

15



8c. Desarrolla

1) (x +2)*

.

3x ——

3 3
3) <2x + —)
4

8d. Simplifica factorizando (factor comun e identidades notables)

1 4x> +8x + 4

2x+2

x*t—16

2)

x3

—4x

. Ox2—12x+4

6x —4

sol: = x*+ 8x3 +24x% + 32x + 16

1\’ ;405
sol: = 243x —T)C

270 , 90 , 15 1

+—x - =+ —x——

- 8 16 32

sol: = 8x3 +9x% + Zx - 2
8 64

sol: 2(x + 1)

x*+ 4

sol:
X

3x =2
2

sol:

Ejercicio 9. Factorizacion y Ruffini. Factoriza los siguientes polinomios:

Y
2)
3)
4)
S)
6)
7)
8)
9
10)
11)
12)
13)
14)

P(x) = x> — 5x* 4 2x7 + 8x?

P(x) = x> +3x%>—9x — 27

P(x) = x* —4x3 = Tx* + 22x + 24
P(x) = x> — 15x>+ 75x — 125
P(x) = x> +4x? — 21x

P(x) = x> —5x>—9x + 45

P(x) = x* = 13x2+ 36

P(x) = 2x* — 128x?
P)=x*+x-3x>—x+2
P(x) = x*+8x3 +24x> +32x + 16
P(x) = 5x* — 103

P(x) = x> — 39x> 4+ 70x?

P(x) = 3x% — 6x° 4+ 3x* — 63
P(x)=2x"+7x*-9

(Sol: x2(x + D(x = 2)(x — 4))
(Sol: (x + 3)*(x — 3))

(Sol: (x + D)(x +2)(x — 3)(x — 4))
(Sol: (x — 5)°)

(Sol: x(x = 3)(x + 7))

(Sol: (x + 3)(x = 3)(x = 95))

(Sol: (x + 2)(x — 2)(x + 3)(x — 3))
(Sol: 2x%(x + 8)(x — 8))

(Sol: (x — 1)*(x + D(x +2))

(Sol: (x +2)

(Sol: 5x3(x — 2))

(Sol: x2(x — 2)(x = 5)(x + 7))
(Sol: 3x3(x — 2)(x* + 1))

(Sol: (x — D(x +3)2x + 3))

16



Ejercicio 10.

Fracciones algebraicas. Opera y simplifica.

X +3x2-13x - 15
xX34x2-9x -9

x> —4x

b
)x3+4x2+4x

1 X 2x + 1

x x2-1 x3—-x

2 2x - 20 3

+ —_
x—5 x2-25 x+5

x2-9 x2-1

x+1 x+3

e)

3x—6 x*—4x+4

x—1  x2-1

sol:

sol:

sol:

sol:

x+5
x+3

sol: x2 —4x + 3

sol:

3x+3

x—=2

17



TEMA 1 - APUNTES

Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Tema donde se repasan también procedimientos algebraicos basicos
aprendidos en la ESO y que supondran la base necesaria para poder avanzar
en los contenidos del curso

18



1. Bicuadradas ax* + bx*+c¢ =0
- ESTRATEGIA:
2 resolver

at* + bt + ¢ = 0, Y RESOLVER
- DESHACER EL CAMBIO: x = *v/soluciones

(0, 2 0 4 soluciones)

- CAMBIO DE VARIABLE: f = x

cambio t=x>
_—

- EJEMPLO 1:x* - 5x>+4 =10 t?—5t+4=0 = tj=11,=4 =

:»x:i\/T:il, xzi\/z=12 (4 soluciones)

2. Polindmicas factorizables igualadas a cero.

- ESTRATEGIA: Factorizar hasta el final. Igualar cada factor a cero. Obtener soluciones:

- EJEMPLO 2.1: 0 = 2x° — 12x* + 223 — 12x% = 2x*(x - 1)(x = 2)(x = 3)

De cada factor obtenemos las soluciones: x=0 x=1 x=2 x=3
- EJEMPLO 2.2: 0 = (x — 2)(x* + 1) => x = 2 (del segundo factor no hay soluciones)

3. Radicales - comprobar soluciones

- ESTRATEGIA. Aislar uno de los radicales en un miembro de la ecuacién y elevar

ambos miembros a la potencia adecuada. Operar y repetir si quedan radicales.

- OJO: Atencion con las identidades notables cuando elevamos al cuadrado.
- OJO: Hay que comprobar soluciones (el proceso de elevar al cuadrado puede generar

soluciones que no se cumplen en la ecuacion original).

- EJEMPLO 3.1: una sola raiz cuadrada

2 —a=6" Y, Ay T = x— 61 (AT A = (x— 6)F =
= 2x—4=x*-12x436 = 0=x*-14x+40 = x, =10 x, =7

Comprobamos soluciones y vemos que 4 no verifica la original. Luego x = 10

19



- EJEMPLO 3.2: dos raices cuadradas
2 2
isl 2
VEHa+x-1=5 200 (Vavd) = (5-Va—1) =

= x+4=25-10\/x—-14+(x—-1) =

— Vx—-1=2 = x—-1=4 = x = 5 (comprobada, vélida)

- EJEMPLO 3.3: raices de otro indice (cubicas, p.ej.)

V- 1+1=x2Y (- D=@x-1} =

= @x-Dax+D)=@-1° = ¢-Dax+DH-@x-1P°=0 =

= -Dx+1-@x-1)H=0 = ¢—-Dx+1-x*+2x-1)=0 =
= x-DBx—xH=0 = xx-1D)B-x=0 = x=0;x=1; x=3

4. Racionales - comprobar soluciones

- ESTRATEGIA: Operar fracciones algebraicas y eliminar denominadores.

- OJO: Atencidn con los signos negativos delante de las fracciones
- OJO: Hay que comprobar soluciones (al quitar denominadores podemos generar

soluciones que no se cumplen en la ecuacion original por hacer cero el denominador)

EMPLO 41X 1_3X+2 x2 x+1  x(Bx+2)

- X+l x x+1 xO+T) x4+ xGe+1D

Gsigno) => x> —x—1=3x4+2x = 2x’+3x+1=0 = r==T
x=-—1/2 ok

—X 2x +1 1
_ EJEMPLO 4.2. + + =0 = MCM=2x(x — D)(x + 1)
x+1 2x x2 -1

2 2
20— @+ bet-D o 2
2x62=T) 2x62=T) 2x(2=T)

= 23+ 22+ (- DRx+ D+2x=0 = 3x?-1=0 = x==+

1
3

20



5. Ecuaciones exponenciales

- ESTRATEGIA: Intentar secuencialmente estas estrategias. Si una no vale, siguiente.
- CASO 1: Poner ambos miembros como potencias de la misma base e igualar
exponentes.
- CASO 2: Cambio de variable para convertir la ecuaciones en una no
exponencial.

- CASO 3: Aplicar logaritmos para intentar bajar los exponentes

- OJO: Cuidado con las propiedades de las potencias y Id os logaritmos, evita
manipulaciones y simplificaciones erroneas.
- RECUERDA: LOGARITMO = HERRAMIENTA PARA BAJAR EXPONENTES

- EJEMPLO 5.1. CASO 1:
2t _ 5590 — 2l g4 — 21 =20 — x+1=6 = x=5

- EJEMPLO 5.2. CASO 2:

ox_ 72
2B X =7 = 234 = O L =72 = t=?=8

- Deshacemos elcambio 2" =8 — x=3

- EJEMPLO 5.3. CASO 3:

22% = §1-2x I8 10 02x _ oe 5127 — Dxlog2 = (1 — 2x)log5 =
log 5

= 2xlog2 =log5—-2xlog5 — x(2log2+2log5) =log5 — x=
St S X(2log g3) = log 2(log 2 + log 5)

6. Ecuaciones logaritmicas - comprobar soluciones

- ESTRATEGIA: Propiedades de los logaritmos, hasta dejar cada miembro como un
solo logaritmo. Quitar logaritmos por inyectividad (tacharlo en ambos miembros) o

Introducir exponencial si es necesario para eliminarlos.

- OJO: Hay que comprobar soluciones (no existen logaritmos de argumento cero o

negativos) (se llama argumento a lo de dentro de una funcion)

21



- EJEMPLO 6.1.
logx +1log5 =2 = log5x =1pg10> = 5x = 100 => x = 20 comprobada
log(4 — x)

_EJEMPLO 6.2: ————— — =2 = log(4 —x) =2loglx +2) =
log(x + 2)

= logd -0 =log(x+2)?) = 4-x=(x+2) = 4-x=x"+d+4 =
= 0=x>+5x = x=0; x==73 (Falsa)

7. Ecuaciones con valor absoluto - comprobar soluciones

- ESTRATEGIA: Distinguir el caso en el que el contenido del valor absoluto queda igual y

en el que el contenido cambia de signo. Resolver y comprobar.

- OJO: Si hay varias expresiones con valor absoluto, hay que distinguir todos los posibles
casos y combinaciones de signos.
- OJO: Hay que comprobar soluciones (al resolver cada caso, pueden aparecer

soluciones que no pertenecen al caso concreto; siempre comprobar en el enunciado)

- EJEMPLO 7.1. [x>—2| =2

2_ 9 — 2
Distinguimos {x 277 - {x
—x?4+2=2 2

4 > +2
0 = 0

X
X

Soluciones: x = — 2, x =2, Xx = () (todas validas)

- EJEMPLO 7.2. |3x + 1| = | 2x + 4| (o signos iguales, o signos opuestos)

3x+1=2x+4 > 3x—-2x=4-1 = x=3

D|st|ngU|mos{3x+1:_(2x+4):> 3x+2x=—-4-1 = x=-1

Ambas validas

- EJEMPLO 7.3. |[x + 3| = |2x| + 2

(x+3=2x+2 =>x=1 ok
ot - _<x+3=—2x+2 =>x=-1/3 ok
uatro combinaciones: _ 4 3y 5 4o = y =573

|- +3)=-2x+2 =>x=5
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8. Sistemas de ecuaciones no lineales - comprobar soluciones

- ESTRATEGIA: Método de sustitucion o de reduccidn, utilizando las estrategias
adecuadas vistas anteriormente para cada tipo de ecuacién (eliminar raices, cambios
de variable, propiedades de logaritmos, etc.).

x?—y?=11

EJEMPLO 8. N N
- 10gx—10gy=1=>10g<;>=1=>;=10=>x=10y

1
Sustituyendo (2) en (1): (10y)> —=y? =11 = 99y’ =11 = y = ig
Soluci 10 1 10 ( badas)
oluciones: X = —, y = — X = ——, y = — — (comprobadas
37773 R (A

9. Inecuaciones (una incognita)
- ESTRATEGIA:

- CASO LINEALES: Despejar x, obtener desigualdad con x y pasar a intervalo.

- CASO POLINOMICA (grado 2 o mayor): Obtener las raices del polinomio (las
soluciones al igualar a 0), y estudiar el signo en los intervalos resultantes.

- CASO DENOMINADORES CON x: despejar hasta tener cero en un miembro, y
obtener raices de numerador y de denominador. Estudiar el signo en los
intervalos resultantes, excluir denominadores negativos en la solucién.

- OJO: Trabaja igual que en ecuaciones salvo al multiplicar o dividir la inecuacion por

numeros negativos (eso cambia el sentido de Ila desigualdad)

(=2) >
CEJEMPLO91.—2Xx4+3>5 = —2x>2 2775 v« .| = x€ (=00, - 1)

sols.

-EJEMPLO9.2.x2-3x-4>023 x=4 y x=-1

(o0, —1) +
INTERVALOS: < (—1,4) — = x€(—00,—1]U[4, )
(4,00) +
_ EJEMPLO 9.3. _ 1 < 0 = numerador raiz 2 y denominador -1
X +
INTERVALOS:
(zoo, = 1) + el -1 anula el denominador, queda fuera (-1
(-12) - = xe(-1 2]{ e - |
el 2 estéa incluido por ser < 0 queda dentro ,2]
(2,00) +
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10. Sistemas de inecuaciones
- ESTRATEGIA:
- UNA INCOGNITA: Interseccion de las soluciones obtenidas por separado o
comprobar intervalos en expresion original.
- DOS INCOGNITAS: Representar las regiones del plano (importante que calcules
los puntos de corte con los ejes y también entre las distintas rectas resolviendo el

sistema, seran vértices de la region), y dar valores en cada region hasta encontrar

la solucion grafica.

—2x—3>-5 = x € (—,])

EJEMPLO 10.1. UNA INCOGNITA: _ —
§+f<0 — xe(-1,2]

— x € (o0, )N (-1,2)=(-1, 1)

x+y >9

= Corte entre rectas (3,6,
—2x+3y <12 (3,6)

_ EJEMPLO 10.2. DOS INCOGNITAS.{

.....

REPRESENTAR RECTAS VALORES Y SOLUCION
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TEMA 1 - EJERCICIOS

Ecuaciones, inecuaciones y sistemas

Tema donde se repasan también procedimientos algebraicos basicos
aprendidos en la ESO y que supondran la base necesaria para poder avanzar
en los contenidos del curso
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Ejercicio 0. RADICALES Y RACIONALES

a)\/2x+/5x—6=4 B)Vx—2+y/x+1=3

Tx + 1 5x =7 1 X
C) = d) —_ = —
4 6 x 8

OvVix—1=x—-4 H1/2x +2 —4/6x +10 =0
)1+1+1_7 h)2x_|_3x_6x2
gx X2 X3 8 x—2 x+2 x2-4
) x>—16 x+4 (% — 4x) = 0 ) 2x —6 1 7-3x
i : —(x*—4x) = X — =——
x—1 x2-1 : 2x—x2 x x-=2

. 3 N 4 1

— = Sols:a)2. b)3..¢)5. .d)4. e 7. )1 2. h)0. 4. j)1

P 232 — Ax 2 —4 ols: a) ) c) ) e) ) 9) ) 4. )
Ejercicio 1. EXPONENCIALES
a) 3.9+l = b) 3+ _g¥ — c) 22Xt 4 2r 4 2% 1 =28
Sols. a) x=-1 b) x=1 c) x=3
d) 925 + 45 =2022*2 1 1) sois:-2y 1 03 +9¥1_162=0 so3
)1 4+9% =3+ 431 o7y ) e 1 _3=0 sol: In)(3)+1/2

1 50
h) v/ 23 — E =0 sol1 i) T2 47 = o sols: -1y 1
DI 4 =4 om0y Q5 =10)- (V27 - 8) =0
D32 _27 =0 sori m) (9% — 3% — 6) - <\/7X—3 - 2) —0
n (5% = 13) - (\/ 23x+1 _ 2) =0 solsik) 1y 2+logs(2) m) :1y 3+2log,(2) n) 1/3 y % logs 13
Ejercicio 2. LOGARITMICAS
a)log(1+9%x)=1+2"-logx b) log(x — 3) + log(x + 1) = log3 + log(x — 1)
c) log2 +log(11 — x?) = 2-log(5 — x) d) 2logx = log(10 — 3x)
Soluciones: a) x=1 b) x=5 c) x=3, 1/3

h)logy/2x — 3 +logy/x —5 + 1 =1og 30 sol: 6
i) log4/3x +1 —logy/2x -3 —1=—log5 sol: 13/5

) log(x*+ 1) = [log(x — 1) +log(x + D] =1 sol:/11/3

K) 8/5

d) x=2
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0g.a
Ejercicio 3. Logaritmicas por cambio de base logb a = S

(el ¢ que queramos)
C

a) log 3 \/; +log; x + logg x* = log; 64 RESUELTO:
083 \/; log; x*

Cambio de base - +logz x + ——— =log; 64 = logz x +logz x + logy; x =log; 64 =
logy4/3 logs 9

= 3logyx =log;64 = x* =64 = sol: x=4

. . 0gs5 X logs x
b) log;/s x +1ogsx =1 +10g,5x (cambio base: Tog(173) +logsx =1+ o, >3 Sol: 1/25
1 1 1
+ =2 sol:27 d)2-log,3+1og,27=-5 sol: 1/3

+
logzx  loggx  logy,;x

Ejercicio 4. ECUACIONES CON VALOR ABSOLUTO

a) [x>—8x| =2x sol06 10 b) |2x% —4x| = 2x sol:0, 1, 3
c) |x=5|=3x—1so32 dx+2|=|x—-6] sol: 2

e)|x>=3x+1]|=1s0l0 123 flxZ—x|=1]1-x2] sol: -1/2, 1
fy |x| +1=|3x —5]|sol 1,3 9 [x>—1]=|x—-1] sol: 0,1,-2

Ejercicio 5. SISTEMAS EXPONENCIALES Y LOGARITMICOS.

) 32%+y — 2187 0 X4 5V =9 7 x2—y2=11 g logx +1logy =3
352y — 3 x—1 + y+tl =9 logx — ]()gy =1 Ing - IOgy =1

sols @) x=3 y=1 b) x=3 y=0 c) x=10/3 y=1/3 d) x=100 y=10

o {10g2(3y— )=x " {10g4(3y— )=x

3,2) (3/2,2)
3.2-2.3"=6 3-4-2.-37=6
logs(3*—1)+1log,(3* + 1) = log;(x +y) —logs(x —y) =1

) { g3~ Dtlog3*+ D=y { g g3 o
6-3"=1 2¥4+3.2% =16
log,(9 —x) = = Y=
) 0g,(9 —x) = 5 616 ) {2x_2 2 =12 -
log,(y +9) =2 27 =1
y 8x—2 _ 21—3y =0 | 27x—1 — 32—3y =0
) log, 2x + log, 3y =2 iy ) log, 2x + % log, 9y? =2 (R EE Y AR

1
Nota: ) log 9y2 =log 9y2 =log(3|y|) (y vale para valores negativos)

{10g(x+1)—logy=1 ){1n(x+y)+ln(x—y)=ln33
m n

4,1/2) (7,4)
x—=2y =73 11

et-ed=e
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Ejercicio 6. INECUACIONES.

2 3 5 x(x*—9)
a) |2x——|>2 b) |x” +4x| < 4x c) — <
5 15— 3x
-2x -5 x(2-x)
d———<0 e) —— <0
x2—1 x+3
Sol:a) (—o0, —4/5] U [6/5, 4+ 00) b)0,-2,2. ¢)(—o0, —3]U[0,3]U (5, + o0) d)[-5/2,— 1)U (], + ) e)(—3,0]U[2, + o0)

Ejercicio 7. SISTEMAS DE INECUACIONES CON UNA INCOGNITA.

x2-5x+4<0 2x2—x > 6 X 4x>2
a) by c)
3x—9<0 x2-9<0 10x -5<0

1—x 0 x2-9 x=2
d){x25x B e) 2 2+1 f){x2+4x
2x =32 +x) <5x—18 2x =32 +x) <5x—18 6bx—6>x—16

2-%<0 xr+x>2 X2+ x <6 St +x>6
9 % 12+4x h) ) )

2o >0 10x(x+1)<0 2x —1>3x 2x —1<3x
Sol: a)[1,3) b)[-3,-3/2)U(2,3] c)(—o0, — 2] d)2,5) e)[3, + ) H[—2,0) U (2, + o)
9)(3, + ) h) @ i)(-3,-1] (2, + o0)
Ejercicio 8. SISTEMAS DE INECUACIONES CON DOS INCOGNITAS.
2x+y>2 x+y>9 2x —y< 4
a) b c)
x<3 —2x+3y<12 3x >3
y<2x+5 x—2y<0 xX+y>-2
d) e f)
y>—-x+6 3x+y>3 x—y=>2
y<2x+5 x—2y<0
9yy=>—x+38 hy§3x+y<3
y <0 x>-1
A) B) C) D) E) F)

= :



TEMA 2a - APUNTES

Trigonometria (resolucion de triangulos)

Tema donde se repasa y amplia lo aprendido en 4° de ESO sobre
trigonometria, con el objetivo de aprender a resolver cualquier triangulo.
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0. Introduccion

La trigonometria estudia las relaciones entre los dangulos y los lados de los triangulos.
Etimologia: tri (tres) - gono (angulo) - metria (medida).

Utilidad: permite resolver muchos problemas geométricos con aplicaciones practicas:

Ejemplo utilidad 1: TOPOGRAFIA: altura de una montafia (imposible desde su base)

Sistema trigonométrico usando las tangentes:

“w_  h __h _ : .
tan(20°) = 000~ S0 h = (900 + x) - tan(20°)
tan(25°) = 400’1+x = h = (400 + x) - tan(25°)

Igualando: (900 + x) - tan(20°) = (400 + x) - tan(25°)
900 - tan(20°) — 400 - tan(25°)
X =

= 829,23 m
tan(25°) — tan(20°)

Ejemplo utilidad 2: Recreacion adaptada de la medicion historica del Planeta Tierra
Eratéstenes (255 a.C.) observd que en Siena (hoy Asuan), los rayos del sol caian
directamente en el solsticio de verano (esté justo en el Tropico de Cancer), sin proyectar
sombra. Pero en Alejandria, al mismo tiempo, una vara proyectaba una sombra, lo que

indicaba que la Tierra tenia curvatura. Midié en ese momento la sombra de la una vara:

o —vw‘y@




Los datos aproximados que manejaremos:
- Distancia de Alejandria y Asuan: 5000 estadios x 157 m por estadio = 785000 m.

- Sombra de la vara: 12,63 cm. Aproximamos la situacién a triangulos rectangulos:

x 785000
Por semejanza: — = ——— —> x = 6215,36 km
1 0,1263
(j;medida del radio de la tierra, frente a la medida actual 6378 km!)
) 0,1263 .
Usando trigonometria: tan o = — = a~72

7,2° 785
360 = = y = 39250 km (j40074 km es la medida actual!)
’ Yy

Otros usos: cualquier problema geométrico en el que intervengan angulos (nimeros
complejos, geometria analitica, disefio grafico 2D y 3D...) necesita la trigonometria.
Como funciones, sen y cos son el modelo matematico de las ondas, y hay una
infinidad de realidades cuya naturaleza son las ondas: seiales inalambricas, luz,

energia, terremotos, sonido, radiacion... Es una herramienta imprescindible.

-2

https://www.youtube.com/watch?v=0mKYMU3CyBU

Video donde se explica el uso de triangulaciones, y distintos
instrumentos de topografia, en el Imperio Romano. En él se muestra
la importancia de las matematicas, de los triangulos, y de la
trigonometria para poder construir acueductos, hacer mapas o
trazar carreteras rectas.
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1. Unidades angulares y razones trigonométricas.

Grados y radianes: el circulo se divide en 360 grados = 27 radianes. Conversion:

T
—— X grados = radianes

180

—— X radianes = grados

T

opuesto

contiguo

TRIANGULO RECTANGULO

1

1
sCota =

180
Razones trigonométricas principales: seno, coseno y tangente:
) opuesto
SIna = —
hipotenusa
contiguo
*COSO = —
hipotenusa
opuesto
stana = e
contiguo
Inversas: secante, cosecante y cotangente:
1
seca = *Ccsca =
cos o

sin a

tan o

Usos: resolucioén de triangulos rectangulos, dados unos datos, conocer los demas.

) sSina

Identidades fundamentales:|(1) sin® @ + cos? a = 1 @) tana =

cosa

DEMOSTRACION (1): Pitdgoras: opuesto® + contiguo® = hipotenusa®

2 2 2

2
, _ opuesto
a =

contiguo opuesto® + contiguo hipotenusa

sin @ + cos =1

hipotenusa®?  hipotenusa? hipotenusa?  hipotenusa?

opuesto
4 opuesto hipotenu. sin a
DEMOSTRACION (2): tan o = 221810 _ hiporenusa
contiguo contiguo cos a
hipotenusa

Primer uso: conocida una de las razones (seno, coseno o tangente), calcular las demas:

Ejemplo: Sisina = 5 calcula cos a y tan a. Usamos las identidades fundamentales.

sin o 20/2 1

cosa 3 3

tan o
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2. Razones trigonométricas de angulos conocidos (1° cuad.)

- Si dividimos en dos partes un triangulo equilatero mediante su altura,
obtenemos un triangulo rectangulo de angulos 30° 60°y 90°. Aplicando éi\
las razones trigonomeétricas y el Teorema de Pitagoras a ese triangulo, / v \

obtenemos el valor de seno, coseno y tangente. /

[ .\
- En un triangulo isdsceles resultante de dividir un cuadrado en dos / h \
mediante su diagonal, obtenemos un triangulo rectangulo con angulos / / “\\

45° 45° y 90°. Razonando igual, obtenemos las razones de 45°. /\

Angulo/

P SIn o cosa tan o 4

Vi3

3

30°

[l
OSN IEST I NG ST e ) [ SY

N|§I N‘%I N | =

45°

60 = Vi A ]

N | — N‘%IN
[SESY

Circunferencia goniométrica: circunferencia de radio uno, Uutil para
trigonometria, porque la medida del cateto vertical mide exactamente
el valor del seno del angulo que forma y la del cateto horizontal

exactamente el valor del coseno.

Sobre la circunferencia goniométrica podemos

comprobar que aparecen triangulos

equivalentes en los distintos cuadrantes. i <
Razonando de esa forma, podemos ampliar la \ -~ D >
tabla para angulos conocidos entre 0° y 360°. § oof | § oo : I
Por ejemplo, comparando 30° 120°y 150°,

vemos que son semejantes y las medidas se

relacionan:
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3. Razones trigonométricas de angulos conocidos
(todos los cuadrantes)

. o R , 330°=— ——
de la base trigonométrica y la intuicion necesaria para 6 2

todo lo que queda de bachillerato.

Angul :
nay o/ sin o cosa tan o Cuad.
Ci{gunferencia Goniométrica con Angulos Notables y Tridngulos razon
0°=0 0 1 0
1.0 sen(+), cos(-) wt ,< iy e sen(+), cos(+)
3o T ) S T
SN 4PN 30=2 1 V3 V3
0s o N A A+ 6 2 2 3
fi i T W2 2
o P oo 45=Z i i 1 1°cuad
& 00 At ——+ 2 2
=z i
sl TV NN 00"=3 ? 5 V3
1.0 sen(-), cos(-) 240° " . " 300° sen(-), cos(+) 90 - — 1 0 Z
1 2
V3 1
~12 - 0. : ) f 5 120=— — - -1/3
1.5 1.0 0.5 COOSS,«O 0.5 1.0 1 3 2 2 \/_
No es necesario memorizar todos los valores, se trata  135° = ? \/5 _ \/E —1 20cuad
de saber relacionar los angulos que ya conocemos (30°, 2 2
45°y 60°) con los de los demas cuadrantes buscando 150 = 2 l _ \/E _ \/g
las equivalencias comentadas y teniendo en cuenta los 2 2 3
signos: 180°=72 O -1 0
. 210" = Tr 1 \/§ \/5
Cuadrante  sina cos a tan a "6 2 T 3
o o S5n 2 2
1 + + + 25 =" _V< _i 1 3°cuad
‘P 2
2° + - -
4 1
2407 = & _ V3 __ V3
30 _ _ + 3 2 2
3z
40 _ + _ 270° = > -1 0 A
i S5n \/g 1 \/§
Tratad de reproducir esta tabla y el dibujo, 3 2 2
estableciendo las relaciones comentadas. Cuando 7
. L 315 = — _ﬁ ﬁ 4°cuad
sedis capaces de construirla sin errores, y lo 4 7 7
comprendais sin fisuras, tendréis adquirida gran parte . 1 \/§
2
1

En calculadoras CASIO nuevas, la funcion MathBox/ 360° = 2z 0

circunferencia puede ser de ayuda.
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4. Relacionales entre razones trigonomeétricas

Complementarios 'y 90° — o
cos(90° — a) = sin(a) |
Sil’l(90° — a) — COS((Z) [
tan(90° — a) = Cot(a)

Suplementarios ay 180° — a
sin(180° — a) = sin(a)
cos(180° — a) = — cos(a)
tan(180° — a) = — tan(a)

Angulos ay 180° + «
sin(180° + a) = — sin(a)
cos(180° + a) = — cos()
tan(180° + a) = tan(a) o

Opuestos a y 360° — a T 1 1 1 E=

sin(—a) = — sin(a)
cos(—a) = cos(a) ol —L— T
tal’l(—(l) = — tan(a) >

Se pueden obtener otras relaciones, basta dibujar la situacion y encontrar las

equivalencias entre las razones.

Para angulos mayores que 360°, se repiten los valores ya que supone dar vueltas sobre

la misma circunferencia. Basta dividir el angulo entre 360° (divisioén entera). El cociente

sera el nUmero de vueltas completas dadas (irrelevante para el resultado), y el resto, el

angulo sobrante:

1
sin&870° = 870+360 =2 — resto = 150 = sin 870° = sin 150° = 5
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5. Teorema de los senos y teorema del coseno.

En cursos pasados vimos como resolver triangulos rectangulos, y cualquier otro triangulo mediante la
estrategia de la altura. En la introduccidn se puede ver un ejemplo (medicion de una montafa). Existen dos

teoremas que permiten resolver triangulos de forma mas directa: el de los senos y el del coseno:

Teorema de los senos

En un triangulo cualquiera con lados a, b, ¢ y angulos opuestos A B, C

a b c

sin A sin B sin C

Demostracion. Estrategia de la altura: {h = bsin ‘é
h =asinB

a b
Igualando y despejando: _=—"_ cab

sin A sin B

Para completar con ¢ y C, basta tomar otras alturas.

Teorema del coseno
En un triangulo con lados a, b, ¢ y angulos opuestos A E, C
a? =b%+ %= 2bc cos(A)

a?=b%+c?—2bc cos(A)
Los dngulos y los lados son intercambiables, obteniendo:  b? = a? + ¢2 — 2ac cos(ﬁ)
¢? = a’+b*—2ab cos(C)

Demostracion. Pitagoras en ambos lados:
{a2 =h’>+ (b —x)?

c? = h?>+x?

Demostracion del Teorema gel Coseno

y en la derecha: x = ¢ cos A.

a’=h2+ (b —ccosA)?
—

Sustituyendo: .
c2=h>+c*cos’ A

2_p2 4 p2 A 2 cos? A
=>{a =h“+b°—2bccosA +c coszé restandolas:
scA

c?=h? +c%co

2 _ 2 _ A 2 n
= {a =) +b* = 2bc cos A +f/em despejando a’=> a* = b? + ¢ — 2bc cos(A) CQD

=i +M
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Casos. (no hay por qué aprendérselos de memoria, pero conviene conocer las situaciones posibles)

Teorema de los senos: | Lo usamos conocidos dos o tres angulos:

- Angulo - Lado - Angulo (ALA)
- Angulo - Angulo - Lado (AAL)
- Lado - Lado - Angulo (LLA) - OJO 2, 1 o 0 soluciones

Teorema del coseno: Lo usamos conocidos tres lados, o dos lados y el angulo comprendido.

- Lado - Angulo - Lado (LAL)
- Lado - Lado - Lado (LLL)

Para calcular angulos en estos casos LAL y LLL, usad el Th. del Coseno para evitar ambigliedades (con

el seno, hay dos soluciones posibles (1°y 2° cuadrante, A 'y 180-A), si usamos el del coseno aseguramos en

qué cuadrante estamos gracias al signo positivo (1°) o negativo (2°) del calculo de cos a)

Caso ambiguo LLA: sin solucion, una solucién, dos soluciones (hay que evaluar las

posibles soluciones del seno en el 1°y 2° cuadrante (¢ y 180° — a)

- >

Recuerda: la suma de los angulos de un triangulo es 180°. Si alguna solucién obtenida,

(@ 0 180° — &) hace que la suma sea mayor, debe descartarse.

Teorema del coseno como ampliacion del Teorema de Pitagoras:

\ =

El teorema del coseno amplia al Teorema de Pitagoras para cualquier triangulo.

- Triangulos rectangulos (medio): a®> = b% + ¢? — 2bc COS(9A0) = b% + ¢? (Pitagoras)
- Acutangulo (1° cuad), cos>0, el lado “hipotenusa”’mas pequefio, (resta —2bc COS(A))

- Obtusangulo (2° cuad), cos<0, lado “hipotenusa” mas grande (suma 2bc¢ COS(A))
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Resumen de formulas

. opuesto contiguo opuesto
Razones: Sina = — *COSa = — stang = —
hipotenusa hipotenusa contiguo
1 1 1
Inversas: seca = *CsCa = — ‘cota =
cosa Sin o tan a
] . 5 5 sin o
Identidades fundamentales: 1)sin“a + cos“a =1 (@) tana =
cosa
Angulos conocidos / signos / relaciones
C\lrscunfercncwa Goniométrica con Angulos Notables y Tridngulos
Angulo/
razdn na cosa tan o Cuad. 1 i
0°=0 0 1 0
w=Z% L V3 3
6 2 2 3
o T 2 2 _rob  senthcost) 2007 e L3000 sen(), coste)
45° = 7 i i 1 1°cuad
2 2 71—51 5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15
T 1 5
60° = = \/§ 1 \/g Cuad(r)ante sina _cosa tana
3 7 2 1 + 4+ +
2° + - -
90' = = 1 0 Z 3° - - 4
2 4° - + -
Teorema de los senos Teorema del coseno
a’> = b%+ ¢? —2bc cos(A)
a b c

= = b =a?+ c? = 2ac cos(B)

sin A _siné_siné N
c?=a®+b>—2ab cos(C)

Memoria de calculadora para conseguir precision sin errores de redondeo

Ans - Ultimo resultado. PreAns - Penltimo resultado.
Modelo clasico: STO y tecla con letra rosa encima: guarda resultado actual en esa letra
Modelo nuevo: Tecla ( =x VARIABLE) para guardar valores en letras.

Letras accesibles con shift+tecla en la que se encuentra la letra (normalmente en rosa o dorado)
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TEMA 2a - EJERCICIOS

Trigonometria

Tema donde se repasa y amplia lo aprendido en 4° de ESO sobre
trigonometria, con el objetivo de aprender a resolver cualquier triangulo
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Ejercicio 1. RAZONES TRIGONOMETRICAS

1.1. Hallar las razones trigonométricas de los angulos x y (r + X) sabiendo que

3 T
COSx =——; —<x<nm.
5 2
. 4 4 3 . . 4 4
Sol:smx:?tanx:—? cos(fr+x):—cosx:g, sm(:r+x):—smx:—;, tan(ﬂ+x):tanx:—;

1.2. Sisec A = 3y el angulo es menor de 90°, calcula las restantes razones

22

. - 1
trigonométricas de A. SoisinA =——, cosA ==, tand= 2/2.

1.3. Sisin 27° = 0,45, calcula: sin(—27°), cos 63°, sin 207°, tan 333°, cot 1953°
Sol: sin(—27°) = — 0,45, cos 63° = 0,45, sin 207° = — 0,45, tan 333° = — tan 27°, cot 1953° = — cot 27°.

1
1.4.Sisina = — 3 ytana > 0, calcula cos @y tan a.
, 1 2V/2 V2
Sol:sma:—g, cosa:—T, tana:T.

1.5.Sisin47° = 0,73 y cos47° = 0,68, calcula razonadamente (sin usar la calculadora):

sin(—47°), cos43°, cos133°, sin227°, tan313°, tan3647°

Sol: sin(—47°) = — 0,73, cos 43° = 0,73, cos 133° = — 0,68, sin 227° = — 0,73, tan 313° = — tan 47°, tan 3647° = tan 47°.
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Ejercicio 2. RESOLUCION DE TRIANGULOS. TEOREMAS DEL SENO Y DEL COSENO

2.1. Resuelve los triangulos siguientes:
a) b) c) d)

[
(5]

92 110°

79°

15 70° 5
ela=70m,b=55m,C=73

b=17Tm, A=70° C =35°

ga=12m, c=7Tm, B =108°

h) En un triangulo ABC conocemos BC = 1200 m, BA =700 my B = 108°. Obtén AC.
Ja=7m,b=12myA=22°

)A =4830" b=15m c¢=21m
sol: resolver en https://matematicasinteractivas.com/calculadora-resolver-triangulos/

]

Ejercicio 3. PROBLEMAS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS

3.1. Desde lo alto de un globo se observa un pueblo A con un angulo de 50°, y otro B,
situado al otro lado y en linea recta, con uno de 60°. Sabiendo que el globo se encuentra
a una distancia de 6 kilbmetros del pueblo Ay a 4 del pueblo B, calcula la distancia entre

los pueblos Ay B. sol: 8,27 km

3.2. Dos barcos salen de un puerto a la misma hora con rumbos distintos, formando un
angulo de 110°. Al cabo de 2 horas, el primer barco esta a 34 km del punto inicial y el
segundo barco, a 52 km de dicho punto. En ese mismo instante, ;a qué distancia se

encuentra un barco del otro? sor: 71,20km

3.3. Tres amigos se situan en un campo de futbol. Entre Alberto y Berto hay 25 metros, y
entre Berto y Camilo, 12 metros. El angulo formado en la esquina de Camilo es de 20°.

Calcula la distancia entre Alberto y Camilo. Sol: 35,94 m

3.4. Una valla cuyo perimetro tiene forma triangular mide 20 metros en su lado mayor, 6
metros en otro y 60° en el angulo que forman entre ambos. Calcula cuanto mide el

perimetro de la valla. sol: 20+6+17,78=43,78 m
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3.5. Queremos calcular la distancia entre dos puntos inaccesibles, Ay
B. Desde C y D se toman los datos: CD = 300m, ADB = 25°, :

25 2%
ACB =32°, ACD =46°, BDC =40°. CalculaAB. £ A

Sol: diagonal AC=291,24 m lado BC=218,40m lado AB=156,96m 300 m C

3.6. El punto mas alto de un repetidor de television, situado en la cima de una montana,
se ve desde un punto del suelo P bajo un angulo de 67°. Si nos acercamos a la montafia
30 m lo vemos bajo un angulo de 70° y desde ese mismo punto vemos la cima de la

montafia bajo un angulo de 66°. Calcular la altura del repetidor.

Sol: calcular angulos 4°-110°-3° con th senos- lado x=527,65 m - altura = 90,49 m

3.7. Las diagonales de un paralelogramo miden 10 cm y 14 cm y forman un angulo de

75°. Calcula los lados del paralelogramo. Calcula su area.
Lados 9,5978 cm, 7,475 cm Angulos: 44,78+64,75=109,54° -> 70,45° -> altura 7,0444cm ->9,59787,044=67,61cm2

3.8. Desde un faro F se observa un barco A bajo un

angulo de 43° con respecto a la linea de costa; y un
barco B, bajo un angulo de 21°. El barco A esta a 5 km
de la costa, y el B, a 3 km. Calcula la distancia entre

los barcos. Sol:AF=7,33km, BF=8,37km d=3,16 km

3.9. Un globo aerostatico se encuentra sujeto al suelo
mediante dos cables de acero, en dos puntos que distan
60 metros. El cable mas corto mide 80 metros y el angulo

que forma el otro cable con el suelo es de 37°. Calcula:

a. La medida del otro cable. (779,37 m)
b. La distancia del globo al suelo. (77,80 m)

c. Todos los angulos del triangulo que se forma. (26°50°, 116°10)

3.10. Para medir la altura de la torre AB, nos situamos en los puntos Cy D
y tomamos estas medidas: CD = 15m; <£ACB = 40°;
£ZBCD =58°; BDC="70°

¢, Qué altura tiene la torre? (Sol: BC=17,89m AB = 11,5m)
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3.11. De un triangulo ABC conocemos los tres lados a = 14 cm,b = 16cm y ¢ =9,
cm. Halla la longitud de la bisectriz del angulo en el vértice A (utiliza el teorema de los

Senos y el teorema de COSGﬂO). Sol: B=80°13’11731. A/2=30°20°36”’, bisectriz 9,94 m

—_—  — A . B
3.12. De esta figura sabemos que BD = DC, A = 60,
ADB = 45°, yAD = 5 m. Calcula BC (utiliza el teorema de 60° 45D
los senos y el teorema de coseno). Sol:-BD=CD=4,4829; BC=8,28 m A «~—5m—> C

3.13. Sara y Manolo quieren saber a qué distancia se encuentra un
castillo que esta en la orilla opuesta de un rio. Se colocan a 100
metros de distancia el uno del otro y consideran el triangulo en cuyos

vértices estan cada uno de los dos, y el castillo. El angulo

correspondiente al vértice en el que esta Sara es de 25°y el angulo

del vértice en el que esta Manolo es de 140°.

¢A qué distancia se encuentra Sara del castillo? ;Y Manolo?
Sol: 248,35 m. 163,29 m

3.14. Una parcela triangular esta delimitada por tres arboles como
se muestra en la figura. Sus duefios han decidido vallarla. Si la
alambrada se vende en rollos de 50 metros, ¢ cuantos rollos
necesitan comprar? ;Cuantos metros les sobraran? (Utiliza mas de

un teorema) x=98,47m y=116,64, P=365,11, 8 rollos, sobran 34,88 m

3.15. Hallar la altura del acantilado, h, y la distancia del

barco al pie del promontorio, d.

Sol: d=57,74m, x=28,87 y 21,13m

3.16. Acercandose desde el oeste, unos alpinistas observan
gue el angulo de elevacion de una montafia es 35° a una distancia

de 1250 m. Llegando al pie de la montaia, estiman que la ladera

tiene una pendiente de 48° . Calcula la longitud de la pendiente de la 1250w

montana y la altura de la montana (x=3187,22 h=2368,57m)

43



TEMA 2b - APUNTES

Trigonometria (identidades y ecuaciones)

Tema donde se estudian distintas identidades trigonomeétricas y su aplicacion
para la obtencion de otras y para la resolucion de ecuaciones
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1. Suma y diferencia de angulos

Las identidades trigonométricas de suma de angulos son:

sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb

cos(a + b) =cosacosb —sinasinb
tana + tan b

tan(a + b) =
1 —tanatan b

Se demuestran a través de la siguiente construccién geométrica. No lo detallaremos por
sin a

falta de tiempo. La tangente se calcula con tana =

cosa

Detalle en https://www.geogebra.org/m/k8uszyzh

Para la resta, cambiamos b por (-b) y utilizar la suma y las relaciones del angulo opuesto:

sin(a — b) = sina cosb — cosa sin b
cos(a —b) =cosacosb + sina sinb
tana —tan b

tan(a — b) =
1 +tanatan b

Por ejemplo, usando sin(—b) = —sinb  cos(—b) = cosb
sin(a — b) = sin(a + (—b)) = sina cos(—b) + cos a sin(—b) = sin a cos(b) — cos a sin(b)
Las demas férmulas se derivan de estas:
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2. Angulo doble

El angulo doble es igual que la suma de un angulo consigo mismo: 2a = (a + a).

Usando las férmulas de la suma, es facil deducir que:

sin(2a) = 2sina cosa
2 2

cos(2a) = cos“a — sin“ a
tan(2a) 2tana
an(2a) = ——
1 —tana

3. Angulo mitad

Las usando la igualdad fundamental y el coseno del angulo doble, tenemos:

2 2

{0052 a+sin‘a =1 {sumandolas: 2cos’a =1+ cos2a
COS“ a — sin

a = cos2a restandolas: 2sin*a = 1 — cos 2a

1 4+ cos2a
cosza:—1+C2032a COSCl=i‘/—2 a
— —_

. Cambiamos a =

L2 . 1—cos2
Sinta = —— sina =+ /———

Despejando:

C.Q.D.
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4. Sumas de razones trigonométricas en productos

Factorizar (convertir en producto) es muy util en diferentes contextos, como la resoluciéon

de ecuaciones o simplificaciones. Estas férmulas permiten convertir sumas en productos:

) ) ) A+ B A—-B
sin A + sin B = 2sin > CcoS

) ) A+ B A—B
sin A —sin B = 2 cos 5

A+ B A—-B
cosSA + cos B =2 cos >

) A+ B A—-B
COSA —cosB = —2sin

2

DEMOSTRACION:

sin(a + b) = sina cosb + cosa sinb

Usando las férmulas de la suma y de la resta:{ . ) X
sin(a — b) = sina cosb — cosa sin b

Sumando: sin(a + b) + sin(a — b) = 2sina cos b

Restando: sin(a + b) — sin(a — b) = 2cosa sin b

A+B
— a =
Usamos el cambio de variable atb=A y despejando a 'y b 2 , queda:
a—b=8B p=4-8
2
sin A + sin B = 2 sin 222 cos 228
2 ? c.Q.n
. . A+B . A-B o
sin A —sin B = 2 cos S sin —

5. Identidades trigonométricas (aplicacion de formulas)

Las identidades trigonométricas son igualdades verdaderas (se verifican para cualquier
valor de las variables involucradas). Por ejemplo, todas las férmulas de este tema, son
identidades trigonométricas. A partir de unas, se pueden obtener otras, y es lo que

haremos en los ejercicios:
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_ 2sina — sin 2a [ @
Ejemplo 5.1.: Demostrar - - =tan“ | —
2sina + sin 2 2

Usamos las formulas del angulo doble y angulo mitad:

sin(2a) = 2sina cosa

a 1 —cosa , [ a 1—cosa
tan [ — :-_l-w/—=>tan - = —
2 1+ cosa 2 1+ cosa

Sustituyendo, y sacando factor comun, queda:
2sina —sin2a  2sina —2sinacosa  2sima(l — cosa) [ a
= =tan“ [ — ] C.Q.D.

2sina +sin2a  2sina +2sinacosa 2sina (1 + cos a) B

(Demostramos que la expresion de la izquierda es equivalente a la de la derecha a través

de transformaciones usando identidades ya conocidas).

6. Ecuaciones trigonométricas (aplicacion de formulas)

Las ecuaciones trigonométricas, al contrario que las identidades, no se cumplen siempre.

Debemos calcular qué valores de las variables las verifican.

Ejemplo 6.1: resuelve la ecuacion sin 2a = tan a. Utilizamos las identidades para avanzar:

Sin a D)

—> 2sinacos’a =sina = sina(2cos’a—1)=0

2sinacosa =
cosa

Si un producto es cero, algun factor debe ser cero:
sina =0 = a = 0°,180° + 360°k

V2 keZ

2cos’a—1=0 = cosa == \/% =*— = a=45,135225"315"+ 360°k’

Debemos siempre estudiar las soluciones en la circunferencia entre 0 y 360°, y luego contar como posibles soluciones
todas las vueltas adicionales que demos, de ahi que siempre se incluya +360°k o +2rk, k € Z. Si vemos que se

pueden escribir de forma mas reducida mediante medias vueltas, o cuartos de vuelta, podemos hacerlo:

Soluciones:
a = 0°,180° + 360°k — a=0+180k (0+ 7k) rad

a =45°,135°,225°,315° + 360°k = a =45"+90% (% + %k) rad ~’ kez
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Ejemplo 6.2.: resuelve cos 3x + cosx =0

A+B A-B
Usamos cos A + cos B = 2 cos > cos 5 y transformamos:

3x+x 3x —x

cos3x + cos x = 2cos 5 cos 5 =2cos2xcosx =0
Si un producto es cero, algun factor debe ser cero:
cosx =0 — x = 90°,270° + 360°k ke 7
cos2x =0 = 2x =90°,270°,450°,630° + 360°k’

Para 2x, debemos contar soluciones entre 0° y 720° (dos vueltas), porque dividiremos entre 2. En caso contrario

perderiamos soluciones. Si trabajamos con la forma reducida, ya no hace falta.

Soluciones:
x =90°, 270° + 360°k ke 7
2x =90°,270°,450°,630° + 360°k —> x = 45°,135°,225°,315° + 360°k’
La forma reducida seria:
x =90°+ 180°k
En grados: 2x = 90° + 180°%k —> x — 90° +2180°k — 45 4 90°%k ke”Z
X = % + rk
En radianes: - % ,ke”Z
X = 7 + Ek

49



TEMA 2b - EJERCICIOS

Trigonometria (identidades y ecuaciones)

Tema donde se estudian distintas identidades trigonomeétricas y su aplicacion
para la obtencion de otras y para la resolucion de ecuaciones
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Ejercicio 1. SIMPLIFICACION, ECUACIONES E IDENTIDADES

~ sin(30+ a) — sin(30 — a) o L, A _
a) Simplifica: - b) Simplifica: 2tana - sin“ — + sina
tan 60 - sin

c) Resuelve la siguiente ecuacion: cos 2a — 4 sina = 3

T r
d) Resuelve: cos 3x —cosx =0 e) Simplifica: sin(Z +a)—cos(a — Z)

2(1

f) Demuestra: 2 tg a cos E —sena =1iga

g) Resuelve: 2 cos’x +senx =1

h) Resuelve transformando suma en producto: cos3a + cosa = 0

a
i) Simplifica: 2 tg o cos25 —sena j)Demuestra: sen 2a —tg acos2a =tga

k) Resuelve: sen (45° — a) + \/5 sena =0

) Resuelve transformando en producto: sen3a + sena = 0
1

cos2a

m) Demuestra: 1 + tg%a = n) Resuelve la ecuacion: sen 2a = tg o

fi) Simplifica: (1 — tana) - tan(45 + a) — 1

. a :
0) Demuestra: 2 tan « - sin’ 2 +sina =tana

p) Resuelve: sin”2a — sin>a = 0 g) Resuelve: sin3x —sinx =0
~cos(30+ a) + cos(30 — a) . 5
r) Simplifica: s) Resuelve: 2sin“ x + cosx = — 1
cosa

t) Resuelve: sin 5x —sinx = 0

) /4 V3 1 .
u) Demuestra:sin {a+— ) -cos|a—— ) = =(sin2a + 1)
4 4 2

T T
v) Demuestra: 2 - cos <Z + a> - COS <— — a> = cos2a

4
I:a) 1 b) t )3ﬂ+2k d)”+k )0 f)=b) )7[+2k”
sol: a an a c)— T — P e ~ 07
2 2 972773
T n  km ) ) . . 2 ) 3z
h)5+kﬂ,z+7 i)~f) j) poner cos en denominador y cambiar cos“ x por 1 — sin” x k)T+k7z
km T k=m n S5x
N0+ — m) cambiar tg nN0+kn,—+— fi) tan @ o)=b) p)0+kn,—+kn,— +kn
2 4 2 3 3
T knm T bis Sn
q)0+kﬂ,z+7, r)\/gs)zz+2k7r ’[)O-I—kﬂ',a-f-kﬂ',g-f-kﬂ',?-l—kﬂ'
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Ejercicio 2. MAS ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

1
2.1) cos® <§> +cosx = ) 2.2) cos 2x — cos 6x = sin 5x + sin 3x
2.3) tan® <g> +1=cosx 2.4) sin2x —2cos’x =0

5
2.5) 2 sin® x + cos 2x = 4 cos’ x 2.6) OS> <%> +cosx = )

2.7) cos 5x — cos 3x = \/5 sin 4x 2.8) cos 2x — cos 6x = sin Sx + sin 3x

2.9) 3sinx —cos2x =1 2.10) sin x - sin 2x + 2 sin’x = 0
S X 1 y 1
211)cos“| — ) -cosx = — 2.12)cos2x +sin“x —— =0
2 4 2

2.13) cos(6x) + cos(8x) = — \/5 cos X 2.14) sin x - sin 2x + 2 sin’x = 0

: V3
cos(x —m)-siny = —

2 1
X —COos"y = n

sin? 3
2.15) 2.16)

2y —coly =1 . V3
COS™ X COS™y = ) COSy - sIn x =T

T
X =Yy =§
2.17)
sin x + siny =4/3
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Ejercicio 3. MAS IDENTIDADES TRIGONOMETRICAS
JT T

1
3)sinfa+—)-cos|{a—— ) =—=(sin2a+1)
4 4 2

3.2) cosa cos(a — ) + sina sin(a — ) = cos

T 1 + sin 260 T sin2a — 1
33)tan ( —+60) = —— 34 tan (@ —— )| = ———

4 cos 20 4 cos2a

b3 T S5r
Sols:2.1)x=90°+180°n=E+nﬂ, nez 2.2)X=g+2ﬂ'l’l or x=?+27rn, nez
b n
x=5+ﬂn, nez x=T 23)x =2nk, k € Z
b n

24x =—+rxn o x=—+4+nan, n€”Z x =90°+180°n or x =45 +180°n

2 4

2
2.5)x=§+7rn, x:?ﬂ—kﬂn, nEZ x =60"+180°n, x =120°+180°n

5
2.6)x=§+2ﬂn and x=Tﬂ+2ﬂ'n, neZ x=60"+360°n and x = 300°+ 360°n

Sn T V3
2.7)x:T+ﬂn and x:7+ﬂn, nez x:zn, nez

x =225°+180°n and x =315°+180°n x =45°n

T S5r T
29 x =—+an and x=—+7an, n€Z x=—+—n, ne€”Z
6 6 2 2

x =30°+180°n and x =150°+180°n x =90° +90°n

5
2.11)x:%+27rn and x:?ﬂ+2ﬂn, HEZ x=30°+360n and x = 150°+ 360°n

212x =nn and x:%-ﬂm, neZ x=0+180n and x =90°+ 180°n

—14+14/3 —-1+4/3
2.13)x=arccos(T\/_)+2ﬂn and x=—arccos<T\/7>+2ﬂn, nez

X ~68°+360°n and x &~ 292°+360°n

3
2.14)x = % +7n and x = Tﬂ +rzn, ne’Z x =45°+180°n and x =135°+180°n

Sz 2zxn
X = E + 7
5 x =21.43° +102.86°n
215y = 212 e 78 x =300+ 102.86°n
;61 7 x = 90° + 180°n
X =—+71n
2

216)x =nn and x=§+n’n, neZ x=0+180n and x =90°+ 180°n
2.21)x=§+7m, y=04+7zm, nmeZ x=60°+180n, y =0°+180"m

57[ IT o o o o
2.22)x=?+27m, y=§+27rm, n,m€e€Z x =150"+360°n, y =60°+360°m

5
2.23)x=?ﬂ+27tn, y=g+2n’n, nez x = 150° +360°n, y = 90° +360°n
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Ejercicio 4. RAZONES TRIGONOMETRICAS E IDENTIDADES

3z
4.1) Sabiendo 7 < a < > y que cosa = — Ve calcula, sin calculadora, tan(2a).
: . [a &
4.2)Sisina = 0,2con90° < a < 180°, calcula: sin <5 + E)’ tan(z — )

4.3) Sabiendo que: sina = 0,5 con 90° < a < 180°, y utilizando las razones

a
trigonométricas necesarias, calcula tan <E + JT>

. b4
4.4) Sabiendo que: SIn x = % donde 5 < x < &, calcula:

cos (%) , tan(zm + Xx), sin(2z — x)

4.5) OJO; ES MAS LABORIOSO QUE LOS ANTERIORES
Sabiendo que: sina = 0,2 con 90° < a < 180°, y tan = 2 con 180° < f# < 270%;

icula: sin (= + 4 ), tan (28 — =
calcula: sin | — , tan - —
2 3

5+2¢/6 3
Sols: 4.1) tan(2a) = 3v/7 4.2)sin <% ¥ g) =Y ' _01005  tan(zr—a)= % = 0,2041
1/ 10
4.3) tan (% - 7r> =2++/3=3,7321
2—14/3 3 1
4.4) cos I) = = 0,2588; tan(zr + x) = — £; sin2r —x) = — —
2 2 3 2
24/6
45)cosa = — ?\/7 (sencillo)
V5 o, . 20/5
cosff = — < (formula tangente e identidad fundamental sin“ + cos“ = 1) y luego sin f = — 5
4 . [a r
tan 2 = — 3 Luego, con férmulas y calculadora: sin E) +p4)=-0,5349; tan | 24 — 3 =2,3411



TEMA 3 - APUNTES

NUmeros complejos

Tema donde se estudian los numeros complejos, aquellos que aparecen al
considerar que existen raices cuadradas de numeros negativos.



0. Introduccion.

0.1. Los numeros complejos y su origen historico.

Hasta ahora, se estudiaron los nimeros reales como “todos” los niUmeros existentes,

pero, en realidad, estos se pueden extender a conjuntos numéricos mas amplios.

El origen de los niUmeros complejos se basa en considerar que las raices cuadradas de

numeros negativos sean validas. Partiendo del ejemplo mas sencillo:
x>+ 1=0 = x = +1/—1. Hasta ahora deciamos, “no existe solucién”.

A partir de ahora, diremos, “no existe solucion real” (en los niUmeros reales), porque en
los nimeros complejos, llamamos a4/ —1 = i la unidad imaginaria. Asi, ese polinomio de

grado 2, tiene dos soluciones, i y —i.

Aunque estos nimeros desconcertaron a los matematicos, Cardano (s. XVI) descubrié
que trabajar con raices de negativos de forma intermedia, le permitia obtener resultados
posteriores coherentes con los nimeros reales, asi que se demostré la utilidad de
manejarlas. Bombelli (s. XVI), Descartes (s. XVIl), de Moivre y Euler (s. XVIll), Gauss y
Hamilton (s. XIX) fueron avanzando en su estudio hasta la forma en la que los
manejamos actualmente (como se puede comprobar, los complejos captaron la atenciéon

de algunos de los nombres mas relevantes de la historia de las matematicas).

0.2. Utilidades de los nimeros complejos.

Los numeros complejos tienen aplicaciones, ademas de dentro de las matematicas, en

numerosos campos de la ciencia y la ingenieria, lo que demuestra su enorme utilidad.
Dentro de las matematicas

1. Ecuaciones polinémicas. Segun el Teorema Fundamental del Algebra, cualquier

polinomio de grado n tiene n soluciones complejas. Un ejemplo sencillo es la ecuacion

cuadratica: x*+1=0 = x = +i. Esto permite resolver otros problemas.



2. Geometria. Los numeros complejos, gracias a las propiedades de su forma polar, se
utilizan para representar y manejar rotaciones en el plano de forma sencilla. Si queremos

rotar un punto z por un angulo 6, podemos multiplicarlo por e'?- 7 = ze"

3. Geometria fractal y teoria del caos. Se llaman fractales a las figuras con
autosimilitud a diferentes escalas (al ampliar una imagen continuamente, sigue

apareciendo la estructura original). EI Conjunto de Mandelbrot, se genera iterando la
funcion cuadratica con complejos: z,,, | = z,f + ¢y estudiando sus limites para los

distintos puntos del plano complejo. Ademas de llamativos visualmente, los fractales

tienen muchas aplicaciones.

Rele|
|

EVOLUCION DE LAS REPRESENTACIONES DEL CONJUNTO DE MANDELBROT

Complejos aplicados a otras ciencias

3. Electricidad, ingenieria y analisis de sefiales. Los nimeros complejos se utilizan

para describir y calcular ondas y sefales eléctricas de corriente alterna, con forma de

onda (seno). Ejemplo de formula aplicada para célculo de fase y amplitud: V(t) = Voei"”

4. Fisica y mecanica cuantica. El estado de las particulas se describe con funciones de

onda que incluyen complejos. Ejemplo, ecuacién de Schrodinger: iha—l/j = I—A]t//
t

5. Graficos por computadora y animacioén 3D. En graficos por computadora, los
cuaterniones (extension de los niUmeros complejos) se usan para representar rotaciones
en 3D, evitando problemas con las matrices de rotacion, como el “gimbal lock”. Un
cuaternion tiene la forma: ¢ = a + bi + cj + dk. Los cuaterniones se utilizan para
interpolar rotaciones de manera eficiente en animaciones tridimensionales.

Ademas, los fractales se utilizan para compresidn de imagenes y generacion y

simulacién eficiente de paisajes complejos. (Ver enlace final)



6. Estudio de estabilidad (drones, aviones, automocion, ingenieria civil, robética,
climatizacion, sonido...). La idea es poder saber si un sistema tiende a estabilizarse o a
oscilar, (el vuelo de un dron, la temperatura de climatizacién...). Esto se estudia a través
de los complejos: dan informacion sobre las oscilaciones y la tendencia a estabilizarse.
@,
s2+2lw,s + @2’

Ejemplo: H(s) = (w,: frecuencia natural; (: coeficiente de

amortiguamiento). Los polos del sistema se encuentran resolviendo
s2 + 2w,s + a),f = 0, lo que lleva a raices complejas que indican el comportamiento

oscilatorio y la estabilidad del sistema.

7. Medicina. Los fractales se usan como modelo de estudio de todo lo que se ramifica
(neuronas, vias respiratorias, sistema circulatorio, tumores). La dimensién fractal permite
cuantificar la complejidad de los tumores para decidir el mejor tratamiento. Permiten
también disefar protesis porosas, dosificacion de ciertos farmacos, relacion de

conceptos fractales con patologias neurolégicas como el Alzheimer, cicatrizacion...

8. Biologia. Se ha encontrado relacién entre los ecosistemas marinos y rutas migratorias

de animales con la dimensién fractal de las costas.
Mas informacion y curiosidades sobre geometria fractal en:

https://matematicassofiacasanovai1617.blogspot.com/2017/01/numeros-complejos-y-fractales.html



https://matematicassofiacasanova1617.blogspot.com/2017/01/numeros-complejos-y-fractales.html
https://matematicassofiacasanova1617.blogspot.com/2017/01/numeros-complejos-y-fractales.html

1. Los numeros complejos y su forma bindmica.

Los niimeros complejos (C) son una extension de los nimeros reales (R C C).

Forma binémica: todo nimero complejo 7 se puede representar como la suma de una

parte real a y una parte imaginaria b de la forma zZ=a+bi
(i= \/—_1 es la unidad imaginaria)
Opuesto: el opuesto del numero complejo z es —z=—a-—bi
Conjugado: el conjugado de un complejo z es Z=a-bi

Representacion grafica. La recta real se representa en el eje horizontal, y el vertical
representa la parte imaginaria. Asi se forma el plano complejo. Se representan los

numeros complejos como vectores:

-4

COMPLEJO z = 6 + 3i, SU OPUESTO —z Y SU CONJUGADO 7

Potencias de i: Si estudiamos las potencias de i = /—1 vemos:

_
il=1,
2 2
=H-1)y=-1 . . .

% ( ) y la secuencia i, — 1, — i,1 se repetira indefinidamente:
.3 _ .2 . .
P=ici=—1

if=Pi==i"=1
P=ii=-1,i"=-i,i=1,i"=i.
Asi, en general: i* = i* ™44 (division enteran : 4 y quedarse con el resto)
Ejemplo: i = P43 =3 = — (el resto de 23:4 es 3)



2. Operaciones en forma bindmica

La forma bindmica es Util para sumas y restas, basta operar algebraicamente con los

numeros (parte real) y los términos con i (parte imaginaria).

NOTA: Aunque también se pueden efectuar multiplicaciones, divisiones y potencias, salvo casos muy
simples, es mejor hacerlas en la forma polar que veremos mas adelante. Las raices, las haremos

exclusivamente en forma polar.

SUMA: (3 + 2i) + (5 + 4i) = 8 + 6i
RESTA: (6 — 5i) — (4 —8i) =6 —5i— 4+ 8i = 2 +3i

MULTIPLICACION: 3 +4i)(2 —5i) =6 —15i4+8i —20i’=6—-7i + 20 =26 — 7i
DIVISION (multiplicar y dividir por el conjugado del denominador, como racionalizar):
5-—3i 4—2i_20—10i—12i+6i2_20—22i—6_14—22i 7 11i

442 4-2i 42 — (2i)? 16 — (—4) 20 10 10

3. Forma polar. Trigonometria y complejos.

Pensando en su representacion grafica, un nimero complejo queda determinado por el

angulo que forma con el eje a y la longitud del vector r. Usando trigonometria:
Z = a + bi se convierte en: -
z=r,=r(cosa+isina) /

b
Médulo: |z| =V a?+b*> =r Argumentoofase:argz =tan~' — =«
a

|z| = \/22+(2\/§)2 =4/16 =4
Ejemplo 1: Paso de =—2+2\/§i = 3 2V/3
i arctan —- = arctan — /3 = 120
\\ | (2° cuadrante)

Entoncesz = —2 + 2\/§i =450

Nota: Los reales puros e imaginarios puros, sobre los gjes, se pasan “a ojo”:




Para pasar de forma polar a bindmica, basta usar la expresion trigonométrica:

2 2 2 2
5,05 = 5(c0s225° + i 5in 225%) = 5 ‘% +i —% =— 5\2/_ - 5\2/_1'

(225° esta en el 3° cuadrante, equivalente a las razones de 45°, ambas negativas )
4. = 4 (ndmero real puro) 3570- = — 3i (imaginario puro)

4. Operaciones en forma polar. Mas usos de la trigonometria.

Dados dos nimeros complejos, =T, L= r/ﬁ:
Producto: r, - r’ﬁ =(r- r’)a+ﬂ (multiplicar mdédulos, sumar argumentos)
- ra r PR T s
Cociente: — = | — (dividir modulos, restar argumentos)
rﬂ r a—p
Potencia: (r,)" = (r"),, (elevar moédulo, multiplicar argumento)

DEMOSTRACION PRODUCTO: r, - r'y=r(cosa+isina)-r'(cosp +isinf) =
=r- r’(cosa .cosf+isina-cosf+isinf-cosa+i’sina- sinﬂ) =
=r- r’(cosa -cosf—sina-sinff +i(sina-cosf+cosa- sinﬁ)) =

=r- r’(cos(a +p)+1i-sin(a +ﬂ)) =1 )gsp

Interpretacion grafica: vemos como el producto suma angulos, el cociente los resta, la potencia los

multiplica. Por eso, los nimeros complejos se convierten en una herramienta util para representar giros.

NOTA: Euler llegd a la formula que vincula la exponencial con los nimeros complejos, y que se conoce
como “la fdrmula mas bonita de las matematicas” por conectar, con gran sencillez, los nimeros mas
famosos (0, 1, r, e, i). No detallaremos los usos, que son muchos, de esta forma de trabajar con

complejos.

; .. Si X=r1 ; ,
e*=cosx+isinx —> e”"+1=0 (Férmulade Euler)



6. Raices con nimeros complejos

Dado un nimero complejo z, € C, tiene tantas n raices enésimas. Se calculan como:

n a n 512:[8.90"!
Vr* = e k=012,.n-1
n

Ejemplo:
3 . 3 :
V 81 = 1/8gp. = 290° +360°k = 230 .. con k=0,1,2
90 + 30°+120°k et
Las I’allceS son Zl = 2300, Zz = 21500, Z3 = 22700 = — 2i 21‘

Interpretacion grafica: Las n raices de un complejo determinan los vértices de un

poligono regular de n lados. En el ejemplo, vemos un triangulo equilatero.

7. Ejemplos. Operaciones y ecuaciones complejas.

a) Operacion: \4/(1 _ \/gi) -0 - (\/§ —31i)

31
13 . 23300

Operamos en bindémica o polar a conveniencia.

j2017 _ 74-504+1 _ ;1 _ i: (1= \/gi) i (\/_ — 31i)_

Primero potencias de i:{

PEIRT NE NS N —i - 2330
i+y3 A +31 [320 [32e0  [32e0
=\4/ )ﬁ )ﬁ — 4 ! = 4 AU 0~ \4/ 16_150° = \4/ 16210° =
Ly70- 2330 2600° 2600° 2240-

= 2210°+360°k = 252030/+900k con k = 0,1,2,3
7
Las raices son: Zl = 252:,30/, Zz = 2142030/, Z3 = 2232030/’ Zl = 2322030/

z=0

b) Ecuacién: z* - 277 =0 = z(z°-27) =0 = 327
Z =

/27y = 3oo+§,6ook = 201120« con  k =0,1,2 (ojo, \3/ 27 es compleja, 3 soluciones)

Soluciones: z; = 0, 2, = 3. = 2, 23 = 350+ 24 = 3940-



TEMA 3 - EJERCICIOS

NUmeros complejos

Tema donde se estudian los numeros complejos, aquellos que aparecen al
considerar que existen raices cuadradas de numeros negativos.



Ejercicio 1. FORMA BINOMICA, POLAR, POTENCIAS.

1.1. Pasa a forma binémica 2330.y 25- Sol: #2430o =13 —i 21500 = — /3 +1i
1.2. Calcula el médulo y el conjugado de 235. y de 250 Sol: mod 2, 2530 = /3 +

1.3. Calcula el conjugado de 4, . y de 45,

(pasa primero a forma bindmica y expresa el resultado de nuevo en polar)
Sol: 42100 = - 2 3 =+ 2l 42100 = 4]500 % = 2\/§ - 2l % = 43300

1.4. Calcula: (\/——i)6 (- \/§+i)4

S0l (23302)° = 2835056 = 641980 (233020 = 641505 (215020 = 2}50ens = 16600% (2150°)* = 16240+

Ejercicio 2. OPERACIONES CON COMPLEJOS. Resuelve operaciones complejas:

. . 71 = 25350
51 4 (1_\/51)'12017_(\/5_310 Sol: 2= 214250

31 21300 =235
24 = 23205

3 (1_\/51)19—(\/5—150 71 = 2700

79 SOI: = 21900
(%7 - 2150, 3= 23100

2 _3
3+1 o \3/_50°
23. 3 Sol: 5, =3,

\<z4 (=141) Z3=\3/§290:

Q= 2\/500
—4+4/3i sop. &= Vo
15 25700 . 3= 2\/5180"

24= 22,5,
W3i-1)-i 2020+(5+3\/§z)> 3 21 = 4goe
(0]

I: 2 = 4500
147
l 1510

73 = 43200

2.6.

e

74 = 19y 50

7= 2\/500

L9y 3y 3\@1)) oo 2= Voo
B 2\/5180°

4= 2\/5270°

2.7.

i145. 12]0

3 s
;146
430 g 2= hins
(1 +\/§z) 12020+(3+3\/§z) = loose



2
vg (1—\/51) 12019+(\/§—l)
8.3
i147 .2,
3
1146.430
(/3 = i) 2009 4+ 3 +34/30)
2

(1-4/20) -+ (/2 - i)

1972,

n
o
e

V3 +i

8- (=1 +1)

212 <<

Ejercicio 3. ECUACIONES COMPLEJAS.

—1++/3-i ’

lS . 22’700

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

Sol:

21 = lope
2 = loype
73 = l330°
71 =1y 50
=115
73 = lypp 50
74 = lpgp 50
21 = lope
7 = loype
73 = I330°
3
a= \/550°
3
L= \/5170°
3
7= V2595
Q= 10°
22 = lgge
23 = ligoe
24 = lp70°

Resuelve las siguientes ecuaciones sabiendo que z es un niumero complejo:

—z72i=3—-7

+z-i=5-27

2+ 3i
31)z°—8=0
3.4)724+z7+4=0 35)72+3z+7=0
3.7)z*=1=0 3.8)z* +16=0
3 ) 1 —2i
31002+ 8i =0 3.11)
Zl = 20° 1
Soluciones: 3.1) 2p = 2{g° 32.z=—+—i
4
3= 29400
3.5)z=_—3¢\/ﬁi 3.6)z=li£i
2 2 2 2
=0
? _a 21 = 2900
39 2~ 0 3.10) 25 = 251¢e
73 = 21900 _»
o 73 = 23300
24 = 2249

33)2°+32=0
3.6)z°—z+1=0

39)7*—87=0

3.12)iz* =8z =0

21 = 23¢°
2 =2108° 1V
3.3. Z3=2180° 34)Z=Ti ) i
24 = 29500
75 = 2394
71 = lge 71 = 2450
77 = lope Zr = 21350
a2 o0 ag 2= 21
3= lgpe 3 =295
24 = la70° 24 =12315
1= 0
1 = 2 °
311z =2— Ei 3.12) 2 290
3 = 2210°



