EXPERIMENTAL: Soluciones de GPT sin revisar. PUEDEN CONTENER
ERRORES, procedimientos extranos, etc. Usar solo como orientacion.

1. VECTORES, PUNTOS, AREAS Y VOLUMENES

1.1. Dados los vectores i = (2,3,5) y v = (1, 6, a), calculaa paraque ii + Vy ii — V sean ortogonales.
Para que los vectores u+v y i — 7V sean ortogonales, su producto escalar debe ser cero.

u+v=0Q2+1,3+6,5+a)=@3,9,5+a)

u-v=02-1,3-6,5-a)=(,-3,5-a)
Producto escalar:

3,9.5+a)-(1,-3,5—a)=0
3:-149-(-3)+S+a)§—-a)=0
3-274+25-a>=0

2

1-#=0 = =1 = a=+1

Soluciones:a = 1lya = —1.

1.2. Dados los puntos A(3,0, 1), B(1, —1,0), C(1, —1, 3) y D(4, A — 2, —1), determina el valor de 1 para que
A, B, C y D sean coplanarios. ¢ Para algin valor de A son A, B, C y D vértices de un paralelogramo?

—_— > —>
Los puntos son coplanarios si el determinante de la matriz formada por los vectores AB, AC y AD es igual a cero.

Vectores:
AB=B-A=(1-3,-1-0,0-1)=(-2,—1,-1)
AC=C—-A=(1-3-1-03-1)=(-2,-1,2)
AD=D—-A=@Q-34-2—A—1)
“2(-DA-D=-QA =2+ ((-2(-1-1D-2DA-3) - (A -2) - (-1 -3)) =0
DA+ 1-204+4) + QA+2-20+6)— (=22 +4+1—3) =0
—2(=2+5)+(8) = (=2 +1) =0
20-10+8+4—-1=0
3-3=0 = A=1
Parai = I:

D(1,-1,-1)
Comprobamos si A, B, C, D forman un paralelogramo:
— — — —
AB=(-2,-1,-1), BC=(0,0,3), CD=(0,0,-4), DA=(2,1,2)

No son iguales, por lo tanto, no forman un paralelogramo.



1.3. Sean ii, V dos vectores tales que ||ii|| = 4, ||V|| = 2, 24, V) = 60°. Calcula ||ii + V||.

Utilizamos la formula del médulo del vector suma:

- - -2 -2 ==
llu+vil = \/Ilull + WIT + 2lull[|v]| cos(8)

llu+v| = \/42 +2242-4.2cos(60%)

I / 1
llu+v| = 16+4+16-5

li+ V|| =+/T6 +4+38

lli+ V|l = 28
lli + VIl = 2v/7

1.4. Halla el valor de m para que los vectores a = (3,0, 1), b= (0, m, —1) y el producto vectorial @ X b
determinen un paralelepipedo de volumen igual a 49 u>.

El volumen del paralelepipedo viene dado por el valor absoluto del determinante de la matriz formada por los vectores a,b y axb:

k
Calculamos el producto vectorial axb=

S W o~
S © =

~1
axb=((=1)— 1(m))i — (3(=1) — 1(0))j + Bm — 0(0))k

X E = (-m,3,3m)

QU

Para que los vectores a, b y a X b determinen un paralelepipedo de volumen igual a 49 u , el determinante de la matriz formada por
estos vectores debe ser igual a 49.

Determinante:

30 1

Calculamos el determinante:

veply et
3 3m -m 3

V = [3(m(Bm) — (=1)(3)) + (0(3) — m(—m))|
V= [3Gm +3) + |
V= |9m" + 9+ m’|
V =|10m* + 9|

Para que el volumen sea igual a 49 u’:

10m> +9 =49

10m* = 40

Soluciones:m =2ym = =2.



1.5. Sean ii y V dos vectores tales que |ii| = 4, |V| = 2 y que forman un angulo de 60°. Calcula |ii — V|.

Podemos usar la formula del valor absoluto de la diferencia de dos vectores:

-7 = \/|L7|2 + PP = 2[il[5| cos 0
donde @ es el angulo entre los dos vectores.

Dado que € = 60°:

Iii—ﬂ=\/42+22—2-4-2-cos60°

Sabemos que cos 60° = -, entonces:

1
2

.o 1
|u—v|=\/16+4—2.4.2-§

li—7]=+/16+4 -8
|u—v] = V12
i =] =23

1.6. Demuestra que los puntos P(0, 0,4), 0(3,3,3), R(2, 3,4) y S(3, 0, 1) son coplanarios. Calcula el area del
triangulo /\POR.

_ > —>
Para demostrar que los puntos son coplanarios, calculamos el determinante de la matriz formada por los vectores PQ, PR y PS. Si el
determinante es cero, entonces los puntos son coplanarios.
Primero, calculamos los vectores:
—
PO=0-P=3B-0,3-0,3-4)=@3,3,-1)
—
PR=R-P=(2-0,3-0,4-4)=(2,3,0)
—
PS=85-P=03B3-0,0-0,1-4)=(3,0,-3)

Luego, formamos la matriz y calculamos su determinante:

3 3 -1
det|]2 3 O
3 0 -3
El determinante se calcula como:
3 3 -1
det|]2 3 0 |=3B:-(-3)-0-00-32:-(-3)-3-3))+(-1H(2-0-3-3)
3 0 -3

=3(=9) -3 (=6—-9)+(-1)(0-9)
=-27-3(-15)+9
=-27+45+9
=27

Dado que el determinante es diferente de cero, los puntos no son coplanarios. Si el objetivo era demostrar que son coplanarios, puede
haber un error en la premisa o el calculo. Sin embargo, procederemos a calcular el area del triangulo /\POR.

—_— —>
El area del triangulo /A POR se puede calcular utilizando el producto vectorial de PQ y PR y luego tomando la mitad de la magnitud de

este vector:



[ "
— —
POXPR=|3 3 _—|

2 3 0

i3-0-(=1)-3)—j3-0—(=1)-2)+k(3-3-3-2)

= (0 +3) = j(0O+2) + kO - 6)
=3i—2j+3k

La magnitud de este vector es:

IPOXPR| = /3 + (=2’ +3 =0 ¥459 = V22

El area del triangulo es la mitad de esta magnitud:

. 1, = = 1 22
Area = §|PQ><PR| = E\/Z—: g

1.7. Dados los vectores (2, 3,5) y V(1, 6, a) calcula a paraque ii + V y ii — V sean ortogonales.
Dos vectores son ortogonales si su producto escalar es cero. Entonces necesitamos que el producto escalar de u+v y i — V sea cero.
Calculamos los vectores:
u+v=0CQ+1,3+6,5+a)=3,9,5+a)
i-v=02-1,3-6,5-a)=(,-3,5-a)
El producto escalar es:
3,9.5+a)-(1,-3,5—-a)=3-14+9-(-3))+5+a)5—-a)
=3-27+025-d%)
=3-27+25-4

=1-4

Para que sean ortogonales, este producto debe ser igual a cero:

1-a>=0

Soluciones:a = 1lya = —1.
1.8.Si [V| = 6, |[w| = 10y |V + w| = 14, calcula el angulo que forman los vectores V y .
Para calcular el angulo entre dos vectores, usamos la formula del coseno del angulo entre ellos:
V4w = V> + [w|* +2[v]|w| cos @

Dado que |V + w| = 14, [V| = 6,y |w| = 10, sustituimos estos valores en la formula:

142 =6 +10*+2-6-10- cos

196 =36 + 100 + 120 cos 8
196 = 136 + 120 cos 8

60 = 120 cos @



1
cosf = —
2
Por lo tanto, el angulo entre los vectores v y w es:
1
0= cos_l(—> = 60°
2
1.9. Sean ii y v dos vectores tales que |i| = 4, |V| = 2, £(ii, V) = 60°. Calcula |i + V|.

Podemos usar la formula del valor absoluto de la suma de dos vectores:

i+ 51 = \/1aP + [7P + 21l[¥] cos 0

Dado que 8 = 60°:

i+ = V&2 +22+2-4.2-cos60°

Sabemos que cos 60° = % entonces:

. I
|u+v|=\/16+4+2-4.2-§

lu+v| =16 +4+38
li+ V| = +/28
li+7] =2v7

1.10. Halla el valor de m para que los vectores (3, 0, 1), b(0, m, —1) y el producto vectorial & X b determinen un
paralelepipedo de volumen igual a 49 1.

El volumen del paralelepipedo determinado por los vectores @, b y a@ X b es el valor absoluto del producto mixto @ - (b X ).

Primero calculamos el producto vectorial axb:

~

i

Ql
X
S
Il
§ O ~o
—_

3
0 -1
=i0-(-1)=1-m)—j3-(-1)—=1-0)+ k@B -m—0-0)
= (0 — m) — j(=3) + k(3m)
= —mf+3}+3ml€
Luego calculamos el producto escalar @ - (@ X b):
G- (@xb)=@3,0,1)-(—m,3,3m)
=3.(—m)+0-34+1-3m
=-3m+3m
=0

El producto escalar es cero, por lo tanto, el volumen del paralelepipedo es cero. Dado que se requiere que el volumen sea 49 w , parece
haber un error en el enunciado o en la interpretacion.

1.11. Sean i y V dos vectores tales que |ii| = 3, |V| = 4, |u — V| = 5. Calcula el angulo que forman los vectores
nyv.

Usamos la formula del valor absoluto de la diferencia de dos vectores:



lu—v|* = |ul* + [v]* = 2]u||v] cos &

Dado que |it — V| = 5, |u| = 3,y |v| = 4, sustituimos estos valores en la formula:
57 =3"+4-2-3-4.cos@
25=9416 —24cos @
25 =25—-24cos @
0= —-24cos6
cosd =0
Por lo tanto, el angulo entre los vectores il y ¥ es:

0 = cos~1(0) = 90°

1.12. ¢ Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(3,1,0), C(1, 1, 1) y D(3, 0, —1)? Calcula el area del triAngulo
/\ABC.

—_— — —
Para demostrar que los puntos son coplanarios, calculamos el determinante de la matriz formada por los vectores AB, AC y AD. Si el

determinante es cero, entonces los puntos son coplanarios.

Primero, calculamos los vectores:
N
AB=B-A=3-1,1-0,0-0)=(2,1,0)
N
AC=C-A=(1-1,1-0,1-0)=(0,1,1)
N
AD=D-A=3-1,0-0,-1-0)=(2,0,-1)

Luego, formamos la matriz y calculamos su determinante:

2 1 0
det] 0 1 1
2 0 -1
El determinante se calcula como:
2 1 0
det| 0 1 1 1=20--)-0-1)-10-(-1)-1-2)4+00-0-1-2)
2 0 -1

=2(-1D-1(-2)+0
=-24+2+0
=0
Dado que el determinante es cero, los puntos son coplanarios.

— —>
Para calcular el area del triangulo /\ABC, usamos el producto vectorial de AB y AC y luego tomamos la mitad de la magnitud de este
vector:

—

—_
AB X AC =

O N o
—_ = S~
—_ O &

=i1-1-0-D=j2-1-0-1)+k2-1=1-0)
= i(1) = j(2) + k()

=i-2+2k



La magnitud de este vector es:
R A 2 2, 2
[ABXAC|=4/1°+(=2)"+2" =/1+4+4=,0=3
El area del tridngulo es la mitad de esta magnitud:

p 1 — — 1 3
Area = —|[ABXAC|= = -3 = —
2 2 2

1.13.Seanlarectar : %1 =2 = % yelplano 7 : 2x — y + kz = 0, calcula m y k para que la recta sea

perpendicular al plano.

N
La direccion de la recta r esta dada por el vector d, = (m, 4, 2). La normal del plano 7 es el vector n_),, =(2,-1,k).

Para que la recta sea perpendicular al plano, el producto escalar de sus vectores debe ser cero:

-
d,-n_;=0

m,4,2)- 2,-1,k)=0
2m+4(-1)+2k=0
2m—-4+2k=0
2m+2k=4

m+k=2
Podemos elegir m y k de forma que esta ecuacion se cumpla. Por ejemplo, sim = 1, entonces:

1+k=2

k=1

Entonces, los valoresdemyksonm =1y k = 1.

1.14. De dos vectores i y v sabemos que son ortogonales y que |i| = 6 y |V| = 10. Halla | + V| y | — V|.

Como los vectores son ortogonales, su producto escalar es cero. Entonces, podemos usar las siguientes férmulas para calcular los valores
absolutos de la suma y la diferencia de los vectores:

Para |i + V|:
i+ 7] = /|ul* + [v)?
i+ = V6 + 10*
lii + V| = 4/36 + 100
i + 7| = /136
i + 7| = 24/34
Para |i — V|:

i — V| = ¢/ lul* + |9

i =¥ = V6 + 10*

[t — V| = /36 + 100
|ii — V| = /136
|ii — V| =2+/34



1.14. De dos vectores i y v sabemos que son ortogonales y que || = 6 y |V| = 10. Halla | + V| y |ii — V|.

Como los vectores son ortogonales, su producto escalar es cero. Entonces, podemos usar las siguientes formulas para calcular los valores
absolutos de la suma y la diferencia de los vectores:

Para |u + V|
i + | = y/lul* + v
i +7] = V6 + 10%
|l + V| = /36 + 100
lu+V| = /136
li+v| = 2+/34
Para |i — V|:

i = V] = \/1ul® + [V
li—v| = V6> +10°
| —v| = /36 + 100

lii — | = /136
lii — 3| = 2¢/34

1.15. Comprueba que los puntos A(1, 0, 3), B(-2, 5,4), C(0,2,5) y D(—1, 4, 7) son coplanarios. Calcula el area
del triangulo A\ABC.

—_— — —>
Para comprobar la coplanaridad, calculamos el determinante de la matriz formada por los vectores AB, AC y AD:

—
AB=B-A=(-2-1,5-0,4-3)=(-3,5,1)
—
AC=C-A=0-1,2-0,5-3)=(-1,2,2)
—
AD=D-A=(-1-1,4-0,7-3) =(-2,4,4)

Formamos la matriz y calculamos su determinante:

-3 5 1
det] -1 2 2
-2 4 4
El determinante se calcula como:
-3 5 1
det| -1 2 2|=-3Q2-4-2-49)-5(-1-4-2--2)+1(-1-4-2-4)
-2 4 4

=-38-8)-5(-4+4)+1(-4-3)
=-3-0-5-04+1-(-12)
=-12
Dado que el determinante es distinto de cero, los puntos no son coplanarios.

% = % yelplano 7 : 2x — y + kz = 0, calcula m y k para que la recta esté

1.16. Sean larectar : %1 =

contenida en el plano.



La direccion de la recta r esta dada por el vector z = (m, 4,2). La normal del plano 7 es el vector n_),[ =(2,-1,k).
Para que la recta esté contenida en el plano, el vector direccion de la recta debe ser ortogonal a la normal del plano:

4 -m =0

(m,4,2)-2,-1,k)=0
2m+4(-1)+2k=0
2m—4+2k=0
2m+2k =4

m+k=2
Podemos elegir m y k de forma que esta ecuacion se cumpla. Por ejemplo, sim = 1, entonces:

1+k=2

k=1

Entonces, los valoresdemyksonm =1y k = 1.

. . s . - -1
2.1. Estudia la posicion relativa de las rectas r : x—ll = yT = % y s que pasa por los puntos P(0,2, 1) y

0(1, 1, 1). Calcula la distancia de 7 a s y obtén la ecuacion implicita del plano 7 que es paralelo a r y contiene a s
y obtén la ecuacién implicita del plano que contiene a r y es perpendicular a .

N
La direccion de la recta r es d, = (1,2, 1). La direccion de la recta s se obtiene de los puntos P y Q:
-
d=0-P=(1-0,1-2,1-1)=(1,-1,0)
- - —
Para comprobar si las rectas son coplanarias, calculamos el producto mixto de d,, d; y el vector PQ:
—
POQ=0-P=(1,-1,0)

El determinante es:

1 2 1
detf1 -1 0f=1-(=1-0-0-(=1)=2-1-0=0-D+1-(1-(=1)=(=1)- 1)
1 -1 0

=0-0-2-0+(-1)+1
=-14+1=0
Dado que el producto mixto es cero, las rectas r y s son coplanarias.

Para calcular la distancia entre las rectas r y s, primero encontramos un punto en r y otro en s y calculamos la distancia entre ellos.
Tomemos el punto A = (1,1,0) en ry el punto B = (0,2, 1) en s. La distancia es la longitud del vector perpendicular a ambos vectores
direccién de r y s que conecta estos puntos.

La ecuacion del plano 7 paralelo a r y que contiene a s es:
- — -
z:n-(r—ry)=0

. -
Donde 7 es un vector normal a 7, ¥ €s un punto cualquiera del plano, y ry es un punto en s. La normal de 7 puede ser calculada como el
- -
producto vectorial d, X d:

~1

NS

=Q2-0—-1-(=1)i—(1-0=1-1j+(1-(=1)=2- Dk

S

Il
—_
S = =



La ecuacion del plano es:
x-0-0-2)-3z-1)=0
x—y+3z=5

La ecuacion del plano que contiene a r y es perpendicular a  es:

aix—y+3z=0

—2 -2
2.2. Calcula el valor de m para que la recta r : % = )T = Z_—4 no corte al plano 7 : 5x + my + 4z = 5. Para ese

valor de m calcula la distancia de la recta al plano.
e —
Primero encontramos el vector direccion de la recta r, que es d, = (2,6, —4). La normal del plano  es n, = (5, m, 4). La recta no corta
—
al plano si d, - n_),, =0:
2:5+46-m—4-4=0
10+6m—-16=0
bm—6=0
m=1

Para este valor de m, la ecuacion del plano es 7 : 5x + y + 4z = 5. Para calcular la distancia de la recta al plano, tomamos un punto
cualquiera en la recta, por ejemplo, P(0, 2, 2), y usamos la formula de la distancia punto-plano:

_15-0+1-2+4-2-35]
V52 412+ 42
2+8—3|
V25+1+16

d

x=-2-21

2.3.Dados losplanos 7} : 2x —y+z—1=0y m, : 4 y = —4 — 2u , estudia su posicion relativa y calcula el angulo si son secantes, o
z=-1+4+24

la distancia si son paralelos.

Para determinar la posicion relativa de los planos, primero expresamos 7w, en la forma general. Tomando las ecuaciones paramétricas y
escribiéndolas en forma cartesiana:

x=-2-24
y=—A=2u
z=—-1+4+24
Sustituyendo 4 y u de las otras ecuaciones:
x+2
4=
yea v+
S R

Dado que los planos no son paralelos, podemos calcular el angulo entre ellos usando el producto escalar de sus normales. Las normales
d xd . ,
dem ym sonn = (2,—1,1) yny, = (2,—1,2), respectivamente. El angulo @ entre las normales se calcula como:



> -
ny - my
JpEa——
[ny|ns |

cosf =

—

mony=2-24(=)-(=D+1-2=4+1+2=7
=12+ +1>= AT T+1=16

M =1/2 + (=12 +2>=\AF T4 =40=3

7 17 _1V6
V6.3 3,6 18

(%)
0 = arccos| —
18

cosf =

El angulo 6 se obtiene como:

2.4. Dadas las rectas $r : \begin{cases}
x-y=0\y-z=0\end{cases}ys :
{x=-1+2y=3+4z=-2
$, estudia su posicion relativa y calcula su distancia si se cruzan o su angulo si son secantes.

La direccion de la recta r se obtiene de las ecuaciones:

\

QU
I

» =111

La direccién de la recta s es:

—
ds = (17 1’_1)

- -
Para estudiar la posicion relativa, calculamos el producto vectorial de d,. y d :

1
—

d xd 1= (=D=1-Di=(1- (=)= 1-1j +(1-1=1- 1Dk =2 +2] + 0k

ik
1
(-

1
1
Las rectas no son paralelas porque el producto vectorial no es el vector nulo. Ahora comprobamos si son secantes. Para ello, buscamos
un valor de A y p tal que los puntos en las rectas coincidan:

—1+A=upu
3+A=p+1
-A=u+2

Resolvemos el sistema:
—l+i=p = p=-14+1
34i=pu+1 = 3+1l=-14+414+41 = 3+1=1

Esto es una contradiccion. Por lo tanto, las rectas no se cruzan y no son secantes. Son rectas que se cruzan en el espacio. Calculamos la
distancia entre ellas usando la férmula de la distancia entre dos rectas que se cruzan:

- - >
_ ld, - (A-B)|

d - -
ld, % di|

Donde A es un punto en larecta ry B esun punto en la recta s. Tomemos A = (0, 0, 0)
yB=(~1,3,0):

- -

A-B=0-(-1),0-3,0-0)=(1,-3,0)



Calculamos el producto escalar y la magnitud del producto vectorial:
b - -
d-A-B=0,1,1)-(1,-3,00=1-1+1-(-3)+1-0=1-3+0=-2
=7 2,2, M
|d. x di| = [(=2,2,0)] = 1/(=2)" +2° + 0" = A+ 4 = 8=242
La distancia es:

Sl=A_ 2 12

V2 2B V2 2

. -2
2.5.Consideraunplanor : x+y+mz=3ylarectar : x=y—1= ZT Halla m para que r y 7 sean
perpendiculares. ¢ Existe algun valor de m para que la recta r esté contenida en el plano 7?

Para que la recta r sea perpendicular al plano r, el producto escalar entre el vector normal del plano y el vector direccidn de la recta debe
ser cero. El vector direccion de r es (1, 1, 2) y el vector normal del plano z es (1, 1, m). El producto escalar es:

1,L2)- (L, Im=1-1+1-14+2-m=14+14+2m=24+2m

Para que sea cero:

242m=0 = m=-1
Para que la recta esté contenida en el plano, sustituimos los parametros de la recta en la ecuacion del plano:

x=A4y=1+1,z=21+2
Sustituimos en la ecuacion del plano:
A+A+1D)+mR2I+2)=3 = 2A+1+2mi+2m=3
Agrupamos términos:
22+ 2mi+1+2m=3
A2+2m)=2-2m

Para que esto sea cierto para cualquier A, debemos tener:

242m=0 = m= -1

Y también:
1
142m=2 = m= 5
No hay un valor de m que satisfaga ambas condiciones simultaneamente, por lo que no existe tal m.

2.6. Dados los planos

x=34+21+2u
mix=2y+2z2=1=0ym:qyy=21—-2u , estudia su posicion relativa. Calcula la distancia entre ambos planos.
z=14+41-3u

Primero, expresamos m, en forma cartesiana:

-3
/1=x2 y=21-2u z=1+A-3y

Para estudiar la posicion relativa, calculamos el producto escalar de los vectores normales:
— —
m =(1,-2,2),m, = (2,0,1)

Calculamos:



> -
ny - my
JpE——
[ny|ns |

cosf =

Calculamos el producto escalar y las magnitudes:
monm=1-24(=2)-0+2-1=2+0+2=4
Il =1/12+(=22+22=yT¥4+4=+0=3

Iyl = V22 +07 + 12 = A0+ 1 =4/
_4 4
3-45 35

o
Calculamos la distancia entre los planos. Tomamos un punto en 7, , por ejemplo, P = (3,0, 1), y usamos la formula de la distancia:

cosf =

_ |Ax1 +By1 + CZ] +D|
VA2 + B2 + C?

A=1,B=-2,C=2,D=-1

d

O 1-3-2.042-1-1] _ [3+0+2—1] 4

d = X
VIZ+ (=22 +2? VO 3
6r—v— 7= 1 x=1+4
2.7. Dadas las rectas r; : rTYTmL= yr: =1
2x—y+z=1 i——l

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r| y 1.

Para estudiar la posicion relativa de r| y rp, podemos expresar r; en forma paramétrica y comparar con r, . Resolvemos el sistema de
ecuaciones de | para encontrar su representacion paramétrica.

Sumando las dos ecuaciones:
bx—y—z+2x—y+z=14+41 = 8x-2y=2 = 4x—-y=1 = y=4x-1
Sustituyendo y en la primera ecuacion:
x—(4x—-1)—-z=1 = x—4dx+1-z=1 = 2x—7z=0 = =2

Entonces, la representacion paramétrica de r; es:

x=4
riiyy=4i-1
z=21
Comparando con r,, tenemos:
x=14u
rniyy=u
T=—p
Para que ry y r, se corten, debe existir (4, u) tal que:
A=1+u
4 —1=u
20 = —u

Sustituyendo 4 = 1 + u en las otras ecuaciones:
4+ -1=p = 4+4uy—-1=uy = 34+3u=0 = pu=-1 = 1=0
Paral=0yu=—1:

z=21=0 y z=-u=1 = No hay interseccién



Por lo tanto, las rectas r; y rp no se cortan y no son paralelas, son rectas que se cruzan.
b) Si se cruzan o son paralelas, calcula la distancia entre ambas.
Para calcular la distancia entre las rectas que se cruzan, usamos la formula:

e
_ 1P1 = Py) - (d X )|

d > =
|di X dy|

— -

Donde P; = (0,—1,0) esunpuntoenr; y P, = (1,0,—1) esun puntoen r;.
— —

Los vectores direccion sond; = (1,4,2)yd, = (1,1, -1).

- -
Calculamos dy X d,:

ik
Gxdy=|1 4 2|=@ —1-2-Dic(d-—1=2-1)j+(-1-4-Dk = (=4 —-2)i— (=1 =2} + (1 = 4k = (=6,3,-3)
11 -1

(dr x d3| = /(=67 + 3 +(=3)* = V36T OFI = 54 =316
- —
Pl =Py =(0-1,-1-0,0—(=1)) = (-1,—1, 1)

— — - -
Py —=Py)-(dy xdr)=(—1,-1,1) - (-6,3,-3)=(-1--6)+(-1-3)+(1--3)=6-3-3=0
Entonces:
34/6
Las rectas se cruzan en algun punto, pero como las ecuaciones no nos dieron un punto de interseccion comun, la distancia minima entre
las rectas no se puede calcular de manera directa usando esta formula en este caso especifico.

2.8. Sean 7 el plano que pasa por los puntos A(1, —1, 1), B(2, 3, 2), C(3, 1, 0) y r la recta dada por
x=7 _ y+6 _ 43,
= 3

r: - 5

a) Estudia la posicion relativa del plano y la recta.

Primero encontramos la ecuacion del plano 7. Necesitamos dos vectores en el plano 7 usando los puntos dados:
—
AB=2-1,3-(-1),2-1)=(,4,1)

AC=G-1,1=(=1).0=1)=(2.2,-1)

- o
Calculamos el vector normal al plano 7 usando el producto vectorial de AB y AC:

N

k
1l=@--1-1-2)i-(1--1-1-2)j+(1-2-4-k=(-4-2)i — (-1 —2)j + 2 — 8)k = (=6, 1, —6)
-1

—

N -
n=ABXAC =

N = o~
[ NSTRN NG Y

Usamos el punto A(1, —1, 1) para encontrar la ecuacién del plano:
—-6x—1D+6(y+1)—-6(z—1)=0 = —-6x+6+6y+6—-6+6=0 = —6x+6y—62+18=0
m:—6x+6y—6z+18=0
Simplificamos:
r:—x+y—z+3=0

Para determinar la posicion relativa de la recta r y el plano z, podemos sustituir la ecuacion paramétrica de r en . La ecuaciéon
paramétrica de r es:



ri@y,2)=0+21,-6—-1,-3+21)
Sustituimos en la ecuacion del plano:
—(T+2)+(-6-1H—-(-3+21)+3=0
—7-21-6-243-2143=0 = -10-5A=0 = i=-2
b) Calcula el angulo que forman la recta r y el plano z.

El angulo @ entre una recta y un plano se puede encontrar usando el &ngulo entre el vector direccion de la recta y el vector normal al
plano.

El vector direccion de la recta r es d = (2, —1,2) y el vector normal al plano 7 es 11 = (=1, 1, —1).

Usamos la formula del coseno del angulo:

Calculamos el producto punto ;i -1
;Z- n=02,-1,2)-(-1,1,-D) =2(-D+ (DD +2(-1)=-2-1-2=-5

Calculamos las magnitudes |d| y |7]:

ld =1/ +(1)2+2=A¥T+4=,0=3

|n| = \/(—1)2 + P+ (D) =/T+1+1=43

Entonces,

S =S 5
3v3 343 343

cosf =

El angulo 9 es:

2.8. Continuacion
c) Pasa r a forma paramétrica y calcula los puntos de r que distan 6 unidades del plano z.

La recta r en forma paramétrica es:

x=T7+2A
riqy=-6-1
z=-3+24

La distancia de un punto (xg, Yo, Zo) @l plano 7 se calcula con la formula:
_laxo + byo + czp +d|
Va2 + b+ c?

Sustituimos las coordenadas paramétricas de r en la ecuacién del plano y resolvemos para que la distancia sea 6:

d

Cl=x4y—z4+3] | =42+ (=6-D)—(-3+20)+3| _

VEACR+ T VA

d 6

Simplificamos:

|- (T+2)+(-6-D)+3-21+3|

73 6




| -7-20—6-4+3-21+3] _
V3

|—10-54] _
V3

6

6

Resolvemos para A:
—10-50=6y3 0o —10-51=—-6+3

-50=64/34+10 o —51=-643+10

63 + 10 63 - 10
=m0 A= ———
5 5
Calculamos los puntos correspondientes a estos valores de A: Para 1 = —@ :

x=7+2(—@)=7_@=7—24ﬁ—4
y=—6+(—@)=—6—@=—6—1.2\@—2
z=—3+2<-@)=—3—@=—3—z.4ﬁ—4

63-10
Para A = \/_T:

x=7+2<@>=7+@=7+24\/§—4
y=—6+<@)=—6+@=—6+12\/§—2
z=—3+2(@)=—3+@=—3+24\/§—4

2.9. Calcula la distancia del punto P(1,0, 1) alplanoz : x — y + z = 1.

Usamos la formula de la distancia de un punto a un plano:

_laxy + by + czy +d|

vVat + b +c?

d

Sustituimos P(1, 0, 1) en la ecuacion del plano:

J= [1-1+(-=1)-0+1-1-1] |[I+0+1-1] _|1_|_L_£
12 + (=12 + 12 VI+1+1 3 V3 3
. . V3
La distancia del punto P al plano 7 es 5 -
2.10. Calcula la ecuacion de un plano perpendicular ala recta r : x—j =y= % y que contiene a P(2, —1, 3).

Primero encontramos el vector direccion de la recta r:

d=2,1,-1)
Este sera el vector normal del plano ya que el plano es perpendicular a la recta.
La ecuacion del plano que contiene al punto P y tiene el vector normal ;1 es:

2 -2)+ 10+ D)+ (-D(z-3)=0
Simplificando:
2x—4+y+1-2z4+3=0 = 2x+y—-z=0

La ecuacion del plano es:

2x+y—2z=0



_ —1 _
2.11. Estudia la posicion relativa de las rectas r : x—ll = yT = % y 5 que pasa por los puntos P(0,2,1) y

0(1, 1, 1). Obtén la ecuacion implicita del plano 7 que es paralelo a r y contiene a s.
Primero encontramos el vector direccion de la recta r:

N

d. =(,2,3)
La ecuacion del plano z sera del tipo:

1 = x0) +2(y = yo) +3(z = 20) = 0
Donde (xg, yg, Zo) €s un punto de la recta s. Tomamos P(0, 2, 1) como punto.
Sustituimos en la ecuacion del plano:
Ix-0)+2(y-2)+3z—-1)=0
Simplificando:
xX+2y—-4+432-3=0 = x+2y+3z-7=0

La ecuacion del plano es:

x+2y+3z-7=0

2.12. Sea r la recta que pasa por el punto P(1, —1, 2) y es perpendicular al planoa : x + 2y + 37+ 6 = 0.Sea s
la recta que pasa por los puntos A(1,0,0) y B(—1, =3, —4).

a) Estudia la posicion relativa de las rectas r y s.

La ecuacion del plano a es x + 2y + 3z + 6 = 0 y r es perpendicular a este plano. El vector normal del plano a es 72 = (1,2, 3), que es
el vector direccion de r.

La ecuacion de la recta r en forma paramétrica es:

x=1+41
r:yy=-1+22
z=2+431

—
Para la recta s, primero encontramos su vector direccion AB:
—_
AB=B-A=(-1-1,-3-0,-4-0)=(-2,-3,-4)

La ecuacion de s en forma paramétrica es:

x=1-2pu
siq9y=-3u
z=—4u

- -
Comparando los vectores direccion d,, = (1,2,3) y d; = (=2, —3, —4), no son proporcionales, por lo que r y s no son paralelas.

Para verificar si se cortan, resolvemos el sistema de ecuaciones:

1+i=1-2yu
—1+421=-3u
2431 =4y

Resolviendo el sistema, encontramos que no hay solucién comun, por lo que r y s se cruzan.
b) Si se cruzan o son paralelas, calcula la distancia entre ambas.

Para calcular la distancia entre las rectas que se cruzan, usamos la formula:

e
de |(Py — Py) - (dy Xdy)|

> -
|di X dy|



- -
Donde P = (1,—1,2) esunpuntoenry P, = (1,0,0) es un punto en s.

— —
Los vectores direccion sond; = (1,2,3)yd, = (-2, -3, —4).
- -
Calculamos dy X d,:
- - ! J k
dy xdy =| 1 2 3
-2 -3 -4

= (2(=4) = 3(=3))i — (1(=4) = 3(-2))j + (1(=3) = 2A-2))k

= (~8+9)i — (—4 + 6)] + (=3 + D)k
=(1,2,1)

- >

ldy xdy| = V1P + 22 + 1P = yT+4+T =16

- -

P -P,=(1-1,-1-0,2-0)=(0,-1,2)
- - - -
(P1 = Py) - (dy Xdp) = (0,-1,2) - (1,2, ) = 0(1) + (-1)() + 2(1) = =2+ 2 =0

Entonces:

_ o

d 0

E

Las rectas se cruzan en algun punto.

2.13. Dados el plano 7 : 2x — y + z — 1 = 0 y la recta $r : \begin{cases}
-2x +y-1=0\3x-z - 3 = 0\end{cases}, estudialaposicionrelativade\piyr$ y el &ngulo que forman el plano y la recta.

Primero, encontramos la ecuacion paramétrica de la recta r resolviendo el sistema de ecuaciones. Sumamos ambas ecuaciones para
eliminar y:

-2x+y—-143x—-2z-3=0

x—z—4=0
z=x—-4
Sustituimos 7 = x — 4 en la primera ecuacion:
2x+y-1=0
y=2x+1
La ecuacion paramétrica de la recta r es:
xX=t
riqy=2t+1
z=t—4

Para determinar la posicion relativa de la recta r y el plano 7, sustituimos la ecuacién paramétrica de r en x:
2t—Q2t+ 1) +@—-4)-1=0
2t-2t—14t-4-1=0
t—6=0
t=06
Entonces, el punto de interseccion es:

(6,13,2)



Para calcular el angulo entre la recta r y el plano &, usamos el vector direccion de r y el vector normal del plano z:

—

d =(1,2,1)
no=2,-1,1)
El coseno del angulo 6 entre la recta y el plano es:

-2 -

d.-n

cosf = =

N
ld)||n.|

-7 -

d m=12)+2-D+1(1)=2-2+1=1
e 2 2 412

ld, | =VI?+22+ 1P =/TF+4+1 =46
ml=1/2+1)2+1>=AFT+1=1+6

Entonces:

1 1

J6-v6 6

1
0= —1<_>
[(0 ) 6

2.14. Encontrar la distancia del punto P(1, —1, 3) a la recta que pasa por los puntos QO(1,2, 1) y R(1,0, —1).

cosf =

Primero, encontramos el vector direccion de la recta QR:
—
OR=R-0=(1-1,0-2,-1-1)=(0,-2,-2)

La ecuacion de la recta en forma paramétrica es:

X =
r. y=2—2/1
z=1-=-22

Usamos la férmula de la distancia de un punto a una recta:

4 PO X QR
K|
DondeF7Q =0-P=(1-1,2-(-1),1-3)=(0,3,-2).
Caloulamos el producto vectorial PO X OR:
e : :
POXOR=|0 3 -2|=iB(=2)= (-2)-2) = j0(-2) = (~2)O) +O(-2) - (B)O)
0o -2 =2

= i(=6 — 4) — j(0) + k(0)
= i(=10) — j(0) + k(0)
= (~10,0,0)
— —
La magnitud del vector PQ X OR es:

— -
|PO X OR| = 1/(=10)> + 0 + 0* = /T00 = 10

=
La magnitud del vector OR es:



—_
|OR| = \/02 +(=2)2+ (=22 =\0F¥454=,8=22
Entonces, la distancia del punto P a la recta es:

10 10 V2 10v2 _ 542

22 w2 V2 4 2

2.15. Dados los planos 71 : 2x +y — 2z = 1, 1 : x — y + 2z = 1. Estudia su posicion relativa. Halla un punto y
un vector de la recta que determinan.

Para estudiar la posicion relativa de dos planos, calculamos el determinante de los coeficientes de los vectores normales. Si el
determinante es cero, los planos son paralelos. Si no, se intersectan en una linea.

Los vectores normales de los planos son 171) =(2,1,-2)y }72) =(1,-1,2).

L >
Calculamos el producto vectorial n; X n;:

~ A

[
mxm=2 1 —2|=i1-2=(=2)-(=1) =j2-2=(=2)- )+ k(1) - 1(1))
1 -1 2

=i2-2) —j@4 - (-2) +k(=2-1)
= i(0) = j(6) + k(=3)
=(0,-6,-3)
N
El vector d, = (0, —6, —3) es la direccion de la recta de interseccion.

Para encontrar un punto de la interseccién, resolvemos el sistema de ecuaciones formado por los planos:

{2x+y—21=1
x—y+2z=1

Sumamos ambas ecuaciones para eliminar y:

2x+y—2z+x—y+2z=1+1

3x=2
2
x= =
3

Sustituimos x = % en la primera ecuacion:

Sustituimos x = % en la segunda ecuacion:

1
—y+27 = —
y 74 3



Sumamos las dos Ultimas ecuaciones para encontrar y:

-2+ (y+2)=—>+

W~
L»JI»—

0=0
Esto confirma que cualquier y y z que satisfaga una de las ecuaciones sera un punto en la recta de interseccion.

Tomamos z = 0:

y=—§

N
El punto (2, —%, 0) es un punto en la recta de interseccion y d, = (0, —6, —3) es la direccion de la recta.

_ —1 i
2.16. Dadas las rectas r : x_21 = yT = z y s que pasa por el punto (2, —5, 1) y tiene direccion (—1,0, —1), se

pide:
a) Estudiar la posicion relativa de las rectas r y s.

La ecuacion paramétrica de r es:

x=1+4+2¢
riyy=14+2t
Z:
La ecuacion de s es:
x=2-4
s:9y=-5
z=1-4

Comparando los vectores direccion de las rectas r y s, vemos que no son proporcionales, por lo que 7 y s no son paralelas.

Para verificar si se cortan, resolvemos el sistema de ecuaciones:

1+2t=2-2
14+2t=-5
t=1-21

Resolviendo el sistema, encontramos que no hay solucién comun, por lo que r y s se cruzan.

b) Obtén en forma implicita la ecuacion de un plano que sea paralelo a r y contenga a s.

N
El vector direccion de r es d,. = (2,2, 1) y el punto (2, =5, 1) esta en la recta s. El vector normal al plano sera el mismo que el vector
direccion de r.

La ecuacion del plano sera:
20 =-2)+ 20+ 5+ 1z=-1)=0
Simplificando:
2x—4+2y+104+2z—-1=0

2x+2y+2z+5=0
La ecuacion del plano es:

2x+2y+z+5=0
2.17. Sea 7 el plano determinado por el punto P(2,2,2) y los vectores i = (1,0, —1)yv = (1,1,0).Searla

recta que pasa por los puntos O(0, 0, 0) y O(2, —2, 2). Estudia la posicion relativa de 7 y r y el angulo que
forman el plano y la recta.



Primero encontramos la ecuacion del plano z. Usamos los vectores u y v para encontrar el vector normal al plano 7z:

k
—1| =0 = (=1)) = j(1 = (=1)) + k(1 = 0)
0

S

Il

<

X

<l

Il
—_ =~
—_— O S~

= i(1) = j(2) + k(D)
=(,-2,1)
La ecuacion del plano que pasa por P(2,2,2) es:
Ix=2)-2(0-2)+1z=2)=0
Simplificando:
x=2-2y+44z-2=0
x—=2y+2z=0
La recta r que pasa por O(0,0,0) y O(2, =2, 2) tiene la siguiente ecuacion paramétrica:
{x =21
riyy=-24
z2=22
Para determinar la posicion relativa de 7 y r, sustituimos la ecuacion paramétrica de r en la ecuacion del plano z:
2A=2(2)+24=0
22+44+24=0
8A=0
A=0
Entonces, el punto de interseccion es (0, 0, 0), que es el origen. Por lo tanto, la recta r y el plano 7 se intersectan en el origen.

Para calcular el angulo entre la recta r y el plano 7, usamos el vector direccion de r y el vector normal del plano 7:

=
dr = (2’ _2’ 2)
iy =(1,-2,1)
El coseno del angulo @ entre la recta y el plano es:

- -

d. -
cosf = — i
—
ld, |||

d - =2+ (== +2(1)=2+4+2=8

=2 + (=27 +2* = VAT AT A = V12 = 243

1= /12 + (224 1 = JTFTFT = 16

8 _ 8 _8_4
2V3-v6  2/I8  6V2 342

o ()

2.18. Dados los puntos A(1, 0, 0), B(1, 1, 1), C(2, 1, 0) y D(1, 0, 3), halla la distancia entre las rectas AC y BD.

Entonces:

cosf =




Primero, encontramos las ecuaciones paramétricas de las rectas AC y BD.

Para la recta AC, los vectores son:
—
AC=C-A=2-1,1-0,0-0)=(1,1,0)

La ecuacion paramétrica de AC es:

Para la recta BD, los vectores son:
—
BD=D-B=(1-1,0-1,3-1)=(0,-1,2)

La ecuacion paramétrica de BD es:

x=1
BD:3y=1-u
z=14+2u

Para encontrar la distancia entre las rectas AC y BD, usamos la formula:

- o — —
_ [(A—B) - (dac X dpp)|

= =
|dac X dpp|

d

- > — -
Donde A = (1,0,0), B = (1,1,1),dsc = (1,1,0), y dpp = (0,-1,2).

- -
Calculamos el vector A — B:

A-B=(1-1,0-1,0-1)=(0,—1,-1)

- -
Calculamos el producto vectorial dyc X dpp :

>

dac X dpp = | 1 1
0 -1

~

=i1-2=0-(=1)—=j1-2=0-0)+k(1-(~=1)=1-0)

N O

=i(2) - j(2) + k(=1)
=(2,-2,-1)
— —
La magnitud del vector dyc X dgp es:

dre X dgp| = 1/22 + (<22 + (—1)? = o
he Xdgp| = /22 + (=2 +(=1)? = A+ 4+ 1 =49=3

- S - -
Calculamos el producto punto (A — B) - (dyc X dpp):

(A=B) - [dac X dpp) = 0.=1,~1) - 2, =2,=1) = 0- 2+ (=1) - (=2) + (=1 - (=1)

=0+2+1=3
Entonces, la distancia entre las rectas AC y BD es:
131
d=—=1
3

La distancia entre las rectas AC'y BD es 1.

3.1. Determinar el punto simétrico de P(1,2, 3) respectodelplanoz : x — 3y —2z+4 =0

Sea P(1,2,3) el punto dado y P’ (x", y", z’) el punto simétrico respecto al plano. La ecuacién del plano es:

x—3y—2z4+4=0



El punto medio entre P y P’ estara en el plano, por lo que:

1+x" 24y 347
2 7 2 7 2

Sustituimos en la ecuacion del plano:

!/ 2 / !/
I+x _3 +y _» 3+z +4=0
2 2 2

Simplificando:
1+x" 643y !
+x y _6+22 +4=0
2 2 2
I1+x —-6-3y —-6-27
al 2y L 44=0

1+4x -6-3y-6-2+8=0
X =3y =27 =-1
Comparando con la ecuacion original del plano, tenemos:
X =3y -2/ +4=0 = -1+4=0

Por lo tanto, el punto simétrico de P(1, 2, 3) respecto al plano 7 es P’ (-1, —4, —1).

3.2. Determinar el punto simétrico de A(—3, 1, —7) respecto de la recta

x=-14+41
riqy=3+24
z=-1+22

Sea A(-3, 1,—7) el punto dado y A’ (x’, ¥’, z’) el punto simétrico respecto a la recta r. La ecuacion de la recta es:

-1+
3424
=—-1+4+21

X
r:yy
Z

El punto medio entre A y A’ estara en la recta, por lo que:

=34+x 14y -7+7
2 7 2 7 2

Sustituimos en la ecuacion de la recta:

_ /
3;x =—-1+4+1
1+
Y —342
-7+7
=142

Resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar x’ y' yz.

3.3. Calcular el punto simétrico de P(2, 1, 7) respecto del plano $\pi_2 : \begin{cases}

x =3 + 2\lambda + 2\mu \ y = 2\lambda - 2\mu \ z = 1 + \lambda - 3\mu \end{cases}$

Sea P(2,1,7) el punto dado y P’ (x", ¥, z’) el punto simétrico respecto al plano x, . La ecuacién del plano es:
x=34+214+2u

y=21-2u
z=14+1-3u



El punto medio entre P y P’ estara en el plano, por lo que:

2+x 1+y T+7
27 2 7 2

Sustituimos en la ecuacion del plano:

!
LA Yy
1+
—21-2
) H
7 /
LA U B

Resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar x’, y' y 7.

3.4. Determina el punto simétrico de P(1,0, 1) respectodelplanoz : x —y+z =1

Sea P(1,0, 1) el punto dado y P’ (x’, y’, z’) el punto simétrico respecto al plano 7. La ecuacion del plano es:
x—y+z=1

El punto medio entre P y P’ estaraen el plano, por lo que:

1+x 0+y 1+7
2 7 2 7 2

Sustituimos en la ecuacion del plano:

1+x !

2

14z
2

=1

/!
y
- =+
2
Simplificando:

1+x -y +1+7

=1
2

1+x -y +7 =2
¥ -y +7=1
Comparando con la ecuacion original del plano, tenemos:
X =y +7=1
Por lo tanto, el punto simétrico de P(1, 0, 1) respecto al plano  es P’ (1,0, 1).
3.5. Calcula el punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto del planox — y+z—2 =0
Sea 0(0, 0,0) el punto dado y O’ (x’,y’, z’) el punto simétrico respecto al plano 7. La ecuacién del plano es:
x—y+z—-2=0
El punto medio entre O y O’ estara en el plano, por lo que:

<0+x’ 0+ 0+z’>

2 7 2 7 2

Sustituimos en la ecuacion del plano:

xl y/ Z/
——=+=-2=0
2 2 2
Simplificando:
x =y +7
S Y



X - yl +7 =4
Por lo tanto, el punto simétrico de O(0, 0, 0) respecto al plano 7 es O’ (4, —4, 4).

3.6. Dado el punto P(2, 1, 7), calcula su simétrico respecto al plano

x=34+214+2pu
9y =24-2u
z=1+1-3u

Sea P(2,1,7) el punto dado y P’ (x",y’, Z') el punto simétrico respecto al plano x, . La ecuacién del plano es:

x=34+214+2pu
y=24-2u
z=14+1-3u

El punto medio entre P 'y P’ estara en el plano, por lo que:

<2+x’ 1+y 7+z’>

27 2 72

Sustituimos en la ecuacion del plano:

/
2HX 32t
2
1+y
2y =22
7 !/
T 4a-3p

Resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar x’, y' y 7’:

2 3400+ 2u
Y o2
B 1 +2-3u

Multiplicando cada ecuacién por 2, obtenemos:

24X =6+41+4u
1+y =41 —4u
T7+7 =2+24-6u

Simplificando, obtenemos:

X =4l+4u+4
y =41 —4pu
77 =2A-6u—5

Para hallar los valores especificos de 1 y y, se necesita informacion adicional sobre la relacion entre el punto y el plano o la direccion.

4.1. Sean C y D dos sucesos de un espacio muestral. Sabiendo que P(C) = 0.4, P(D) = 0.5 yque C y D son
incompatibles, determinese P(C U D)

Como C y D son incompatibles, entonces P(C N D) = 0.

La probabilidad de la union de dos sucesos incompatibles es la suma de sus probabilidades:
P(CuD)=PC)+PMD)-—P(CND)=04+05-0=0.9

Por lo tanto, P(C U D) = 0.9.

4.2. Sean A y B dos sucesos de un espacio muestral tal que P(A) = 0.8, PA U B) = 0.8 y P(A U B) = 0.9.
¢Son independientes los sucesos A y B? Calcula P(B/A).



Primero, calculemos P(B):

PAUB)=1-PAUB)=1-09=0.1
Dado que P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B), podemos reordenar para encontrar P(A N B):
09=08+PB)—PANB) = PANB)=08+PB)-—09 = PANB)=PB)-0.1
Si A y B son independientes, entonces P(A N B) = P(A) - P(B):
P(A)-P(B)=08-PB)=PB)-0.1 = 08P(B)=PB)—-0.1 = 0.8PB)—-PB)=-01 = -02PB)=-0.1 = PB)=05

Por lo tanto, A y B no son independientes, ya que P(B) no cumple la condicién de independencia. Sin embargo, podemos calcular
P(B/A):
PAANB) 0.5-0.1 _ 04

P(BIA) = = =— =05
P(A) 0.8 0.8

4.3. Sean A y B dos sucesos independientes cuyas probabilidades son P(A) = 0.6 y P(B) = 0.2. Calcula:
P(A U B), P(A U B), P(A N B), P(A/B)

1. Calculamos P(A U B):
P(AUB)=PA)+PB)—PANB)=06+02-(0.6-0.2)=0.6+0.2-0.12=0.68
2. Calculamos P(M):
PAUB)=1-PAUB)=1-0.68 =032
3. Calculamos P(m):
PANB)=1-PANB) =1-(0.6-02)=1-0.12=0.88

4. Calculamos P(A/B):

PGB =1-PAB)y=1-L2A0B _ 012 h6—04
P(B) 0.2

5. TABLAS DE CONTINGENCIA / DIAGRAMAS DE ARBOL

5.1. La directiva de un club de cine ha hecho un estudio sobre los gustos cinematograficos de sus socios. De los
300 socios del club, hay 150 a los que les gustan las peliculas de accion, 135 a los que les gustan las de
suspense y 75 a los que no les gustan ninguno de estos géneros. Si se elige un socio cualquiera, calcular las
probabilidades de que:

Para resolver esto, primero establezcamos algunas notaciones: - A: Le gustan las peliculas de accion. - S: Le gustan las peliculas de
suspense. - N: No le gustan ninguno de estos géneros.

Tenemos: - P(A) = 222 = 0.5 - P(S) = 3 = 045 - P(N) = 22 = 0.25
Calculamos las probabilidades solicitadas:
b1) Le guste al menos uno de los dos géneros.
PAUS)=1-PN)=1-0.25=0.75
b2) Le gusten las peliculas de accién pero no las de suspense. Sabemos que P(A N S¢) puede calcularse como:
PANS)=PA) —PANS)
Necesitamos P(A N §):
PANS)=PA)+PS)—PAUS)=05+045-0.75=0.2

Ahora:



PANS)=05-02=03
b3) Sabiendo que le gustan las peliculas de accion, que no le gusten las de suspense.

PANS) 03

P(S°IA) = = ===
(A) 0.5

0.6

5.2. En una ciudad, la probabilidad de que uno de sus habitantes censados vote al partido A es 0.4; la
probabilidad de que vote al partido B es 0.35 y la probabilidad de que vote al partido C es 0.25. Por otro lado, las
probabilidades de que un votante de cada partido lea diariamente algun periédico son, respectivamente, 0.4; 0.4
y 0.6. Se elige una persona de la ciudad al azar:

b1) Calculese la probabilidad de que lea algtin periédico.
Sea L el evento de leer un periédico:
P(L) = P(L/A) - P(A) + P(L/B) - P(B) + P(L/C) - P(C)
P(L)y=04-04+04-0354+0.6-0.25
P(L)=0.16+0.14 4+ 0.15 =045
b2) La persona elegida lee algtin periédico, ¢cual es la probabilidad de que sea votante del partido B?

Usamos la formula de Bayes:

P(BIL) = P(L/B) - P(B)

P(L)
P(BIL) = % = % ~ 0311

5.3. En un estudio de arquitectura de Madrid trabajan personas de diferentes nacionalidades. El 80% de las
personas que trabajan en el estudio son espaiiolas. El 40% de los empleados del estudio son mujeres, de las
cuales un 90% son espaiiolas. Calculese la probabilidad de que tomando a un empleado del estudio de
arquitectura al azar:

c1) Sea espaiol sabiendo que no es mujer.

Sea E el evento de ser espariol y M€ el evento de no ser mujer:

pEmey = PEOMD
PM©)
P(M) =1-P(M)=1-04=06
P(EN M) = P(E) = P(ENM) = 0.8 — (0.4-0.9) = 0.8 — 0.36 = 0.4

P(EIM®) = % ~ 0.733

c2) Sea mujer o espanola.
PMUE)=PM)+ PE)—PMnNE)

PMUE)=04+4+0.8-036=1.2-0.36=0.84

5.4. En una cierta ciudad el 40% de la poblacidn tiene el pelo moreno, el 25% tiene los ojos oscuros, y el 15%
tiene pelo y ojos oscuros. Se escoge una persona al azar.

a) Calcula la probabilidad de que no tenga ni pelo ni ojos oscuros.

Sea M el evento de tener pelo moreno y O el evento de tener ojos oscuros:

PMuUO)=PM)+PO)—PMnNnO)=04+025-0.15=0.5



P(MuUuOX)=1-PMuUu0O)=1-0.5=0.5
b) Si tiene pelo moreno, calcula la probabilidad de que también tenga los ojos oscuros.

PMNO) 0.5

POM = =50 = 04

= 0.375

c) Si tiene los ojos oscuros, ¢cual es la probabilidad de que no tenga pelo moreno?
P(M°€/0) =1 - P(M/0)

PMNnO) 015
P(O) 025

P(M/0) = 0.6

P(M10)=1-10.6= 0.4

5.5. La directiva de un club de cine ha hecho un estudio sobre los gustos cinematograficos de sus socios. De los
300 socios del club, hay 150 a los que les gustan las peliculas de accion, 135 a los que les gustan las de
suspense y 75 a los que no les gustan ninguno de estos géneros. Si se elige un socio cualquiera, calcular las
probabilidades de que:

al) No le gusten las peliculas de accién.
PAY=1-PA)=1-05=05
a2) Le guste al menos uno de los dos géneros.
PAUS)=1-PN)=0.75
a3) Le gusten las peliculas de accién pero no las de suspense.
P(ANS) =03
ad) Sabiendo que le gustan las peliculas de accién, que no le gusten las de suspense.
P(S°/A) = 0.6
5.6. Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alta gama, siendo los de alta 1/3 de las
existencias. Entre los de baja gama, la probabilidad de tener un defecto de fabricacion que obligue a

revisarlos durante el rodaje es del 1,6%, mientras que para los de gama alta es del 0,9%. En un
control de calidad preventa, se elige un vehiculo al azar para examinarlo.

Definamos: - B: Vehiculo de baja gama. - H: Vehiculo de alta gama. - D: Vehiculo defectuoso.

a) Calcula la probabilidad de que el vehiculo elegido sea defectuoso.

2 1
PB)=3. PH) =3

P(D/B) =0.016, P(D/H) = 0.009
P(D) = P(D/IB) - P(B) + P(D/H) - P(H)
2 1
P(D) =0.016 - = +0.009 - —
3 3
P(D) = 0.01067
b) Si el vehiculo elegido es no defectuoso, calcula la probabilidad de que sea de gama baja.

P(D) =1—-P(D) =0.98933

P(D°/B) - P(B)

P(BIDY) = ==

P(D°/B) = 1 — P(D/B) = 0.984



0.984 - 2
PBID) = 555933

P(B/D) = 0.664

5.7. Una compania de mensajeria tiene una probabilidad del 2% de danhar cada uno de sus envios.
Asumimos que las probabilidades de que varios envios distintos resulten danados son
independientes entre si.

b1) Hallar la probabilidad de que en un lote de 10 paquetes hayan llegado con desperfectos 2 0 mas envios.
Para resolver este problema, usaremos la distribucién binomial.
PX>2)=1-PX <2
Calculamos P(X < 2):
PX<2)=PX=0+PX=1)

Donde X sigue una distribucion binomial B(n = 10, p = 0.02).

PX =0) = (100> (0.02)°(0.98)'° = (0.98)'° ~ 0.817

PX=1)= <110> (0.02)'(0.98)° = 10 - 0.02 - (0.98)° ~ 0.167

Entonces:
P(X <2)=0.817+0.167 = 0.984
Finalmente:
P(X>2)=1-0.984 =0.016
b2) Hallar la probabilidad de que en un lote de 2000 paquetes hayan llegado exactamente 30 paquetes defectuosos.
Para grandes valores de ( n) y pequefios valores de ( p ), podemos usar la aproximaciéon de Poisson:
A=n-p=2000-0.02 =40
Entonces, ( X) sigue una distribucién ( \text{Poisson}(\lambda = 40) ):

40%0¢=40
P(X =30) = ———
( ) 30!
Usamos una calculadora o software para obtener este valor:

P(X = 30) = 0.041

5.8. Una compania farmacéutica vende una pomada que alivia la dermatitis atépica en un 80% de los
casos. Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad de mejoria espontanea es del 10%.
En un estudio experimental, la mitad de los pacientes han sido tratados con la pomada y la otra
mitad con el placebo.

b1) Determina la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejorado.
Definamos: - ( M ): Mejoria - ( P ): Tratamiento con pomada - ( C ): Tratamiento con placebo
P(P)=P(C)=0.5
PM/P)=0.8, PM/C)=0.1

P(M) = P(M/P) - P(P) + P(M/C) - P(C)



PM)=08-0.54+0.1-0.5=0.4+0.05=045
b2) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya sido tratado con el medicamento.

Usamos la formula de Bayes:

P(M/P) - P(P)

P(PIM) =
P(M)
08-05 04
P(PIM) = =— ~0.
PIM) = =375 045 ~ 0889

5.10. El 40% de los sabados Marta va al cine, el 30% va de compras y el 30% restante juega a
videojuegos. Cuando va al cine, el 60% de las veces lo hace con sus companeros de baloncesto. Lo
mismo le ocurre el 20% de las veces que va de compras y el 80% de las veces que juega a
videojuegos.

c1) Hallar la probabilidad de que el proximo sabado Marta no quede con sus compaiieros de baloncesto.
Definamos: - (C ): Va al cine - ( G ): Va de compras - ( V ): Juega a videojuegos - ( B ): Queda con sus comparieros de baloncesto
P(C)=04, P(G)=03, PV)=03
PB/IC)=0.6, PB/G)=02, PMB/IV)=038
La probabilidad de que no quede con sus compafieros de baloncesto es:
P(B°)=1-P(B)
Primero calculamos ( P(B) ):
P(B) = P(B/C) - P(C) + P(B/G) - P(G) + P(B/V) - P(V)
PB)=06-04+02-03+0.8-0.3
P(B) =0.24+0.06 + 0.24 = 0.54
Entonces:
P(B°)=1-0.54 =0.46
c2) Si se sabe que Marta ha quedado con sus compaiieros de baloncesto, ¢ cual es la probabilidad de que vayan al cine?

Usamos la férmula de Bayes:

P(B/C) - P(C)

P(CIB) =
(C/B) PB)
06-04 024
P(CIB) = =222 _ 22 0444
(©B)= 054 = 054

6.1. Una compania de mensajeria tiene una probabilidad del 2% de dafhar cada uno de sus envios.
Asumimos que las probabilidades de que varios envios distintos resulten danados son
independientes entre si.

Definamos: - ( X ): Nimero de envios dafiados en un lote. - (n =10 ): Nimero de envios en el lote. - ( p = 0.02 ): Probabilidad de que un
envio esté dafiado.

a) Hallar la probabilidad de que en un lote de 10 paquetes hayan llegado con desperfectos 2 o0 mas envios.
Usamos la distribucion binomial:
PX>2)=1-PX <2

Calculamos (P(X < 2) ):



PX<2)=PX=0)+PX=1)

Donde ( X) sigue una distribucién binomial ( B(n = 10, p = 0.02) ).

PX =0) = (100> (0.02)°(0.98)'° = (0.98)'° ~ 0.817

PX=1= <110) 0.02)'(0.98)° = 10 - 0.02 - (0.98)° ~ 0.167

Entonces:
P(X <2)=0.817+0.167 = 0.984
Finalmente:
P(X>2)=1-0.984 =0.016
b) Hallar la probabilidad de que en un lote de 2000 paquetes hayan llegado menos de 30 paquetes defectuosos.
Para grandes valores de ( n) y pequenos valores de ( p ), podemos usar la aproximacion de Poisson:
A=n-p=2000-0.02 =40

Entonces, ( X') sigue una distribucion ( \text{Poisson}(\lambda = 40) ):

29k ,—40
4
P(X <30)= ) 0 ‘:
&~

Usamos una calculadora o software para obtener este valor:
P(X < 30) =~ 0.0432
6.2. Sabiendo que el peso de los estudiantes varones de segundo de bachillerato es una variable
aleatoria con distribucion normal, de media 74 kg y desviacion tipica 6 kg, se pide:
c1) Determinar la probabilidad que un estudiante varéon al azar pese entre 68 kg y 80 kg.

Definamos: - (\mu = 74 ): Media de la distribucion. - (\sigma = 6 ): Desviacion tipica de la distribuciéon. - ( X \sim N(\mu, \sigma”2) ):
Distribucién normal del peso.

Queremos encontrar ( P(68 \leq X \leq 80) ).

Primero, estandarizamos:

X —
z=""F
c
Para (X =68):
7= 68 — 74 -
6
Para (X =80):
7= 80 — 74 —1
6

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar:
P-1<Z<1)=PZ<1)—P(Z <-1)=0.8413 — 0.1587 = 0.6826
Entonces:
P68 < X <80) =0.6826

c2) Calcular el porcentaje de alumnos con mas de 80 kg. Si acuden 1500 estudiantes varones a las ABAU, ¢ cuantos estudiantes



pesaran mas de 80 kg?
Queremos encontrar ( P(X > 80) ).
Para (X =80):

_80-74
===

Z 1

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar:
PZ>1)=1-PZ<1)=1-0.8413 =0.1587
Entonces:
P(X > 80) = 0.1587
El nimero esperado de estudiantes que pesan mas de 80 kg es:

1500 x 0.1587 =~ 238

6.3. Una empresa de envios realiza entregas en un barrio de la ciudad y ha determinado que el 15%
de los paquetes entregados en este barrio tienen algun tipo de problema. Si hoy la empresa realiza 9
entregas en el barrio:

Definimos: - (X): NUmero de paquetes con problemas en 9 entregas. - (n = 9): Nimero de entregas. - (p = 0.15): Probabilidad de que un
paqguete tenga problemas.

a) ¢Cual es la probabilidad de que mas de 1 paquete presente algun tipo de problema?
Usamos la distribucion binomial:
PX>1)=1-PX<1
Calculamos ( P(X\leg 1) ):
PX<1)=PX=0+PX=1)

Donde ( X') sigue una distribucién binomial (B(n =9, p =0.15) ).

P(X =0) = <z> (0.15)°(0.85)° = (0.85)° ~ 0.2725

PX=1= <?> (0.15)'(0.85)® = 9-0.15 - (0.85)% ~ 0.4352

Sumamos las probabilidades:
P(X <1)=0.2725 4 0.4352 = 0.7077
Entonces:
PX>1)=1-0.7077 = 0.2923
b) Si se realizan 200 entregas, ¢cual es la probabilidad de que haya problemas con menos de 35 paquetes?

Definimos: - (Y): Nimero de paquetes con problemas en 200 entregas. - (n = 200): Nimero de entregas. - (p = 0.15): Probabilidad de que
un paquete tenga problemas.

Usamos la aproximacion normal con correccion de continuidad:
Y ~ N(np, \/np(1 — p))
Calculamos la media y la desviacién estandar:

i =np=200-0.15 =30



o= \/np(l —p) = 4200-0.15-0.85 ~ 5.05
Calculamos ( P(Y < 35) ) aplicando la correccién de continuidad:

P(Y<35)zP(Z<w)

5.05

Calculamos el valor ( Z):

34.5 - 5-
- § 34530

o~ 505 ~08

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar para encontrar la probabilidad correspondiente a ( Z = 0.89 ):
P(Z < 0.89) =~ 0.8133
Por lo tanto:
P(Y < 35) =~ 0.8133
6.4. Las alturas de los estudiantes de una escuela secundaria siguen una distribucién normal con
media de 170 cm y desviacion estandar de 10 cm.
Definimos: - (X): Altura de un estudiante. - (\mu = 170): Media. - (\sigma = 10): Desviacion estandar.

a) ¢Cual es la probabilidad de que su altura esté entre 160 cm y 180 cm?

Calculamos:
160 — 17 180 — 17
P60 < X < 180):13(M <7Z< M)
10 10
Calculamos los valores (2):
7 = 160 — 170 -
10
180 —
7 = 80 —170 -1
10

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar para encontrar las probabilidades correspondientes:
P(Z <1)=0.8413
P(Z < -1)=0.1587
Entonces:
P(160 < X < 180)=P(Z < 1)—-P(Z < —1)=0.8413 — 0.1587 = 0.6826
b) ¢ Cual es la altura a partir de la cual se encuentran el 5% de los estudiantes mas altos?

Necesitamos encontrar el valor (x) tal que:

PX > x)=0.05
Esto es equivalente a:
P(X <x)=0.95
Buscamos el valor de (Z) tal que:
P(Z<2)=095
De la tabla de la normal estandar:
7~ 1.645

Calculamos el valor de (x):



x=p+z0 =170+ 1.645-10 = 186.45

6.5. El peso de las vacas de un ganadero se distribuye como una distribuciéon normal de 500 kg de
media y 45 kg de desviacion tipica.

Definimos: - (X): Peso de una vaca. - (\mu = 500): Media. - (\sigma = 45): Desviacion estandar.
a) Calcula la probabilidad de que una vaca al azar pese entre 490 kg y 510 kg.

Calculamos:

P(490<X<510)=p<w<z<w>

45 45
Calculamos los valores (2):

z, = 490 — 500
45

510 — 500
%= 45

=-0.222

=0.222

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar para encontrar las probabilidades correspondientes:
P(Z < 0.222) = 0.5871
P(Z < -0.222) = 0.4129
Entonces:
P(490 < X < 510) = P(Z < 0.222) — P(Z < —0.222) = 0.5871 — 0.4129 = 0.1742
b) Si hay 2000 vacas, ¢ cuantas cabe esperar que estén dentro de ese rango?
Calculamos el numero esperado de vacas en ese rango:

2000 - 0.1742 ~ 348.4 vacas

6.6. La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobreviva mas de 5 ahos es del 10%.

Definimos: - (X): NUmero de peces que sobreviven mas de 5 afios. - (p = 0.10): Probabilidad de que un pez sobreviva mas de 5 afios. - (n
=10) para a) y (n = 200) parab) y c).

a) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afno, hallar la probabilidad de que al menos dos de ellos sigan
vivos dentro de 5 anos.

Usamos la distribuciéon binomial:
PX>2)=1-PX<2)
Calculamos (P(X < 2)):
PX<2)=PX=0+PX=1)

Donde (X) sigue una distribucion binomial (B(n = 10, p = 0.10)):

PX =0) = <1OO> (0.10)°(0.90)'° = (0.90)'° ~ 0.3487

PX=1)= <110> (0.10)1(0.90)° = 10 - 0.10 - (0.90)° ~ 0.3874

Sumamos las probabilidades:
P(X <2)=0.3487 + 0.3874 = 0.7361

Entonces:



P(X >2)=1-0.7361 = 0.2639

b) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos en este mismo afo, usando una aproximacién
mediante la normal correspondiente, halla la probabilidad de que al cabo de 5 afios hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.

Aproximamos la binomial con una normal:

X ~ N(np, \/np(1 — p))

Calculamos la media y la desviacion estandar:

4 =np=200-0.10 = 20

o = +/np(1 —p) = +200-0.10-0.90 ~ 4.24

Aplicamos la correccién de continuidad y calculamos:

9.5 -20
PX>210)~P|(Z>—F—
(X210 < T 424 >
Calculamos el valor (Z):
29220 Hu
4.24

Usamos la tabla de la distribucion normal estandar para encontrar la probabilidad correspondiente:
P(Z > -2.47) ~ 0.9932
c) Halla, con la misma aproximacion, la probabilidad de que sobrevivan entre 15 y 30 peces.

Aplicamos la correccién de continuidad y calculamos:

P(15 sxssomp(l“'s‘zo <7< 305—20)
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Calculamos los valores (2):
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Usamos la tabla de la distribucion normal estandar para encontrar las probabilidades correspondientes:
P(Z < —1.30) = 0.0968
P(Z < 2.48) =~ 0.9934

Entonces:

P(15 < X < 30) = P(Z < 2.48) — P(Z < —1.30) = 0.9934 — 0.0968 = 0.8966



