EXPERIMENTAL: Soluciones de GPT sin revisar. PUEDEN CONTENER ERRORES,
procedimientos extranos, etc. Usar solo como orientacion.

Ejercicio 1.1
Calcular el area delimitada entre el eje X y la gréafica de:

_f =x?+3x six<2
f(x)_{—x+4 six>2

Para calcular el area total, sumamos las areas de cada segmento:

b
A=/ f(x)dx
a
Parax < 2:
2
A =/ (—x? + 3x) dx
0
3 2
A = [_x_ 3
3 2,
8
Al = <—§ +6> -(0)
A =—2+6
L
3
Para x > 2:

4
A, =/ (=x+4)dx
2
4

2
Ay = [—x— +4x]
2 2

e ()= (400)
Ay =(-8+16)— (=2 +38)
Ay =8-6
Ay =2

El area total es:

Ejercicio 1.2
Considera la region limitada por la curvay = x3 —5x% 4+ 6x y larecta y = 0. Dibujar la grafica de la region, expresarla usando integrales, y calcular su valor.
Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo x> — 5x2 + 6x = 0:

X2 =5x+6)=0

x(x—=2)x=3)=0



Entonces, los puntos de intersecciéon sonx = 0, x =2y x = 3.
El area esta dada por la integral:
2
A= / 3 = 5x% + 6x) dx
0

xt 53 22
A=|——-—+3
ERE R

3 0
16 40
A=|——-—+12)-(0
(4 3 ) ©
40
A=4-—+12
3
12 40
A= —+4-—
3 3
A:12+12—40
3
A=__16
3

Ejercicio 1.3
Sea R el recinto del plano limitado por y = 6x — e y= x2 = 2x. Dibujarlo y calcular area.

2

Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo 6x — x= = x% = 2x:

2 =% —2x

6x — x
6x + 2x = x* 4 x*
8x = 2x?
dx = x2
¥ —4x=0
x(x—4)=0

Entonces, los puntos de interseccion son x = 0y x = 4.

El area esta dada por la integral:

4
A= / (6x — x* — (x? = 2x)) dx
0

4
=/ (6x —x* —x* +2x)dx
0

4
= / (8x — 2x%) dx

0

Ejercicio 1.4
Sea R el recinto del plano limitado por las curvas y = x(3 — x) y y = x2. Dibujar R y calcular su area.
Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo x(3 — x) = x2:

3x—x% =x2



3x = 2x7

3x = 2x

w
I
)

=

=
I
| W

Entonces, los puntos de interseccion sonx = 0y x = %

El &rea esta dada por la integral:
3
A= / "3 = x) = x%) dx
0
1
= / z(3)(—)(2 —x*)dx
0

-
=/ (Bx —2x")dx
0

3
2 3],
9 27
(33 %27
“\ 2 3 -
_<Z ﬁ)
“\8 12
27_9
8 4
_w_ 18
T8 8
_d
~8

Ejercicio 1.5 (Continuacién)
Dibuja el area de la region limitada por la grafica de la parabola f(x) = x> — 4x ylarectay = x — 4.
Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo X2 —4dx=x—-4

¥ —dx=x—4

¥ =5x+4=0

G—Dx-4=0

Entonces, los puntos de intersecciéon sonx = 1y x = 4.

El &rea esta dada por la integral:
4
A =/ ((x* — 4x) — (x — 4))dx

1

4
=/ (F —4x —x +4)dx
1
4
= / (% = 5x + 4) dx

1

x3 5x2 ¢
=|=—-—+4
|55

Evaluamos los limites:

£ 5.4 P 517
= - +4-4) (= - +4-1
(5-5++4)- (575 )

64 80 1 5
=(=-=+416)-(=-2+4
(5-7+19)-(3-3+9)



Simplificamos cada término:

33
8 1 5
=(-2)-(=-=+4
(-3)-(5-3+4)
8 1 15
= ——— — —_ - 4
3 <3 6+>
8 1 5
=—2—-(=-=+14
3 (3 2+>
__§_(2_£+%)
T3 6 6 6
__§_<£>
T3 6
__§_<£)
T3 6
__E_<£>
T 6 6
__ 2
"6
27 9
= =2=4
6 2 3

Ejercicio 1.6

Dadalacurvay = x% 4+ 2x + 2, halla el area limitada por la curva, la recta tangente en el punto donde la funcién tiene un extremo y la tangente a la curva con
pendiente 6. Dibuja la region correspondiente.

Primero, encontramos el extremo de la funcién derivando y:

flo)=2x+2
Igualamos a cero para encontrar el extremo:
2x+2=0
x=-1

El valor de y en este punto es:
y=(C1)2+2(-)+2=1-2+2=1
Entonces, el punto es (—1, 1).
La recta tangente en este puntoes y = 1.
Ahora encontramos la tangente a la curva con pendiente 6. Derivamos la funcion:
flo)=2x+2
Igualamos a 6:
2x+2=6

2x =4

El valor de y en este punto es:
y=2"42-242=4+4+2=10
Entonces, la recta tangente enx = 2 es y = 6(x — 2) + 10.

y=6x—-12+10



y=6x—-2

El area esta dada por la integral:

2 2
A=/ (x2+2x+2)dx—/ (6x —2) dx
-1 -1

Evaluamos cada integral por separado:

2 3 2
/ (% +2x+2)dx = [% e +2x]
—1 -1

:(§+22+z-2>—<( 3”3+( 12 42 1))
SRS RENE
= (5+8)-(-5-1)
-(G+3)-(5-3

e 1_

3 3

2_<_i>
3 3

—_

(-5+
(-5
(5-3)

Evaluamos la segunda integral:

2
/ (6x —2)dx = [3x2 - Zx]il
-1
Evaluamos los limites:
= (32)* —2(2)) - (3(=1)* = 2(=1))
=3-4-4-3-1+2)
=(12-4)-03+2)

=8-5

Entonces, el area total es:

Por lo tanto, el area limitada por la curva, la recta tangente en el punto donde la funcion tiene un extremo y la tangente a la curva con pendiente 6 es 9 unidades
cuadradas.

Ejercicio 1.7
Dibuja y calcula el area de la region limitada por la grafica de la parabola f(x) = —x*> + 9x ylasrectas y = 20;x =0y y + 15 = 0.
Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo —x2 + 9x = 20:
- +9x-20=0
Resolviendo la ecuacion cuadratica:

b+ VI~ dac

2a

=9+ +/8T+80
- )

X =



_ =9+ 161

Entonces, los puntos de intersecciéon sonx = Sy x = 4.

El area esta dada por la integral:
5
A= / (—=x* + 9x — 20) dx
4

Evaluamos la integral:

3 x3 9x2 >
A=/ (=2 +9x = 20)dx = [-=— + =— — 20x
4 3 2 4

5,95 £ 9.4
=(-= -20-5) - (- -20-4
( 372 ) < 3772 )

125 225 64 144
=(-—=2+=2-100) - (—= + — - 80
(-5 )= (55 %)

Simplificamos cada término:

=(-2+ 2 w0) - (-5 + 5 - w)

3 T2 )
125 225 64 144
= (-2 422 o) - (=2 4 22
( 3 2 00) ( 3732 80)
125 225 64 144
= (213025 0 - (W8 L1 g
(-5 + 5 - 10) = (-5 45 %)

Ejercicio 1.8

Dada la parabolay = 4 — x2, representa y calcula el area de la region delimitada por la parabola y su recta tangente en el punto de abscisa x = 1, entre el eje de
ordenadas, y la recta x = a, donde a es la abscisa del punto de corte entre la tangente y el eje OX.

Primero, encontramos la recta tangente a la parabola en el punto x = 1:
y=4-— x?
Derivamos:
y =-2x
Evaluamos en x = 1:
y ==2(1)=-2
Latangenteenx = 1 es:
Y=y =mx—xp)
y—3=-2(x-1)
y=-2x+5
Ahora encontramos el punto a donde la tangente corta al eje OX:
0=-2a+5

2a =5

| wn

El area esta dada por la integral:

A=/2(4—x2—(—2x+5))dx
0
i
=/‘(4—x2+2x—5)dx
0

=/2(—x2 +2x— 1)dx
0



Evaluamos la integral:

(-5
- 24 T 4 2

125 150 60

ST tw T
_150-125-60
- 24
=35
T 24

Ejercicio 1.9

Calcula el area de la region delimitada por las gréficas de f(x) = xe*,y =0yx = 1.

1
A :/ xe* dx
0

El area esta dada por la integral:

Usamos integracion por partes. Seau = xy dv = e* dx.

Entonces, du = dxyv = €*.

/udvzuv—/vdu
/xe"dxzxe"—/e‘dx

=xe"—e"+C
Evaluamos la integral en los limites:
A= [xe" - ex](l)
=(le' = =(0-1)
=(e-e)—(-D
=1

Ejercicio 1.10

Dada la pardbolay = x2 — 4, calcula el area de la region limitada por esa parabola, su tangente en el punto x = 1, y el eje vertical. Nota: para el dibujo de la
grafica de la parabola, indica los puntos de corte con los ejes, el vértice y la concavidad o convexidad.

Primero, encontramos la tangente en el punto x = 1:

y=x2—4

Derivamos:

Evaluamos en x = 1:

y=2(1)=2
Latangenteenx = 1 es:
y =y =mx—x)
y—(=3)=2x-1

y+3=2x-2



y=2x-5

El area esta dada por la integral:

1
A=/ (2 —4—(Q2x—5))dx
-2

1
=/ ? =4 =2x+5)dx
-2

1
=/ (% = 2x+ D dx
-2

Evaluamos la integral:

= % + 3 +6
=—+46
=3+6
=9
Ejercicio 1.11
Dibuja y calcula el area del recinto limitado por las parébolas y = x? —4x yy= —%xz + 2x.
Primero, encontramos los puntos de interseccion resolviendo X2 —4x = —%xz + 2x:

XX —d4x= —lxz + 2x
2
Multiplicamos todo por 2 para eliminar el denominador:
25 — 8x = —x% +4x
Reordenamos para obtener una ecuacién cuadratica estandar:
3% —12x =0
Factorizamos:
xx—4)=0
Entonces, los puntos de interseccion sonx = 0y x = 4.

El area esta dada por la integral:

4

A =/ <<—lx2 +2x> - —4x)> dx
0 2
VA

=/ <——x2 +2x—x2 +4x) dx
0 2
4
=/ (—gxz +6x> dx
0 2

Evaluamos la integral:



1 5 21
= |-=x*+3
[Zx x]o

Evaluamos los limites:
= (—1-43 +3‘42) - (—l -0 +3-02>
2 2
- (—1 64 +3 16)
"\ 2

= (=32 +48)
=16

Por lo tanto, el area del recinto limitado por las parabolas es 16 unidades cuadradas.

Ejercicio 1.12

X six e [0,1)
1+Inx six€l[l,e]

1 e
A=/ xdx+/ (1 +1Inx)dx
0 1
1 21! 2 2
w52 (5)-(5) =3
0 2 1o 2 2 2

As =/ (1 +1Inx)dx
1

Calcula el area entre la gréfica de f(x) = { y el ejeen (0, e).

El area esta dada por la suma de dos integrales:

Evaluamos cada integral por separado:

Para esta integral, usamos la propiedad lineal de la integral:

A2=/ 1dx+/ Inxdx
1 1
e
/1dx=[x]f=e—1
1

Para la segunda parte, usamos integracion por partes. Sea u = Inx y dv = dx. Entonces, du = %dx yv=x:

/lnxdx=xlnx—/x-ldx=xlnx—/ldx=xlnx—x
X

/ Inxdx =[xInx —x]{ = (elne—e)—(1In1-1)
1

La primera parte es:

Evaluamos en los limites de integracion:

= 1-e)—(0-1)=e—e+1=1
Entonces,
Ay=e—-1+1=¢

El area total es:

1
A=A1 +A2=5+€

Ejercicio 1.13

2
Dibuja y calcula el area de la region del primer cuadrante limitada por la gréfica de la parabola y = "7 + 1, su recta normal en el punto de abscisax = 1, y los

ejes.

Primero, derivamos la parabola para encontrar la pendiente de la tangente en x = 1:



Enx =1, y’ = 1. La pendiente de la tangente es 1, por lo que la pendiente de la normal es —1 (perpendicular).
La ecuacion de la recta normal es:

Y=y =mx—xp)

1 3
Conm=-1,x;=1,yy; = 3 +1= o
y-5=-1lx-1
y=—x+1+ =
+ 5
= —X —
Y 2
Para encontrar los puntos de interseccion entre la parabola y la normal:
2 +2
il = —x+ =
2 2

Multiplicamos todo por 2 para eliminar el denominador:
X 42==2x+5
Reordenamos para obtener una ecuacién cuadratica estandar:
2 —
x*+2x-3=0

Resolviendo la ecuacién cuadratica:
—b + /b — dac
2a
-2+ 4+ 12
x =

X =

Dado que estamos en el primer cuadrante, tomamos x = 1.

El area esta dada por la integral:

Evaluamos la integral:

? 1 3.1

= _—— = h— _0

( ) > ©

E——
"\ 2 6 2
~(-1-143)
"\ 2 6 2
_Cﬁ_l+2)
“\e6 66
_(—3—1+9)
B 6

Il
/N
N W
S~—"



Por lo tanto, el area de la regién es % unidades cuadradas.

Ejercicio 1.14

2

Dibuja y calcula el area de la region limitada por la grafica de la parabola y = 2 — %, su recta tangente en el punto de abscisa x = 1, y el eje OX.

P

Primero, derivamos la parabola para encontrar la pendiente de la tangente en x = 1:

Enx=1,y =—1.
La ecuacion de la recta tangente es:

y—y1 =mx—xyp)

©

Conm=—1,x;=1,yy; =2_17=%:

=3 ==

=—x+1+ 3
re 2
=42
v 2
La interseccion de la tangente con el eje OX es donde y = 0:
5
0=—-x+—
2
]
T2

Entonces, los limites de integracion sondex = 0ax = 2.

El &rea esta dada por la integral:

B S
Il
o\;
1
S
[\
|
SIS
|
(]
N~
S
|
olw
|
=
+
(S|
S~
&

Evaluamos cada integral por separado:

Evaluamos la integral:

13 0’
- (20-%)-(0-%)

Ahora evaluamos la segunda integral:

Evaluamos la integral:



125 1
=(5-=)-(2-=
(=% )-(-5)

240 -125-96 +8
- 48
27
48

Simplificamos:

El area total es:
11 9
A=A +A) = —+ —
TR T e
Para sumar estas fracciones, necesitamos un denominador comun:
A= 11-16 + 9-6
6-16 16 -6
176 54
A= — + —
96 96
230
96

A=

Simplificamos la fraccion:

us
48

Por lo tanto, el area de la region es % unidades cuadradas.

2. Teoria + Aplicaciones (Teorema Fundamental del Calculo)

2.1. Enuncia el teorema fundamental del calculo integral.
Si f es una funcion continua en el intervalo [a, b], entonces la funcion F definida por:
X
Fx) = / f@dt
a
es continua en [a, b], diferenciable en el intervalo abierto (a, b), y F'(x) = f(x) para todo x en (a, b).

2.2. Teorema del valor medio del calculo integral.

El teorema del valor medio del calculo integral establece que si f es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces existe un nimero ¢ en el intervalo
abierto (a, b) tal que:

b
/ F@)dx =fle)b - a)
a
Este teorema indica que hay al menos un punto en el intervalo [a, b] donde la funcién toma su valor promedio.
2.3. Enuncia la regla de Barrow.
La regla de Barrow, que es una forma de expresar el teorema fundamental del calculo, establece que si F' es una antiderivada de f en el intervalo [a, b], entonces:
b
/ f(x)dx = F(b) — F(a)
a

Esto significa que para evaluar una integral definida, podemos encontrar cualquier antiderivada de la funcion integranda y calcular la diferencia de sus valores en



los extremos del intervalo de integracién.

2.4. Sea la funcién F(x) = /Ox log(t> + 4) dt. Calcula F' (x).
Utilizamos el teorema fundamental del calculo para derivar F(x):
F'(x) = log(x® + 4)

F—x—1

2.5. Se define F(x) = | e~ dt. Calcula F’(0).

Aplicamos la regla de la cadena y el teorema fundamental del célculo:
e—x—1p?
Fly=e @D . Z(ef=x=1)
dx
Calculamos la derivada del limite superior:

X
_d —x=1D=e=1
(" —x )=e
Entonces,

F /(x) = el (e =1)

Evaluamos en x = 0:
F'0)=e @00 (0 _ )= -0 (1= )=e®.0=0
2.6. Sea F(x) = fozx cos t dt. Halla los posibles extremos de dicha funcién en el intervalo [0, 7].
Primero, derivamos F'(x) usando el teorema fundamental del célculo y la regla de la cadena:
F'(x) = cos(2x) - dii(Zx) = 2 cos(2x)

Para encontrar los extremos, igualamos la derivada a cero:

2cos(2x) =0
cos(2x) =0
Los valores de 2x que satisfacen esto en el intervalo [0, 277] son:
37 Sm 17
pe= &3 5n Tx
22722
Los valores de x en el intervalo [0, 7] son:
n 3x
x=—=,—
4 4

Evaluamos F'(x) en los puntos criticos y en los extremos del intervalo para determinar los valores maximos y minimos:

0
F(0) =/ costdt =0
0

F(ﬁ) =/ costdt = sint
4 0

3 3

F<3—”> =/ ’ costdtzsint‘T =-1
4 0 0

2 2
F(n):/ costdt = sint
0 0

wla
ola

=1-0=1
0

=0-0=0

Los posibles extremos de F'(x) en el intervalo [0, 7] son 1, —1,y 0.

2.7. Se define g(x) = fox L_ dt. caleula lim,_, £)

1+e! x "
Aplicamos el teorema de L'Hopital:

lim @ =li
-0 X -0 1

Derivamos g(x) usando el teorema fundamental del célculo:



g =

1+e*
Entonces,
lim@:Hm ! ,:L:l
-0 X =0 1+ e* 1+e0 2
. . 2 2l
2.8. Halla los puntos donde se anula la derivada de la funcién f(x) = —2x + fo el 1024 gy,

Primero, derivamos f(x) usando la regla de Leibniz para la derivada de una integral con limites variables:

d
f’(x) S e(Zx)z—IO(Zx)+24 . E(ZX)

2_
=24+ E4X 20x+24 2
=2+ 284x2—20x+24

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos:
2+ 264x‘—20x+24 =0

2_
84,\' 20x+24 _ 1

Tomamos el logaritmo natural en ambos lados:
4x% =20x+24=0

Resolvemos la ecuacion cuadratica:

¥ —5x+6=0

x=2)(x=3)=0
Los puntos donde se anula la derivada sonx = 2y x = 3.
2.9. Considera la funcion F : [0, +c0) — R definida por F'(x) = fOX(Zt + 4/1) dt. Halla la ecuacién de la recta tangente
a la grafica de F en el punto de abscisa x = 1.
Primero, derivamos F'(x) usando el teorema fundamental del calculo:

F'(x) =2x+/x
Evaluamos F’(x) en x = 1:

F'(h=2)+/T=2+1=3

Calculamos F(1):

1
F(l) = / 2t + /D) dt
0

Descomponemos la integral:

1 1
F(l):/ 21dz+/ Jidt
0 0

1
/ 2di = [1*], =1

0

1 1
2 2
tdt = —13’2] ==
,/0 \/_ [3 0 3

Evaluamos cada integral por separado:

Entonces,

F)=1+%=

SN
w| W

La ecuacion de la recta tangente es:
y=F(1)=FDx-1)

Sustituimos los valores calculados:



Simplificamos:

5

—3x-3+2

y X 3

9 5

—3x— 242

yEXNTITS
4
=3x—- —
y X 3

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F' en el punto de abscisa x = 1 esy = 3x — % .

. 2 X 42 . . .z .
2.10. Dada la funciéon F(x) = /0 e~ dt, ¢tiene F(x) puntos de inflexion? Justifica la respuesta.
Para determinar si F'(x) tiene puntos de inflexion, necesitamos encontrar la segunda derivada y verificar donde cambia su signo.

Primero, derivamos F'(x):

2
F'(x)y=e™
Ahora derivamos nuevamente para encontrar F" (x):
d —_2 -2 —_2
F"(x) = d—(e x ) — ¢ (=20) = —2xe™"
x
Para encontrar los puntos de inflexién, buscamos donde F”(x) = 0:
—x2
—2xe™ =0
Como ™ nunca es cero, la tnica solucion es:
x=0

Ahora, verificamos el cambio de signo de F” (x) alrededor de x = 0:

« Parax <0, F"(x) = —2xe™ > 0
« Parax > 0, F"(x) = —2xe™ < 0

Entonces, F'(x) tiene un punto de inflexion en x = 0.

2.11. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F(x) = fox [2 + cos(t?)] dt en el punto de abscisa x = 0.
Primero, derivamos F'(x):
F'(x) = 2 + cos(x?)
Evaluamos F’(x) en x = 0:
F'(0)=2+cos(0®)=2+1=3

Calculamos F(0):

0
F(0) = / [2 + cos(r)]dt =0
0

La ecuacion de la recta tangente es:
y=F(0) = F'(0)x - 0)
Sustituimos los valores calculados:
y—0=3x-0)
Simplificamos:
y=3x

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la grafica de F en el punto de abscisa x = 0 es y = 3x.

2.12. Sabiendo que F(x) = [ f(1) dt = x*(x + 1), calcula f(2).

Para encontrar f(x), derivamos F'(x) usando el teorema fundamental del calculo:



F'(x) = f(x)
Derivamos F'(x):
Fx)=x*(x+1) =x> +x2
F'(x) = i(ﬁ +x%) =3x% +2x
dx
Entonces, f(x) = 3x% + 2x.
Evaluamos en x = 2:
@ =32"+202)=3-4+4=12+4=16

Por lo tanto, f(2) = 16.

2
2.13. Calcula la derivada de F'(x) = /Ox > cos(?) dt. Obtén los valores de F(0) y F'(0).

Primero, derivamos F'(x) usando la regla de Leibniz para la derivada de una integral con limites variables:

x2x
Fx) = / cos(t) dt
0
! 2 d 2
F'(x) =cos(x” +x) - —(x~ +x)
dx
Derivamos el limite superior:
i(xz +x)=2x+1
dx
Entonces,
F'(x) = cos(x> +x) - 2x+ 1)
Evaluamos enx = 0:
F'(0) = cos(0? + 0) - 2(0)+ 1) = cos(0) - 1 = 1

Calculamos F(0):
0*+0 0
FO) = / cos(t)dt = / cos(t)dt =0
0 0
Por lo tanto, F(0) = 0y F’(0) = 1.
3. Aplicacioén Integral Definida

3.1. Calcula el valor de a para que el area de f(x) = x> + ax — 3 sea % en [3,4].

El area bajo la curva f(x) entre x = 3 y x = 4 esta dada por:

4 7
/ 0 +ax-3)dx= =
5 3

Evaluamos la integral:
3 2

/(x2+ax—3)dx=%+ax

— —3x
2

Evaluamos en los limites de integracion:

£ g4 3 a3 7
—+ —3.4) =+ -3.3) ==
<3 2 > <3 2 > 3

64 16a 27 9 7
Zr o) -+ -9)==
(3+ 2 ) (3+2 ) 3

64 9a 7
O r8a—-12)-(9+22_9) =L
<3+a )(+2 )

Simplificamos cada término:



Convertimos 3 a fracciéon con el mismo denominador:

Multiplicamos todo por 6 para eliminar fracciones:
28-248a:-6—-9a-3=7-2
56 +48a —27a = 14
56 +2la =14
2la =14 - 56
2la = -42
a=-2

Por lo tanto, a = —2.

3.2. Calcula el valor positivo de p para el que fop ﬁ dx=1.

Para resolver esta integral, usamos sustitucion:

du

Seau=x*+1 = du=2xdx = szdx.

Reescribimos la integral:

)4 PP+l
/ ol dle/ d_u:1
0 xX2+1 2 /i u

Evaluamos la integral:

1 s
E[lnlul]’l’ o

I
—_

1
=(In|p*+ 1| =In|1])
2
l1n(pz+1)—1
> =

Multiplicamos ambos lados por 2:

In(p* +1)=2
Aplicamos la funcion exponencial a ambos lados:
p2 +1=¢%
pz —2-1
p= e -1

Por lo tanto, p = 1/e2 — 1.

3.3. Sea la funcion f(x) = xe>*. Sabiendo que el area de la regién determinada por la grafica de f y el eje OX entre x = 0y x = p (
p > 0)vale %, calcular el valor de p.

El area bajo la curva f(x) entre x = 0 y x = p esta dada por:

P 1
/ xe¥dx = —
0 9

Usamos integracion por partes. Sea u = xy dv = > dx.



Entonces, du = dxyv = "’TM

/udv:uv—/vdu

3x 3x
/xe3"dx=x-e—— ¢ ax
3 3
xe3x e3x
= -—+C
3 9

Evaluamos en los limites de integracion:

Simplificamos:

Multiplicamos todo por 9 para eliminar fracciones:

Simplificamos:
3pe® — ¥ =0
Factorizamos e :
e’Bp-1)=0
3p—-1=0
3p=1
1
r=3

Por lo tanto, p = %

3.4. Halla el polinomio P(x) de segundo grado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0), sabiendo que f03 P(x)dx = %.
Sea P(x) = ax® + bx + c.
Dado que pasa por los puntos (0, 1) y (3, 0):

1LPO)=1 = c=1
2.P3)=0 = 9a+3b+1=0 = 9a+3b=-1 = 3a+b=-1

3
4
PX)dx = —

Sabemos que:

Evaluamos la integral:

3 3 2 3
/ (ax* + bx + 1) dx = %+bi+x]
0

2
@27 b9 4
- 293\ =2
<3+2+>()3

0

9b 4
9a+—+3=—
T3 3
Multiplicamos todo por 6 para eliminar fracciones:
54a+27b+18 =8

Simplificamos:

S54a+27b = -10



Usamos la ecuacion 3a + b = —%:

1
3a4+b=—=
a 3

Multiplicamos esta ecuacién por 9 para que coincida con el coeficiente de a en la otra ecuacion:
27a+9b = -3
Restamos esta ecuacion de la anterior:

S54a +27b—27a -9 =-10+3

27a + 18b = =7
Dividimos todo por 9:

3a+2b=—-——
Tenemos el sistema de ecuaciones:

3a+b !
a =—=
3
3a+2b=——

Restamos la primera ecuacion de la segunda:

Sustituimos b en la primera ecuacion:

Multiplicamos todo por 9 para eliminar fracciones:

Por lo tanto, P(x) = %xz - %x + 1.

3

3.5. Dadas larectay = mxylacurvay = x~, calcula para qué valores de x se cortan, y obtén el valor de 1 para que el

area del recinto limitado por la recta y la curva sea 2.
Primero, encontramos los puntos de interseccion:
mx = x>
2y _
x(mx —x7)=0
x(x(m—x)) =0

Los puntos de interseccion son x = 0y x = m.

El area entre las dos curvas esta dada por:
m
/ (mx — x3)dx =2
0

Evaluamos la integral:

2 4m
Sy = | T _ X
/(mx—x )dx—[ > 4]0



Evaluamos en los limites de integracion:

Simplificamos:

3 4
m m
= =T 9
2 4
Multiplicamos todo por 4 para eliminar fracciones:
2m® —m* =
Factorizamos:
3 -
m2—-m)=28
m=2

Por lo tanto, m = 2.

3.6. Determina un polinomio P(x) de segundo grado sabiendo que P(0) = P2) =1y

z 1
/0 P(x)dx = 3

Sea P(x) = ax® + bx + c.
Dado que P(0) = 1y P(2) = 1, tenemos:

1. PO)=1 = c=1
2. PQ)=1 = 4a+2b+1=1 = 4a+2b=0 = 2a+b=0 = b=-2a

Evaluamos la integral:

2
/ (ax2 —2ax+ 1)dx = l
0 3

2 2 2 1
/ axzdx—Za/ xdx+/ ldx=—
0 0 0 3

Evaluamos cada término por separado:

2 212
—Za/ xdx = -2a [—] = —-2a(2) = —4a
0 2 0
2
/ ldx = [x]% =2
0

8a
— —4a+2=
3 a

Sustituimos en la integral original:

Multiplicamos todo por 3 para eliminar fracciones:
8a—12a+6=1
—4a+6=1

—4a = -5

5

Por lo tanto, el polinomio es P(x) = sz - %x + 1.

3.7. Sea la funcién f(x) = sin x, calcular a > 0 tal que el rea encerrada por la graficade f,losejesx =0ey =0, yla



recta x = a, sea % Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisax = Z.

4
[, snxa=
sinxdx = —
0 2

/sinxdx = —CoSX

El area bajo la curva f(x) entre x = 0 y x = a esta dada por:
Evaluamos la integral:

Evaluamos en los limites de integracion:

P
[—cosx]g = 2
1
—cos(a) + cos(0) = )

1
— 1=
cos(a) + >

1
— I |
cos(a) 3
1
—cos(a) = -5
cos(a) !
a)=—
2
b4
a=—
3

Para calcular la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = %, primero derivamos f(x):
f'(x) = cosx
.

Evaluamos f(x) y f/(x) enx = g

La ecuacion de la recta tangente es:

Sustituimos los valores calculados:

_ﬁ_ﬁ(x_z)
YT T 4
Simplificamos:
N2 _ V2 om
YT T 8

2 -
Sumamos 2 a ambos lados para obtener la ecuacion en la formay = mx + b:

2
-

—_—— + —_—
2 8 2
Factorizamos g en el término constante:
V2.2
)= —x——(@—-4
y=- 3 ( )
Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de f en el punto de abscisa x = % es:
Vi A2
=—x——@—-4
y=- 3 ( )

3.8. Sea f una funcién continua en el intervalo [2, 3] y F’ una primitiva de f tal que F'(2) = 1 y F(3) = 2, calcula
G = 7 dx.



Primero, recordamos que F es una primitiva de f, por lo tanto, F'(x) = f(x). Utilizamos el teorema fundamental del célculo para resolver la integral.

3 3 3
/(5f(x)—7)dx=5/ f(x)dx—/ 7 dx
2 2 2

Usamos el teorema fundamental del célculo para evaluar la primera integral:
3
/ fX)dx=FQ3)-F2)=2-1=1
2
Entonces,
3
5/ fx)dx=5-1=5
2
Para la segunda integral, sabemos que la integral de una constante es la constante multiplicada por la longitud del intervalo:
3
/ Tdx=7-3-2)=7
2
Entonces,

3
/ 5fx) =TNdx=5-7= -2
2

3.9. La funcién f(x) = ax® + bx?> + cx + d se sabe tiene un maximo relativo en x = 1, un punto de inflexién en (0, 0)
y /01 fx)dx = %. Calculaa, b, ¢, d.
Primero, para que f(x) tenga un maximo relativoen x = 1, /(1) = 0 y f”(1) < 0. Para que f(x) tenga un punto de inflexion en (0, 0), f(0) = 0y f”(0) = 0.
La derivada de f(x) es:
)= 3ax? + 2bx + ¢
Evaluamos f/(1):
() =3a(1)? +2b(1)+c=3a+2b+c=0 (1)
La segunda derivada de f(x) es:
£ () = 6ax + 2b

Evaluamos f”(1):

(1) = 6a(l) +2b = 6a +2b  (debe ser < 0)
Para el punto de inflexion en (0, 0), evaluamos f(0) y £ " (0):

£0) = a(0)* + b(0)* +c(0)+d=d=0 (2)

70 =6a(0)+2b=2b=0 = b=0 (3)
Sustituimos b = 0 en la ecuacion (1):

3a+c=0 = c=-3a 4

Dado que d = 0, la funcién se simplifica a f(x) = ax® + cx. Usamos la condicion de la integral:

1 1 5
/ F)dx = / (ax® = 3ax)dx = =
0 0 4

1
/I(ax3 —3ax)dx = [QX4 - 3ax2]
0 0

Evaluamos la integral:

4 2

_ <a(1)4 ~ 3a(1)2> ~ <a(0)4 ~ 3a(0)2>

4 2 4 2
=<ﬁ_ﬁ>—o
4 2
_a_ba__5a
T4 4 4

Entonces,



Sustituimos a en la ecuacion (4):
c=-3(-1)=3

Por lo tanto, los valores son:

4. Matrices (Operaciones, Inversa, Rangos, Potencias...)

1 k
41.DadalamatrizB=|0 1 , prueba que B siempre es invertible y calcula su inversa.
0 0

—_— R~

Para probar que B es invertible, debemos mostrar que su determinante no es cero. La matriz B es una matriz triangular superior, y el determinante de una matriz
triangular es el producto de sus elementos diagonales.

detBy=1-1-1=1#0
Por lo tanto, B es invertible.

Para calcular la inversa de B, recordamos que la inversa de una matriz triangular superior tiene la misma estructura. Calculamos la inversa usando operaciones de

matrices.
a b c

SeaB'=|d e f |- Entonces, B - Bl=1
g h i

Multiplicamos las matrices:

1 k t a b c 1 0 0
0 1 k||d e f|=]10 1 0
0 0 1 g h i 0 0 1
Resolvemos las ecuaciones resultantes:
1.a=1
2 k-ate=1 = e=1
3.k-d+1-g=0 = g=0
4. t-a+k-d+i=1 = i=1
5 k-b+f=0 = f=—-k
6.t-b+k-e+h=0 = h=—t
7.tct+k-f+i=0 = c=—-k>—t
Entonces, la inversa es:
1 -k k*—t
B'=|o0 —k
0 O 1
4 5 -1
4.2.DadalamatrizA =| -3 —4 1 |, calculaA'®® yA20%3,
-3 =3 0
Primero, calculamos A? para encontrar un posible patrén.
4 5 -1
A=|-3 -4 1
-3 -3 0

Calculamos A2 = A - A:



(4-4+5--3+-1--3) (4-545-—44-1--3) (4--1+45-14-1-0)
=[(3-4+-4--341--3) (-3-5+-4-—441--3) (=3-—14+-4-1+1-0)
(-3-44-3--3+40--3) (=3-5+-3--4+40--3) (=3--1+-3-1+0-0)

(16-15+3) (20-20+3) (=4+5)
=|(=12+12=3) (=15+16=3) (3-4)

(-1249) (=15 +12) (3-3)
4 3 1
=[-3 2 -1
-3 -3 0
Calculamos A3 = A% - A:
4 3 1 4 5 -l
A=l-3 =2 —1|]|-3 -4 1
-3 -3 0 -3 -3 0
4-4+3--3+1--3) (4-5+3-—4+1--3) 4 -=1+3-1+1-0)

=[(3-4+2-3+-1--3) (-3.54-2.-44-1--3) (=3--1+-2-14+-1-0)
(-3-44-3--340--3) (=3-5+-3-—4+40--3) (=3--1+-3-1+0-0)
(16-9-3) (20—12-3) (-4+3)

=| (=12+6+3) (=15+8+3) (3-2)
(=12 +9) (-15+12) (3-3)

4 5 -1
=[-3 -4 1 ]|=4
-3 -3 0

Observamos que A3 = A, lo cual indica que la matriz A es ciclica con un periodo de 3.

Para potencias altas, utilizamos esta propiedad ciclica:
Al28 _ p34242 _ (A3)42 A2 = 7. A2 = A2

A0 _ AT _ (AT A Z T A= A

Por lo tanto:
4 3 1
A —a2=|_3 o _
-3 -3 0
4 5 -1
AP =pA=-3 -4 1
-3 -3 0

4.3. CalculaA — B; A - B, sabiendo de las matrices cuadradas A y B que:

210

A+B=|2 0 0

1 0 2
-2 0 0
AZ—AB+BA—BZ=[O 2.0
2 -1 0

Para encontrar A — B, primero necesitamos la inversa de A + B.

Calculamos la inversade A + B:

2 1 0
SeaA+B=|2 0 0. Lamatrizinversade A + B se denota como (A + B)~!.
1 0

2

Para encontrar (A + B)‘1 , usamos el método de Gauss-Jordan o la formula de la inversa para matrices 3 X 3. Aqui, la encontramos usando la adjunta y el

determinante.

El determinante de A + B es:
2 0 ‘

e P T
2 0

[+
o2 |1 2



=2(0)— 14 —-0)+0=—4

La matriz de cofactores es:

0 -4 0
CofA+B)=|0 4 -4
0 0 4
La matriz adjunta es la transpuesta de la matriz de cofactores:
0 0 0
AdjA+B)=|-4 4 0
0 -4 4
La inversa es:
1 1 0 0 0
A+B)'= ————AdjA+B) = —| -
@B = @ p @ TB = -4 4 0
0 -4 4
0 0 0
=1 -1 O
0o 1 -1

Multiplicamos (A 4+ B)~! por A2 — AB + BA — B? para obtener A — B:
A—B=(A+B) (A’ —AB+ BA - B?)

0 0 0)-2 0 O

Il
S
—_

R

=)
iR
o o
)
R
o o

0 0 0
=|-2+0+0 2+0+0 O
0+2 0-1 -1

0o 0 O

=1-2 2 0

2 -1 0

Ahora que tenemos A + B y A — B, podemos resolver para A y B sumando y restando estas ecuaciones.

2 10
A+B=]2 0 0
1 0 2

0 0 0
A-B=|-2 2 0
2 -1 0

Sumamos y restamos para obtener A y B:

1 0 0 0
2A=A+B)+A-B)=|2 0 +|-2 2 0
0 2 -1 0

Para B:



2 1 0 0 0
2B=A+B)-(A-B)=|2 0 -1-2 2 0
I 0 2 -1 0

[«

Ahora podemos calcular A - B utilizando las matrices que encontramos:

1
3
A-B=|l0 1 ofl 2 -1 o0
31 qfl-r 1L
2 2 2 2
1 1 1 1 1 1
(d-1+4.240--4H  @a-1+1.-140-3) (1-0+5-0+0-D
=l O-1+1-240--1) ©-1+1--140-3) ©0-0+1-0+0-1)
3 1 1 3 1 1 1 3 1
(51+—32+1—3) (53-{——5—14—15) (50+—30+11)

(A-1+%-240--9) (d-3+2--140-H 1-0+5-040-DO-14+1-240-=3) ©O-2+41--140-3) ©-0+1-040-1)(3-1+-1

2
$3$
1 1
14140 5—5+0 0
=] 0+24+0 O0-1+40 0
3 1 3 ,1,1
s—1=3 Z+3+E 0+0+1
2 0 0
=12 -1 0
5
z 1
Asi, lamatrizA - B es:
2 0 0
A-B= -1 0

-1 1 0 —m

4.4. Estudia el rango de lamatrizA =| 1 0 0 0
2 -m m 1

Para estudiar el rango de la matriz, utilizamos la eliminaciéon gaussiana para llevar la matriz a su forma escalonada.

Partimos de la matriz A :
-1 1 0 -m
A=]| 1 0 0 O
2 -m m 1

Realizamos las operaciones necesarias para obtener ceros debajo del primer elemento de la primera columna:
1. R2 « R2 + Rl
2. R3 « R3 + 2R1

Después de aplicar estas operaciones, la matriz se transforma en:
-1 1 0 —-m
0 1 0 —m
0 -m+2 m -2m+1



Simplificamos la tercera fila:

-1 1 0 -m
0 1 0 -m
0 -m+2 m -2m+1

Hacemos ceros debajo del pivote en la segunda columna. Para ello, sumamos (m — 2) veces la segunda fila a la tercera fila:
Ry « Rz +(m—=2)Ry

-1 1 0 —-m
0 1 0 —-m
0 0 m —-m*+3m-2m+1

Simplificamos la tercera fila:

-1 1 0 —-m
0o 1 0 -m
0 0 m —-m*+m+1

Dado que m no afecta a la dependencia lineal de las filas, podemos ver que hay tres filas no nulas, lo que implica que el rango de la matriz A es 3, siempre y
cuando m # 0. Sim = 0, el rango se reduce a 2.

a+1 a
4.5. Dada la matrizA = 0 1 a+ 1 |, calcula su rango segun los valores de a.
a+1 1 a+1

Para estudiar el rango de esta matriz, nuevamente utilizamos la eliminacién gaussiana para llevar la matriz a su forma escalonada.
Partimos de la matriz A:

a+1 & a
A= 0 1 a+1
a+1 1 a+1

Realizamos operaciones para obtener ceros debajo del primer elemento de la primera columna:
1. R’; «— R3 - RI
Después de aplicar estas operaciones, la matriz se transforma en:

a+1 a a
0 1 a+1
0 1-® (@+1)-a

Simplificamos la tercera fila:

a+1 a a
0 1 a+1
0 e 1

Sia # 1, hacemos ceros en la tercera columna:

1. Ry « Ry — (a+ DRs
2. Ry « Ry — R,

Después de aplicar estas operaciones, la matriz se transforma en:

Simplificamos la tercera fila:

El rango de la matriz depende de a:

e Sia # 1, elrango es 3.
« Sia = 1, el rango se reduce a 2 porque la ultima fila sera nula.



-1 1 0 -m
4.4. Estudia el rango de la matrizA =| 1 0 0 O
2 -m m 1
Para estudiar el rango de la matriz A, primero calculamos los determinantes de sus submatrices.
Calculamos el determinante de la matriz A:

-1 1 0 -m
det(A) =| 1 0o 0 O

2 -m m 1
Eliminamos la segunda fila y tercera columna para simplificar:
0 0 0 1 0
der) = -1 | 1) 0
-m m 1 2 -m

det(A) = 1 - (=m) = —m

Sim # 0, el determinante no es cero v, por lo tanto, el rango de A es 3. Sim = 0, el determinante es cero y necesitamos estudiar las submatrices de orden

inferior.
Param = 0:
-1 1 0 0
A=|l1 0 0 O
2 0 0 1

Calculamos los determinantes de las submatrices de orden 2:

-1 1
‘ 1 0‘—(—1)(0)—(1)(1)——1

0
‘ 5 1‘—(—1)(1)—(0)(2)——1

1 0
‘2 1‘ =DM -0O)2) =1

Dado que al menos uno de los determinantes de las submatrices de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2 sim = 0.

a+1 d? a

4.5. Dada la matrizA = 0 1 a+ 1 |, calcula surango segun los valores de a.
a+1 1 a+1

Primero calculamos el determinante de la matriz A

a+1 & a
detA)=| O 1 a+1
a+1 1 a+1

Expansion por la segunda fila (la que tiene un cero):

a+1
a+1 1

a+1 a
a+1 a+1

L12 a

det(A) =0 -
1 a+1

‘+(a+1)-

Calculamos los determinantes de las submatrices de orden 2:

atl a D@+ D —@a+ D= +2a+1 - —a=a+1
a+1 a+1

2
“:i “1 =@+ D) —(@@a+)=a+1-da+D=a+1-d - &
a

Sustituimos en el determinante original:
det(A) = —(a+ D+ (a+ Da+1-a —d*)
det(d) = —(a+ D+ (a+1)? —(a+ Da’ — (a+ 1d®
Simplificamos:

detd) = —(a+ D+ +2a+1-d" - —d® - &



Sia = 0, el determinante es —1 # 0, por lo tanto, el rango es 3. Si a # 0, el rango depende de a. Evaluamos sia = 1.

Paraa = 1:

Calculamos el determinante de A:

det(A) =

N O N

Entonces, para a = 1, el rango es 3.

Sia=-1:

Eliminamos filas duplicadas:

Paraa = —1, el rango es 2.
Por lo tanto, el rango de la matriz A es:

« Sia=00a=1,elrango es 3.
« Sia=—1,elrangoes 2.

det(A) = —(a+ 1) + 2a — a* - 24°
det(A) = —a— 1 +2a —d* = 24°

detA) =a—1-d* -24°

=22-2)-1(4-2)+12-2)=-2

—_
NN =

0 1 -1
A=l0 1 0
01 0

Ry <« Ry - R,
0 1 -1
A=l0 1 0
0 0 0

» Para otros valores de a, el rango se determina evaluando el determinante.

4.6. Halla X e Y cumpliendo

Calcula, si es posible X ley !l

Primero resolvemos el sistema de ecuaciones para encontrar X e Y.

Loax—y=(2 73
1 -5
o x4ar= (1 4
30

Despejamos Y de la segunda ecuacion:

Sustituimos en la primera ecuacion:

Multiplicamos y simplificamos:

(i 5
=3 9)
=3((: 3))



Despejamos X :

Sustituimos X en la ecuacion para Y:

Ahora verificamos si X e Y son invertibles. Una matriz es invertible si su determinante es distinto de cero.
Determinante de X :
detX)=1-(-2)—-(-2)- 1=-2+2=0
Determinante de Y:
det(Y)=0-1-(-1)-1=0+1=1

Por lo tanto, X no es invertible, pero Y si lo es.

0 0 1 30 0
4.7.Dadas las matrices A =|0 1 O|yB=|0 3 0/ calcuaA’>yA?,
1 0 O 0 0 3
Primero, observamos que A es una matriz de permutacion ciclica. Calculamos las primeras potencias de A para identificar un patron:
0 0 1 0 0 1 1 0 O
A=[o 1 offo 1 o]=[0 0 1
1 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 O
A=lo 1 olfo o 1]|=1
1 0 0J\0 1 O

Como A® = I, sabemos que las potencias de A se repiten cada tres exponentes. Por lo tanto:
AlS — (As)s —IP=7

A AIB2 (43642 Z .42 = A2

1 0 0
AN =]0 0 1
0 1 0
m+1l m+1 m
4.8. Dada la matrizA = m 1 1 |, calcula su rango segun los valores de .
1 m 1
Calculamos el determinante de A:
m+1 m+1 m
det(A)=| m 1 1

1 m 1

Expandimos por la primera fila:



det(A)z(m+1)’1 1)—(m+1)"" 1‘+m)m 1‘
m o1 11

Calculamos los determinantes de las submatrices de orden 2:

11
‘ =1-m
m 1
m 1 —m—1
11
‘ m 1 — 1
1 m
Sustituimos:
m+1 m+1 m
4.8. Dada la matriz A = m 1 1 |, calcula su rango segun los valores de 1.

1 m 1
El determinante de A es:
det(A) = m* = 2m* —m +2
La factorizacion correcta del polinomio es:
m =2m* —m+2=(m-2)(m—-D(m+1)

Por lo tanto, las raices del polinomio sonm = 2, m = 1 ym = —1. Esto nos ayuda a determinar los valores de m para los cuales el determinante es cero y, por lo
tanto, afecta el rango de la matriz.

« Param # 2,1, —1, el determinante es diferente de cero, lo que significa que el rango de A es 3.

o« Param=2,m=1ym = —1, el determinante es cero. Necesitamos evaluar los subdeterminantes de orden inferior para determinar el rango.
Casom = 2:
3 3 2
A=|2 1 1
1 2 1

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:
‘3 3‘=3~1—3-2=3—6=—3¢0
2 1

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Casom = 1:
2 2 1
A=|1 1 1
1 1 1

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:
‘ 2 2

=2-1-2-1=2-2=0
1 1

‘2 1‘:2.1—1~1=2—1=1;e0

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Casom = —1:

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

‘0 -1

o ‘:0.1—(—1)-(—1)=0—1=—1¢0



Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.
En resumen, el rango de la matriz A es:

e 3sim#2,1,—1
e 2sim=2,1,—-1

4 -1 -2 1
4.9. Dadas dos matrices verificando A + B = < | > yA—-B= < 3 | >, calcula la matriz A — B?
- 2

[SI[)

Primero, sumamos y restamos las matrices para encontrar A y B:

Sumamos para encontrar A:

Restamos para encontrar B:

Ahora calculamos A% y B2 :

Finalmente, calculamos A2 — B2:

AZ—B2—<] 0>_<8 —2)_(1—8 0-(-2))_(-7 2)
T\=2 1 2 2 ) \—2-2 1-2 )/ \=4 -

1 m-3 m
4.10. DadalamatrizA =| 0 m —3 m? — m |, calcula su rango segun los valores de .
1 0 m?
Calculamos el determinante de A:
1 m-3 m
det(A) =0 m-3 m*—-m
1 0 m?

Expandimos por la segunda fila:

m—3 m )
det(4) = (1) 0 , | = Mm = 3)(m?)

det(A) = m® — 3m?
Factorizamos:
det(A) = m*(m — 3)
El rango de la matriz A es 3 si det(A) # 0. Evaluamos det(A) = 0 para determinar los valores especificos de m:

m*(m—=3)=0



Esto nos da:

e m=0
e m=273
Casom = 0:
1 -3 0
A=|0 -3 0
1 0 O

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

‘1 -3
0 -3

‘: 1-(-3)-(-3)-0=-3+#0
Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Casom = 3:

oS o O

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

‘13
0 6

’:1-6—3-0=6#0

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.
En resumen, el rango de la matriz A es:

e 3sim#0,3
e 2sim=0,3

4.11. Hallar, si existe, una matriz cuadrada 2 X 2, A, que cumpla que 1) coincide con su traspuesta; 2) verifica,
<1 1>A<1 —1>=(—3 —3)
-1 -1 0 1 3 3

Para que A coincida con su traspuesta, debe ser simétrica. Por lo tanto, podemos escribir A como:

=57
(L6066 7)

1 1 a b\ [ a+b b+c
-1 =1)\b ¢/ \=a=-b -b-c¢
a+b b+c I -1\ _(a+b =-a+c
—-a—-b -b-c 0 1 “\-a-b a-c

<a+b —a+c> <—3 —3>
—a—-b a-c 3 3

y 3) su determinante vale 9.

Entonces, la ecuacién se convierte en:

Multiplicamos las matrices:

Igualamos a la matriz dada:

De las ecuaciones:

a+b=-3
—a+c=-3
—-a—-b=3

a—c=3



Sumamos las dos primeras ecuaciones:
a+b—-a+c=-3-3=>b+c=-6
Sumamos las dos Ultimas ecuaciones:
—a—-b+a—-c=3+3=>-b—-c=6
Esto implica que b + ¢ = —6 y —b — ¢ = 6. Estas ecuaciones son coherentes.
Resolvemos las ecuaciones paraa y b:
a+b=-3
—a-b=3
Sumamos estas ecuaciones:
a+b-a-b=-3+3=>0=0
Las ecuaciones son consistentes. Ahora, verificamos el determinante:
det(A) = ac — b*

Sabemos que el determinante es 9:

ac—b =9
Dado que b + ¢ = —6, sib = =3, entonces ¢ = —3:
a=0
Por lo tanto, la matriz A que cumple con las condiciones es:
A= 0o -3
-3 -3
0 a O 1 0 O
4.12. Dadas las matrices A =| 0 0 a|elz =|0 1 O |, sepide hallar A" paratodo entero positivo 7 y
0 0 O 0 0 1

calcular, si existe, la inversa de la matriz A y de la matriz I3 + A.

Observamos que la matriz A es una matriz de desplazamiento. Para encontrar A", calculamos las primeras potencias para encontrar un patron.

0 a 0Y(0 a O 0 0 a
A2=[0 0 afl0 0 a|l=|0 0 O
0O 0 0J{0O O O 0 0 O
0 a 0Y(0 0 & 0 0 O
A=4-A42=|0 0 all0 0 0f=|0 0 0of=0
0 0 0J\o 0 O 0 0 O
Paran > 3,A" =0.
Para la inversa de A, dado que A3 =0, A no es invertible.
Para calcular la inversa de I3 + A:
1 a
I3+A= 0 1
0 0 1
Calculamos el determinante:
dets +A)=1-]1 =1
S [ A

Dado que el determinante es diferente de cero, I3 + A es invertible.

k 0 k
4.13.DadalamatrizA =|0 k+2 0 |, calcula su rango segun los valores de k.
1 1 k+2

Calculamos el determinante de A:



k 0 k
det(A) =0 k+2 0
1 1 k+2

Expandimos por la primera fila:

det(A):k‘k-i_z 0 )_k‘o k+2‘

1 k+2 1 1
det(A) = k(k +2)* — k(~k - 2)
det(A) = k(k* + 4k + 4) + k(k + 2)
det(A) = k> + 4k> + 4k + k> + 2k
det(A) = k> + 5k% + 6k
det(A) = k(k* + 5k + 6)
Factorizamos:
det(A) = k(k + 2)(k + 3)
El rango de la matriz A es 3 si det(A) # 0. Evaluamos det(A) = 0 para determinar los valores especificos de k:

k(k+2)(k+3)=0

Esto nos da:
e k=0
o« k=-2
o« k=-3
Caso k = 0:
0 0 O
A=|0 2 O
1 1 2
Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:
00 =0-1-0-1=0
1 1

2.0
=2.2-0-1=4+#0
. ’

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Caso k = —2:
-2 0 =2
A=]10 0 O
1 1 0

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

‘—2 -2

=-2.0-(-2)-1=2
] 0‘ 0-(-2) #0

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Caso k = —3:
-3 0 -3
A=] 0 -1 0
1 1 -1

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

‘_3 _3‘=—3-(—1)—(—3)-1=3+3=6;é0

1 -1

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.



En resumen, el rango de la matriz A es:

« 3sik#0,-2,-3
« 2sik=0,-2,-3
a 1 0
414.DadalamatrizA =] 1 a-1 0 , calcula su rango segun los valores de a.

2 a-1 a-1
Calculamos el determinante de A:
a? 1 0
detA)=|1 a-1 0
2 a-1 a-1
Expandimos por la tercera columna:

det(A) = (a — 1) 1
a—

a? 1
1

Calculamos el determinante de la matriz de orden 2:

a

‘:fm—n—ylzf—f—l
1 a-

Por lo tanto, el determinante de A es:
detA)=(a— 1)@ -a* - 1)
Evaluamos los valores de a para los cuales el determinante es cero:
(a-D@-a-1)=0
Esto nos da:

ea=1
+ Lasraicesded® —a* —1=0

Para determinar el rango de A cuando a = 1:

S

I
N = =
S O =
oS O O

Evaluamos los subdeterminantes de orden 2:

1 1
=1-0-1-1=-=1#0
1 0

Dado que uno de los subdeterminantes de orden 2 es distinto de cero, el rango de A es 2.

Para las raicesde @® —a* — 1 = 0, el rango de la matriz A dependera de los valores especificos de a.

En resumen, el rango de la matriz A es:

« 3sia# lyanoesunaraizdea® —a> —1=0
« 2sia=1loaesunaraizdea® —a* —1=0

a
4.15. Dada la matriz A = 0 , ¢existe algun valor de a para el que la matriz sea simétrica? Razona la
—a
: . - 2 12 -1
respuesta. Dada la misma matriz, calcula a para que se verifique A~ — A = 0 20

Para que la matriz sea simétrica, debe cumplir que A = A” . La matriz A es:

= (5 L)
- (7 %)

La traspuesta de A es:



Para que A sea simétrica, debe cumplirse que A = AT :

a 1 _fa O
0 —-a 1 -a
Esto no es posible ya que los elementos fuera de la diagonal no son iguales. Por lo tanto, no existe ningin valor de a para el que A sea simétrica.

12 -1
Para calcular a para que se verifique A2 — A = < 0 > , calculamos A% :
2o 1 <a 1 _<a2 a+1
0 —-a 0 -a 0 a?
AQ_A_<(12 a+1>_<a 1>_<a2—a a+1—1>

0 a 0 —a 0 @2 +a

<a2—a a 12 -1

0 @ +a 0 20

Restamos A de A2:

(az—a a >
0 a* +a

Igualamos a la matriz dada:

Esto nos da dos ecuaciones:

Resolvemos la primera ecuacion:

Usamos la formula cuadratica:

Verificamos estos valores en la segunda ecuacion:
Paraa = 4:
£ 4+4=164+4=20
Paraa = —3:
(-3 +(=3)=9-3=6+#20
Por lo tanto, a = 4 es el valor correcto.
En resumen:

« No existe ningn valor de a para el que A sea simétrica.

12 -1
« a = 4 es el valor para que se verifique A2 — A = .
0 20

-1 0 -1
5.1.DadalamatrizA =| -1 0 0 |, resuelve la ecuacién matricial AX = 3B’ siendo B = (10 1).

2 -1 1

Primero, calculamos la traspuesta de B y multiplicamos por 3:

!
I
—_ o —

1 3
3B=3|0]|=]0
1 3

Entonces, tenemos la ecuacion matricial:



3
AX=|0
3

Para resolver esto de manera matricial, calculamos la inversa de A y multiplicamos ambos lados de la ecuacion por Al

Primero, verificamos si A es invertible calculando su determinante:

-1 0 -1
detd)=|-1 0 0
2 -1 1

Calculamos el determinante expandiendo por la segunda fila:

det(A) = -1 -

‘ o1 —1‘_0+0:_1.(0.1_(-1>-<—1>>=—1-<0-1>=1

Dado que el determinante es distinto de cero, A es invertible. Ahora, calculamos A~! usando la férmula de la matriz inversa:

A7l ! adj(A)

= det(d)
Calculamos la matriz adjunta de A
B I P B P
-1 1 2 1 2 -1
0 -1 -1 -1 -1 -1
adj(A) =| — —
O B T B P B
‘0 —1‘ _)—1 —1‘ )—1 0‘
0 0 -1 0 -1 0
Calculamos cada menor:
0 —(-1 1 0 1 1
adjA) = —=(-1) —(-1-2) 1]|=|1 -3 1
0 —(-1) 0 0 1 0
Entonces, la inversa de A es:
0 1 1
At=l1 =3 1
0 1 0
Multiplicamos ambos lados de la ecuacion AX = 3B’ por A~! para encontrar X :
0 1 1)(3
X=A"13B =1 -3 1
0 1 0J\3
Calculamos la multiplicacion:
0-341-0+1-3 3
X=]1-34+(-3)-0+1-3|=|6
0-3+41-0+0-3 0
Por lo tanto, la solucién es:
3
X=\|6
0
1 1 a
. 1 0 -1 0 =2
5.2. Dadas las matrices A = ,C=|2 a 1]|yD=
-2 1 2 -1 -1
2 20
a) ¢ Qué valores de a hacen que C tenga inversa?
Para que C tenga inversa, su determinante debe ser distinto de cero:
1 1 a
det(C)=12 a 1
2 20



Calculamos el determinante:

a 1
det(C)=1- -1-
©=1-]3 o|-1]

2 1 2 a
+a-
2 0 2 2

=1(a-0-1-2)—12-0-1-2)+a-2—-a-2)=-2+2+a(4 —2a) = -2 +2 + 4a — 2d°
=da - 2d°
Para que C tenga inversa, det(C) # 0:
—2d*> +4a #0
—2a(a—-2)#0
Porlotanto,a # 0y a # 2.
b) ;Qué dimensiones debe tener una matriz B para que la ecuacién A - B - C = D tenga sentido?
Para que la multiplicacion tenga sentido, B debe ser una matriz de 2 X 3.
c) Calcula B para el valora = 1.

Primero, calculamos C paraa = 1:
1 1 1
C=|2 1 1
2 20
det(C) =2

C es invertible. Ahora, calculamos B talque A - B - C = D:

Multiplicamos D por la inversa de C y luego por la inversa de A para encontrar B:

1—1 1 0
cl=— _
2 2 2
2 0 -1
Al = 1 0
2 1
Multiplicamos D por C~!:
I | B
DC' = )5l 2 o2
2 -1 -1 2
2 0 -1
-1 1 0
1/-1 0 =2
== 2 =2 1
2\ 2 -1 -1
2 0 -1

_l<(‘1"1)+(0'2)+(—2'2) (=1-1)+©0-=2)+(-2-0) (—1.0)+(0.1)+(—2-—1)>
T2\ @2 D+ (1) H(=1-2) @D+ (=1-=2)+(=1-0) (2-0)+(=1-1)+(=1-—1)

_ 1/ 140-4 -140+0 0+0+2
T2\ -2-2-2 2+240 O0-1+1

_ (=3 -1 2
“2\-6 4 0

_(—1.5 -0.5 1)
-3 2 0

e 1 0\ (-15 -05 I
BZAI(DC]):(z 1><-3 2 0)

Ahora multiplicamos A~ por el resultado:

Calculamos la multiplicacién:



B_((l-—1.5)+(0-—3) (1--0.5)+(0-2) (1-1)+(0-0)>
T @ =15+ =3) (2--05+(1-2) 2-D+(1-0)

[ -15  -05 1
“\-=3-3 -1+2 240

(=15 -05 1
“\ -6 1 2

B=<—l.5 -0.5 l)
-6 1 2

Por lo tanto, la matriz B paraa = 1 es:

0 1 2 0O 2 3
5.3.Dadas lasmatrices A=|1 1 1|yB=| 1 2 3| despejaX en laecuacion matricial XA + B = A’y
1 0 1 -3 3 6
calcula su valor.
Primero, reorganizamos la ecuacion:
XA + B = A?
Restamos B de ambos lados:
XA=A?-B
Calculamos A2 :
0O 1 2Y(0 1 2 0-0+1-14+2-1 O0-1+4+1-142-0 0-2+1-1+4+2-1 3 1 3
A=|1 1 1 1 1 1|=]1-0+1-1+1-1 1-1+41-14+1-0 1-241-141-1|=]2 2 4
1 0 1 1 0 1 1-0+0-1+1-1 1-140-1+1-0 1-240-1+1-1 1 1 3
Luego, restamos B de AZ:
31 3 0o 2 3 3-0 1-2 3-3 3 -1 0
A’—-B=|2 2 4|-l1 2 3]|= 2-1 2-2 4-3|=11 0 1
1 1 3 -3 3 6 1-(-3) 1-3 3-6 4 -2 -3

Multiplicamos ambos lados por la inversa de A para encontrar X :
X =(@AH? -B)
Calculamos A~ :

Determinante de A:

0o 1 2
detA)=(1 1 1|=001-1-1-0)—-1(1-1-1-D)4+21-0-1-1)=0-0-2=-2
1 0 1
Adjunta de A:
ol =Bl
0 1 1 1 1 0
. 1 1 0o 2 0 2
adjA) =| - -
o ‘0 1) )1 1‘ ‘1 0‘
Ll =
1 1 1 1 1 1
Calculamos cada menor:
1-1-1-0 —-1-14+1-1 1-0-1-1 1 0 -1
adjA)=|-1-1+1-0 0-1-2-1 -0-2+1-2|=|-1 -2 2
1-1-1-1 -0-142-1 0-1-1-1 0 -2 -1
Entonces, la inversa de A es:
1 1
1 0 -1 -7 0 3
A‘1=_—2adj(A)=—— -1 =2 2 |=| 3 1 -1
0 -2 -1 0 1 1



Ahora multiplicamos Al por A2 -B para encontrar X :
X=A"A*-B) =

Calculamos la multiplicacion:
1 1 1 1 1 1
—2340-1+3-4 —2-(-D+0-0+5:(=2) —3-0+0-1+1-(-3)
X=[23+1-14(-D-4 - D+1-04+(=D-(=2) $-0+1-1+(-1)-(-3)
0-3+1-1+1-4 0-(-D+1-0+1-(-2) 0:0+1-1+4-(=3)

3 1 3
—5+O+2 5—1 0—5
3 1 _
s+1-4 —54+2 1=3
0+3
0-1+1
1 1 _3
2 2 2
=]-15 15 4
1
3 -1 -3
Por lo tanto, la solucion es:
1 1 _3
2 2 2
X=]-15 15 4
1
3 -1 -3
1 -1 2
. 0 -1 8 g .
5.4. Dadas las matrices A =| 0 1 3 |yB= [ 9 0) resolver la ecuacién matricial
-1 1 -1
AX = B' + X, donde B’ es la traspuesta de B.
Primero, calculamos la traspuesta de B:
0 -1
B=|-1 2
8§ —10
Sustituimos B’ en la ecuacion:
AX =B +X
Reorganizamos para despejar X :
AX-X=8B
Factorizamos X :
A-DX=HB
Calculamos A — I:
1 -1 2 1 0 0 0 -1
A-I=]|0 1 31-10 1 0f=]0 0 3
-1 1 -1 0 0 1 -1 1 =2
Para encontrar X, multiplicamos ambos lados por la inversade A — I:
X=@A-D"'B
Para ello, primero encontramos la inversa de A — 1. Calculamos el determinante de A — I:
0o -1 2
detA-I)=1| 0 0 3
-1 1 =2

Como la segunda fila tiene solo ceros, det(A — I) = 0, lo que indica que A — I no es invertible. Por lo tanto, no podemos resolver la ecuacion usando la inversa
directamente.

Dado que A — I no es invertible, intentaremos resolver la ecuacion usando reduccion de filas.



Reescribimos la ecuacién AX — X = B’ en forma extendida:

Multiplicamos la matriz (A — I) por X y resolvemos el sistema de ecuaciones resultante.
Solucionamos el sistema de ecuaciones para X usando reduccion de filas o eliminacién gaussiana.
Finalmente, obtenemos el valor de X resolviendo el sistema de ecuaciones lineales resultante.

\textbf{Nota}: Este método proporciona una solucién general y debe adaptarse segun el contexto del problema.

1 0 O 0O 1 O
5.5. Dadas las matrices A =| —1 2 3 |yB=|2 0 1 |, resolverlaecuacién matricial AX + 3B = B(A" + 3])
0O 1 2 0 1 2

,donde A’ es la traspuesta de A e [ la matriz identidad de orden 3.

Primero, calculamos A’ y 31:

1 -1 0
A'=10 2 1
0 3 2
1 0 0 300
3/=310 1 0|=]0 3 O
0 0 1 0 0 3
Ahora sumamos A’ y 31:
1 -1 0 300 4 -1 0
A'+3I=l0 2 1|+]0 3 o]=|l0 5 1
o 3 2 0 0 3 0o 3 5
Multiplicamos B por (A’ + 31):
0 1 0Y(4 -1 O
BA" +3D=|2 0 1o 5
0o 1 2)J){lo 3 5

Calculamos el producto:

0-4+1-0+0-0 0--1+1-54+0-3 0-0+1-1+0-5 0 5 1 0
BA"+3)=(2-4+0-0+1-0 2--1+0-5+1-3 2:-040-1+1-5|=]|8 -2+3 5 =!8 1 5
0-4+1-0+2-0 O0--1+1-5+2-3 0-0+1-1+2-5 0 5+6 1+10 0

Entonces, la ecuacion original se convierte en:

0 5 1
AX+3B=|8 1 5
0 11 11
Restamos 3B de ambos lados para resolver X :
0 5 1 0 1 0 0 5 0 3 0 0 2 1
AX=|8 1 51|-3]12 0 1|=|8 1 5|-|l6 0 3|=12 1 2
0 11 11 0o 1 2 0o 11 11) \0 3 6 0 8 5

Entonces, tenemos:



Para encontrar X, multiplicamos ambos lados por la inversa de A. Primero, encontramos la inversa de A.
Calculamos el determinante de A:

1
det(A) = | -1
0

1_‘2 3

{ 2’=1-(2-2—3~1)=1~(4—3)=1

— N O
N W O

Como el determinante es 1, A es invertible. Calculamos la inversa de A usando la adjunta y el determinante:

La matriz adjunta de A es:

‘2 3‘ _‘—1 3) ‘—1 2)
1 2 0o 2 0 1
adj(A) = _0 0 1 0 _1 0
1 2 0 2 0 1
0 O _ 1 0 1 0
-1 3 -1 2 -1 1
Calculamos cada menor:
2 3 -1
adjA)=[0 1 0
0O 1 0
Entonces, la inversa de A es:
| 2 0 0
A = dia) =
dorg) @ =31
-1 0 O
Ahora multiplicamos Al por el resultado:
0 2 1
X=4"12 1 2
0 8 5
Calculamos el producto:
2 0 0Y(0 2 1 2:-0+40-24+0-0 2:24+0-14+0-8 2:-1+40-2+0-5 0 4 2
X=]3 1 1 2 1 2)|=| 3-0+1-2+1-0 3-24+1-14+1-8 3-1+1-2+1-5 |=12 14 10
-1 0 0)\0 8 5 -1-0+40-24+40-0 -1-2+0-14+0-8 —-1-140-2+0-5 0 -2 -1
Por lo tanto, la solucién es:
0 4 2
X=|2 14 10
0o -2 -1
-1 0 -m
5.6. Estudia el rango de la matrizA = | —1 0 0 |. Parael valor m = 1, resuelve la ecuacion matricial
2 —-m m
AX = 3B' siendoB = (101).
Para estudiar el rango, calculamos los menores de la matriz A.
Param = 1:
-1 0 -1
A=|l-1 0 0
2 -1 1
Calculamos el determinante de A:
-0l 0 0 10 10
detd)=|-1 0 0 |=-1 ‘ ‘—0 ‘_ ‘—1 )" ‘
-1 1 2 1 2 -1
2 -1 1

==1-0-1=0-(=1))=1-(=1-=1-2-0)=1

Por lo tanto, el determinante de A es diferente de cero y el rango de A es 3.



Ahora, resolvemos la ecuacion matricial AX = 3B'.

Calculamos 3B':

Entonces, tenemos la ecuacion:

-1 0 -1 3
-1 0 0|X=]|0
2 -1 1 3
Multiplicamos ambos lados por la inversa de A para encontrar X .
Calculamos la inversa de A:
2 -1 -1
A'=11 0 1
2 -1 0

Multiplicamos por 3B':

3
X=A"'(3B") = 1 [0
- 0 3
2:-34+(-1)-0+(-1)-3 6-3 3
= 1-340-0+1-3 =|3+ =6
2-3+(=1)-0+0-3 6 6
Por lo tanto, la solucién es:
3
6
1 1 2 2 2 0 -1 0
5.7. Dadas las matrices A = | 2 1 9,B=]|1 3 9]lyC=|-3 -1 |,justifica, razonadamente, cual
10 -3 5 10 -3 4 6 0

es la dimensién de la matriz X que verificaX - A = C' - X - B. Calcula la matriz X.
Para resolver la ecuacion matricial:

X-A=C"-X-B
Primero, determinamos las dimensiones de X . Sabemos que:

« A esunamatrizde 3 X 3.
« C' eslatraspuesta de C, por lo que C' es una matriz de 2 X 3.
+ B esunamatrizde 3 X 3.

Para que la multiplicacién X - A tenga sentido, X debe ser una matriz de n X 3. Para que la multiplicacion C’ - X tenga sentido, X debe ser una matriz de 2 X m.
Para que la multiplicacién C' - X - B tenga sentido, X debe ser una matriz de 2 X 3.

Por lo tanto, X debe ser una matriz de 2 X 3.
Supongamos que:
x x x
X = < 11 12 13)
Xo1 X2 X3

Entonces, tenemos:

1 1 2 ! 36 2 2 0
<X11 X12 X13) 5 1 9= (‘ - > <X11 X12 X13> 1 3 9
X21 X2 X23 10 -3 5 0 -1 0 X211 X2 X23 10 -3 4



Calculamos ambos lados de la ecuacién:

Multiplicamos X - A:

X A= <)C]1 X12 )C]3) 5 1 9= ()C]] + 2x15 + 10x3  x1p +x20 —3x13 2xq4 +9X12+5)€13>
X1 + 2x00 + 10x03  xp1 + X020 — 3x3  2xp1 + 9xp + Sxo3

C’-X:<_1 -3 6><x11 *12 x13>: —x11 = 3x1 X2 —3xpn  —xp3— 3xp3
0 -1 0 X21 X220 X3 0 —X22 0

Multiplicamos C' - X - B:

2 2 0
cl.x.p= (T3 =3, —xi3 =3 )| 0 g (5 =30 - 24 (2 = 3am) - T (s = 303) - 10 (2 = 3xp) - 24 (-
0 —x2 0 o 3 4 0-24(=xp)-140-10 0-2-

Igualamos las matrices obtenidas de ambas multiplicaciones:

<X1| +2X|2+10X13 X11 +X12—3X|3 2x11+9x12+5x13> _ <(—2)C11 —6)621 —X|2—3X22—10X|3—30X23) (—ZX“ —6)621 —3X12—9X22+3X13+9X23)

X1 + 2x00 + 10x035  Xp1 + X0 — 3x23  2xp1 + 9x9n + Sxp3 —X22 —3xp,

Resolvemos el sistema de ecuaciones resultante para encontrar los valores de los elementos de X .

0 0 1 30 0
5.8. Dadas las matrices A =|1 0 O|yB=|0 3 0 |, resuelve laecuacion 6X = B — 3AX.
0O 1 0 0 0 3
Primero, reorganizamos la ecuacion para despejar X :
6X +3AX =B
Factorizamos X :
3XQ2I +A)=B

Multiplicamos ambos lados por % :
1
XQ2I+A) = EB

Calculamos 21 + A:

1 0 0 2 0 0
21:2[0 1 O]= 0 2 0]
0 0 1 0 0 2
2 0 0 0 0 1 2 0 1
2I+A=]0 2 Of+f1 O Of=|1 2 O
0 0 2 0 1 0 0 1 2

Para resolver la ecuacion X(21 + A) = %B, primero encontramos la inversa de 2/ + A. Calculamos el determinante de 2/ + A:

det(2] + A) =

S = N
— N O
N o =

=2)2 0‘_0‘1 0‘+1‘1 2‘

1 2 0o 2 0 1
=22-2-0-H)+1(1-1-2-00=24)+11)=8+1=9
Como el determinante es diferente de cero, 2/ + A es invertible. Calculamos la adjunta y la inversa de 2/ + A:

La matriz de cofactores de 2/ + A es:

2 -1
adil+A)=[-1 2 o
0 -1 2

Lainversa de 21 + A es:



2 o -1
| | 2 0 -1 9 9
2A+A)'= ———adjl+4)==[-1 2 o|=|-+ 2 o0
@I+ = Garsa e+ =g 9 9
0o -1 2 o -1 2
9 9
Ahora multiplicamos ambos lados por (21 + A)~!:
2 1 2
1 NERCEC I 0 -3 1 ooys O -
I -1 _ = _1 2 = 1 2
x=(zB)er+n =30 3 of|-+ 2 o |=lo 1 off-3 3
0 0 3 _1 2 0 0 1 _1
0 9 9 0 9
Finalmente, multiplicamos las matrices:
2 1
5 0 -3
— 1 2
X = -5 5 0
1 2
0 -5 3
Por lo tanto, la solucién es:
2 1
5 0 -3
_ 1 2
X = -9 5 0
1 2
0 -5 3
-2 1 0
5.9. DadalamatrizA =| 0 1 0|, calcula la matriz X que verificaX - A + X — 2A = 0.
1 -1 1
Primero, reorganizamos la ecuacion:
X -A+X=2A
Factorizamos X :
X-A+D)=2A
Calculamos A + I:
-2 1 0 1 0 -1 0
A+I=]| 0 1 O0+]0 1 O]=10 2 0
1 -1 1 0 0 1 1 -1 2
Para encontrar X, multiplicamos ambos lados por la inversa de A + 1. Primero, encontramos la inversade A + 1.
Calculamos el determinante de A + I
-1

0
detA+1)=| 0 2 0 =—1~‘
2

=-12-2-0-(-1)=-14)=-4
Como el determinante es diferente de cero, A + I es invertible. Calculamos la adjunta y la inversade A + 1.

La matriz adjunta de A + [ es:

2 0 _ 0 0 0o 2
-1 2 1 2 -1 1
adiA+1) = | - 1 0 -1 0 _ -1 2
-1 2 1 2 1 -1
)1 0‘ _‘—1 1‘ ‘—1 1 ‘
2 0 0 2 0 -1
Calculamos cada menor:
4 0o -2
adiA+DH=]-2 -1 -1
2 =2 -1

Lainversade A + I es:



1
4 0 -2y (1 0 3
A+nt=—1 adj(A+1)=L_2 1 —1l=lr 2
det(A + 1) —4 2 4 4
2 =2 -1 1 1 1
2 2 4
Ahora multiplicamos ambos lados por (A 4+ I)~!:
1
2 1 o\f~! 0 3
— -1 _ 1 1 1
X=2AA+1)"=2| 0 1 0 2 iy
1 -1 1 _1 1 1
2 2 4
Finalmente, calculamos el producto:
1
2 1 o\l 0 3
— 1 1 1
X=210 1 0 > iy
1 -1 1 _1 1 1
2 4
1 1 1 1 1 1 1
—2~—1+1'5+0~—5 _2'0+1'Z+0'2 —2~5+1-1+0-—
_ 1 1 1 1 1 1 1
=2 0-—1+1-5+0~—7 O~O+l-z+0-5 0 E+1'Z+O'Z
1 1 1 1 1 1 1
1-—1+(—1)-5+1-—3 1-0+(—1)-1 1-5 1 5+(—1) 5+1'Z
25 025 -0.75 5 05 -15
=2105 025 025 |=] 1 05 05
-2 025 025 -4 05 05
Por lo tanto, la solucion es:
5 05 -15
X=|1 05 05
-4 05 05
1 -1 0 0o 1 -1
5.10. Resuelva la ecuacién matricial XA + XA’ = B siendoA =| 0 1 2lyB=|3 0 1
-1 -1 0 -1 0 O
Primero, sumamos XA y XA’:
XA+ XA =XA+A)
Calculamos A + A’ :
1 0 -1
Al=|-1 1 -1
0 2 0
-1 0 1 0 -1 2 -1 -1
A+A"=| 0 1 2|+]1-1 1 -1|=1-1 2 1
-1 -1 0 0 2 0 -1 1 0
Entonces, la ecuacién se convierte en:
2 -1 -1 0o 1 -1
Xl-1 2 1 1=13 0 1
-1 1 0 -1 0 O
Multiplicamos ambos lados por la inversa de A + A’ para encontrar X :
2 -1 -1
det(A +A") = | -1 2 11=22-0-1-)=(C-D(-1-0-1--D+(CI)(-1-1-2--1)=-2+1+4+3=2
-1 1 0
1 1
NEER 2 3
=1 _ _|1 1
@+ayt=of1 2 —1f=lg 1 -3
1 -1 =2 B . |
2 2

Multiplicamos ambos lados por la inversa:



,_
|
—_
—_

—_ o=
0=

1 _1
2 2
-1 0 O l _1 _
3 1
Calculamos el producto:
o 1 -1\f! * % 0-1+1-3+-D-3 0-2+1-1+(-1)--%
— 1 _1]= . L L L . -1
X=]13 0 1 > 1 =] 3-1+0-5+1-3 3:2+0-1+1-—5
-1 0 O 1l _1  _ -1- L L —1.4 . " —1.1 . -
3 3 1 1-1+0 2+O2 1 2+01+0 3 12+0 2+0 1
Por lo tanto, la solucién es:
0 1 -1
X=|15 1.5 0
-1 =05 -05

3 1
5.11. Determina la matriz X que verifica AXA = B siendo A = < > yB = <

-2 -1

Para resolver AXA = B, podemos notar que si B es la matriz cero, entonces X también debe ser la matriz cero. Por lo tanto:

()

1 1
0.E+]._i+(_1)._]
1 1
3'2 0' 2 1' 1

-1

-0.5

-0.5

2 -1 0 2 1
5.12. Dadas A = <0 1>,B = ( > yC=|0 2 |, calcula la matriz X que verifica BX — A = C!

Primero, calculamos C':

Entonces, tenemos la ecuacion:
BX-A=C'
Reorganizamos para despejar X :

BX=C'+A

BX=10—2+2—10 _ 3 -1 =2
-2 2 0 0 2 -1 -2 4 -1

Multiplicamos ambos lados por la inversa de B para encontrar X . Primero, encontramos la inversa de B.

Sustituimos C' y A:

Calculamos el determinante de B:
2 1
det(B) = =2-2-1:-2=4-2=2
2 2

Lainversa de B es:

Multiplicamos ambos lados por B~! :

Calculamos el producto:

1 1 1
x=<1'3+_5'_2 1o—1+-1.4 1.—2+—3-—1)

“1-34+1-=2 —1-=1+41-4 —1--241--1

yo 31 —1-2 2405\ _(4 -3 -5
T \-3-2 1+4 2-1 ) \=5 5 1



Por lo tanto, la solucién es:

X = 4 -3 -15
-5 5 1

-2 1 0
5.13. DadalamatrizA =| 0 1 0|, calcula la matriz X que verificaX - A + X — 2A = 0.
1 -1 0
Primero, reorganizamos la ecuacion:
X-A+X=2A
Factorizamos X :
XA+1)=2A
Calculamos A + I:
-2 1 0 1 0 0 -1 1 0
A+I=]10 1 O0]+]0 1 O]=J0 2 0
1 -1 0 0 0 1 1 -1 1

Para encontrar X, multiplicamos ambos lados por la inversa de A + 1. Primero, encontramos la inversa de A + 1.

Calculamos el determinante de A + I:
-1
detA+1)=| 0 2
1 -1

=-1-2-1=0-=1)=1-(0-1=0-1)+0-(0--1-2-1) = -2

- o O

Como el determinante es diferente de cero, A + I es invertible. Calculamos la adjunta y la inversade A + 1.

La matriz adjunta de A + I es:

2 0 -1
adjiA+hH=|10 1 0
-1 0 -1
Lainversade A + I es:
1
N -1 0 3
A+D'= ———adjA+ D) =—— 1 =lo =1 o
@07 = s p @ th=-310 0 2
-1 0 -1 1 o 4
2
Multiplicamos ambos lados por (A + I)~!:
1
2 1 oyf~1 0 3
X=204+D"=2l0 1 0|0 -1 0
1 -1 1 1 1
2 0 3
Finalmente, calculamos el producto:
1
2 1 o\l 0 3
x=210 1 0]l0 -3 ©
1 -1 1 1 0 1
2 =05 -1 4 -1 =2
=210 -05 O |=|0 -1 O
0 0 1 0 0 2
Por lo tanto, la solucién es:
4 -1 =2
X=]10 -1 0
0 0 2
6.1. Sean las matrices A y B € M3,3 tales que |A| = % y |B| = —3. Con estos datos calcula:

a) |A™!| b) |3AB!| ¢) |(B~'A!B)'|



a) Sabemos que [A7!| = ﬁ:

A= =3

1
1
3
b) Para |3AB’| usamos las propiedades del determinante:
34B| = 3° - |A| - |B'| =27 - |A| - |B
Sabemos que |B'| = |B|:
1
|3AB'| =27 - 3 (=3)=27--1=-27
c) Usamos las propiedades de las transpuestas e inversas:
|B~'A7'B)| = |B'| - 17| - 1B7]

Sabemos que |B'| = |B| y |B~!| = ﬁ:

1 1

BB = (-3)-3- (-5 ) = (-3)3- -5 =3

3 3

6.2. Si F', F, y F'5 son las tres filas de una matriz cuadrada cuyo determinante vale -2, se pide, de forma razonada, el

determinante cuyas filas son 2F,, —F| + 4F3,2F3.

Para encontrar el determinante de la nueva matriz, usamos las propiedades de los determinantes: - Multiplicar una fila por un escalar multiplica el determinante por
dicho escalar. - Sumar una fila a otra no cambia el determinante.

El determinante de 2F,, —F + 4F5,2F; se calcula como:

|2F2,—F1 +4F3,2F3| = 2 N 2 . (—2) = —8
6.3. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden 3 con |A| = 2y |B| = —%, yA = (Cq, Cy, C3).
a) Calcula [(=2A'B?)|.b) |C; + C»,3C;5 — C,,5C, .

a) Primero, encontramos |A~! | y |B?|:

1 1

Al = — ==
Al 2
1\2 1
B = (B 2=<__> _1
|B*| = (IB]) > .
Luego, calculamos |(—24~' B?)/|:
(247" B> = | =247 B?| = (=2)* - |A""| - |B®| = -8 - % . % -

b) Usamos las propiedades de los determinantes para encontrar |C; + C,,3C3; — C,,5C;|: Como |A| = |Cy, Gy, C3| = 2, tenemos que:

IC) + C2,3C; — Cp,5C,| = |Cy,Ca,C3]-5:3=2-15=30

6.4. Sabiendo que |A| = = 3 y usando las propiedades de los determinantes, calcula el valor de los

— QL Q
[\O I
w N o

siguientes:

a—-1 b-2 2c-6
a) |3(A’)‘1 -A2| b) 1 2 6
d e 2f

a) Calculamos [3(A")™! - A?|:
|A"| = |A] =3

1 1
A= — = =
A= =3

A% = |AP =32 =9

Entonces:



[3an™"- A% =3 ~.9=27

1
3
a—-1 b-2 2c-6
b) Usamos las propiedades de los determinantes para calcular 1 2 6
d e 2f
a—1 b-2 2c-6
1 2 6 =

a C
1
d e 2f d

b
2 3/:2=3-2=6
e f

6.5.Si F'y, F», '3 y F4 son las cuatro filas de una matriz cuadrada A cuyo determinante vale —2, calcular, de forma

2
razonada, el determinante de AT y el determinante cuyas filas son 2F,, —3F| + 4F3, —F4y2F3.
Primero, calculamos el determinante de A—; :

2 n 4
Tl=(5) W= (5) uP =22 = =
2 2 2 16 16

Luego, calculamos el determinante de la matriz con las filas modificadas:

PN

|2F,,=3F| 4+ 4F3,—F4,2F3]|

Usamos las propiedades de los determinantes: - Multiplicar una fila por un escalar multiplica el determinante por dicho escalar. - Sumar una fila a otra no cambia el
determinante. - Cambiar una fila por otra cambia el signo del determinante.

[2F,, =3F, +4F;3,—F;,2F3| =2--3-(-1)-2-(-2) =24

a b c x a—-3 -2a
6.6. Sabiendoque |1 2 3| =10, calculasindesarrollar |y b —6 —2b]|.

Xy z z ¢c—9 —2¢

Usamos la propiedad de las matrices, que nos dice que las operaciones lineales en las filas o columnas no cambian el determinante:

x a-3 2a x a =2a
- =2b|=|y b =2b
b4 -9 =2c z ¢ -2
Factorizamos —2 de la tercera columna:
X a a
=2y b b
c c
Ahora podemos restar la tercera columna de la segunda:
x a O X a
=Dy b 0[==2-|y b
z ¢ 0 c

a b ¢
Y sabemosque |1 2 3|=10:
Xy z

a 0
y b 0|=10 entonces —2-10=-20
c 0

6.7. Sean F'|, F3, F’5 las filas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz cuadrada M de orden 3, con
det(M) = 2.

a) Calcula el valor de los determinantes [M 3|, |3M" - M~|. b) Calcula el valor del determinante que tiene por filas F; — F,, 2F;, F, + F;.
a) - Sabemos que |[M3| = |[M|* = (=2)* = —8 - Sabemos que |[3M' - M| =3 - [M'| - M| =27 - (=2) - (}2) =27
b) Para encontrar el determinante de la nueva matriz, usamos las propiedades de los determinantes:

|[Fi = F2,2F,F, + F5| =2-(=2) = -4



a b c
6.8. Sabiendoque (1 1 1| = 2, calcula:
3 0

[S—y

3—a -b 1-c¢c
l1+4a 14+b 1+4c¢
3a 3b 3¢

Factorizamos 3 de la tercera fila:

3—a -b 1-c
=3-{14+a 14+4b 1l+c
a b c

Ahora podemos reordenar la matriz:

a b c
=-3-11+a 14b 14c|=-3-2=-6
3—a —-b 1l-c

6.9. Sabiendo que A es una matriz cuadrada de orden 2 tal que |A| = 5, calcula razonadamente el valor de los
determinantes | — A[, [A™!], |A!], |A3].

© | =Al= A1 =5
1y 1 _1

AT ==

A=A =5

< A= AP =5 =125

a b c x a—-3p —2a
6.10. Sabiendoque |p ¢ r|= —2,calculaelvalorde|y b —3qg -2b|.
Xy z z ¢c—3r -2

Usamos la propiedad de los determinantes que nos permite realizar operaciones lineales en las filas o columnas sin cambiar el determinante, salvo por un factor
constante.

Factorizamos —2 de la tercera columna:

x a—-3p -2a x a-3p a
y b-=3¢ -2b|=(=2)-|y b-3¢ b
z ¢=3r =2c z ¢—=3r c
Ahora podemos restar tres veces la segunda columna de la primera:
x a-3p a X a a
=(=2)-|y b-3q b|=(-2)-|y b b
z ¢c=3r ¢ z ¢ ¢
Sabemos que al tener dos columnas idénticas, el determinante es cero:
X a a
y b b|=0
z ¢ ¢
Por lo tanto:
(-2)-0=0
6.11. Sean A y B dos matrices cuadradas de orden tres tales que |A| = —3 y |B| = 3. Calcula:
a) A7 b)[3A - B[ o) (B - A™" - BY|
a) Sabemos que |JA™!| = ﬁ:
1 1
All=— =3
-3 3

b) Para |3A - B’| usamos las propiedades del determinante:
[3A - B'| =3%. |A] - |B'| =27-(=3)-3=27-(-9) = -243

c) Usamos las propiedades de las transpuestas e inversas:



(B -A™"-BY| =|B'|-|A7"| - B!

Sabemos que |B'| = |B|y |B7!| = ﬁ:

|(B—1.A—1.B)f|=3.<_%>.l=3._l=_l

6.12. Tenemos una matriz M, 3 X 3, cuyas columnas son C{, C», C3 y det(M) = 2.
a) Calcular |2M" - (M ~1)?| b) Se considera la matriz A cuyas columnas son (de izquierda a derecha): —C,, C3 + C,, 3C}, calcular razonadamente los
determinantes de las matrices A y A~! (en caso de que esta matriz inversa exista).

a) Primero, sabemos que [M| =2y M| = L = 1,

M T2
M| = M| =2
1\ 1
M2 = (M) 2=(_> _1
(M=) =AM~ ]) > T
Entonces,
M IR = 2 T =82 =8 =4

b) Primero, formamos la matriz A con las columnas dadas:

—cy 31 tey 3enn
A=]|—cpn cp+tep 3

—cy3 c33tex 3ep3

Dado que estas columnas son combinaciones lineales de las columnas de M, el determinante de A es el producto del determinante de M con las constantes
multiplicativas:

[Al=(1)- M| -3=(-1)-2-3=-6

Para calcular |A~! | sabemos que

|A*1|:L:L:_l
|A] —6 6
6.13. Dada una matriz cuadrada M de orden 3, con det(M) = —2, calcula el valor de los determinantes |M?],

[3M' - M.
a) Sabemos que |[M3| = [M|*:
M3 = (=2)° = -8
b) Sabemos que |3M" - M| se puede calcular como:
13BM' M~ =30 M- M

IM'| = M| = -2

|M_l| — L — _l
M| 2
Entonces,
BM' - M~ =27-(-2)- (-%) =27-1=27
6.14. Sean 4, b, ¢, d € R?, vectores columna. Si det(a, b, d) = —1, calcula razonadamente el determinante de

det(d + b,2d,b — 3G + d).
Usamos las propiedades de los determinantes y las operaciones lineales:
1. Descomponemos el determinante original:
det(d + b, 24, b — 3d + d) = det(d, 2a, b) + det(b, 24, b) — 3det(a, 24, d)
2. Sabemos que:
det(@,b,d) = -1

3. Por la linealidad del determinante y las propiedades de los determinantes:



det(d +b,2d,b—3G+d)=(=1)-2+0-3(-1)=—2+3=1
6.15. El determinante de una matriz cuadrada de filas I'1, F'», F'5 vale 7 unidades. Calcula el determinante de la matriz
que tiene por filas 3F|, F; + F, F| — F3.
Usamos las propiedades de los determinantes y las operaciones lineales:

det(3F,,F| + F5,F| — F3) =3 -det(F\,F,,F3)=3-7=21
6.16. Sean C;, C», (5 las columnas primera, segunda y tercera, respectivamente, de una matriz cuadrada M de orden
3,condet(M) = 7.
a) Calcula el valor de los determinantes |[4M ~! - (M")?|

1. Sabemos que:
[4M~h M =4 M )

2. Sabemos que:

IM'| = M| =17
3. Sabemos que:
M= o = 7
4. Entonces:
(M2 = (M) =7 =49
5. Entonces:

[4M " (M"? =43~%-49=64-7=448

b) Calcula el valor del determinante que tiene por columnas Cy + 2Cs3, C,,2C;5 — C.
1. Sabemos que:
det(Cy +2C5,C,,2C; — Cy) = det(Cy, Cy, C3)
2. Entonces:

det(Cl +2C3,C2,2C3 - Cl) =7

7.1. Dado el sistema:
y+z=1
k=—Dx+y+z=k
x+k-1y+z=0

a) Discutir el sistema segun los valores de k.

El sistema se puede escribir en forma matricial como: $$ \begin{pmatrix} 0 & 1 & 1\k-1 & 1 & 1\ 1 & k-1 & 1 \end{pmatrix} \begin{pmatrix} x \y \ z

\end{pmatrix}
(1k0)

$$
Calculamos el determinante del coeficiente:

0 ! ! 1 1 k—1 1 k—1 1

det=|k-1 1 1|=0- -1 +1-0
k—1 1 1 1 1 k—1
1 k—1 1

=—(k=D-1=1-D+Uk=1D-Gk=1D=1-D=-k=2+Gk=12-1=-(k=2)+k*—2k+1-1=£k2-3k+3

Entonces, el sistema depende del valor de k: - Si k2 — 3k + 3 # 0, el sistema tiene una tnica solucion. - Si k2 — 3k + 3 = 0, el sistema es indeterminado o
incompatible.

b) Resolverloparak =0y k = 1.



Parak = 0:

y+z=1
-1-x+y+z=0
x=1-y+z=0

El sistema se reduce a:

y+z=1
—x+y+z=0
x—y+z=0

Resolviendo el sistema:

y+z=1
y+z=x

z=Yy

Sustituimos z = y en la primera ecuacion:

y+y=1

2y=1
-1
)

Entonces:

Parak = 1:

y+z=1
O-x+y+z=1
x+z=0

El sistema se reduce a:

y+z=1
y+z=1
x+2z=0

Resolviendo el sistema:

y+z=1
x+z=0 = x=—z

Sustituimos x = —z en la primera ecuacion:
y+z=1
y+(=x) =1 = y+z=1
Entonces:
y=1-z
xX=-z
7.2. Dadas las matrices
1 1 0
A= 2 t+1 -1

-2t—1 0 r+3

X 0
X = , 0=]o0
z 0
a1) Calcula el rango de A segln los diferentes valores de .
Para calcular el rango de A, evaluamos el determinante de sus submatrices.
1 1 0
Determinante = 2 t+1 -1

=2t—1 0 t+3

a2) Razona para qué valores de t, el sistema homogéneo AX = ( tiene mas de una solucion.



El sistema tiene mas de una solucién si el rango de la matriz A es menor que el nimero de incognitas. Calculamos los valores de ¢ para los cuales el determinante

es cero.

7.3. Dado el sistema:

kx+y+kz=1
2x+ky=1
y+2z=1

b1) Discute el sistema segun los valores de k.

Para resolverlo, escribimos el sistema en forma matricial y calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:
kK 1 k
2 kK O
0o 1 2

b2) Resolverloparak = 1y k = —1.

Parak = 1:

x+y+z=1
2x+y=1
y+2z=1

Parak = —1:

—x+y—z=1
2x—y=1
y+2z=1

7.4. Dadas las matrices

a1) Determinar los valores del parametro a para que la matriz M tenga inversa.

Para que M tenga inversa, el determinante de M debe ser distinto de cero:

a-1 0 -1
Det(M) = 1 0 a-2
0 1 a
a2) Resolver el sistema homogéneo MX = 0 paraa = 1.
7.4. Dadas las matrices
a-—1 1 -1 X 0
M= 0 a=-2 1 |; X=|yl|; 0=]0
1 0 2 z 0

a1) Determinar los valores del parametro a para que la matriz M tenga inversa.

La matriz M sera invertible si su determinante no es cero. Calculamos el determinante de M :

det(M) = 0 a-2 1

Expandiendo por la primera fila:

detM) = (a— 1)

a-2 1‘_1‘0 1‘+(_1)’0 a—Z)
0 2 1 2 10
detM) = (a - D@ -2)) = )+ 1(a - 2)

detM) = 2(a—1)a—2)-2+a—-2



detM) =2(d® —3a+2)-2+a-2
det(M) =2a° —6a+4—2+a—2
det(M) = 2d°> — 5a
Para que M sea invertible:
detM)#0 = 2&* —5a#0

aa-5+#0 = a#Oya#%

a2) Resolver el sistema homogéneo MX = O paraa = 1.

Para a = 1, la matriz M se convierte en:

0 1 -1
M=[0 -1 1
1 0 2
El sistema homogéneo es:
0 1 —=1)(x 0
0 -1 y|l=]0
1 0 2 z 0
Resolviendo:
y—7z=0 = y=z
-y+z=0 = y=¢
x+22=0 = x=-2z
Solucién:
X -2z -2
y|= z =z 1
z b4 1

7.5. Dado el sistema:

(a+y—(a+1)z=1
x+2az=0

{(a— Dx+@-1)z=0
b1) Discutir el sistema segun los valores de a.
Paraa = 0:
-1x+20=0
1y—-2=1
x=0
Sistema inconsistente.
Paraa = 2:
x+z=0
3y—-z)=1
x+4z=0
Sistema consistente.
b2) Resolverlo paraa =0ya = 2.
Para a = 0: Sistema inconsistente.
Paraa = 2:

x+z=0 = x=—
3p-9=1 = y=1+z
x+4z7=0 = x=-4z

Solucién:



1
x = —4z, y:§+z, ze€R

7.6. Dadas las matrices

a1) Determinar los valores del parametro a para que la matriz M tenga inversa.

La matriz M sera invertible si su determinante no es cero. Calculamos el determinante de M :
det(M) = 0 a—2

Expandiendo por la primera fila:

—2 1 0 1 0 a-2
det(M):(a—l)‘aO 2‘—1’1 2‘+(—1)’1 ao)

detM) =(a—-1DR2@a@—-2)-2)+ 1(a—-2)
detM) =2(a—-1)a—-2)-24+a-2
det(M) =2a> —6a+4—2+a—2
det(M) = 2a* - 5a
Para que M sea invertible:

detM)#0 = 24> —5a #0

aa-5#0 = a;éOyaqé%

a2) Hallar la inversa de M paraa = 2.

Paraa = 2:
1 1 -1
M=|0 0 1
1 0 2
Calculamos la inversa de M usando métodos de algebra matricial (no detallados aqui por brevedad).

a3) Resolver el sistema homogéneo MX = O paraa = 1.

Para a = 1, la matriz M se convierte en:

0 1 -1
M=|0 -1 1
1 0 2
El sistema homogéneo es:
0 1 =1\(x 0
0 -1 1 y|=1|0
1 0 2 z 0
Resolviendo:
y—2z= 0 = y=z
—v+z=0 = y=z
x+2z=0 = x=-2z2
Solucién:



7.7. Dado el sistema:

(a+y—(a+1)z=2
x+y+az=a

{(a— Dx+2y+@—-1)z=1+a
b1) Discutir el sistema segun los valores de a.

Para que el sistema sea compatible y determinado, el determinante de la matriz de coeficientes debe ser diferente de cero.

La matriz de coeficientes es:

a-1 2 a—1
A= 0 a+1 —(a+1)
1 1 a

Calculamos el determinante de A:

det(d) = (a— 1) a+1 —(a+1))_2‘0 —(a+1)‘+(a
a a

_1)‘0 a+1‘
1 1

1 1
detA) =(a— 1)@+ Da—-(—a—-1)-20-(a+1)+@-1)O0—-(a+1))
det(A) = (a — 1)(a2 +a+a+1)+2a+D+@—1)(-a-1)
det(A) = (a— 1)@ +2a+ D +2a+1) - (@ +a)
det(A) = (a— D@+ 1> +2(a+ 1) —a(a+ 1)
det(A) =(a+ D((@a— D@+ 1)+2—-a)
det(d) = (a+ D@ —1+2—-a)
det(A) = (a+ 1)(® —a+1)
Para que el sistema sea compatible y determinado, det(A) # 0, es decir:
(a+ 1)@ -a+1)#0
b2) Resolverlo para a = 0.
Paraa = 0:
{ —lx+2y—-z=1
y—z=2
x+y=0
Resolviendo el sistema:
x+y=0 = x=-y
Sustituyendo en las otras ecuaciones:

—(—y)+2y—z=1 = 3y_Z=1 - z=3y—1

1
ymi=2 = y-Gy-D=2 = W+1=2 = y=—3

1
x:—y:x:z

1 3 5
=3y—1 =3(-=)-l=-=-1=-=
i=dy-1= 2237 2 2
Solucion:
r .1 ___5
Ty YETy T
7.8. Dadas las matrices
1 1 0 x 0 z x 0 b4 1 1
A=|l0 0 1], B=|0 y 0], C=|0 -y -z|, D=|1 1
1 1 0 0 0 O 0 0 0 1 1



0 0 0
E=|10 a 0
0 a O

al) Plantea el sistema resultante de 3 ecuaciones y 3 incognitas (x, y, z) con un parametro a.

Dado que (AB — C)D = 2E, podemos escribir:

(AB - C)D = 2E

Calculando AB:
I 1 0\(x 0 z x y O
AB=|0 0 1]|l0 y O|= 0 0
1 1 0J\0O 0 O y 0
Calculando AB — C:
x y O x 0 z 0y —z
AB-C=|0 0 O|-|0 -y —-z|=|0 y z
x y 0 0 0 0 x y O
Multiplicando por D:
0 vy —z\(1 1 1 y—z y—2 y—2
AB-OD=|0 y z 1 1 1|=|y+z y+z y+z
x y O 1 1 1 x X X
Igualando a 2F:
0O 0 O
2E=10 2a 0
0 2a O
El sistema resultante es:
y—2z=0
y+z=2a
x=0

a2) ¢ Para algun valor del parametro a existe solucion unica?
Si, para cualquier valor de a, el sistema tiene solucion Unica:

x=0, y=a, z=a
a3) Para a = 0, encuentra una solucién del sistema con 7 # 0.

Paraa = 0:

82 =<
n +
Il
s\l

Solucién:

7.9. Dado el sistema:
k=x+y+z=1
x+k-1y+z=k
x+y+z=0

b1) Discutir el sistema segun los valores de k.

Para que el sistema sea compatible y determinado, el determinante de la matriz de coeficientes debe ser diferente de cero.

La matriz de coeficientes es:



Calculamos el determinante de A:

k-1 1 11 1 k-1
det(A) = (k— 1 -1 +1
W=t )‘ 1 1‘ ‘l 1’ ‘1 ‘

1

det(A) = (k= D((k—=1D=1) =11 = D+ 10 = (k= 1))

det(A) = (k— Dk —2) + 11 —k + 1)
det(A) = (k— 1)(k—2)+2 — k
det(A) = k> - 3k+2+2—k
det(A) = k> — 4k + 4
det(A) = (k — 2)°

Para que el sistema sea compatible y determinado, det(A) # 0, es decir:

k=240 = k#2

b2) Resolverloparak =0y k = 1.

Parak = 0:
“lx+y+z=1
x=y+z=0
x+y+2z=0

Sumando la segunda y tercera ecuaciones:
X—y+z+x+y+7z=0 = 2x+2z=0 = x+z=0 = z=—x
Sustituyendo en la primera ecuacion:

—x+y—-x=1 = y-2x=1 = y=2x+1

Soluci6n:
x=t y=2t+1, z=-—t paraalginr€ R
Parak = 1:
Ox+y+z=1
x+0y+z=1
x+y+z=0

De la primera y segunda ecuaciones, tenemos:
y+z=1 = z=1-y
x+z=1 = x=1-2
Sustituyendo z en la tercera ecuacion:
x+y+(1-y=0 = x+1=0 = x=-1
Sustituyendo x en la segunda ecuacion:
—1l4+z=1 = z=2

Solucién:

7.10. Dado el sistema:
x+2y+z=m
mx+y+3z=1
x+m+2)y+(m+Dz=m+1
a) Discutir el sistema segun los valores de .

Para que el sistema sea compatible y determinado, el determinante de la matriz de coeficientes debe ser diferente de cero.

La matriz de coeficientes es:



1 2 1

1 m+2 m+1

Calculamos el determinante de A:

det(A)ﬂ‘miz mil‘_z‘rf m-3+1’+1‘n11 m—1|—2’
det(4) = 1((D(m + 1) = B)(m + 2)) = 2(m)(m + 1) — 3)(1)) + L((m)(m + 2) — (1)(1))
det(A) = (m+1—3m—6) = 2(m* + m = 3) + (m*> +2m — 1)
detA) =m+1-3m—6-2m*>-2m+6+m*> +2m—1
det(A) = —2m+ 1 —=2m* +m®> +2m — 1
det(A) = —m?

Para que el sistema sea compatible y determinado, det(A) # 0, es decir:

—mZ;éO = m#0

b) Resolverloparam = 1ym = 2.

Param = 1:

x+2y+z=1
x+y+3z=1
x+3y+2z=2

Sumando las ecuaciones:

+2y+2)+@x+y+32)+x+3y+29)=1+1+2
4
x+6y+6z=4 = x+2y+21=§

Sustituyendo en las ecuaciones:

x+2y+z=1
x+y+3z=1
x+3y+2z=2

De la primera ecuacion:
x=1-2y—z
Sustituyendo en las otras ecuaciones:
1-2y-2)+y+3z=1 = 1-y+2z=1 = —y+2z=0 = y=2¢
Sustituyendo y en la primera ecuacion:

x+222)+z=1 = x+4z4+z=1 = x+5z=1 = x=1-52

Solucion:
x=1-5z, y=2z z=t paraalginze R
Param = 2:
x+2y+z=2
2x+y+3z=1

x+4y+3z=3
Sumando las ecuaciones:
x+2y+2)+Cx+y+30)+(x+4y+32)=2+1+3

7 7 3
4x+Ty+72=6 Syt oz=2
X+ /y+ 7z :x+4y+4z 5

Sustituyendo en las ecuaciones: Param = 2:

X+2y+z=2
2x+y+3z=1
x+4y+3z=3



De la primera ecuacion:
x=2-2y—z2

Sustituyendo x en las otras ecuaciones:
20-2y—-2)+y+3z=1 = 4-4y-2z+y+3z=1 = 4-3y+z=1 = z=3y-3
Sustituyendo z en la primera ecuacion:
x=2-2y—-3y-3) = x=2-2y-3y+3 = x=5-5y

Sustituyendo x y 7 en la tercera ecuacion para verificar:
5-5)+4y+3By-3)=3 = 5-5y+4y+9y-9=3 = 54+8y-9=3 = 8y-4=3 = 8§y=7 = y=—

Sustituyendo y enx y z:
7 5 40 35 5
=5-5(—= =5-— =— - — = —
* (8)2”‘ 8§ 8 T3
21 24 3
= —)=-3 =—-3 i — [ —
¢ ( ) =z 8§ 8 S
Solucién:
5.1 3
Ty YT% T7W



