EXPERIMENTAL: Soluciones de GPT sin revisar. PUEDEN
CONTENER ERRORES, procedimientos extranos, etc. Usar
solo como orientacion.

1. Limites

2_
1.1. Calcula m para que lim,_. (w) =0 /

sin(x2)

Para resolver este limite, primero notemos que se trata de una indeterminacion del tipo % :

. mx? — 1+ cosx
lim -
x—0 sin(x?)

Aplicamos L'Hépital dos veces:

. 2mx —sinx 2m —1
lim—— =...=
=0 2xcos x?2 2

Para que este limite sea 0, necesitamos que:

m-10 — (R
1.2. Calcula lim, _, o+ x* /

Para resolver esta indeterminacion del tipo 0° , tomamos logaritmos naturales:
y=x" = Iny=xlnx

Entonces, el limite se transforma en:

lim xInx
x—=0
Reescribimos para aplicar L'Hopital:
) . Inx
Iim xInx = lim —
x—0t =0t £
X
Aplicamos L'Hépital:
Inx L
lim — = lim —4— = lim —x =0
-0t = x—0" L x—0t
X x2

Por lo tanto:
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lim xinx =0 = (SIS
x—=07t x—

1.3. Caleula lim, _ ( —2U=20_

3. Laicula =0\ 02 sinx

Este es un limite del tipo %, asi que aplicamos L'Hépital directamente:

) < x2(1 — 2x) ) 2x — 4x2
hm _—

x—0

- =lim-————
x—2x% —sinx x—~0 1 —4x —cosx
Aplicamos L'Hépital nuevamente:

. 2 —8x 2 1
=lim———=— =
x—=0 —4 + sinx —4 2

: A7
1.4. Calcula A para que lim,_,( = 2

Esta es una indeterminacién del tipo % , asi que aplicamos L'Hépital:

e =1 2xe™ 22 24 A
11m—2=11m =11m =—=3

-0 3x x—0 6x x=0 6 6

Para que este limite sea igual a 2, necesitamos que:

P

3:

. 1—cos x ; ,
BNy  mal aplicado el segundo L'H,
sy pero el resultado esta bien

Para resolver esta indeterminacion del tipo %, aplicamos L'Hépital:

1 —cosx . sin x

lim = lim
=0 (In(x+1))* =0 2In(x+ 1) - -5

GplicamosuNEepiEbnuevamente:

m) =0 2((x+ D=1 2

mal aplicado, —
pero el resultado esta bien

1)?2 1
. - _ lim cosx(x+ 1)*

==

1.6. lim, o (S )

1

— aplica mal L'H, tiene que dar 1/e

Para resolver este limite del tipo 1%, utilizamos la férmula:

1
ef+e*—1\*7 lim l<—"x*“_x’1 —1)
lim{——— | =e¢ "7\
x—=0 x+1

Evaluamos el limite dentro del exponente:
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. 1 fef+e™—1
hm— ——1
x—0 Xx x+1

Simplificamos la expresion dentro del paréntesis:

1<ex+e‘x—1—(x+l)>

lim —
x—0 X x+1

Esto se convierte en:

ol fef+te —-1—-x-1 . 1 fef+er=-2—x
lim — = lim —
x=0 X x+1 x—=0 X x+1

Evaluamos el limite aplicando L'Hopital:

| pr4p™t_92_« X — o™ ] N N
lln}—- — =hm,\ p =e¢e —e —1=1-1=0
Porlotante:
/ \ ¥
S INT
=== RESULTADO: 1/e
x=0 x+1 )

x—mx>—sinx 2

. - y no usa procedimiento esperado.
Primero simplificamos la expresion usando — ,
Usar L"H. Resultado correcto
2(1 =2 2(1 =2 2(1 -2 1-2
lim 22l ») - =limx(—xz=limH=lim—)i
x—>0x_mx2_x+% x—=0 _mx2+% =0 x*(—m + E) x—=0 —m+g

Para que este limite sea —1 necesitamos que:

2,
1 1
RN
1.8. Calcula m para que lim, o -t = 4
mx—cos(x)+1 ~— 2

Usamos L'Hépital:

) e* —1 ) e’ 1
lim =lim— =
—=0mx—cos(x)+1 x>0 m+sin(x) m

Para que este limite sea 1 , hecesitamos que:

1 1
1l _ @
m 2
— no usa procedimiento esperado.
Usar L'H. Resultado correcto

Utilizamos la aproximacion - R -zray = x— 1 - 0
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y2
1—-cos(x—1) . 1l —cosy .3 1
m——==lim——— =1lim = =
=1 (In(x))? =0 ()2 =0 y2 2

2
1.10. Calculallim,_, (3" + 1)+

Tomamos logaritmos para resolver este limite:

Iny = 2 In(3* + 1)
x—1

Parax — o0, In(3* + 1) ~ xIn3:

2x1n3 i ZIn? 9 In3

x—>oo X — x—>ool__
X

Por lo tanto:

1.1, Calcula, s exite, el valor de 1 para que lim, g =% =2/

Usamos aproximaciones para resolver la indeterminacion:

Y xl+x’ y cosPxmxl—x?

0+ xH -1 -x% . 2x2 2
lim = lim =
x=0 mx2 — x2 x>0 (m — 1)x? m—1

Para que este limite sea igual a 2, necesitamos que:

L—Z:m—l—l :.
1.12. Calcula, si existe, el valor de m para que lim,g 52 = —|

Para resolver esta indeterminacion, usamos las aproximaciones sin(x) ¥ xy e* ~ 1 + x? y
cos(2x) = 1 — 2x2:

x? — mx? . x> -m) 1—-m
l = l1im =
-0 1+ x2 — (1 — 2)62) x—>0 3x2 3

no usa procedimiento esperado.

Usar L"'H. Resultado correcto

Para que este limite sea igual a -1, necesitamos que:

Im = iom=a3 —

3

13l St/

Este limite ya fue resuelto en el ejercicio 1.9 y su resultado es:

1—cos(x—1) 1
lim ———= = —
x=1 (In(x))? 2
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3
110 limgspeos@y [

Tomamos logaritmos para resolver este limite:
3
Iny = —In(cos(2x))
x2

Parax — 0, In(cos(2x)) & —2x?:

. 31n(cos(2x)) . 3(=2x%)
lim ————— =lim ——= = -6
x—0 _x2 x—0 _x2
Por lo tanto:
2. Continuidad y derivabilidad
Ejercicio 2.1 /
Para que f(x) sea continua y derivable en R y tenga un extremo relativo en x = —2:

Fx) = ax* +bx+c  six<0
x+In(1+x?) six>0

Continuidad en x = 0:
Para la continuidad en x = 0:
lim f(x) = lim f(x)
x—0" x—0%
Evaluamos los limites:

lim(ax> +bx+¢) =c¢

x—0"

lim (x+1In(1 +x%) =0

x—0t

Para que f(x) sea continua en x = 0:
c=0
Derivabilidad en x = 0:
Para la derivabilidad en x = 0:
lim f'(x) = lim f'(x)
x—=0" x=0*
Calculamos las derivadas:

Parax < 0:

f'(x)=2ax+b
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Parax > 0:

2x
1+x

fl) =1+

2

Evaluamos los limites:

lim 2ax+b) =b

x—0"
. 2x
lim <1 + ) =1
x—=07 1+ x2
Para que f(x) sea derivable en x = 0O:
Para que f(x) tenga un extremo relativo en x = —2, la derivada en x = —2 debe ser cero:

fl(=2)=2a(=2)+1=0

—4a+1=0
Por lo tanto, los valores son:
1
a=—, b=1, ¢=0
4

Ejercicio 2.2 /

Para que f(x) sea continua en x = Q y estudiar la derivabilidad:

a six <O
1+xe™ six>0

s ={
Continuidad en x = O:
Para la continuidad en x = O:
lim f(x) = lim f(x)
x—=0" x—=0*
Evaluamos los limites:

lima=a
x—0"

lim (1 +xe_x) =1

x—0t

Para que f(x) sea continua en x = 0:

Derivabilidad en x = O:

Para la derivabilidad en x = O:
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Calculamos las derivadas:

Parax < 0:

Parax > 0:

flf)=e*—xe*=e"(1-x)

Evaluamos los limites:

lim £/(0) = lim f'(x)
x—0" x—07"

[l =0

lim0=0

x—0"

lime™(1-x)=1

x—0t

Para que f(x) sea derivable en x = 0, ESiSiilesIN0IOINGIENIDORIONANIO (D INOIES GETIVDIE TR0

Ejercicio 2.3 /

Dada f(x) = xlill

Continuidad en x = O:

Para la continuidad en x = O:

Evaluamos el limite:

Yf0) =14 =0

0%+1
ot b o, (R0

Derivabilidad en x = O:

Calculamos la derivada:

Parax > 0:

')

, estudiar la continuidad y derivabilidad en x = 0.

lim /(x) = f(0)

x| _
1m =
=0 x2 + 1

X
o) =
/@ x2+1
_ ()c2+1)~1—x-2)c_xz+1—2x2 _ 1 —x?
B (2 + 1) G2+ 12 (2 +1)2

Parax < 0:
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—X

x2 +1

P+ (-D—(=x)-2x  —=x*-1+2* x*-1
(2 + 1) IR ) SIS § D

fx) =

flx) =

Enx =0:

- i L= _1_§

m
x=0" (x2 + 1)? 1

21 -1
- - _-1_§

x—=0" (x2 + 1)2 1

Para que f(x) sea derivable en x = 0, estos limites no coinciden, por lo tanto, {fEINCIeS denVaDISISNtI=I0)

Ejercicio 2.4 /

Calcular. y . para que f(x) sea continua y derivable en x = 2:

—xz +bx six<?2
—x+c six > 2

s ={
Continuidad en x = 2:
Para la continuidad en x = 2:
lim f(x) = lim f(x)
x—=2" x—2*
Evaluamos los limites:

lim (—x? + bx) = —4 + 2b

x—2"

Im(—x+c¢)=-2+c¢

x—27F
Para que f(x) sea continua en x = 2:
—44+2b=-2+c¢
2b—c=2 (1)

Derivabilidad en x = 2:
Para la derivabilidad en x = 2:
lim f/(x) = lim f'(x)
x—=2" x—2*
Calculamos las derivadas:
Parax < 2:
flx)y=-2x+b

Parax > 2:
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fle) =-1
Evaluamos los limites:

lim (=2x + b) = 4 + b

x—=2"
lim -1 = -1
x—=2*
Para que f(x) sea derivable en x = 2:
—44+b=-1

Sustituimos b en (1):
2B3)—c=2
6—c=2

Por lo tanto, los valores son:
a=—%) CESNNG=Y

Ejercicio 2.5 falla, hay que estudiar derivabilidad

resultado correcto
Calcular el valor de a para que la funcién f cumpla las hipotesis del teorema del valor medio en cualquier

intervalo:

X—a

f) = m

El teorema del valor medio requiere que f sea continua en un intervalo cerrado [c, d] y derivable en el intervalo
abierto (¢, d).

Continuidad:

Para f(x):

) )

 Sin embargo, para que f sea continua en x = 1:
Evaluamos los limites:
lim f(x) = lim f(x)
x—1" x—=1*

) X—a 1—a
lim
=1 1+ (1 —x) 2—x

. xX—a 1—a
lim
x—1F 1 + (X - 1) X

Para que f sea continua:
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Para que los limites sean iguales:

Por lo tanto, a = 1.

Ejercicio 2.6 /

Calcular los valores de a y b para que la funcion f cumpla las hipétesis del teorema del valor medio en cualquier
intervalo [1, m], m > e:

a+Inx si0<x<e

f(x)z{bx six>e

Continuidad en x = e:
Para la continuidad en x = e:
lim f(x) = lim f(x)
x—e x—et
Evaluamos los limites:

lim(a+Inx)=a+ne=a+1
xX—e~

lim (bx) = be
x—et
Para que f(x) sea continua en x = e:
a+1=be

Derivabilidad en x = e:
Para la derivabilidad en x = e:
lim f/(x) = lim f'(x)
x—e” x—et
Calculamos las derivadas:

Para0 < x < e:
f(x) = 4 atmn =L
dx X

Parax > e:
flx)=b

Evaluamos los limites:
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lim — = —
x—e X e

limb=5b
x—et
Para que f(x) sea derivable en x = e:
Por lo tanto:
1
b=—
e

Sustituimos b en la ecuacion de la continuidad:

a=<l>e—1=1—1=0
e

3. Parametros de funciones

Por lo tanto, los valores son:

Ejercicio 3.1

Dada g(x) = ax* + bx + c, calcular los valores de a, b, ¢ para que g(x) tenga en el punto (1, —1) un minimo
relativo y la recta tangente a la grafica de g(x) en x = 0 sea paralela a la recta y = 4x.

Minimo Relativo en (1, —1):

Para que g(x) tenga un minimo relativo en (1, —1):

1. g(l) = -1
2.4(1)=0
3. ¢"(1) =0

gD =a)*+b()+c=a+b+c=-1 (1)
g x) =4ax® +b
d()=4a(1’ +b=4a+b=0 (2
g’ (x) = 12ax?
g'(1) =12a(1)> = 124 > 0 (minimo relativo)
Recta Tangente en x = 0O:

Para que la recta tangente en x = 0 sea paralelaay = 4x:

¢ =4
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g0 =4a0Y +b=b=4 3
Sustituyendo b = 4 en (1) y (2):

a+4+c=-1 (1)

4a+4=0 (2
4da = -4
a=-1
Sustituimos a = —1 en (1'):
-1+4+c=-1
34c=-1
c=-4

Por lo tanto, los valores son:

Ejercicio 3.2

Calcular los valores de a y b para que la funcion f(x) = ax*> + bx - In x tenga un punto de inflexion en el punto
(1,2). Para esos valores de a y b, calcular el dominio y los intervalos de concavidad y convexidad de f(x).

Punto de Inflexién en (1, 2):

Para que f(x) tenga un punto de inflexién en (1, 2):

1. f(1)=2
2. f"(1) =0

fx) = ax? + bxInx
f=a)?+b(HInl=a=2 (1)
Calculamos las derivadas:
f'(x) = 2ax + b(Inx + 1)
() =2a+ b
X
Parax = 1:
f"y=2a+b=0
20)+b=0 (2)
44+b0=0

b=—4



Por lo tanto, los valores son:

Dominio y Intervalos de Concavidad y Convexidad:
El dominio de f(x) es x > 0 ya que In x no esta definido para x < 0.

Calculamos f”(x) para determinar los intervalos de concavidad y convexidad:

frw=a-2
X

4
ff)=0 = 4=—- = x=1
X
Parax > 1, f"”(x) > 0, por lo tanto f(x) es céncava hacia arriba (convexa).
Para0 < x < 1, f”(x) < 0, por lo tanto f(x) es concava hacia abajo (concava).
Ejercicio 3.3

Dada la parabola f(x) = ax® + bx + ¢, determina los valores de a, b y ¢ sabiendo que f tiene un maximo en el
punto de abscisa x = —% y la recta tangente a f en el punto (1,3) esy = —3x + 6.

N —

Maximoen x = —
1. f(=3)=0
fx) = ax’> + bx + ¢

fl(x) =2ax+b

f’(—%):Za(—%)+b=—a+b=O = a=b (1)

Recta Tangente en (1, 3):

La ecuacion de la recta tangenteenx = 1 esy = —3x + 6:

1. f()=3
2. f'(1) = =3

f)=a)?>+b()+c=a+b+c=3 ()
/(D) =2al)+b=2a+b=-3 (3)

Sustituimos a = b de (1) en (2) y (3):

a+a+c=3
2a+c=3 (2
2a+a=-3

3a =-3



Sustituimos a = —1 en (2Y):
2(-1)+c=3

—24c¢c=3

Por lo tanto, los valores son:

Ejercicio 3.4

2
Dada la funcion f(x) = % calcula la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 1. Halla el valor de a para que

esa recta tangente sea horizontal.

Recta Tangenteen x = 1:

Calculamos la derivada de f(x):

X +a
fx) = ]
flg=EHD 2@ ra) 2 2 +l-x—a) 21—
(.X2 + 1)2 (.X2 + 1)2 (X2 N 1)2
Parax = 1:
-0 2A-@ _1-a

(17 +1)2 4 2

Para que la recta tangente sea horizontal, f/(1) = 0:

Por lo tanto, el valor de o es:

Ejercicio 3.5

Dada la funcion f(x) = ax® + bx?> + cx + d, calcula los valores de a, b, ¢, d sabiendo que tiene un punto de
inflexion en (0, 2) y estangente alarectay = —2x — 2 en (1, —4).

Punto de Inflexion en (0, 2):

Para que f(x) tenga un punto de inflexién en (0, 2):



1. f(0) =2
2. f"(0) =0

£0) = a(0)® + b(0)> +cO) +d=d=2 (1)
Calculamos las derivadas:
f'(x) = 3ax® + 2bx + ¢
F"(x) = 6ax + 2b
Parax = O:
f"0)=2b=0
b=0 (2)
Tangenciaen (1, —4):
Para que f(x) seatangenteay = —2x — 2 en (1, —4):

1. f(1) = —4
2. f'(1) = =2

f) =a(1® +b(1)? +c()+d=a+c+2=-4 (3)
') =3a(1)* +2b()+c=3a+c=-2 (4)
Sustituimos b = 0yd = 2 en (3) y (4):
atc+2=—-4
a+c=-6 (3)
3a+c=-2 (4
Restamos (3') de (4):

Ba+c)—(a+c)=-2—-(-6)

2a =4
a=2
Sustituimos @ = 2 en (3'):
24+c=-6
c=-8

Por lo tanto, los valores son:

Ejercicio 3.6

Dada la funcion f(x) = ax® + bx?> + cx + d, calcula los valores de a, b, c, d sabiendo que tiene un punto de



inflexion en (0, 1) y un minimo relativo en (1, —1).
Punto de Inflexién en (0, 1):

Para que f(x) tenga un punto de inflexién en (0, 1):

1. f(0) = 1
2. £"(0) =0

f(0) = a(0)* + b(0)* + c(O)+d=d=1 (1)
Calculamos las derivadas:
flx) = 3ax? + 2bx + ¢
£"(x) = 6ax + 2b
Parax = O:
f7"0)y=2p=0
b=0 (2)
Minimo Relativo en (1, —1):

Para que f(x) tenga un minimo relativo en (1, —1):

1. f(1) = -1
2. f/(1)=0
3. f"(1) >0

f=al +b()* +c(D)+d=a+c+1=-1 (3)
') =3a(1)> +2b(1)+c=3a+c=0 (4
Sustituimos b = 0yd = 1 en (3) y (4):
a+c+1=-1
a+c=-2 (3)
3a+c=0 (4)
Restamos (3') de (4):

Ba+c)—(a+c)=0-(-2)

2a =2
a=1
Sustituimos a = 1 en (3"):
l+c=-2



Por lo tanto, los valores son:

Ejercicio 3.7 (Continuacion)

mx six <1
ax*> +bx+1 six>1
continua y derivable en x = 1 y tenga un extremo relativo en x = 3.

Dada la funcion f(x) = { , calcular los valores de a, b y m para que la funcion sea

Ya hemos encontrado que:

Calcular si existe un punto c en el intervalo (0, 5) tal que la recta tangente a la grafica de [
en dicho punto sea paralela al segmento que une los puntos (0, 0) y (5, —4).

La pendiente de la recta que une los puntos (0, 0) y (5, —4) es:

—-4-0 -4 4
Myecta = —FZ  ~ = 2 ——Z
5-0 5 5
Queremos encontrar ¢ tal que f/(c) = —%.
Parax < 1:
[l =m=—4
Parax > 1:

flx)=2ax+b=2(1)x—-6=2x—6

Buscamos ¢ en el intervalo (0, 5) donde f/(c) = —%.
Parax > 1:
2x—6 = —i
5
4
2x=——+46
*=75
4 30
2x=——+ —
TS
2x = %
5
26
xX=—
10
13
xX=—
5
x=2.6

Por lo tanto, el punto ¢ en el intervalo (0, 5) tal que la recta tangente a la grafica de f en dicho punto sea paralela
al segmento que une los puntos (0, 0) y (5, —4) es:



c=2.06

4. Recta tangente y normal

Ejercicio 4.1 /

Dada la funcién f(x) = 2 cos(x) + |x — 1], calcula f(0) y obtén la ecuacion de la recta tangente a la curva
y = f(x) en el punto de abscisa x = 7.

Derivada de f(x) en x = O:

f(x) = 2cos(x) + Jx — 1|
Parax < 1:

f(x) = 2 cos(x) + (1 — x)
Parax > 1:

f(x) = 2 cos(x) + (x — 1)

Calculamos la derivada:

Parax < 1:

f'(x) = =2sin(x) — 1
Parax > 1:

f'(x) = =2sin(x) + 1
Parax = O:

f'(0)=—-2sin(0) -1 = -1
Ecuacion de la recta tangente en x = 7:
Calculamos f(xr):
fmy=2cos(m)+ |x—1|=2(-)+(x-1)=-2+7r—-1=n-3
La pendiente en x = x:
fl(m)==2sin(r)+1 =1
La ecuacion de la recta tangente es:
y=f@) =f(m)x — )
Sustituimos los valores:
y—@=-3)=1x-n)

y=x—an+n-3
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Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente es:

Ejercicio 4.2 /

Calcula la recta tangente a la funcién y = 1/2x — 1 en el punto en que dicha recta sea paralela a recta

y=%x—2.

x—3

<
Il

La pendiente de larectay = %x —2es:

1
m= —
3
Calculamos la derivada de y = 4/2x — 1:
y=2x - 1)%
dy 1 ! 1
—=—2x-1)2-2= ——
de 2 V2x—1
Igualamos la derivada a la pendiente:
1

V2x—1 B
\V2x—1=3

2x—1=9

u)|>—*

2x=10

Calculamos y enx = 5:

y=\/2(5)—l =\/10—1=\/§=3
El punto es (5, 3).

La ecuacion de la recta tangente es:

15
3= —x— =
Y 3773
15
= —x—243

Y=3473

Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente es:
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—lx+i
y=3473

Ejercicio 4.3 \/
Calcula la ecuacion de la recta tangente a f(x) = x> + 3x> — 1 en su punto de inflexion.
Calculamos las derivadas:
f'(x) = 3x% + 6x
f"x)y=6x+6
Para encontrar el punto de inflexién, igualamosf”(x) a cero:
6x+6=0
x=-1
Calculamos f(—1):
=D 43D -1=-1+3-1=1
La pendienteen x = —1 es:
fi=D)=3-=D*+6(-1)=3-6=-3
La ecuacion de la recta tangente es:
y=f=D) =f' (=D + 1)
y—1=-3(x+1)
y—1=-3x-3
y=-3x-2

Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente es:

Ejercicio 4.4 /

Calcula la recta tangente a la funcién y = In(x + 2) en el punto en que dicha recta sea paralela a la bisectriz del
primer cuadrante.

La pendiente de la bisectriz del primer cuadrante es:
m=1

Calculamos la derivada de y = In(x + 2):

dx x+2

Igualamos la derivada a la pendiente:
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Calculamos y enx = —1:
y=In(-1+2)=In(1) =0
El punto es (—1, 0).
La ecuacion de la recta tangente es:
y=—0=1x+1)
y=x+1

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente es:

Ejercicio 4.5 /

Dada la funcion f(x) =

xX24a
x2+1
esa recta tangente sea horizontal.

, calcula la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 1. Halla el valor de « para que

Recta Tangenteenx = 1:

Calculamos la derivada de f(x):

2 +a
o = St
f'(x)= (X2+1)-2x—(x2+a)-2x _ Zx(x2+1_x2 _a) _ 2x(1 — a)
(x2 +])2 (x2 +1)2 (x2+1)2
Parax = 1:
2(1)(1 — 21 — 1
f/(l) — ( )( a) _ ( a) _ a

(17 + 1) 4 2

Para que la recta tangente sea horizontal, f/(1) = 0:

Por lo tanto, el valor de a es:
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Ejercicio4:6 0]o, errores senalados tachados

Calcula la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = ﬁ en el punto en el que sea paralela a la bisectriz

del primer cuadrante.

La pendiente de la bisectriz del primer cuadrante es:

m=1
Calculamos la derivada de f(x):
Parax < 1:
1
f(x)=:
Parax < 1:
1
f(x)—m
l _i oY — 1 21 — 1
f'@= 2 (0=-97)=~0-97C= 575
Parax > 1:
1
f(x):x——l
v 4o Y = e 2y = L
F'0= (=07 === D7 = -

Queremos encontrar x tal que f/(x) = 1:

Parax < 1:
1 =
(I -x?
(1-x?*=1
Il —x==+1
Sil-x=1:
x=0
Sil—x=-1:
x=2
Parax > 1:
_ 1 —
(x=1)

No hay soluciones para esta ecuacion.
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Entonces, consideramos los puntos x = 0 y=t==2=
Calculamos f(x) en estos puntos:

Parax = 0:

f0) =

Fer=

En ambos casos, los puntos son (0, 1) y-2-
La ecuacion de la recta tangente en x = 0:

La pendiente es 1, y pasa por el punto (0, 1):

x=2>1, no hay soluciones tal y como se indico.
por lo que eliminamos esa solucion

L—zr

+—0

:[
22—+

Por lo tanto, las-ecuaciones de las rectas tangentes son:

y=x+1
5. Optimizacion

Ejercicio 5.1

y—y=x—1

Se quiere construir un acuario con forma de paralelepipedo recto, con tapa y base cuadradas. La tapa es de

metacrilato, la base es de un material metdlico, y las caras verticales, de cristal.

El metacrilato tiene un precio de 15 €/m?, el material metalico de 90 €/m?, y el cristal, de 25 €/m2. Con un
presupuesto de 1260 €, ;cual es el volumen méaximo del acuario que se puede construir con estas

caracteristicas?

Denotemos: - x como el lado de la base cuadrada (en metros). - 2 como la altura del acuario (en metros).

El costo total es la suma de los costos de la tapa, la base y las caras laterales.

Costo de la tapa (metacrilato):

Costoyp, = 15x?

Costo de la base (material metalico):
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Costopye = 90x°
Costo de las caras laterales (cristal):

Cost0o4rqs = 25 - 4xh = 100xh
El presupuesto total es 1260 €, entonces:

15x% + 90x? + 100xh = 1260

105x* + 100xh = 1260
Despejamos h:

100xh = 1260 — 105x>

= 1260 — 105x?

100x
= 1260 105x?
"~ 100x  100x
12
h= 60 — 1.05x
100x
El volumen del acuario es:
V =x*h
Sustituimos / en la ecuacion del volumen:
V=x* ( 1260 _ 1.05x>
100x
12
V=x2 <ﬁ> —x% (1.05x)
100x

V = 12.6x — 1.05x°

Para maximizar el volumen, derivamos V respecto a x y lo igualamos a cero:

dv

~ =12.6 —3.15x*
dx

Igualamos a cero:

12.6 —3.15x* =0
3.15x2 = 12.6

) _ 126
3.15

X
xr =4

x=2m

Sustituimos x = 2 en la ecuacion para h:



Por lo tanto, las dimensiones del acuario que maximizan el volumen con el presupuesto dadosonx =2 my
h = 4.2 m, y el volumen maximo es:

V=x*h=2%-42=4-42=168m>

Ejercicio 5.2

Se desea construir una caja sin tapa superior. Para ello, se usa una lamina de carton rectangular, de 15 cm de
ancho por 24 cm de largo, doblandola después de recortar un cuadrado de iguales dimensiones en cada esquina.
Indicar cuales son las dimensiones de la caja que hacen maximo su volumen.

Denotemos x como el lado del cuadrado recortado en cada esquina (en cm).
El volumen de la caja es:

V=(15-2x)(24 — 2x)x

V =x(15 - 2x)(24 — 2x)
Desarrollamos la expresion:

V = x(360 — 30x — 48x + 4x?)
V = x(360 — 78x + 4x%)
V =4x’ — 78x% + 360x

Derivamos V respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar los valores criticos:

av

= 12x> — 156x + 360
dx

Igualamos a cero:
12x* — 156x + 360 = 0
Dividimos entre 12:
x* = 13x+30=0

Resolviendo la ecuaciéon cuadratica:

13 +4/169 — 120

2

Lo 13xvA
B 2

X =



13+£7
2

X =

x=10cm o x=3cm
El valor x = 10 cm no es factible porque 15 — 2(10) < 0. Por lo tanto, el valor factible es x = 3 cm.
Calculamos las dimensiones de la caja:
Ancho =15-23)=9cm
Largo =24 —2(3) = 18 cm
Altura = 3 cm

Por lo tanto, las dimensiones de la caja que maximizan el volumen son 9 cm de ancho, 18 cm de largo y 3 cm de
altura.

Ejercicio 5.3

Se administra un medicamento a un enfermo y ¢ hora sangre del principio activo viene dada por c(t) = te™"?
miligramos por mililitro.

Determine el valor maximo de c(f) e indique en qué momento se alcanza dicho valor maximo. Sabiendo que la
maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin momento hay riesgo para el paciente.

Para encontrar el valor maximo de c(f), derivamos c(f) respecto a ¢ y lo igualamos a cero.
c(t) = te™"

Derivamos usando la regla del producto:

) =e ™41 (_le-z/2>
2
)= = L2
2

Igualamos a cero para encontrar los valores criticos:

e—”2(1—5) =0
2

Para confirmar que ¢ = 2 es un maximo, evaluamos la segunda derivada en t = 2:

t
C”(l‘) — _%e—m _ %e—z/z + Ze—t/z
1 1 t
”t - _ —z/2<_+___>
c=-eT\3+377

() = —e? <1 - %)



Parat = 2:

"2)=-— <0
Dado que ¢”(2) < 0, t = 2 es un maximo.
Calculamos c(2):
c(2) = 2¢72?
c(2) = 2¢7!
c(2) = 2¢7!
c(2) = 2
e

Evaluamos numéricamente:

2
D~ ——~07 1
c(2) 7718 0.735 mg/m

Por lo tanto, el valor méaximo de c(f) es aproximadamente 0.735 mg/ml y se alcanza en t = 2 horas.

Dado que la maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, y el valor maximo de c(¢) es 0.735 mg/ml, no hay
riesgo para el paciente en ningin momento.

Ejercicio 5.4

De entre todos los rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen sus lados sobre los ejes, y un vértice
sobre la gréficay = 9 — x?, determina los vértices del que tiene mayor area.

Sea x la coordenada x del vértice del rectangulo en la gréficay = 9 — x2.
El area del rectangulo es:
A=x-y=x(9—x2)
A=9x—x°
Derivamos A respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar el valor de x que maximiza el area:

M _g_3p
dx

Igualamos a cero:

9-3x> =0



Calculamos y en x = 4/3:

Por lo tanto, los vértices del rectangulo que tiene mayor area son:

(0,0), (+/3,0), (0, 6), (+/3,6)

Ejercicio 5.5

Se dispone de una plancha de cartén cuadrada cuyo lado mide 1,2 metros. Determinese las dimensiones de la
caja (sin tapa) de volumen maximo que se puede construir, recortando un cuadrado igual a cada esquina de la
plancha y doblando adecuadamente para unir las aristas resultantes de los cortes.

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado en cada esquina (en metros).
El volumen de la caja es:
V=(12-2x)%
Desarrollamos la expresion:
V = (1.44 — 4.8x + 4x%)x
V=4x’ —4.8x% + 1.44x

Derivamos V respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar los valores criticos:

dv

=122 —96x+ 1.44
dx

Igualamos a cero:
12x* —9.6x+1.44 =0

Dividimos entre 1.44:

12 , 96
220 i1 =0
142" T 1T

8.33x2 —6.67x+1=0

Resolviendo la ecuacién cuadratica:

_ 6.67+1/6.677 —4-833-1
B 2-8.33

X



6.67 + 1/44.48 — 33.32

16.66

L 6.67 + V11.16
B 16.66

X

Evaluamos:

_ 6.67 + 3.34 ~0.6m
16.66

_ 6.67 —3.34 ~ 02 m
16.66

El valor factible es x = 0.2 m.
Calculamos las dimensiones de la caja:
Longitud = 1.2 — 2(0.2) = 0.8 m
Ancho =1.2-2(0.2) = 0.8 m
Altura=0.2m

Por lo tanto, las dimensiones de la caja que maximizan el volumen son 0.8 m de largo, 0.8 m de ancho y 0.2 m de
altura.

Ejercicio 5.6

Calcula las dimensiones del rectangulo de area maxima de lados paralelos a los ejes, inscrito en el recinto

comprendido por la grafica de f(x) = 6 — % ylarectay = 0.

El area del rectangulo es:

6
x2
A=2u(6-%X
x( 6>
3
A=12c 2
6
3
A=12r— 2
3

Derivamos A respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar el valor de x que maximiza el area:

2
d_A =12 - _3x
dx 3
dA )
2=
dx o

Igualamos a cero:

12-x2=0



=12
x=+12=243

Calculamos y en x = 24/3:

(2v/3)2
y=6——"-
6
12
=6— —
Y 6
y=6-2
y=4

Por lo tanto, las dimensiones del rectangulo de area maxima son 2x = 2 - 24/3 = 44/3 de base y 4 de altura.

Ejercicio 5.7

Con un alambre de 1 metro, se construyen dos figuras, un cuadrado y una circunferencia. Calcula la longitud de
cada uno de los trozos en los que queda dividido el alambre para que la suma de las areas del cuadrado y del
circulo sea minima.

Denotemos: - x como la longitud del alambre usado para el cuadrado. - 1 — x como la longitud del alambre usado
para la circunferencia.
La longitud del lado del cuadrado es:

X
Leyadrado = Z

El area del cuadrado es:
2

X\2 x
Acuudrado = (Z) = 1_6

La circunferencia tiene un perimetro de 1 — x, por lo tanto, el radio es:

1—x
2w

R =

El area de la circunferencia es:

1—x>2:M

Acirculo = ﬂ( o .

La suma de las areas es:

x? (1 —x)?
A= — 4+ ——
16 * 4z

Derivamos A respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar el valor de x que minimiza el area:

dA _ 2x N 2(1 = x)(=1)
dx 16 Ar



dA
dx

_-»
2

oo | =

Igualamos a cero:

X 1—x
8 2

x-2r =81 —x)
27x = 8 — 8x
2nx+8x =8
X2z +8) =38

8
X =
2r+ 8

Por lo tanto, la longitud del alambre para el cuadrado es:

8
X =
27+ 8

La longitud del alambre para la circunferencia es:

8 _ 2
2r+8 2n+8

l—x=1-

Ejercicio 5.8

De entre todos los rectangulos contenidos en el primer cuadrante que tienen dos lados sobre los ejes, y un vértice
sobre la grafica de f(x) = 8 — 2x?, determina los vértices del que tiene mayor area.

Sea x la coordenada x del vértice del rectangulo en la graficay = 8 — 2x?.
El &rea del rectangulo es:
A=x-y=x(8—2x%)
A = 8x —2x°
Derivamos A respecto a x y lo igualamos a cero para encontrar el valor de x que maximiza el area:

dA

— =8 — 6x?
dx
Igualamos a cero:
8—6x* =0
6x* =8
2 8_4
6 3
o fA_2_ 3
V3 33



24/3
Calculamos y enx = T‘/_:

Por lo tanto, los vértices del rectangulo que tiene mayor area son:

24/3 16 23 16
00 (50).(0.7). (3 7)

6. Teoria + Aplicaciones

6.1. Definicién de continuidad de una funcién en un punto

Una funcién f(x) es continua en un punto x = a si se cumplen las siguientes tres condiciones: 1. f(a) esta
definida. 2. El limite de f(x) cuando x tiende a a existe. 3. El valor de la funcion en a es igual al limite de la
funcion cuando x tiende a a:

)lcig;f ) = f(a)

6.2. Enuncia el teorema de Bolzano y explica su interpretacion geométrica
Enunciado del Teorema de Bolzano:

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y f(a) y f(b) tienen signos opuestos, es decir,
f(a) - f(b) < 0, entonces existe al menos un nimero ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f(c) = 0.

Interpretacion Geométrica:

El teorema de Bolzano establece que si una funcion continua cruza el eje x en un intervalo, entonces debe haber
al menos un punto en ese intervalo donde la funcion es cero. Geométricamente, esto significa que si la gréfica de
la funcién empieza por debajo del eje x en a y termina por encima del eje x en b, o viceversa, la grafica debe
cruzar el eje x en al menos un punto entre a y b.

6.3. Definicion de derivada de una funcién en un punto



La derivada de una funcién f(x) en un punto x = a es el limite de la tasa de cambio promedio de la funcion a

af
dx
x=a

medida que el intervalo de cambio tiende a cero. Se denota como f/(a) o y se define como:

fla+h) —f(a)
h

/ — 1
f(@)=lim
6.4. Enunciado e interpretacion geométrica del Teorema de Rolle

Enunciado del Teorema de Rolle:

Si una funcion f es continua en el intervalo cerrado [a, b], derivable en el intervalo abierto (a, b) y f(a) = f(b),
entonces existe al menos un nimero ¢ en el intervalo abierto (a, b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacion Geométrica:

El teorema de Rolle afirma que si una funcién cumple con las condiciones mencionadas, entonces hay al menos
un punto en el intervalo donde la tangente a la curva es horizontal. Geométricamente, esto significa que la funcién
debe tener al menos un maximo o minimo local en el intervalo (a, b).

6.5. Enunciado e interpretacion geométrica del Teorema del Valor Medio de Lagrange
(Teorema del Valor Medio del calculo diferencial)

Enunciado del Teorema del Valor Medio:

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b), entonces
existe al menos un nimero c¢ en el intervalo (a, b) tal que:

[ - f(@)
N —da

f(©) b

Interpretacion Geométrica:

El teorema del valor medio afirma que para cualquier funcién continua y derivable, hay al menos un punto en el
intervalo donde la pendiente de la tangente a la curva es igual a la pendiente de la cuerda que une los puntos
(a,f(a)) y (b,f(b)). Geométricamente, esto significa que la curva debe tener una tangente paralela a la cuerda
en algun punto del intervalo.

6.6. Definicion de funcion primitiva

Una funcién F(x) se llama una primitiva (o antiderivada) de una funcién f(x) en un intervalo I si F'(x) = f(x)
para todo x en I. En otras palabras, F'(x) es una funciéon cuya derivada es f(x).

6.7. Definicion de integral indefinida

La integral indefinida de una funcién f(x), denotada por ff(x) dx, es el conjunto de todas sus primitivas. Si F'(x)
es una primitiva de f(x), entonces la integral indefinida se expresa como:

/f(x)dx =Fkx)+C
donde C es una constante arbitraria llamada constante de integracion.

Ejercicio 6.8



Dada la funcion f(x) = x> + x — 1, ;,podemos afirmar que la grafica de la funcion corta al eje X en algun punto
del intervalo [0, 2]?

Para verificar si la funcién corta el eje X en algn punto del intervalo [0, 2], aplicamos el Teorema de Bolzano.
Necesitamos encontrar f(a) y f(b) paraa = 0y b = 2, y verificar si tienen signos opuestos.

f0) =0 +0-1=-1
fQ)=224+2-1=8+2-1=9

Dado que f(0) = =1y f(2) =9,y f(0) - f(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en el

intervalo [0, 2] tal que f(c¢) = 0. Por lo tanto, la grafica de la funcion corta al eje X en algn punto del intervalo
[0,2].

Ejercicio 6.9

Demuestra, usando el teorema de Rolle, que la funcion del apartado anterior tiene una Unica raiz en el intervalo
[0, 2].

Para aplicar el Teorema de Rolle, primero verificamos que f(x) es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2), y que
f(0) = f(2) = 0. Ya sabemos que f(0) = —1 y f(2) = 9, entonces estas condiciones no se cumplen. Por lo
tanto, no podemos aplicar directamente el Teorema de Rolle para esta funcién.

Ejercicio 6.10

Aplicar, si es posible, el Teorema del Valor Medio a la funcion g(x) = x> + x en el intervalo [1, 2], y calcular, en
tal caso, un punto de dicho intervalo en el que g’ (x) tome el valor predicho por el Teorema del Valor Medio.

Primero, verificamos que g(x) es continua en [1, 2] y derivable en (1, 2), lo cual es cierto. Aplicamos el Teorema
del Valor Medio:

ro . 8(2)—g(1)
gloy="—F——
Calculamos g(2) y g(1):

g2)=22+2=4+2=6

gH=1*+1=141=2

Entonces,
do=o"1="1=4
Calculamos g’ (x):
gdx)=2x+1
Igualamos a 4:
2c+1=4



Por lo tanto, el punto ¢ en el intervalo [1, 2] en el que g’ (x) toma el valor predicho por el Teorema del Valor
Medio es ¢ = 1.5.

Ejercicio 6.11
Aplica Bolzano para justificar que a la funcion f(x) = x> — 2x corta el eje en algtin punto del intervalo [1, 2].
Primero, evaluamos f(x) en los extremos del intervalo:
fH=1r-2)=1-2=-1
fQ)=2>-22)=8-4=4

Dado que f(1) = =1y f(2) =4,y f(1) - f(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en el
intervalo [1, 2] tal que f(c) = 0. Por lo tanto, la grafica de la funcion corta al eje X en algin punto del intervalo
[1,2].

Ejercicio 6.12

Dadas las funciones f(x) = x> — 1 y g(x) = x, justifica, usando el teorema adecuado, que existe algiin punto en
el intervalo [1, 2] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

Consideramos la funcion A(x) = f(x) —g(x) = x> = 1 —x=x3 —x — 1.
Aplicamos el Teorema de Bolzano a /(x) en el intervalo [1, 2]:
Mh=1-1-1=-1
h2)=22-2-1=8-2-1=5

Dadoque i(1) = =1y h(2) =5,y h(1) - h(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en
el intervalo [1, 2] tal que h(c) = 0, es decir, f(c) = g(c). Por lo tanto, existe algin punto en el intervalo [1, 2] en
el que ambas funciones toman el mismo valor.

Ejercicio 6.13

Justifica, usando el teorema de Rolle, que las funciones del apartado anterior se cortan en un Unico punto en el
intervalo [1, 2].

Primero, verificamos que h(x) = x> —x — 1 es continua en [1, 2] y derivable en (1,2), y que h(1) = h(2) = 0.
Aplicamos el Teorema de Rolle:

W(x)=3x* -1

Igualamos a cero para encontrar el punto critico:



L1
V3
1

Dado que x = 7 ~ 0.577 no esta en el intervalo (1, 2), no hay ningn ¢ en (1, 2) tal que /' (¢) = 0. Por lo

X =

tanto, 2(x) no tiene una tangente horizontal en (1, 2) y se corta en un Unico punto en el intervalo [1, 2].

Ejercicio 6.14

Comprueba si la funcion f(x) = |x> — 4x| verifica las hipotesis del teorema de Rolle en los intervalos [1,3] y
[3,5].

Primero, evaluamos f(x) en los extremos de los intervalos:
Para[1, 3]:
f =112 -4 =|-3| =3
fG) =13 —4(3)| = 9~ 12| =3
Para [3, 5]:
fB3) =13 -4@3)| =9-12| =3
f5) =15 —4(5)| =125-20| =5

Para el intervalo [1, 3], dado que f(1) = f(3) = 3 y f(x) es continua y derivable en (1, 3), aplicamos el Teorema
de Rolle. Calculamos la derivada de f(x) en (1, 3):

Para x> — 4x > 0, f(x) = x> — 4x:
f’(x) =2x—-4
Parax? —4x < 0, f(x) = 4x — x*:
fl(x)=4-2
En el intervalo [1, 3], la funcién cambia de x> — 4x a 4x — x*. Buscamos un c tal que f'(c) = 0:
Parax?> —4x >0 (x > 40x < 0), f(x) = x> — 4x:
flx)y=2x—-4
Parax? —4x < 0 (0 < x < 4), f(x) = 4x — x*:
fl(x)=4-2x
En el intervalo [1, 3], debemos considerar f(x) = 4x — x> yaque 1 < x < 3 satisface 0 < x < 4.

Igualamos la derivada a cero:

Dado que 2 esta en el intervalo [1, 3], cumple con las hipotesis del Teorema de Rolle. Por lo tanto, la funcion



f(x) = |x* — 4x]| verifica las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [1, 3] y hay un ¢ en (1, 3) tal que

f'e)=0.

Para el intervalo [3, 5]:

Evaluamos f(3) y f(5):
fB3) =13 —43)|=9-12| =3
f5) = |52 —4(05)|=125-20| =5

Dado que f(3) # f(5), no cumple la condicion f(a) = f(b) para aplicar el Teorema de Rolle. Por lo tanto, la
funcion f(x) = |x> — 4x| no verifica las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo [3, 5].

Ejercicio 6.15

Dadas las funciones f(x) = x> y g(x) = 3 — x, ¢se puede afirmar que sus graficas se cortan en algin punto del
intervalo [0, 2]?

Consideramos la funcion h(x) = f(x) — g(x) = x> = (3 —x) = x> + x = 3.
Aplicamos el Teorema de Bolzano a /(x) en el intervalo [0, 2]:
h0)=0"+0-3=-3
h2)=2>+2-3=8+2-3=7

Dado que 7(0) = =3y h(2) =7,y h(0) - h(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en
el intervalo [0, 2] tal que h(c) = 0, es decir, f(c) = g(c). Por lo tanto, las gréficas de las funciones se cortan en
algun punto del intervalo [0, 2].

Ejercicio 6.16

Dadas las funciones f(x) = x> + 3x% — 1 y g(x) = 6x, justificar, usando el teorema de Bolzano, que existe
algan punto en el intervalo [1, 10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

Consideramos la funcion h(x) = f(x) — g(x) = x> + 3x*> — 1 — 6x.
Aplicamos el Teorema de Bolzano a /i(x) en el intervalo [1, 10]:
=1 +3(1)*-1-6(1)=1+3-1-6=-3
h(10) = 10% + 3(10)> — 1 — 6(10) = 1000 + 300 — 1 — 60 = 1239

Dado que i(1) = =3 y h(10) = 1239,y h(1) - h(10) < O, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto
c en el intervalo [1, 10] tal que A(c) = 0, es decir, f(c) = g(c). Por lo tanto, existe algin punto en el intervalo
[1, 10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

Ejercicio 6.17

Dada la funcion f(x) = x> — |x| + 2, justifica si es posible aplicar el teorema del valor medio en el intervalo
(=1, 1).

Primero, verificamos si la funcion es continua y derivable en el intervalo (—1, 1).



La funcion f(x) = x> — |x| + 2 no es derivable en x = 0 porque |x| no es derivable en x = 0. Por lo tanto, no
se cumplen las condiciones para aplicar el teorema del valor medio en el intervalo (—1, 1).

Ejercicio 6.18

Estudia el crecimiento de la funcion f(x) = 1 4 2x + 3x? + 4x> y demuestra, usando el teorema adecuado, que
tiene una Unica solucién real. Encuentra un intervalo de longitud menor que 10 en el que se encuentre esa
solucion.

Para estudiar el crecimiento de f(x), calculamos su derivada:
fl(x) =2+ 6x+ 12x°
Establecemos f/(x) = 0 para encontrar los puntos criticos:
2+6x+12x* =0
Dividimos entre 2:
1+3x+6x* =0

Usamos la férmula cuadratica:

B 3+4/3%2-4.6-1 B -3+4/9-24

X = =
2-6 12

-3+ 4/-15
12

X =

Como no hay soluciones reales, no hay puntos criticos. La funcion es siempre creciente o siempre decreciente.

Para encontrar una Unica solucion real de f(x) = 0, aplicamos el Teorema de Bolzano en un intervalo adecuado.
Evaluamos f(x) en dos puntos:

fO) =1
SED=14+2(-D 431> +4(-1’ =1-2+43-4=-2

Dado que f(0) = 1 yf(—1) = =2,y f(0) - f(—1) < 0, existe al menos un punto ¢ en el intervalo (—1, 0) tal que
fle)=0.

Ejercicio 6.19

Dada la funcion f(x) = X2 +x, justifica si es posible aplicar el teorema del valor medio en el intervalo [1, 2]. Si
es posible, encuentra el punto donde se cumple.

Primero, verificamos que f(x) es continua en [1, 2] y derivable en (1, 2). Aplicamos el Teorema del Valor Medio:

poJ@)=f()
flo=—7—7F"
Calculamos f(2) y f(1):

fQ)=22+2=44+2=6

fH=1"7+1=1+1=2



Entonces,

6—-2
)= -1 = 1 =4
Calculamos f/(x):
flory=2x+1
Igualamos a 4:
2c+1=4
2c=3
c= % =15

Por lo tanto, el punto ¢ en el intervalo [1, 2] en el que f’(x) toma el valor predicho por el Teorema del Valor
Medio es ¢ = 1.5.

Ejercicio 6.20

Calcula el valor de a para que la funcién f cumpla las hipotesis del teorema del valor medio en cualquier
intervalo.

X—a

JO =T

El teorema del valor medio requiere que f sea continua en un intervalo cerrado [c, d] y derivable en el intervalo
abierto (¢, d). Para que f(x) sea continua y derivable, |x — 1| no debe ser cero. Entonces, buscamos continuidad
y derivabilidad en x = 1.

Para que f(x) sea continuaen x = 1:

Evaluamos el limite de f(x) cuando x se aproxima a 1:

XxX—a 1—a
I = 1 -
lim f@) = hm S T

- 1 —
lim f(x) = lim ——%¢ = 2 —¢
x—1* =1t 1+ x-=1) X

Para que los limites sean iguales:

Para que los limites sean iguales:

Por lo tanto, el valorde a es 1.

Ejercicio 6.21

Dadas las funciones f(x) = x> y g(x) = 2 — x, usa el Teorema de Bolzano para demostrar que las graficas de
8



ambas funciones se cortan en algin punto en [0, 2].
Consideramos la funcion h(x) = f(x) — g(x) = x> = (2 —x) = x> + x = 2.
Aplicamos el Teorema de Bolzano a i(x) = x> + x — 2 en el intervalo [0, 2]:
Evaluamos /(x) en los extremos del intervalo:
h0)=0"+0-2=-2
h2)=2>+2-2=8+2-2=38

Dado que i(0) = =2y h(2) = 8,y h(0) - h(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en
el intervalo [0, 2] tal que h(c) = 0, es decir, f(c) = g(c). Por lo tanto, las gréficas de ambas funciones se cortan
en algun punto del intervalo [0, 2].

Ejercicio 6.22

Demuestra, usando el teorema de Rolle, que las funciones del apartado anterior no se cortan en mas de un punto
en el intervalo [0, 2].

Primero, verificamos que h(x) = x> + x — 2 es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2). Aplicamos el Teorema
de Rolle:

Calculamos la derivada de A(x):
H(x)=3x>+1
Igualamos a cero para encontrar el punto critico:
32 +1=0
No hay soluciones reales para esta ecuacion, ya que 3x> 4+ 1 = 0 no tiene raices reales.

Dado que no hay puntos criticos en el intervalo (0, 2), A(x) no tiene una tangente horizontal en este intervalo vy,
por lo tanto, 2(x) no puede tener mas de un punto en el que A(c) = 0. Esto implica que las funciones f(x) y g(x)
no se cortan en mas de un punto en el intervalo [0, 2].

Ejercicio 6.23

Dadas las funciones f(x) = x> y g(x) = 3 — x, usa el Teorema de Bolzano para demostrar que las graficas de
ambas funciones se cortan en algan punto en [0, 2].

Consideramos la funcion h(x) = f(x) — g(x) = x> = (3 —x) = x> + x = 3.
Aplicamos el Teorema de Bolzano a /(x) en el intervalo [0, 2]:
Evaluamos A(x) en los extremos del intervalo:
h0)=0"+0-3=-3
h2)=2"+2-3=8+2-3=7

Dado que 7(0) = =3y h(2) =7,y h(0) - h(2) < 0, por el Teorema de Bolzano, existe al menos un punto ¢ en
el intervalo [0, 2] tal que h(c) = 0, es decir, f(c¢) = g(c). Por lo tanto, las graficas de ambas funciones se cortan
en algun punto del intervalo [0, 2].



Ejercicio 6.24

Demuestra, usando el teorema de Rolle, que las funciones del apartado anterior no se cortan en mas de un punto
en el intervalo [0, 2].

Primero, verificamos que h(x) = x> + x — 3 es continua en [0, 2] y derivable en (0, 2). Aplicamos el Teorema
de Rolle:

Calculamos la derivada de A(x):
H(x) =322+ 1
Igualamos a cero para encontrar el punto critico:
3 +1=0
No hay soluciones reales para esta ecuacion, ya que 3x? 4+ 1 = 0 no tiene raices reales.

Dado que no hay puntos criticos en el intervalo (0, 2), A(x) no tiene una tangente horizontal en este intervalo vy,
por lo tanto, 4(x) no puede tener mas de un punto en el que A(c) = 0. Esto implica que las funciones f(x) y g(x)
no se cortan en mas de un punto en el intervalo [0, 2].

Ejercicio 6.25

Comprueba si la funcion f(x) = |x*> — 2x — 3| cumple las hipbtesis del teorema de Rolle en el intervalo [2, 4] y
en el intervalo [—1, 3]. Determina, si es posible en alguno de los dos intervalos, el punto en el que la recta
tangente a la curva es paralela al eje X.

Primero, escribimos f(x) sin el valor absoluto para analizar la funcién en ambos intervalos. La funcion
f(x) = |x? = 2x — 3| puede expresarse como:

Fr) = x? —2x-3 six? =2x=32>0
L -G?-2x-3) sia?-2x-3<0

Encontramos las raices de x> —2x — 3 =0 para determinar los puntos de cambio:
¥ =2x-3=0

x=3)x+1)=0

Esto divide la funcion en tres intervalos: (—oo, —1], [—1, 3], [3, o).

Intervalo [2, 4]

En el intervalo [2, 4], la funcion x> — 2x — 3 es positiva, asi que:
f)=x>-2x-3

Evaluamos f(x) en los extremos del intervalo:

f2)=22-22)-3=4-4-3=-3



f@)=4-24)-3=16-8-3=5

Dado que f(2) # f(4), no se cumple f(a) = f(b), por lo tanto, no se pueden aplicar las hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo [2, 4].

Intervalo [—1, 3]
En el intervalo [—1, 3], la funcién cambia de signo en x = —1 y x = 3. Por lo tanto:
Para x € [—1, 3], la funcion se divide en dos subintervalos: [—1, 3].
« Parax € [—1,3] (sin incluir —1 y 3), la funcién x> — 2x — 3 es negativa, asi que:
fo) == =2x=3) = —x> +2x+3
Evaluamos f(x) en los extremos del intervalo:
f=D =~ =2-1)=3)=~(1+2-3)=-0 =0
f3=-3*-23)-3)=-(9-6-3)=-0=0

Dado que f(—1) = 0y f(3) = 0, y f(x) es continua y derivable en (—1, 3), se cumplen las hipotesis del teorema
de Rolle. Calculamos la derivada de f(x) en este intervalo:

flx)=-2x+2

Igualamos a cero para encontrar el punto critico:

-2x+2=0
2x=2
x=1

Por lo tanto, en el intervalo [—1, 3], el punto en el que la recta tangente a la curva es paralela al eje X es x = 1.

7. Representacion grafica. Para ver las graficas usa
PhotoMath, GeoGebra, WolphramAlpha o Google:

Ejercicio 7.1

3
2x2-2

intervalos de crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos relativos.

Dibuja la gréafica de f(x) = estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte con los ejes, asintotas,

Dominio

La funcion f(x) = 2;;3_2 esta definida siempre que el denominador no sea cero:
262 —=2#0
202 =1)#0

X2=1%40



x—-Dx+1D#0
Por lo tanto, el dominio de la funcion es:

Dy =R\ {-1,1}
Simetrias

Para comprobar si la funcién es par, impar o ninguna, evaluamos f(—x):

B (_x)3 3 _x3 _
A Tave e T A

Dado que f(—x) = —f(x), la funcion es impar y tiene simetria respecto al origen.

Puntos de corte con los ejes

Para encontrar los puntos de corte con el eje Y, evaluamos f(0):

03
0)=——=0
() 07 —2
Por lo tanto, el punto de corte con el eje Y es (0, 0).

Para encontrar los puntos de corte con el eje X, resolvemos f(x) = 0:

3

X
e _7 "
El numerador debe ser cero:
x> =0
x=0

Por lo tanto, el punto de corte con el eje X es (0, 0).

Asintotas
Asintotas verticales:

Las asintotas verticales ocurren donde el denominador es cero y el numerador no es cero. Evaluamos
2x2 —=2=0:

26> =1)=0
¥ -1=0
x ==+l
Por lo tanto, hay asintotas verticalesenx = —1 yx = 1.

Asintotas horizontales:

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:



lim /) = lim —=— = lim ——— = 275 =

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):
3
b
X)) = —
Jx) 2 2
Usamos la regla del cociente:

_ (Bx?)(2x%? —2) — x3(4x) _ ox* — 6x% — 4x* 2x* — 6x?

f (2x2 = 2)? (2x? = 2)? - (2x? —=2)?
Simplificamos:
on 2x%2(x? = 3)
I =0 2y

Igualamos f/(x) a cero para encontrar los puntos criticos:
2:*(x* =3)=0

(x*=3)=0

Determinamos los intervalos de crecimiento y decrecimiento evaluando el signo de f/(x) en los intervalos
determinados por los puntos criticos y las asintotas verticales:

« Parax € (=00, —/3), f'(x) es positivo, por lo tanto, f(x) esta creciendo.

« Parax € (—+/3,—1), f'(x) es negativo, por lo tanto, f(x) esta decreciendo.
« Parax € (—1,0),f’(x) es positivo, por lo tanto, f(x) esta creciendo.

« Parax € (0, 1), f’(x) es negativo, por lo tanto, f(x) esta decreciendo.

« Parax € (1,4/3), f'(x) es positivo, por lo tanto, f(x) esta creciendo.

« Parax € (v/3, ), f'(x) es negativo, por lo tanto, f(x) esta decreciendo.

Maximos y minimos relativos
Los puntos criticos encontrados son x = 0y x = +4/3:

« Enx = —4/3, f/(x) cambia de positivo a negativo, por lo tanto, f(x) tiene un maximo relativo en x = —+/3.
« Enx = 0,f’(x) cambia de negativo a positivo, por lo tanto, f(x) tiene un minimo relativo en x = 0.
« Enx = 4/3, f’(x) cambia de positivo a negativo, por lo tanto, f(x) tiene un maximo relativo en x = /3.

Resumen del analisis

« Dominio: R \ {—1,1}
» Simetria: Funcion impar



« Puntos de corte con los ejes: (0, 0)

« Asintotas verticales: x = —1 yx =1

» Asintotas horizontales: Ninguna

« Intervalos de crecimiento: (—o0, —v/3), (—1,0), (1, v/3)
« Intervalos de decrecimiento: (—4/3, —1), (0, 1), (+/3, o0)
o Maximos relativos: x = i\/?_a

« Minimos relativos: x = 0

A continuacion, se muestra la grafica de f(x):

Ejercicio 7.2

. Ly x345x2
Halla las asintotas de la funcion f(x) = —
Asintotas verticales

Las asintotas verticales se encuentran donde el denominador es cero y el numerador no es cero:
¥ —-1=0

x-Dx+1)=0

Por lo tanto, las asintotas verticales estanenx = 1 yx = —1.

Asintotas horizontales

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

3 2
lim f(r) = lim =2 = lim 22 o
X—00 x—o00 x2 —1 X—00 l_Lz

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales.

Asintotas oblicuas

Para encontrar las asintotas oblicuas, evaluamos el limite de f(x) dividido por x cuando x tiende a infinito:

. X x4 5x? . x> 4 5x
Iim — = lim ——— = llm — =1
xoo0 X X—00 x(x2 -1 x—oo x2 —1

Esto sugiere que hay una asintota oblicua de la forma y = x + m. Para encontrar m, calculamos:

. . x>+ 5x? CoxX 5 —xxr -1 . PSP +x . 5x%4x
m= lim (f(x) —x) = lim | ————— —x ] = lim = lim = lim ———
X—00 X—00 x2 -1 X—00 x2 -1 X—00 x2 -1 x—o0o x2 —1
. 5+
m = lim =5
x—>00 | — 1
x2

Por lo tanto, la asintota oblicuaes y = x + 5.



Resumen de las asintotas

+ Asintotas verticales: x = 1yx = —1
» Asintotas horizontales: Ninguna
« Asintota oblicua: y = x + 5

Ejercicio 7.3

Representa graficamente la funcion £(x) = In(1 + x?) calculando dominio, simetria, puntos de corte con los ejes,
asintotas, intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de
inflexion.

Dominio

El dominio de f(x) = In(1 + x?) es todo R, ya que 1 4+ x> > 0 para todo x.
Simetria

La funcion f(x) = In(1 4+ x?) es una funcion par porque f(—x) = f(x).
Puntos de corte con los ejes

Para el corte con el eje Y, evaluamos f(0):
£(0) =In(1 4+ 0*) =1In(1) =0

Por lo tanto, el punto de corte con el eje Y es (0, 0). La funcién no corta el eje X ya que In(1 + x%) > 0 para
todo x # 0.

Asintotas

No hay asintotas verticales ni horizontales. La funcion tiende a infinito cuando x tiende a infinito.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):

2x
1 4 x2

') =
La derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, por lo tanto:

» f(x) esta decreciendo en (—o0, 0)
+ f(x) esta creciendo en (0, o)

Maximos y minimos relativos
El Unico punto critico es x = 0, que es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexion

Calculamos la segunda derivada de f(x):



2(1 +x%) —2x - 2x _ 2 —2x? _ 2(1 — x?)
(1 +x2)2 (1422 (1 4x2)2

[ =

La segunda derivada es positiva cuando |x| < 1 y negativa cuando |x| > 1, por lo tanto, hay puntos de inflexion
enx = +1.

Ejercicio 7.4

32
1—x2

crecimiento y decrecimiento y maximos y minimos relativos.

Representa graficamente la funcion f(x) = calculando dominio, simetria, asintotas, intervalos de

Dominio

2

El dominio de f(x) = 1ix2 estodo R \ {+1}, ya que el denominador no puede ser cero.

Simetria

2
1—x2

La funcion f(x) = es una funcién par porque f(—x) = f(x).

Asintotas verticales
Las asintotas verticales se encuentran donde el denominador es cero:
1-x*=0
x ==l
Por lo tanto, hay asintotas verticalesenx = 1 yx = —1.
Asintotas horizontales

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

2

lim f(x) = lim =-1

X—00 x—oo | —x2
Por lo tanto, hay una asintota horizontalen y = —1.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Calculamos la derivada de f(x):

, @x)(1 —x?) —x*(=2x)  2x—2x3 4+ 2x3 2x
f)= 2\2 = N 22
(1-7) (1-2%) (1-7)

La derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, por lo tanto:

» f(x) esta decreciendo en (—o0, 0)
» f(x) esta creciendo en (0, o)

Maximos y minimos relativos

El Unico punto critico es x = 0, que es un minimo relativo.



Curvatura y puntos de inflexién

Calculamos la segunda derivada de f(x):

£ = 2(1 —x%) —2x - 2x _ 2 —2x? 21 —x%)
o (=x1)2 (1= (1-x2)?

La segunda derivada es positiva cuando |x| < 1 y negativa cuando |x| > 1, por lo tanto, hay puntos de inflexién
enx = +x1.

Ejercicio 7.5

—2x3-1
X2

intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

Representa graficamente la funcion f(x) = calculando dominio, asintotas, puntos de corte con los ejes,

Dominio

-1
2

El dominio de f(x) = i es todo R \ {0}, ya que el denominador no puede ser cero.
Asintotas verticales
Las asintotas verticales se encuentran donde el denominador es cero:
x=0
Por lo tanto, hay una asintota vertical en x = 0.

Asintotas horizontales

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

—943 _
lim f() = lim =21 = _o
X— 00 xX—00 x2

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales.
Puntos de corte con los ejes

Para encontrar los puntos de corte con el eje Y, evaluamos f(0), pero f(0) no esta definido. La funcién no corta
el eje X ya que el numerador no puede ser cero cuando el denominador no es cero.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):

_ (—6x2)(x?) — (=2x3 — 1)(2x) _ —6x* —2x +2x —6x* —2x° + 2x

VC)) (x2)2 x* - x4

Simplificamos:

—6x3 = 2% +2
reN
[ = 3

La derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, por lo tanto:



+ f(x) esta decreciendo en (—o0, 0)
 f(x) esta creciendo en (0, co0)

Maximos y minimos relativos

El Gnico punto critico es x = 0, que es un minimo relativo.

Curvatura y puntos de inflexién

Calculamos la segunda derivada de f(x):

(—12x%)(x?) — (—6x3 — 2x?)(2x) _ —12x* 4+ 12x* + 423 43

(xz )2 x4 x4

f"x) =

X
La segunda derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, por lo tanto, hay puntos de inflexion en
x=0.

Ejercicio 7.6

Representa graficamente la funcién f(x) = x + e~ calculando dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

Dominio

El dominio de f(x) = x + ¢~ es todo R.

Asintotas

No hay asintotas verticales ni horizontales para esta funcion.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):
fly=1-¢

Igualamos a cero para encontrar los puntos criticos:

La derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, por lo tanto:

» f(x) esta decreciendo en (—o0, 0)
» f(x) esta creciendo en (0, o)

Maximos y minimos relativos

El punto critico x = 0 es un minimo relativo. Evaluamos f(0):

fO=0+e" =1



Por lo tanto, el minimo relativo es en (0, 1).

Curvatura y puntos de inflexién

Calculamos la segunda derivada de f(x):
') =e™
La segunda derivada es siempre positiva, lo que indica que la funcién es concava hacia arriba en todo su dominio
y no hay puntos de inflexion.
Ejercicio 7.7

x3—1 - . .
= calculando dominio, asintotas, puntos de corte con los ejes,

intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos, curvatura y puntos de inflexion.

Representa graficamente la funcion f(x) =

Dominio

X

El dominio de f(x) =

3_
le estodo R \ {0}, ya que el denominador no puede ser cero.

Asintotas verticales
Las asintotas verticales se encuentran donde el denominador es cero:
x=0
Por lo tanto, hay una asintota vertical en x = 0.
Asintotas horizontales
Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

XS—

lim f(x) = lim

X—00 x—o0 X

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales.

Puntos de corte con los ejes

Para encontrar los puntos de corte con el eje Y, evaluamos f(1):

1? -1

f) = =0

Por lo tanto, el punto de corte con el eje Y es (1, 0). La funcién no corta el eje X ya que el numerador no puede
ser cero cuando el denominador no es cero.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):

Bx)(?) — (6 = DQ2x)  3x* =2t +2x  x* 4+ 2

(xz )2 x4 x4

)=



Simplificamos:

S ) 2
f’(x)=¥=1+—3
X X

La derivada es positiva para x > 0 y negativa para x < 0, por lo tanto:

» f(x) esta decreciendo en (—o0, 0)
» f(x) esta creciendo en (0, )

Maximos y minimos relativos
El Gnico punto critico es x = 0, que no es un maximo ni un minimo ya que no pertenece al dominio de la funcion.

Curvatura y puntos de inflexion

Calculamos la segunda derivada de f(x):

6x?(x?) =20 = 1D(2) 6t -4k —1)  6x* —4x’ +4
(x2)2 - x4 - x4

[ =

Simplificamos:
fw=6-te 2
x  x?

La segunda derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, lo que indica que hay puntos de
inflexion en x = 0.

Ejercicio 7.8

2
. . 7 rr X . . . . ’ . ’ .
Dibuja la gréfica de f(x) = 97 estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte con los ejes, asintotas, intervalos
de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos.

Dominio

El dominio de f(x) = %2 estodo R \ {0}, ya que el denominador no puede ser cero.
Simetria

La funcion f(x) = exTZ no es ni par ni impar.

Puntos de corte con los ejes

Para encontrar los puntos de corte con el eje Y, evaluamos f(1):

2
el

f(1)=T=€

Por lo tanto, el punto de corte con el eje Y es (1, ). La funcion no corta el eje X ya que el numerador no puede
ser cero cuando el denominador no es cero.

Asintotas verticales



Las asintotas verticales se encuentran donde el denominador es cero:
x=0

Por lo tanto, hay una asintota vertical en x = 0.

Asintotas horizontales

No hay asintotas horizontales ya que el limite de f(x) cuando x tiende a infinito es infinito.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Calculamos la derivada de f(x):

o) = 2xe’ x — e _ 2x2er —e* _ e’cz(Zx2 -1
B x2 B x2 B x2

La derivada es positiva para x > 4/0.5 y negativa para x < 4/0.5, por lo tanto:

» f(x) esta decreciendo en (—oo, 4/0.5)
+ f(x) esta creciendo en (+/0.5, c0)

Maximos y minimos relativos

El Gnico punto critico es x = 0, que no pertenece al dominio de la funcion.

Curvatura y puntos de inflexién
Calculamos la segunda derivada de f(x):

4x3e* — 6xe*
" _
I = S

La segunda derivada es positiva cuando x > 0 y negativa cuando x < 0, lo que indica que hay puntos de
inflexion en x = 0.

Ejercicio 7.9

2
In(x2)

intervalos de crecimiento y decrecimiento, maximos y minimos relativos.

Dibuja la gréafica de f(x) = estudiando: dominio, simetrias, puntos de corte con los ejes, asintotas,

Dominio

2

El dominio de f(x) = —~— estodo R \ {0, +1}, ya que el denominador no puede ser cero y In(x*) debe estar

In(x2)
definido.
Simetria
La funcion f(x) = lnf;) es una funcion par porque f(—x) = f(x).

Puntos de corte con los ejes

Para encontrar los puntos de corte con el eje Y, evaluamos f(1) y f(—1):



2
= indefinido

1) =
f) ER

Por lo tanto, no hay puntos de corte con los ejes.

Asintotas

No hay asintotas verticales ya que el denominador no se hace infinito.

Para encontrar las asintotas horizontales, evaluamos el limite de f(x) cuando x tiende a infinito:

$2
lim f(x) = lim = 00
x—>oof( ) x—co In(x?)

Por lo tanto, no hay asintotas horizontales.

Intervalos de crecimiento y decrecimiento
Calculamos la derivada de f(x):

_ 2x)(In(x?)) — (x*)(3) _ 2InG?) =2 _ 2x(In(x?) — 1)

7e) (In(:2))? G2 (InG2))?

La derivada es positiva cuando x > 1 y negativa cuando x < 1, por lo tanto:

+ f(x) esta decreciendo en (—c0, 1)
» f(x) esta creciendo en (1, o)

Maximos y minimos relativos

El Unico punto critico es x = 1, que es un minimo relativo.

Resumen de la funcion

« Dominio: R \ {0, +1}

» Simetria: Funcion par

» Puntos de corte con los ejes: Ninguno
» Asintotas: Ninguna

« Intervalos de crecimiento: (1, co)

« Intervalos de decrecimiento: (—oo, 1)
» Maximos relativos: Ninguno

« Minimos relativos: x = 1

X2

In(x?)

Grafica de la funcion f(x) =

8. Integrales indefinidas

Ejercicio 8.1

/ex(2x —Ddx



Usamos integracion por partes. Seau = 2x — 1 ydv = e* dx.

/udv=uv—/vdu

/ex(Zx —Ddx=02x - 1De* - /ex(2) dx

Entonces, du = 2dxyv = e*.

=(2x - l)ex—2/exdx

=Q2x—1De* =2+ C

=e'2x-3)+C

Ejercicio 8.2

1
dx
/x2+3

Usamos la formula de la integral del arcotangente:

/;dx = l.'clrctzln(f) +C
a + x? a a

1 1 X
dx = —arctan| — | + C
/x2+3 V3 (\/§>

Aqui, @*> = 3 entonces a = 1/3:

Ejercicio 8.3

dx

[H5

Simplificamos la integral:

173 _ 1/5 _3/5 1/3 1/5 .3/5
/ﬁdﬁ/x_dx_ﬁ LA
3x 3x 3x

1/5
= l /)6_2/3 dx — 5—/x_2/5 dx
3 3

Usamos la formula de la integral de una potencia:

xn+l
/x"dx= +C
n+1

1 xl/3 51/5 X3/5+1
_§<1/3>_ 3 <3/5+1>

a8 (2
3 3 \ 85




n_ 375
38

51/5

1/3 8/5
- C
X 33 X7+

PRl

1/5

5
1/3 8/5
x4+ C
24

[
=

Ejercicio 8.4

/x 2x — 1dx

Usamos la sustituciéon u = 2x — 1.

Entonces, du = 2dxyx = “er—l

u+1 du
2x—ldx = - —
/x X x / 5 N 5

= %/(u+ Du'? du

1
=—/(u3/2+u1/2) du
4

172 sp 23/2)
= (2w + 2 c
4<5” T3

1/2 2

= (201" _2_13/2) C

4<5(x A

= La-pre Lov-24c
10 6

Ejercicio 8.5

/x2 In x dx

Usamos integracion por partes. Sea u = Inx y dv = x? dx.

/udv=uv—/vdu
3 3
/lenxdx=lnx~x——/x—-ldx
3 3 x

3
=x;nx—%/x2dx

31 1 3
=X HX__.X_+C

3
%dxyv= .

Entonces, du = 3




Xlnx X
= - —+4+C
3 9

X(nx — %)
=3 +C

Ejercicio 8.6

/ 2x — 1 I
X3+ 2x2 +x

Primero factorizamos el denominador:

X+ 2% +x=x(% +2x+ 1) = x(x+ 1)°

Ty —
/x_ldx
x(x + 1)2

Podemos descomponer en fracciones parciales:

Entonces, tenemos:

2x —1 A B C

— == +
xx+D? x  x+1  (x+1)2

Multiplicamos ambos lados por el denominador comun x(x + 1)2:
2x—1=A(+1)* + Bx(x + 1) + Cx
Expandiendo y agrupando términos:
2x—1=A0* +2x+ 1)+ Bx* + Bx + Cx
2x — 1 = Ax* + 2Ax + A + Bx* + Bx + Cx
xX—1=A+Bx*+QRA+B+Ox+A
Igualamos coeficientes:

1.A+B=0
2.2A+B+C=2
3. A=-1

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1.A+B=0 = B=-A=1
22A+B+C=2 = 2(-D)+1+C=2 = -2+1+C=2 = C=3
3. A=-1

Entonces:

2x—1 -1 1 3

—_— = + +
x(x + 1)2 x  x+1  (x+1)?

Ahora integramos cada término por separado:



2x — 1 -1 1 3
———dx = — + + dx
x(x + 1)2 x  x+1  (x+1)72

3
=—Injx|+Injx+1|—-——+C
x+1

Ejercicio 8.7

Usamos la sustitucion u = x2 + 9.

Entonces, du = 2xdx y xdx = %.

X 1 1
—dx=/—-—du
/\/x2+9 2 Au

1
= —/u_l/z du
2

Usamos la férmula de la integral de una potencia:

1 ul/Z
== —+C
2112
= Ji+C

Sustituimos u# de nuevo:

Ejercicio 8.8

Usamos la formula de la integral del arcotangente:

1 1
/ dx = —arctan(£> +C
a + x? a a

Aqui,a*> =4 -9 entoncesa =2 -3 = 6:

1 1 X
d - — t <_)+('
/ 5 X arctan

Ejercicio 8.9
/ VX + VX2
——dx
,/XS

Simplificamos la integral:



12 2/3
X+ _ 2, -6
/ XST dx = / (x +x ) dx

Usamos la férmula de la integral de una potencia:

n+1
/x dx =

+
/zdx+/ =76 dx

x—l x—1/6

+C

==+ +C
-1 =16
1 —-1/6
=—— -4 C
X
1 1
=———6y/—+C
X X

Ejercicio 8.10

Usamos la sustitucion 4 = x — 3.

Entonces, du = dxyx = u + 3.
/2x x—3dx=/2(u+3)\/ﬁdu
=/2(u\/ﬁ+3\/ﬁ)du
=g/w”+3w%du

u5/2 u3/2
=2 —=+3- +C
< 5/2 3/2 )

5/2
=2 (_2u5 +2u3/2> +C

4u5/2

+4’? + C

Sustituimos u de nuevo:

A(x — 52
=—97§L—+4u—3fﬂ+c

Ejercicio 8.11

/(3x + 5)cosxdx



Usamos integracion por partes. Seau = 3x + 5 y dv = cos x dx.

/udv=uv—/vdu

/(3x+5)cosxdx=(3x+5)sinx—/sinx~3dx

Entonces, du = 3dxyv = sinx.

= 3x+5)sinx—3 /sinxdx
=Bx+5)sinx+3cosx+ C

Ejercicio 8.12

/x2+2x+4
— dx
X2 +5x+4

Simplificamos el denominador:
X +5x+4 =0+ Dx+4)
Usamos fracciones parciales:

X2 4+2x+4 A B

= +
x+Dx+4 x+1 x+4

Multiplicamos ambos lados por el denominador comin (x + 1)(x + 4):
X +2x+4=Ax+4)+Bx+ 1)
X +2x+4=Ax+4A+Bx+B
x> +2x+4=(A+B)x+ @A +B)
Igualamos coeficientes:

1. A+B=1
2. 4A+B=4

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1.A+B=1
2. 4A+B=4

Restamos la primera ecuacién de la segunda:
4A+B-A+B)=4-1
3A=3 = A=1
Sustituimos A en la primera ecuacion:

1+4B=1 — B=0



Entonces:

X2 +2x+4 1 + 3
(x+Dx+4) x+1 x+4

1 3
d d.
/x+1 x+/x+4 o

=Injx+1|+3Injx+4|+C

Integrando cada término:

Ejercicio 8.13

/ 55 sinx dx

Usamos la sustituciéon u = cos x.

Entonces, du = —sinxdx y —du = sin x dx.

/5°°”sinxdx= —/5” du

Usamos la formula de la integral de una potencia:

/a”du= a +C
Ina

=—/5”du

Sustituimos u de nuevo:

Ejercicio 8.14

Usamos la sustitucion u = 1 — 9x2.

Entonces, du = —18xdxy —%du = xdx.
1
V1 =92 Vi
1
= T w2 du

Usamos la férmula de la integral de una potencia:



Ejercicio 8.15

/xlnxdx

Usamos integracion por partes. Seau = Inx y dv = x dx.

/udv=uv—/vdu

2 2
/xlnxdx=lnx-x——/x—~—dx
2 2 Xx

2]
=X nx—l/xdx
2 2

Entonces, du = —dxyv = 5

2

x*(Inx — %)
- - +
2

C

Ejercicio 8.16
/ dx
V1 —4x?
Usamos la sustitucion u = 2x.

Entonces, du = 2dx y dx = %.

/szi
N VI- 2



1 / du
2 V1 — 2
Usamos la formula de la integral del arco seno:
du .
/— = arcsinu + C
V1=u?
Entonces:

1
= —arcsinu + C
> inu

Sustituimos u de nuevo:

%arcsin(Zx) +C

Ejercicio 8.17

/ xe” dx

Usamos integracion por partes. Seau = x y dv = e* dx.

/udv=uv—/vdu
/xexdxzxex—/exdx

=xe'—e"'+C

Entonces, du = dxyv = e*.

=ex-1D+C

Ejercicio 8.18

Entonces:

/xdx—/4dx+18

:%—4x+181n|x+3|+C




Ejercicio 8.19

Usamos la sustitucion u = x2 + 9.

Entonces, du = 2xdx y xdx = %

1
= —/u‘m du
2

Usamos la formula de la integral de una potencia:

Sustituimos u# de nuevo:

Ejercicio 8.20

/—\/)_H_de

Simplificamos la integral:

/—\/)?\-/I-x_j/x_z dx = / (x_2 +x7"0) dx

Usamos la formula de la integral de una potencia:

n+l
/x dx =

+
/ 2w+/'wﬂu

x—l .X_1/6

+C

="+ +C
1" =1/6
1 —-1/6
=———6x 4 C
X

Ejercicio 8.21



/x2 Inx dx

Usamos integracion por partes. Seau = Inxy dv = x2 dx.

/udv=uv—/vdu

3 3 1
/lenxdlenx-x——/x—-—dx
3 3 x

3
:xlnx_l/ 2 gy
3 3

31 1 3
X nx__.x_+c

Entonces, du = —~dxyv = 3

X(nx — %)
3

x
dx
/x2—1

+C

Ejercicio 8.22

Usamos la sustitucion u = x2 — 1.
Entonces, du = 2xdx y xdx = %
du

X 2

dx = -

/xz—lx/u
du

2 u

Usamos la férmula de la integral del logaritmo natural:
du
/ — =Inju|+C
u

Entonces:
= lln lul + C
2

Sustituimos u de nuevo:

—lmw—u+c

2

Ejercicio 8.23



/ xe " dx

Usamos integracion por partes. Seau = xy dv = e * dx.

/udv=uv—/vdu
/xe_x dx = —xe™ ™ — /—e‘x dx
= —xe " + /e_x dx

X

=—xe f*—e*+C

Entonces, du = dxyv = —e™".

=—-e'x+1)+C
Ejercicio 8.24
2 +x+6
—dx
x=2
Dividimos el numerador por el denominador:

X2 +x+6 434 12
x—=2 B x—2

/x—+x+6dx—/(x+3+—)dx
1
/xa’x+/3dx+12/ dx
x—2

=%+3x+121n|x—2|+C

Entonces:

Ejercicio 8.25

/ 25X cos x dx

Usamos la sustitucién u# = sin x.

Entonces, du = cos x dx.

/ZSinxcosxdx= /2" du

Usamos la formula de la integral de una potencia:

/a”duz a +C
Ina




Entonces:

2M
In2

+C

Sustituimos u de nuevo:

2sin X
= +C
In2

Ejercicio 8.26

et
V1 —=9x?

Usamos la sustitucion u = 1 — 9x2.

Entonces, du = —18xdx y xdx = —‘11—;‘.

N _du
—dx:/i
/\/1—9)62 Vu

1
=——/u_1/2du
18

Usamos la formula de la integral de una potencia:

Ejercicio 8.27

/xlnxdx

Usamos integracion por partes. Seau = Inx y dv = x dx.

/udv=uv—/vdu

x2

Entonces, du = % dxyv= =

2 2
/xlnxdx=lnx-x——/x—~
2 2

1
—dx
X



Ejercicio 8.28

/ dx
Vix+2
Usamos la sustitucion u = 5x + 2.

Entonces, du = S5dx y dx = %.

du
[ w=

= l/u_”2 du
5

Usamos la formula de la integral de una potencia:

Ejercicio 8.29

/ex sin x dx

Usamos integracion por partes dos veces. Sea u = e¢* y dv = sin x dx.

/udv=uv—/vdu
/exsinxdxz—excosx—/—excosxdx

Entonces, du = e* dxy v = —cos x.



= —e“cosx + /excosxdx

Ahora usamos integracion por partes de nuevo en / e*cosxdx.Seau = e* ydv = cosxdx.

/excosxdxzexsinx—/exsinxdx

/e"sinxa’x=—excosx+exsinx—/exsinxdx

Entonces, du = e* dxy v = sinx.

Sumamos / e”* sin x dx a ambos lados:

2/e"sinxdx= —e*cosx + €' sinx

X X o1
. —e" COSX + e*sinx
/e"smxdxz > +C

e*(sinx — cos x
( ) +C

Ejercicio 8.30

X2 -x+6 18
=x—-4+
x+3 x+3
Entonces:
/:_:ﬁiédri/@ 4
/&dbi/4&+18
x2
:—5—4x+lﬂnu+3h+c
Ejercicio 8.31

Usamos la sustitucion u = x2 + 9.

Entonces, du = 2xdx y xdx = %.



Usamos la férmula de la integral de una potencia:

n+1
1 42
= +C
2 112

Sustituimos u de nuevo:

Ejercicio 8.32

X

/\/)'c+\3/x_2d

Simplificamos la integral:

/—\/;Jx_j/x_z dx = / (x_2 +x_7/6) dx

Usamos la formula de la integral de una potencia:

n+l
/x dx =

+
/ 2w+/awﬂu

+C

1 —1/6

X X
= —+ +C
-1 -1/6
1 —1/6
=——-6 +C
X
1 1
=———6¢/=—+C
X X

Ejercicio 8.33

/x2 Inxdx

Usamos integracion por partes. Sea u = Inx y dv = x? dx.

/udv=uv—/vdu

Entonces, du = —dxyv = =-.



= -—.2%C
3 3 3 +
Xlnx X
= - —+4+C
3 9
HPnx-1)
= +C

Ejercicio 8.34

Usamos la sustitucion u = x2 — 4.

Entonces, du = 2xdxy xdx = %.

; du
e
x> —4 u

1 du

2 u

Usamos la formula de la integral del logaritmo natural:

/d—u=ln|u|+C
u

Entonces:
= lln |u| + C
2
Sustituimos u de nuevo:
—lmw 4 +C
2
Ejercicio 8.35
/(3x + 5)cosxdx

Usamos integracion por partes. Sea u = 3x + 5 y dv = cos x dx.

/udv=uv—/vdu

Entonces, du = 3dxyv = sinx.



/(3x+5)cosxdx=(3x+5)sinx—/sinx~3dx

= B3x+5)sinx -3 /sinxdx
= (Bx+5)sinx+3cosx+ C

Ejercicio 8.36
/ X +2x+4
—dx
X2 +5x+4
Simplificamos el denominador:
X+ 5x+4=@+Dx+4)

Usamos fracciones parciales:

X2 4+2x+4 _ A + B
x+Dx+4) x+1 x+4

Multiplicamos ambos lados por el denominador comdn (x + 1)(x + 4):
X +2x+4=Ax+4) +Bx+1)
x* +2x+4=Ax+4A+Bx+B
x> +2x+4=(A+Bx+ (4A +B)
Igualamos coeficientes:

1.A+B=1
2. 4A+B=4

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1. A+B=1
2. 4A+B =4

Restamos la primera ecuacién de la segunda:
4A+B-A+B)=4-1
3A=3 = A=1
Sustituimos A en la primera ecuacion:
1+B=1 = B=0
Entonces:

X2 +2x+4 1 + 3
x+Dx+4) x+1 x+4

Integrando cada término:



dx

/ I dx+/ 3
x+1 x+4

=Injx+1|+3In|x+4|+C
Ejercicio 8.37
/ _ &
\/1 —9x4
Usamos la sustitucion u = 1 — 9x*.

du
—36x3 °

Entonces, du = —36x> dx y dx =

Sin embargo, esta sustitucion es complicada de manejar directamente, entonces en su lugar, usemos una
sustitucion mas directa.

Usamos la sustitucion u = 9x*.

Entonces, du = 36x> dxy xdx = Z_g-
/ 8x 8 du
——dx=— | —
V1 —9x? 36 \/1-u
_ z du
9 V1—u
Usamos la sustituciéon v = 1 — u, entonces dv = —du:
_ g —dv
=5 —\/‘7
2 -112
= —— d
5 /v v

2 172

_ Y ic
9 172
2

_—6 2\/\7+C

Ejercicio 8.38

Usamos la sustitucion u = x — 1.



Entonces,du = dxyx=u+ 1.

/x x—ldx=/(u+l)\/ﬁdu
=/(u3/2 +u1/2)du

Usamos la formula de la integral de una potencia:

Sustituimos u de nuevo:
2 2
=§@—n”+§@—n”+c

Ejercicio 8.39

dx

/\/;—3g+2x2

Simplificamos la integral:

12 2

x7 —=3x+2x _ _ -

/ 7 dx = /(x”2 3 _3x!=13 4 2x2713y gx
X

— /(x1/6 _ 3x2/3 + 2x5/3)dx

Usamos la férmula de la integral de una potencia:

n+1
/x”dxzx +C
n+1

x7/6 x5/3 x8/3

= —3. 2.
7/6 5/3 * 8/3 +C

gx7/6 _ §x5/3 + gx8/3 +C

gxwa _ %xsn n %XSB s

/xsinxdx

Usamos integracion por partes. Seau = x y dv = sinx dx.

Ejercicio 8.40



Entonces, du = dxy v = — cos x.

/udv=uv—/vdu
/xsinxdx=—xcosx+/cosxdx

= —xcosx+sinx+ C

Ejercicio 8.41
/ dx
X2 +2x+2

X 4+2x+2=(x+1)>+1

Completamos el cuadrado en el denominador:

Usamos la férmula de la integral del arcotangente:

1 1
/—dx = —arctan(£> +C
a + x? a a

/ dx / 1
—_— = —dx
(x+1)2+1 1+ (x+ 1)2

=arctan(x+ 1)+ C

Aqui,a=1lyx=x+1:

Ejercicio 8.42

Inx
/ — dx
3
Usamos la sustituciéon u = In x.

Entonces, du = % dxydx = xdu.

Inx u
/x—3dx=/x—2du
u
= du
/eZM
/ue‘z" du

Usamos integracion por partes. Sea v = uy dv = e~ 2" du.

Pero, x = ¢" entonces x? = e2":

Usamos la formula de la integral de una potencia:

Entonces, du = duyv = —2e 2,

1
2



= ——ue —e My C
1 1 11
=M e Ty te
Inx 1
- X Lic
2x2 4x2

Ejercicio 8.43

Simplificamos el denominador:
¥ - =x*x-1)
Entonces, tenemos:

3x-2 A B C

C2o-1) x 2 x-1

Multiplicamos ambos lados por el denominador comun x%(x — 1):
3x—2=Ax(x— 1)+ B(x = 1) + Cx*
Expandiendo y agrupando términos:
3x =2 =Ax> —Ax+ Bx — B+ Cx’
3x-2=A+Ox* +B—-Ax-B

Igualamos coeficientes:

1.A+C=0
2. B-A=3
3. -B=-2

Resolviendo el sistema de ecuaciones:

1. De —B = —2, obtenemos B = 2.
2. De B — A = 3, sustituimos B y obtenemos2 —A =3 — A = —1.
3. De A + C = 0, sustituimos A y obtenemos -1+ C=0 = C=1.

Entonces, tenemos:

3x-2 -1 2 1

It — +
x2(x—-1) x  x2 x-1

Ahora integramos cada término por separado:

3x—2 -1 2 1
= | (Z=+=+ )d
/x3—x2 * /(x x2 x-1 o




=—/ldx+2/idx+/ I dx
X x2 x—1

=2 tmpx—1]4C
X



