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Bloque I: Alxebra Lineal
Unidade 1. Matrices.

NOTAS PREVIAS: Esta unidade serve de introduccion do bloque de alxebra. Non hai
moito que memorizar, son definicions basicas para saber do que imos falar nas
proximas 4 unidades.

Contidos importantes de cara ds PAU son os tipos de matrices, e ter claras as
operacions con elas coas suas propiedades, ainda que esto sera facil de dominar coa
cantidade de exercicios que faremos no curso.

TEORIA: Ainda que os Ultimos anos a teoria céntrase no bloque de anélise,
apareceron como preguntas tedricas no 2001 as propiedades do produto de matrices,
no 2002 a definicion do produto, e cuestions teorico-practicas sobre as dimensions
nun produto de matrices.

1.1 Definicion de matriz de orde mxn. Igualdade de matrices.

Unha matriz de orde (ou dimension) mxn é unha disposicidon de nimeros
agrupados en m filas e n columnas. Dendtase como A,

2
2
Exemplo1.1.1: A = 3 | —> Estamatriz ten 3 filas e 2 columnas (diremos que é de orde 3x2).

: 1
3

En xeral unha matriz mxn dendtase da seguinte forma:

a;; Az - Qg
az; Qpz; Azn
Amsn = (aij)mxn = : - :
An1  Am2 Amn
; 1
No exemplo 1.1.1, 0s elementos serian a;; = 3, ay; = 1, az; = =3, a1 = 2,0y, = a3, = —

§ )
Duas matrices son iguais se tefien a mesma orde e os mesmos elementos
(aj = bij, Vi,j).

2 =1 x)eB=(2 -1 0>sexaniuais
-2 3 4 - G

Exemplo 1.1.2: Calcula x e y para que as matrices A = ( 2y 4

SOL: Igualando termo a termo obtemos x =0ey =3
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1.2 Tipos de matrices: fila, columna, rectangular, cadrada, diagonal,
triangular, nula, identidade ou unidade, trasposta, simétrica e
antisimétrica.

Matriz fila: A que sé ten unha fila, Aixn. Exemplo1.2.1:A= (-2 0 3)

Matriz columna: Formada sé por unha columna Amxi. _

Matriz cadrada: ten tantas filas coma columnas (Anxn Seria matriz cadrada

Matriz rectangular: a que non é cadrada.

de orde n).

Para matrices cadradas:

Diagonal da matriz: Son os elementos ai, (o a1, az2, ...).

Matriz diagonal: A que ten tédolos elementos iguais a 0 agas os da diagonal.

son todos 1

Tamén para matrices cadradas:

Matriz triangular superior: Aquela na que todos os elementos situados por

debaixo da diagonal son 0. g 2
0[]0

Matriz triangular inferior: Aquela na que todos os elementos situados por enriba

da diagonal son 0
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Matriz trasposta: A trasposta dunha matriz é outra matriz que se obtén
cambiando as filas polas columnas. A matriz trasposta de A dendtase por At.

Se A=(aij)mxn €nton Af=(aji)nxm

3 2
2 3 1 -3
Exemplo 1.2.10: Sexa A = 3 | deorde3 x2; atraspostaéA' = (2 2 _1) de orde 2 X 3
e 3 3
3
Matriz simétrica: Matriz cadrada que coincide coa sua trasposta:
A=At(—> a,-l- = a]'i
3 5 3
Exemplo1.2.11: A=(5 2 1| ésimétrica (observar simetria respecto a diagonal, ou a;; = a]-l-)
316
a m n
Exemplo1.2.12: A = (m b v) é simétrica
n v c

Matriz antisimétrica: Matriz cadrada na que a sUa oposta coincide coa sua

trasposta: A=A —-a; =a;
Exemplo1.2.13: A= (% 7)éantisimétrica
-7 0
0 m n
Exemplo1.2.12:A=(-m 0 v | éantisimétrica
-n -v 0

NOTA: Nunha matriz antisimétrica a diagonal principal esta formada por ceros:

(Como aii = - aii a Unica posibilidade & aii = 0)

Exemplo 1.2.13: Toda matriz A pode descompofiierse como suma dunha matriz simétrica e outra

A+At A-A . 5 ., L
>t (necesitamos cofecer as operacions do 1.3 primeiro)

antisimétrica,da forma A =

Comprobamolo para a matriz A = (_1 2) :

1 3
3 1
A+at ("L g\ 4 [0 )\ i +At A-At
2 =\ 3 estmetrlca;T= 1 é antisimétrica, e verifican 2 + 2 =A
= — 0
2 3 2
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1.3. Operacions con matrices: suma e produto de matrices, produto
dunha matriz por un escalar. Propiedades.

1.3.1. Suma de matrices.

A suma de diias matrices Amxn € Bmxn € outra matriz Cmxn = (A+B)mxn Na que
cada elemento se obtén sumando os elementos que ocupan a mesma posicién en A
e en B, é dicir:

(), = (ay), ., + (by)  =(az+by)

NOTA: Para poder sumar duas matrices deben ter a mesma dimension, é dicir, nunca
se poden sumar matrices de distinta dimension.

Enténdese mellor cun exemplo:

Exemplo 1.3.1.1. Dadas A = ( 2 -1 4).3 = (_1 2

) obtemos elemento a elemento a suma:

-2 3 4 2 1 -3
_(2+ (1) -1+(D 4+2 )_ 1 -2 6
A+B_(—2+2 3+1 4+ (=3) ‘(o 4 1)

PROPIEDADES: Por facerse a suma elemento a elemento, as propiedades da suma
de matrices son as mesmas que as da suma de numeros reais, polo tanto son:

Conmutativa: A + B = B + A (non importa a orde)

Asociativa: A + (B + C) = (A + B) + C (da igual a orde en que sumemos varias
matrices)

Elemento neutro: A + (0) = A

NOTA: O elemento neutro é a matriz nula, a que ten todo ceros, dendétase como O
ou como (0).

Elemento oposto: A + (-A) = (0) (a matriz oposta de A é (-A) e obtense
cambiando de signo cada elemento de A).

Exemplo 1.3.1.2.Obter a matriz oposta de A = (_22 _31 2) e comprobalo:
. . . (-2 1 0
SOL: Amatriz opostade Aé — A = (+2 _3 _4).

2+ (-2 -1+1
Comprobamolo: A + (—A) = ( +(=2) + Ll ) = (0 0

0
—2+2 3+(-3) 4+(—4) 0 0 0)=(0)=Oc.q.d.
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1.3.2. Produto de matriz e escalar (niimero real e matriz).

O produto dun nimero real k por unha matriz A é outra matriz C = k‘A onde os
elementos obtéfiense multiplicando k polos elementos de A:

(€ = K (@), = (o),

Vexamos un par de exemplos:

2 -1 0

Exemplo 1.3.2.1.Dada A = (_2 3 4

) e os nimeros 2 e — 2 obtemos as matrices:

z-A=z-(_22 _31 g)z(z-z(.—zz) 2-2(-_31) ;:Z)=(_44 _62 g)

=2 G Wl ae nd=l e )

NOTA: Non se define a division dunha matriz por un escalar, pero podémola entender
como a multiplicacion da matriz pola fraccion correspondente:

Exemplo 1.3.2.2. Dividir A entre dous podémolo pensar como:

1 1 1
=.2 _.(_1) -0 1 -2 0
a1 (2 =1 0)_ 2 2 _ 2 ,
A= (_2 3 4)—<1.(_2) 1, ) ( a 2) (ver tamén Exemplo 1.2.13)
2 2

N | =
N |-
N[RN[R

PROPIEDADES: Igual que para a suma, mantense a analoxia coas propiedades do
produto de numeros reais:

Asociativa: (a-b)-A=a (b A)

Elemento unidade: 1 - A=A

Distributiva do produto dun niimero respecto da suma de matrices:
a-(A+B)=a-A+a'B
Distributiva do produto dunha suma de nimeros por unha matriz:

(a+b) - A=a - A+b-A

Exemplo 1.3.2.3.Comprobar a propiedade asociativa no produto (2-3) - A sendo A = (_22 _31 2)

Calculamos (2:3):A =6 ‘A= (_1122 Ig 204)

vo= °)=(12 -6 0)}EnefeCt0(2'3)'A=2'(3-A)c.q.d.
-6 9 12 —-12 18 24/°

SOL:
etaménZ-(3-A)=2-(
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1.3.3. Produto de matrices

NOTA: O produto de matrices é a operacion “madis interesante”, por ser dunha natureza
bastante diferente as anteriores. Por exemplo, unha das suas "“rarezas” con respecto as
operacions cofiecidas é que non é conmutativo, non é o mesmo en xeral A- B que B - A.

DEFINICION: O produto dunha matriz Amxn pola matriz Bnxp € outra matriz Cmxp
na que o elemento c; obtense multiplicando a fila i-ésima de A pola columna j-ésima

de B: Apsin " Busp = Coxp = (Cii)mxp

m
onde o elemento c;jobtense como c¢;; = Z Qi by =@y " byj+ag; by + -+ @y, b
k=1

PASOS PARA O CALCULO: Para facer o produto de dias matrices A e B:

19 - Primeiro debemos comprobar se é posible mirando as suas dimensions.
O numero de columnas de A debe coincidir con nimero de filas de B.
Se as dimensiéns son m x n * r x s, deben coincidir “os medios” n e r.

-1

= 4) (
eB=|1

0 2 )

1
2
-3

2

Exemplo 1.3.3.1. Dadas A = (_2

——
),asordesson2x3*3x2

e polo tanto podemos facer A-B

29 - Debemos saber a dimension do produto. Tera tantas filas como A e tantas
columnas como B.

Se as dimensiéons son m x n ¥ n x p, a orde do produto ven dada polos
extremos me p, m x p.

No exemplo anterior as ordes son 2x3+3x2 polo que a matriz produto A-B = C sera 2 X 2

39 - O primeiro elemento c11: obtense multiplicando a primeira fila de A pola
primeira columna de B como se indica na definicion.

C12
C22

C11

No produtoA-B =C = (021

), obtemos cq1 multiplicando a 12 fila de A pola 12 columna de B

= SN e {_1 1 "
A=(2 3 4>eB= a2 —’011=2'(—1)+(—1)-H1+m=5—>,4-3=(5 c12>
-2 0 2 —— G

4° - Multiplicando a fila correspondente (i) coa columna adecuada (j) imos
calculando o resto dos elementos cj;.

- ~ -1 1}
12 A=(2 -1 4)eB= 1 2} liciz=2-1+(-1)-2+4-(-3)=-12
L 2 E8)
2 1 a =t 1 Asi o produto queda
= || == = = = 2 = —
Cyq A (_2 i) 2) eB %; 5 —C21 6 A-B= (2 _182)
1 m
G A=(i ! i)eB: 1 2} |>cp=-8
92 0 2 2 =3)
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PROPIEDADES: Supofiiemos que as matrices as que se refiren as propiedades tefien
as dimensions adecuadas para que os productos sexan posibles:

Asociativa: (A - B)-C=A (B Q)

Elemento neutro: So ten sentido para matrices cadradas, o neutro para unha matriz
cadrada de orde m é a identidade deordem: A-I=1-A=A

Distributiva:
Pola esquerda: A(B + C) = AB + AC

Pola dereita: (B + C)A =BA + CA

O produto de dilas matrices, en xeral NON E CONMUTATIVO A-B=B-4

De feito, moitas veces poderemos facer A*B pero non B*A (supofiamos que A ten
orde 3x3 e B 3x2, podemos facer A*B, pero non B*A (seria 3x2*3x3))

. (2 -1 4 -1 1 .
Exemplo 1.3.3.5. Dadas as matrices A = (_2 0 2) eB = ( ) _3) comproba se é posible

o produto e se é conmutativo:
SOL:Aé2x3eBé2Xx2,polotanto non podemos facer o produto A- B,perosioB - A

B-Az(_4 1 —2)

10 -2 2

0 1
Exemplo 1.3.3.5. Dadas as matrices A = (_21 _01 (2)) eB = (—1 1 ) comproba se é posible

o produto e se é conmutativo:

SOL:Aé2x3eBé3X2,polotanto son posibles os dous produtos:

1 1 -1 0 2
A-B= ( ) B-A=|-3 1 2 | polotantononéconmutativo
0 =7 3 0 -6

NOTA: A division de matrices non esta definida. Si podemos falar de inversa, pero
non todas as matrices tefien inversa. Volveremos falar da inversa nas seguintes
unidades.

LIGAZONS DE INTERESE:

WIRIS - Completisima calculadora online, permite facer todo tipo de
operacions, tamén con matrices:

http://www.wiris.net/editorial-bruno/wiris/es/index. html

Outra calculadora online de matrices (inclie multiplicador en “Matrix multiplier”):

http://wims.unice.fr/wims/en _home.htm/
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1.4. Emprego das matrices como ferramentas para representar e
operar con datos tirados de taboas e graficos procedentes de
diferentes contextos. Aplicacion das operacions e das slas
propiedades na resolucion de problemas extraidos de contextos
reais.

NOTA: Este epigrafe da unidade ven incluido nos contidos da asignatura e polo tanto
é susceptible de aparecer nas PAU, pero nos ultimos 10 anos non puxeron ningun
problema relacionado. Mdstranse a continuacion algun exemplo no que se relacionan
matrices, taboas de datos e problemas reais. Cando tratemos os sistemas de
ecuaciéns veremos algun outro exemplo.

Exemplo 1.4.1. Unha empresa fabrica xoguetes de tres tipos diferentes T1, T2 e Ts.
Os prezos de custo de cada xoguete e os ingresos que obtén a empresa por cada
xoguete vendido vefien dados na seguinte taboa:

T, 15 T
Prezodecusto 4€ 6€ 9€
Ingreso 10€ 16€ 24€

O numero de vendas anuais é de 4500 xoguetes T1, 3500 xoguetes T> € 1500
xoguetes T3. Sabendo que a matriz de custos (C) e a matriz de ingresos (I) son
matrices diagonais e que a matriz de vendas anuais (V) é unha matriz fila.

a) Determina as matrices C, I e V

b) Obter, utilizando as matrices anteriores, a matriz de ingresos anuais e a matriz
de beneficios anuais correspondentes 06s tres tipos de xoguetes.

4 00
SOL: a)Escribimos a matriz de custos como unha mariz diagonal: C = <0 6 0)
0 09

10 0 O
Escribimos a matriz de ingresos como unha mariz diagonal: I = < 0 16 O )
0 0 24

Escribimos a matriz de vendas anuais como matriz fila:V = (4500 3500 1500)

b)Igresos anuais = n° unidades vendidas nun ano = ingresos por unidade
Amatriz de ingresos anuais seraenton I, =V -1 = (45000 56000 36000)
Razoando igual para os custos anuais C, =V -C = (18000 21000 13500)
NOTA: S6 se pode multiplicar V pola esquerda (1x3*3x3)

Beneficios = Ingresos — Custos: B,=1,—C,= (27000 35000 22500)

Terd 27000€ de beneficios anuais con xoguetes tipo T,; 35000€ con xoguetes do tipo T,

e 22500€ con xoguetes do tipo T,
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Exemplo 1.4.2. Unha compania de mobles fabrica butacas, mecedoras e cadeiras,
e cada unha delas de tres modelos E (econdmico), M (medio) e L (luxo). Cada mes
produce 20 modelos E, 15 M e 10 L de butacas, 12 E, 8 M e 5 L de mecedoras e 18
E, 20 M e 12 L de cadeiras. Representa a informacion nunha matriz e calcula a

produccion anual.

E M L
Butacas /2 1 1
SOL: Nun mes producese: Mecedoras(lg 85 50> =A
Cadeiras \18 20 12
E M L
Butacas /240 180 120
Nunano12-4 = Mecedoras<144 96 60 )
Cadeiras \216 240 144

Exemplo 1.4.3. Nun hospital hai catro pacientes diabéticos que tefien que recibir
dous tipos de insulina. As dosis diarias (en mg) que necesitan son:
Paciente
1 2 3 4

Insulina retardada1s 20 0 10
Insulinanormal 30 20 50 30

Os pacientes permanecen no hospital 8, 15, 12 y 25 dias respectivamente.
Determina, mediante un produto de matrices, que cantidade de insulina de cada

tipo precisarase para tratalos.

SOL: Amatriz das dosis diarias é: (ég ;8 500 ;8)

8

Amatriz dos dias de ingreso é : 112;

25

15 20 0 10)_ 185 =(670)

Obtemos a cantidade necesaria de insulina co produto: (30 20 50 30 12 1890
25
O multiplicar a fila de insulina retardada polos dias no hospital temos a cantidade de insulina

retardada, e sera o primeiro elemento da matriz produto. Razoando igual sabemos que

precisaremos 670 mg de insulina retardada e 1890 mg da normal.
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Bloque I: Alxebra Lineal
Unidade 2. Determinantes.

NOTAS PREVIAS: Continuamos introducindo outro dos conceptos basicos asociado as
matrices que empregaremos constantemente nos bloques I e II, o determinante.

Nas PAU aparece algun exercicio de aplicacion das propiedades dos determinates, e
dominar o seu calculo sera esencial en diferentes tipos de problemas (rangos,
sistemas, inversas...).

TEORIA: Ainda que os Ultimos anos a teoria céntrase no bloque de andlise, apareceu
como pregunta tedrica no ano 2001 as propiedades dos determinantes (s6
enuncialas).

2.1 Definicion de determinante. Calculo de determinantes de orde
2 e 3. Regra de Sarrus.

DEFINICION: Chamamoslle determinante dunha matriz cadrada A de orde 2
e o denotamos como det(A) ou |A| é niUmero:

a;; Qg a1 Qg2
A=( )<:> det (A) = |A| = |=a “Ay, — Ay A
Ay Gy 4) = 4] Ay ay 11 " Q22 12 " Q21

NOTA: E o resultado de multiplicar a diagonal “cara a dereita” menos a diagonal
“cara a esquerda”

3 2

Exemplo2.1.1: A = (_3 1

)—>det(A)=3-1—2-(—3)=3+6=9

Para o determinante de orde 3 é algo mais complicado, pero a Regra de Sarrus
permitenos lembrar a forma de facer o calculo:

Chamamoslle determinante dunha matriz cadrada A de orde 3 6 nimero:

a;; Qg3 Qi3
az1 QA Qz3
az; QAaz; Aazg

|A] = = A11032033 T Q12053031 + Q13021037 — A1303031 — A12021033 — Q11023033

Na practica, para o calculo lembraremos a Regra de Sarrus:
QG Q12 Qg3

a a;; Qi3 ajq am\":s a3 Qg 3
az1 azs az1 Qp; 3 a1 & az3 az1 a:/aas
azy Az 3 a az; azs az a ass

ah; a;z;; as
(sumamos as diagonais “cara a dereita” e restamos as diagonais “cara a esquerda”)

Ay 2 Qi3
1 Q2 Qz3

az; Qaz; O4s

A11 QAqp O3
Azz Qz3
azy ass

+ +

3 0 2
Exemplo2.1.2: Dada A=\ 1 2 1
=3 =z =i

det(A) =3-2-(—1)+0-1-(=3)+1-(-2)-2-2-2-(=3)—0-1-(=1) —3-1-(=2) =
=—6+0—-4+12+0+6=8

10
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2.2 Definicion de menor complementario e adxunto dun elemento.
Desenvolvemento dun determinante polos elementos dunha lina.

DEFINICION: Chdmase menor complementario dun elemento a; dunha matriz
0 valor do determinante que resulta de suprimir a fila i e a columna j:

3 0 2
Exemplo 2.2.1.Dada A = ( 1 2 1 ) o0 menor complementario do a,, sera:
-3 -2 -1
o 3 2
Tachamos a fila2eacolumna2:A=| 1 2 1 | equeda |_3 _1| =-3+6=3
-2

DEFINICION: Chamase adxunto dun elemento aj dunha matriz e denétase
como Ajj 6 menor complementario de aj; antepofiendo o signo “+” se i + j é par e
“-"se i + j é impar (multiplicar o menor por (-1)*))

NOTA: E fécil aprender os signos tendo en conta que van alternando:

+ - + J_’ ; J_“ J_r
Orde 2: |+ _| Orde3:|- + - Orde 4:
- + P + - + -
- + - +
3 0 2
ExemploZ.Z.Z.DadaA=<1 2 1>obtemosoadxuntodea22:
-3 -2 -1

(i+j=2+2=4par,logo o signo é+): A22=+|_33 _21|=3

DEFINICION: Chdmase matriz adxunta doutra dada & que se obtén de substituir
cada elemento ajj polo seu adxunto Aj;. Dendtase por Adx(A).

Exemplo 2.2.3.Dada A = ( i (2) i ) obtemos a adxunta Adx(A):
-3 -2 -1
A Az A |_22 _11| _|_13 _11| |_13 _22| 0 -2 4
Adx(A):(A21 Azz A23>= —|02 21| |33 _21| —|_33 _02| =(—4 3 6)
A3y Azy Asz _0 2_ _3 2 3 0 -4 -1 6
2 1 _|1 1 |1 2

11
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CALCULO DO DETERMINANTE DESENVOLVENDO POR UNHA LINA

NOTA: A seguinte regra de calculo é valida para determinantes de calquera orde, e
sera a que empreguemos para o calculo de determinantes de orde 4 ou superior.

1°Eliximos unha fila ou unha columna da matriz. Convén elixir a fila que tefia
mais ceros se é posible para simplificar as operacions.

3 -1 1 2

Exemplo 2.2.4.Dada A = %l gl eleximos a 22 fila por ter 2 ceros

-3 1 -2 -1

29 O determinante da matriz é igual 8 suma de cada elemento da lifia
elexida por o seu adxunto. Continuamos co exemplo:

3 -1 1 2
Exemplo 2.2.5. Calculamos |A| = %l %l =
-3 1 -2 -1
-1 1 2 3 1 2 3 -1 2 3 -1 1
=-2-12 2 1 +0-’1 2 1’—0"1 2 1 +(—1)-’1 2 2’=
1 -2 -1 -3 -2 -1 -3 1 -1 -3 1 -2

=-2-(-9)+0-0+(-1):(-7)=25

NOTA: Obviamente, antes de falar de determinantes de orde 4 ou superior hai que
definilos. Neste curso enfocaremos o tema dende un pusto de vista meramente
practico (a regra de calculo) e non trataremos esta definicion por ter certa
complexidade. Pédese consultar mais sobre o tema na Wikipedia:

http://es.wikipedia.org/wiki/Determinante (matem%C3%A1ltica)#M.C3.A9todos d
e c.C3.Allculo

12
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2.3. Propiedades elementais dos determinantes.

NOTA: As propiedades dos determinantes son moi importantes de cara as PAU para
a realizacion de exercicios. Ademais, ainda que non nos ultimos anos, os enunciados
das propiedades caeron como teoria no 2001. Exemplificaremos as propiedades con
matrices de orde 3, ainda que valen para calquera orde.

12 O determinante dunha matriz é igual 6 da trasposta. 4| = |4}]

NOTA: Polo tanto, como as filas dunha matriz son as columnas da trasposta, as
propiedades que veremos valen tanto para filas como para columnas.

23 Se permutamos duas filas (ou columnas) entre si, o determinante cambia
de signo. (exemplificdAmolo permutando a 1@ e a 22 columna)

ai;; Qg7 Qi3
Az QA1 Qz3
az; Qaz; Qasg

a;; Aq2 Qg3
az; Qzz Qps
az; Qaszz AQass

32 Multilinealidade:

332 Se unha fila (ou columna) é a suma doutras dlas da matriz, o
determinante pode descompoiierse na suma dos determinantes da seguinte
forma (exemplificdAmolo na 1@ columna)

a1 +byy ag; ag
Qy; + by az; ay;
as; + b3 az; as

by; a;; ag;
by a;; ay;
bs; as; as;

a;; Qg3 Qi3
az1 QA Qz3
az; Qasz; Aass

+

NOTA: Pode demostrarse desenvolvendo por esa lifia, distribuindo as sumas e
agrupando.

3b Se unha fila (ou columna) do determinante esta multiplicada por un
numero, verifica: (exemplificamolo para a 12 columna)

k-a;; a; ags
k-ay; ay; ay;
k-az; a;z;; as;

a;; Aqp Qg3
az; Qz; Qs
az; Qaszz AQass

=k-

NOTA: Pddense xustificar facendo o desenvolvemento por esa lifia, sacando factor
comun e agrupando. Como consecuencia temos, para unha matriz de orde n:

|k-A| = k™ - |A| ou noutra notacion det(k - A) = k™ - det(A)

42 O determinante dunha matriz cunha fila (ou columna) de ceros é 0

0 a;; ag3
0 ay; ay;
0 a;z; as;

=0

NOTA: E trivial demostralo, ou desenvolvendo ou como consecuencia do 3b.
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52 O determinante dunha matriz con daas filas (ou columnas) iguais (ou
proporcionais) é 0.

a;; Qq;7 Qi3
az1 Q1 Qz3
az; Qaz; Qass

a;; k-ayy ags
a;; k-ay; ay;
as; k-az; as;

=0 =0

NOTA: Se permutamos as duas filas iguais, o determinante non varia; pola
propiedade 2, o determinante cambia de signo. Se non varia e cambia de signo, a
Unica opcion é que o seu valor sexa 0.

Para o caso no que son proporcionais, basta aplicar a propiedade multilineal 3b
(sacamos a constante), e xa temos duas filas iguais no determinante (vale 0).

62 O determinante dunha matriz no que unha fila (ou columna) é
combinacion lineal das demais é 0.

|a-a12+B-a13| a;; a3
|“'azz+ﬂ'a23| az; a3 =0

|a-a32 +[3'033| asz; ass

NOTA: E consecuencia da multilinealidade (3a, se unha fila é suma de duas, podémolo
descompofier na suma de determinantes) é da 52 (se hai filas proporcionais o
determinante vale 0)

NOTA: Como consecuencia desta propiedade 64, podemos utilizar os determinantes
para estudar a dependencia ou independencia dun conxunto de vectores. Verémolo
mais adiante.

72 O determinante dunha matriz non varia se a unha fila (ou columna) lle
sumamos unha combinacién lineal das demais.

a;; Ha-a;; +p-a a a
a;; Q;p Qg3 11 | 12+ 8B 13| 12 Qg3

az1 QA Qz3
az; Qzz Qass

= a21+|a-a22+ﬂ-a23| az; Q3

asz; +|“'032 +B'033| asz; ass

NOTA: Como consecuencia desta propiedade, podemos facer ceros nun determinante
e simplificar o seu calculo (vémolo no seguinte epigrafe).

82 O determinante dun produto de matrices é o produto dos determinantes.
|A-B| =|A|-|B|

NOTA: Como consecuencia, para as potencias verificase |A"| = |A|"
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CALCULO DUN DETERMINANTE FACENDO CEROS

Como vimos na 7@ propiedade, se a unha fila lle sumamos unha combinacion lineal
das demais, o determinante non varia. Deste xeito podemos facer ceros simplificando
os calculos para resolver o determinante. Vexamos como:

1° Buscamos unha fila que contefa algun 1, e a ser posible que tefia ceros:

4 -1 2
Exemplo 2.3.1. Calcula |A] = 2 2 -3 o Elixirlnos a’4a columna.p.mj ter un 1ae un 0.
—4 1 1 [0] tamén seria unha posibilidade a 32 fila.

8 3 -2 [=1]

2° Tomamos o 1 como elemento de referencia, e facemos ceros no resto da
fila elixida (neste caso 42 columna) empregando a propiedade 7 (a cada fila
sumamoslle unha combinacién lineal das outras de modo que o determinante non
varia):

Exemplo 2.3.2. Para facer ceros a 22 fila sumamoslle dias veces a 12 e 4 42 basta sumarlle a 12

4 -1 2 4 -1 2

2 2 -3 _ |10 o 1 [0]| desenvolvemos — i?} (1) i_

-4 1 1 [0]|FR->F+2FK|-4 1 1 [0]| polal®columna 2 2 0
0

8 3 -2 FE->F+F |12 2 [0]

= —1-(—40) = 40

NOTA: Se non houbese ningin 1, podemos dividir todos os elementos dunha lifa
entre un deles e multiplicar o determinante por ese numero:

2 4 -6 1 2 -3
Exemplo 2.3.2. Na seguinte matriz podemos dividir a 12 filaentre2: (3 -3 5|=2-|3 -3 5
2 5 —4 2 5 —4

LIGAZONS DE INTERESE:

WIRIS - Completisima calculadora online, permite facer todo tipo de
operacions, tamén con determinantes:

http://www.wiris.net/editorial-bruno/wiris/es/index. html

Outras calculadoras online de determinantes:

http://www. xuletas.es/matrices.php

http://wims.unice.fr/wims/en _home.html
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AlbertoBloque I: Alxebra Lineal
Unidade 3. Aplicacions dos determinantes.

NOTAS PREVIAS: Nesta unidade comezamos a aplicar os conceptos bdasicos das
anteriores. O estudo do rango dunha matriz é unha ferramenta basica neste curso
(usarémolo para discutir sistemas de ecuacions e tamén en xeometria), e nas PAU é
frecuente atopar exercicios de discusion de rango en funcion dun parametro.

Tamén sera frecuente necesitar nos exercicios o calculo da matriz inversa. Seran moi
habituais as ecuacions matriciais nos que a inversa sera esencial para “despexar” a
matriz incégnita. Sera vital ter en conta o lado polo que se multiplica.

TEORIA: Non é habitual atopar teoria desta unidade nas PAU. Dos Ultimos 10 anos
Uunicamente no 2004 pediron explicar brevemente o método de Gauss para o rango.

3.1 Rango dunha matriz: definicion e calculo do rango dunha matriz
a partir dos seus menores e polo método de Gauss.

NOTA: Consideramos as lifias da matriz como vectores para a seguinte definicion.

DEFINICION: O rango dunha matriz é o nimero de filas (ou o nimero de
columnas) linealmente independentes.

LEMBRA: Un conxunto de vectores é linealmente independente se ningun deles se
pode poner como combinacion lineal dos demais.

NOTA: Veremos a continuacion dous métodos para calcular o rango dunha matriz, o
calculo por menores e o calculo polo método de Gauss.

LIGAZONS DE INTERESE:

O método de Gauss é un algoritmo baseado no método de reduccion que
empregaremos para o calculo de rangos e para a resolucion de sistemas.

O método recibe o nome do matematico Carl Friedrich Gauss. Fora da materia que
nos incumbe, é interesante o seguinte video documental de 22 minutos sobre a
vida e traballos dun dos mais relevantes matematicos da historia:

http://video.google.com/videoplay?docid=-2958957388576074872&hl=es#

WIRIS - Completisima calculadora online:

http://www.wiris.net/editorial-bruno/wiris/es/index. html

Outras calculadoras online de matrices (calculan rangos e inversas):

http://www.xuletas.es/matrices.php

http://wims.unice.fr/wims/en _home.html
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CALCULO DO RANGO POR MENORES DUNHA MATRIZ A:

192 Buscamos un menor de orde 1(un elemento) distinto de 0.
Esto garantiza que Rango A > 1

22 Ampliamos ese menor (este proceso chamase orlar) a outros de orde 2, ata
atopar algun distinto de 0.

- Se todos son 0: Rango A = 1, (fin do proceso)

- Se aparece algin menor de orde 2 # 0, Rango A > 2 e seguimos:
39 Orlamos os menores de orde 2 4s posibles de orde 3.

- Se todos son 0: Rango A = 2, (fin do proceso)

- Se algun é distinto de 0 continuamos o proceso ata chegar 6 rango
maximo.

NOTA: Na practica pode ser mais comodo realizar o proceso inverso. Comezamos co
determinante de maior orde (3 se é unha matriz de orde 3); se é distinto de cero o
rango é 3, se é cero comprobamos os menores de orde 2. Se hai algun distinto de 0
0 rango é 2, se todos son 0 o rango sera 1 (salvo para a matriz nula).

2 -1 1
Exemplo 3.1.1: Dada A = (4 -2 1) ,calcular o rango por menores:
6 -3 2

Estudamos o determinante de A: | |A] =0 - Rango A < 3|

-1 1
Buscamosmenordeordel;to:(4 -2 1>—>|a11=2—>RangoA21|.
6 -3 2
)
Coa columna 2 e a fila 2: 1 —>|4 _2|=
Orlamos ese menor a outros de orde 2: o = =
! 2 1
Coa columna 3 e a fila 2: -2 = |4 1|=—2
6 -3 2

>
Como atopamos un menor deorde 2 + 0 - ([Rango A = 2 } ~[RangoAd =2

Xa tilamos Rango A < 3

3 -1 1 2
Exemplo 3.1.2.Dada A = i g g _1 , calculamos o rango por menores:
-3 1 -2 -1

|A] =25+ 0 - |Rango A = 4
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CALCULO DO RANGO POLO METODO DE GAUSS:

DEFINICION: Transformacions elementais, son as que podemos facer nunha
matriz de modo que o seu rango non varie. Dedlcense a través das propiedades dos
determinantes:

10 Se permutamos duas filas ou dias columnas o rango non varia.
29 Se multiplicamos unha lifla por un nimero non nulo o rango non varia.

3° Se a unha fila (ou columna) lle sumamos outra fila (columna)
multiplicada por un nimero o rango non varia.

O método de Gauss consiste en aplicar as transformacions elementais para
convertir a matriz nunha triangular superior (facemos ceros debaixo da diagonal
principal). O rango da matriz sera o nimero de filas non nulas que queden
despois do proceso.

2 -1 1
Exemplo 3.1.3: Dada A = (4 -2 1) ,calcular o rango por Gauss:
6 -3 2

Vexamos como efectuar as transformaciéns elementais para triangularizar a matriz:

Tratamos de colocar un 1 na posicion a,; permutando lifas e dividindo por un nimero se é necesario

5 11 1 1 2 Facemos 0 na 12 columna 1 L 2 Facemos 0 1 1 2
- C, oG B F, > F,—F - na 22 columna B
(4—21>—>—24 : 2 0 -1 2 0] -1 2
6 -3 2 — 0o -1 2
3 6 F3 - F3 — 2F; F; - F; —F, @ @ Y

0 finalizar a triangularizacién vemos que hai 2 filas non nulas logo[Rango A = 2

3 -1 1 2
2 0 0 -1
Exemplo 3.1.4.Dada A = 1 ) 2 1 | calculamos o rango por Gauss:
-3 1 -2 -1

Intercambiamos C; por C; para ter un 1 na posicion a,,,logo F, e F; para aproveitar os ceros.

Despois faremos ceros debaixo da diagonal coas transformaciéns elementais:

3 11 5 L L 3 5 1 -1 3 Facemos 0
) o 0 1 C, & Cs 0 0 > 4 F,oF, 2 1 1 |na 12 columna
1 2 2 1 M2 2 1 1 — |0 o 2 -1 E o F o oF
-3 1 -2 -1 -2 1 -3 -1 — -3 — 2 274
1 =3 =1/ g L F +27
1 -1 3 2\ Pofiemoso—1 ,1 -1 3 2 Facemos 0 1 -1 3 2
0 —5 —3 | naposicibna,, [0 -1 3 3 \na22columnaf[0o -1 3 3
“fo 0o 2 -1/ —— |00 2 -1)]—— 0 0 2 -1]|”
0 3 3 B 0 —5 -3/ F,>F,+4F, \0 -5 =
1 -1 3 2 Facemos 0 1 -1 3 2
N I T na32columna (o -1 3 3 _, (4 filas non nulas unha __ =
_ . . =
0 0 2 -1 0 0 2 2;1 vez triangularizada)
0 0 9/ Fy—F,—7/,F;\0 0 0 />
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3.2. Definicion de inversa dunha matriz cadrada. Condicion necesaria
e suficiente para a existencia da matriz inversa. Propiedades da
matriz inversa. Calculo da matriz inversa.

DEFINICION: Dada unha matriz cadrada A, de orde n, chdmase matriz inversa de
A a outra matriz cadrada da mesma orde que verifica:

Al1-A=4-41=1, (I, é a identidade de orde n)

TEOREMA: A condicion necesaria e suficiente para que unha matriz cadrada tefia
inversa é que o seu determinante sexa distinto de 0:

Ateninversa s |A| =0

Unha matriz A verificando |4| = 0 chamase invertible, regular ou non singular.

NOTA: Ainda que as demostracions non son materia de exame, como pasara con
moitos outros teoremas este curso, é interesante entender o por que destes
enunciados e moi util para os que vaiades continuar estudos mais avanzados de
matematicas (carreiras de matematicas, fisica, quimica, enxefierias...).

DEMOSTRACION:(non é materia de exame)

NOTA: Para demostrar a dobre implicacion "<" (tamén chamada condicidon necesaria
ou suficiente), hai que facer unha demostracion por cada direccion:

19 A condicion necesaria "=".
20 A condicion suficiente <",

“">“ Neste caso demostrar a condicién necesaria é suponer que A ten inversa e
demostrar que o seu determinante é distinto de cero: A ten inversa = |A| # 0

- Se A ten inversa é que existe unha matriz B verificando: B-A=A4-B=1
- Aplicando o determinante na segunda igualdade:|A- B| = |I|.

|A-B| = |A| - |B|

- Polas propiedades dos determinantes sabemos que { Il =1

}:~|A|-|B|=1

- Pero se un produto de dous nimeros é distinto de cero (1 neste caso), ningin deles
pode ser cero, polo tanto |4] #0c.q.d.

“<" Demostrar a condicion suficiente é demostrar que se o determinante é distinto
de cero, a matriz ten inversa:|A| # 0= A ten inversa

Desta demostracion deducese a féormula que veremos para o calculo da matriz inversa
por determinantes, pero € mais complicada que a condicion necesaria e non a
trataremos aqui. Pédese ver a demostracion completa na Wikipedia en:

http://es.wikipedia.org/wiki/Matriz_invertible
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PROPIEDADES DA MATRIZ INVERSA.:

NOTA: Para estas propiedades consideramos matrices A, e B invertibles.
12 A inversa dunha matriz, se existe, é Unica

23 A inversa do produto verifica: (4-B)"1=B"1-471

32 A inversa da trasposta é a trasposta da inversa: (4)" 1 = (4™ )¢

42 A inversa da inversa é a matriz orixinal:(4™)"1=4

52 O determinante da inversa é a inversa do derminante|471| = |4A|' = ﬁl

DEMOSTRACIONS: non son materia de exame como teoria, ainda que algunas
destas demostracions poderian entenderse como exercicios tedrico-practicos que
deberiamos ser capaces de facer e se poden preguntar. Vexamos algun exemplo:

1aDemostramos por reduccion 6 absurdo a unicidade da inversa (consiste en
suponer o contrario do que pretendemos demostrar e chegar a unha contradiccion
da que deducimos que esa opcion é imposible).

- Supoiflamos que a inversa non é Unica, e dicir, que existen duas inversas
distintas, B e C, dunha matriz A.

_(DPor ser B inversaB-A = I}
(2)Por ser C inversa A-C =1

En (1) multiplicamos por C pola dereita: (B-A)-C=1-C =C
=B
Pola propiedade asociativa do produto (B-A)-C =B -(A- C)(E)B -I=B

Contradicese B=C con que sexan distintas, logo a matriz inversa é unica.

42 A inversa da inversa é a matriz orixinal:

A inversa da inversa verifica A™*- (4™1)~! = I. Multiplicando por A pola esquerda:

AAT- (A D) T=41 > [-AH =4 =|A@H1=4| cq.d

52 O determinante da inversa é a inversa do determinante:

Pola definicion da matriz inversa A-A~* = I. Aplicando determinantes:

1
[A-A7Y =|I|=|A]-|[A7']=1 = despexando queda |A71|= s A=Y c.q.d.
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CALCULO DA MATRIZ INVERSA

NOTA: Coma no rango, a inversa dunha matriz pddese obter por determinantes ou
polo método de Gauss-Jordan. En xeral, na practica, usaremos a inversa por
determinantes ainda que en ocasions pode ser moito mais rapido o método de Gauss-
Jordan.

CALCULO DA INVERSA POR DETERMINANTES

. . . . e 1
Dada unha matriz A invertible, a inversa é: A471=—-

t
= - Adx(A")

NOTA: Adx(AY) = (Adx(A))t a adxunta da trasposta é a trasposta da adxunta (da igual
a orden na que o fagamos).

1 3 3
Exemplo 3.2.1: Dada A = (—2 -8 —6) ,calculamos a inversa por determinantes:
1 3 4
Calculamos o determinante para comprobar se é invertible: |A| = —2
1 -2 1 -14 -3 6
Facemos a trasposta de A: At = <3 -8 3) a adxunta da trasposta: Adx(AY) = < 2 1 0 )
3 -6 4 2 0 -2
3
14 -3 6 N
E por fin obtemos a inversa A™1 = —|[ 2 1 0 )= 1
—2 -1 —- 0
2 0 -2 2
-1 0 1

NOTA: Pédese comprobar que esta ben calculada facendo A- A= =1

CALCULO DA INVERSA POR GAUSS-JORDAN

NOTA: O método de Gauss consistia en convertir unha matriz nunha triangular
superior deixando invariable o rango. Gauss-Jordan trata de diagonalizar a matriz.

Consiste en transformar a matriz (A | ) na matriz (I |A~*) mediante transformacions
elementais, buscando que na parte esquerda da matriz quede a identidade onde
estaba a matriz A. Na parte dereita quedara a inversa.

1 3 3
ExemploB.Z.Z:DadaA=<—2 -8 —6), calculamos a inversa por Gauss — Jordan: (A|I) =
1 3 4
1 3 3110 o\f22F2+2Fh /1 3 311 0 O\F,>F,—-3F/1 3 04 0 -3
(—2 -8 —6/0 1 0>—><0 -2 02 1 0>—><0 -2 0[2 1 o)
1 3 4lo 0 1/ FR->F-F\0 0 1-1 0 1 0 0 1l-1 0 1
FioF=3F 1 3 04 0 =3\Fop+op(1 0 07 2 -3\F-F:i(-2)
—— (0 -2 02 1 0 210 =20/, 1 o] —
0 0 1l-1 0 1 0 0 17 o 1
S 7 3 3
1007 5 3 2 -
- 8 (1) (1)_1 _% o |=U1A™. Asitemos A™1 = 1 1 0
2
-t 01 -1 0 1
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Bloque I: Alxebra Lineal
Unidade 4. Sistemas de ecuacions lineais.

NOTAS PREVIAS: Establécense nesta unidade as definicions basicas para tratar os
sistemas de ecuacions lineais (sistema, sistemas equivalentes, sistemas
homoxéneos, forma matricial dun sistema) e a clasificacion dos sistemas segundo o
numero de solucions.

E un tema tedrico e introductorio, serd a seguinte unidade a que entre en materia
propia do curso. As preguntas nas PAU céntranse no que veremos na unidade 5.

4.1.Definicion de sistema de m ecuacions lineais con n incognitas.
Definicion da sda solucion.

DEFINICION: Unha ecuacion lineal de n incégnitas x,,x,, ..., x, € unha igualdade
da forma: ayx; + ayx, + -+ a,x, =b onde 0s a; son numeros reais chamados
coeficientes e b é outro niumero real chamado termo independente.

Un sistema de m ecuacidéns lineais con n incognitas é un conxunto de m
ecuacions lineais coas mesmas incognitas:

a1 X1 + Aq12Xy + -+ A1nXy = bl
Ay1X1 + AxpXy + -+ AypX, = b .. .

2171 2ztz anin T2 con a;; coeficientes e by termos independentes
An1X1 + Az Xz + - + QupXp = by

Chamase solucidn do sistema a calquera conxunto de valores das incognitas x; que
verifique as ecuacions.

4.2. Sistemas de ecuacions equivalentes.
DEFINICION: Dous sistemas son equivalentes se tefien as mesmas solucions.

NOTA: Cando estudemos a forma matricial dun sistemas veremos como aplicando a
un sistema as transformacions elementais vistas no método de Gauss obtemos outros
equivalentes. Este feito implica que o método de Gauss tamén sevira para resolver
sistemas de ecuacions.

4.3 Sistemas homoxéneos.

DEFINICION: Un sistema é homoxéneo se os termos independentes son todos 0:

aj1x1 + Aq12X, + -+ A1pnXy = 0
az1XxX1 + Az2X) + -+ ArnXy = 0

An1X1 + QaXp + -+ A X, =0

Un sistema homoxéneo sempre ten solucion (a solucién trivial x; = 0, Vi)
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4.4.Forma matricial dun sistema de ecuacions lineais.
Dado un sistema lineal de m ecuacidns e n incognitas

a1 X1 +agppx; + -+ ApnXy = b1
alel + a22x2 + -+ aann = bz

Ap1X1 + A Xo + -+ A Xy, = by

é facil ver que podémolo escribir con matrices da forma:

A X B
a;;  Qgp Ain X1 b,
Az, Ay QAo X2\ [ by
Am1 Omz o Qmn Xn by,

Asi, chdmase matriz de coeficientes do sistema & matriz A, columna dos termos
independentes a B, e matriz ampliada A’ 3 resultante de engadirlle a A a columna
B: A" = (4|B)

3x—y+z=1
Exemplo 4.4.1: Dado o sistema x —2z =-—1 ]
—x+2y—2z=0
3 -1 1 3 -1 1]1
obtemos a matriz de coeficientes A = ( 1 0 —2) e amatriz ampliada A" = ( 1 0 -2 —1)
-1 2 -1 -1 2 -1lo

4.5. Clasificacion dos sistemas atendendo 6 numero de solucions.

Como xa coflecemos de cursos anteriores, os sistemas de ecuacions pddense
clasificar segundo o nimero de solucidons en:

Incompatibles: non tefien solucién (S.1.)
Indeterminado: infinitas soluciéns (S.C.I)
Determinado: unha Gnica soluciéon (S.C.D)

Sistemas , ~ L
Compatibles: tefien solucion {

2x—y=1 2x—y=1 2x—y=1
Exemplo 4.5.1: Dado os sistemas a) xx+ ;/= 2 },b) 4xx_ 2); _ 2} ec) 4xx_ 2}}/]= —6} clasificamolos:

) 2x—y = 1} Por reducion3x =3,x=1ley =1
x +y = 2 ) tenunha tnica solucion: Sistema Compatible Determinado (SCD)
b 2x—y =1 } Por reducion multiplicando a primeira por dous e restando chegamos a 0 = 0,
) 4x — 2y = 2) Hai infinitas solucions e é un Sistema Compatible Indeterminado (SCI)
2x—y=1 } Por reducion chegamos a 0 = 8, imposible,
<) 4x — 2y = —6) non hai solucion: Sistema Incompatible (SI)
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Bloque I: Alxebra Lineal
Unidade 5. Discusion e resolucion de sistemas de ecuacions lineais.

NOTAS PREVIAS: A ultima unidade do bloque de alxebra trata a discusion e resolucion
de sistemas de ecuacions lineais empregando as ferramentas aprendidas ata agora
(matrices e determinantes).

O Teorema de Rouché-Frobenius permite clasificar o sistema segundo o numero de
soluciéns a través do estudo dos rangos das matrices asociadas, e a regra de
Crammer servira para obter solucions dos sistemas compatibles mediante
determinantes. O método de Gauss tamén sera unha opcion para o estudo e
resolucion de sistemas.

E unha unidade importante: case seguro que nalgunha das opciéns das PAU
aparecera un exercicio de discusion e resolucion dun sistema de ecuacions lineais en
funcién de un parametro.

TEORIA: Como xa se comentou, nos ultimos anos unicamente aparecen preguntas
tedricas do blogue de analise. Non obstante, o teorema de Rouché-Frobenius
apareceu como pregunta tedrica no ano 2002.

5.1 Discusion e resolucion de sistemas de ecuacions lineais.
Enunciado do teorema de Rouché-Frobenius. Enunciado da regra de
Cramer.

NOTA: O enunciado mais comun nesta unidade sera: “discute e resolve se é posible
o sistema...”. A discusion refirese o estudo e clasificacion do sistema en SI, SCI ou
SCD. Nos dous ultimos casos teremos que obter as solucions: seran infinitas
(dependentes dun parametro) no caso SCI e unha solucién concreta no caso SCD.

No exemplo 1.5.1, fixose a discusion dos sistemas 2x2 propostos. Veremos como as
ferramentas deste bloque facilitarannos a discusion de sistemas maiores.

TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS

Un sistema de ecuacidns lineais ten solucién se e s6 se o rango da matriz de
coeficientes (A) € igual 6 rango da matriz ampliada (A").

a1 X1 + Aq12Xy + o+ A1 Xy = bl
Ay1X1 +AyXxy + -+ ay, X, =b , , ,
2171 2ztz mtn = T2 L ¢ compatible © Rango A = Rango A
A1 X1 + A Xy + -+ A Xy, = by
Ademais, se 0s rangos son iguais 6 numero de incognitas o sistema € compatible
determinado.

Rango A = Rango A = n? incégnitas = SCD (solucion Gnica)
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DEMOSTRACION (non é materia de exame)

NOTA: Para demostar a doble implicacion lembrade que hai que facer unha
demostracion por cada direccion:

19 A condicion necesaria "=". 20 A condicion suficiente “<",

“"="Neste caso demostrar a condicion necesaria é supofier que o sistema é
compatible e comprobar que os rangos de A e A’ tefien que ser iguais.

Se o sistema é compatible, é que ten polo menos unha solucidn, é dicir, uns valores
para os Xi que verifican as ecuacions (chamémoslle si a eses valores):

ai151 aF A28y AP oce dp A1pSn = bl
az151 aF A32S> AP oce dp ArnSpy = bz

®
Am1S1 + QmzS2 + -+ QunSn = by
Na matriz ampliada A" =
(i3 Qip o A |bi\ qupstituimos /M1 Gz - Qin| Q1181+ 18, + o+ A4Sy
Qz1 Az .. Qpp|b, | osvaloresb; [ Qp1  Qzz . Qop| Q3181+ ApSy + 0+ Az Sy
_—
An1 Amz - Amnlb, Am1 Qmz - Aqn| Q1S+ ApaSy + 0+ A Sy

Polo tanto a columna B da ampliada € unha combinacion lineal das columnas de A e
como o rango son as filas ou columnas linealmente independentes:

Rango A = Rango A" c.q.d.

“<"Demostrar a condicién suficiente é supofier que os rangos de A e A’ son iguais e
demostrar que hai polo menos unha solucion (o sistema é compatible).

E sinxelo pensar que se os rangos son iguais, a columna dos termos independentes
€ combinacion lineal das outras e que unha solucion valida serian os coeficientes desa
combinacion lineal:

Por ser B combinacion lineal das columnas de A, existen s; verificando:

b, aq a; Ain by = a1181 + a125; + -+ apSy
b az1 Az Azn by, = ay151 + Ay35; + - + AzpS

2 =, - +s, Fots, . 2151 2252 2nSn
b, Am1 () Amn b, = Q151 + ApaSy + -+ ApnSn

Polo tanto x; = s;,x, = 53, ..., x; = §;, ..., X, = 5, € solucion do sistemac.q.d.

DISCUSION DUN SISTEMA (baseada en Rouché-Frobenius)

Rango A # Rango A" & Incompatible: non ten solucién (S.1.)
Rg A =Rg A" <n2incbgnitas
, Indeterminado (SCI)
Sistema , i ..
Rango A = Rango A" & Compatible: ten solucién
RgA =Rg A =nincégnitas
Determinado(S.C.D)
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Exemplo 5.1.1: Discute as solucions do sistema: 2x +3y +z =10

x+y—z=1
x+2y+22=1}

1 1 -1 1 1 -1
Estudamos os rangos das matrices A = (2 3 1 ) ed = (2 3 1
1 2 2 1 2 2

1
0):
1

Buscamos menores de orde 2 # 0: B §| =1#0=>RangoA =2

|[Al]=6+1—44+3—-2—-4=0>RangoA <3

Rango A : { } Rango A =2

Rango A"

Sabemos que Rango A" = Rango A por estar A contidaen A"= Rango A" = 2

Orlando o menor B é| coa ultima columna (coa 32 é |A| = 0), temos

1 1 1 Rango A’ =3
2 3 0[=2+#0
1 2 1

Como Rg A # Rg A’ o sistema é incompatible (SI: non hai solucién).

Exemplo 5.1.2: Discute as solucions do sistema: 2x +3y +z =2

x+y—z=1
x+2y+22=1}

1 1 -1 1 1 -1
Estudamos os rangos das matrices A = (2 3 1 ) eld = (2 3 1
1 2 2 1 2 2

1
2):
1

Buscamos menores de orde 2 # 0: B §| =1#0=>RangoA =2

|[Al]=6+1—44+3—-2—-4=0>RangoA <3

Rango A : { } Rango A =2

Rango A"

Sabemos que Rango A" = Rango A por estar A contidaen A"= Rango A" = 2

Orlando o menor B é| coa ultima columna (coa 32 é |A| = 0), temos

Rango A’ =2
11 1 Rango A’ <3 ~"9°

2 3 2|=0

121

Como Rg A = Rg A’ < n? incognitas o sistema é compatible indeterminado (SCI: = sol).

Exemplo 5.1.3: Discute as solucions do sistema: —2x —2z=0

2x—3y+z=—2}
3x—2y—3z=4

2 -3 1 2 -3 1
EstudamososrangosdasmatricesA=(—2 0 —2>eA'=<—2 0 -2

-2
0 ):
4

3 -2 -3 3 -2 -3
Sistema
Rango A : |Al =32 > Rango A =3 } Compatible
Rango A’: 0 rango maximo posible é 3,e como Rg A"> RgA = 3= Rango A" =3 Determinado

(SCD, sol tinica)
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NOTA: A regra de Cramer permite identificar de xeito rapido os sistemas nxn
compatibles determinados e obter a sua solucion a través de determinantes:

REGRA DE CRAMER

Dado un sistema de n ecuacidns lineais e n incognitas, con A matriz de coeficientes
do sistema, verificase:

ag1Xxq + aAq12X> + -+ ApnXy = bl
Ay1X1 + AypXy + -+ Ay X, = b , , ,
211 T App Xy o GonXy = D2 { compatible determinado < |A| # 0

Ap1X1 + AppXy + -+ Xy = by

E nese caso, as solucidons vefien dadas por:

g
Col4]

,Vi=1.2,..,n,

Onde Axi é a matriz que resulta de substituir a columna dos coeficientes de xi pola

columna xi
~
a1 A1z . by v Qn
columna B dos termos independentes. A,, = | az;  az; - b, . Oyp
A1 Ay b, R .
DEMOSTRACION (non é materia de exame)
Escribindo o sistema en forma matricial
A X B
a3 Qi - Qgp X1 by
Az1 Gy v G | [ X2 | _ b,
Ami1  Am2 o Amp Xn bn

Podémolo resolver da forma X=A!B sempre e cando exista inversa de A, pero
sabemos que eso ocorre se e so se |A] # 0. Polo tanto queda demostrado que

0 sistema é compatible determinado < |A| = 0

Cando existe a inversa, obtemos de X=A"1B: <usando a definicion A™! = ﬁ-Adx(A‘))
X1 b, Apn Az o Am b,
x2 — A_1 . b2 — i A12 AZZ ATLZ i b2
|A|
xn bn Aln Azn e Ann bn
. , , Ax; .
Asi, obtemos fila a fila que x; = ||A|‘| ,Vi=1.2,..,n, . Vexamolo :
columna xi
b,
Ayiby + Ayiby + -+ Apyb, 1 |R11 Gz - 1 - Gin
X; = |A| =m a1 Qyo bZ Ayrn
Apr QApy b, v Opp

(O desenvolvemento do determinante pola columna B é o numerador)
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2x =3y +z=-2
Exemplo 5.1.4: Discute as solucions do sistema: —2x —2z=0 ] e reso6lveo se é posible.
3x—2y—3z=4

2 3 1 Sistema
- deC Compatible
Estudamos o determinante de A = (—2 0 —2) LA =32#0 _—a DeterI:ninado
g =2 == (SCD, sol tinica)
A,
Obtemos as soluciéons coa expresion x; = ||;i| ,Vi=1.2,..,n:
B y z x B z
=5 1l 2 1
0 o -2 -2 [0] -2
_ 4 ~2 -3l _32_. _lal_13 =3l _32_,
4] 32 32 14| 32 32
x y B
2 =
-2 0 [o]
4] 13 -2 -32
=—Xf=- = = =——=-1 SOL:(1,1,-1):x=1y=1z=-1
SV 32 32 e )ix=ly=1z

5.2. Discusion e resolucion polo método de Gauss.

NOTA: A discusion e resolucion de sistemas pode facerse tamén mediante o método
de Gauss. E facil ver que o método de Gauss é un algoritmo baseado no método de
reducion de sistemas de ecuacions.

O aplicarlle Gauss & matriz ampliada dun sistema, poderemos decidir se estamos
ante un SI (en reducion equivale a chegar a 0=1 ou similares), ante un SCI (equivale
chegar a un 0=0) e ante un SCD (0 triangularizar a matriz temos despexada z (ou a
ultima incdgnita) na ultima fila e imos obtendo o valor das demais escalonadamente).
Vexamolo:

DISCUSION DUN SISTEMA POR GAUSS

Aplicando as transformaciéns elementais & matriz ampliada, podemos ter os
seguintes casos (consideramos bm non nulo):

CASO 1: Non se anula ninguna fila. Na ultima fila chegamos a 0 0 ... 0 bn . Volvendo
a escribilo como un sistema teriamos 0=bn. O sistema é SI.

a1 QA .. Qup| by a;; ag,
Az1 dyp - donlb, R 0 a'y

Ami Gmz - Gmalb,, [0] [o]
CASO 2: Antilase alguna fila. E o caso “0=0", hai ecuaciéns dependentes coas demais
(“sobran”). Temos menos ecuacions que incognitas, o sistema é SCI.

Ay Qi - Qup| by Ay Gz o Qin| by
a,; a, Qzn | b, R 0 a'y .. a'z|b,

R PV AN I 1 I ol [0

N
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RESOLUCION: Quedédmonos coas filas que non se anulan, e convertemos en
parametros as incégnitas sobrantes, obtendo a solucidén das restantes en funcidn
destes parametros (para os diferentes valores dos parametros obtemos diferentes
solucions das infinitas que hai).

CASO 3: O sistema queda escalonado (a matriz A triangular) e podemos obter a
solucion. O sistema é SCD.

aj; Qi . Qin|bg a1 a,12
Qz; Gy . Qn|b, . 0 ap

Am1  QAm2 e Qmn bm @ @
RESOLUCION: Da Ultima fila obtemos o valor da Gltima incognita e obtemos as
demais secuencialmente.

x+y—z=1
Exemplo 5.2.1: Discute as solucions do sistema: 2x +3y +z = 0]
x+2y+2z=1
11 —yn\R>R=2h1 1 —11\p LF _F
FacemosGaussnaampliadaA'=(2 3 1 0) - (0 1 3 —2) :
12 20/ F->F-F \0 1 310
1 1 —-1;1
—><0 1 3 —2)
0 o [0]if2]

Como estamos no caso 1, (chegamos a 0 = 2), o sistema é incompatible (SI: non hai solucion).

x+y—z=1
Exemplo 5.2.2: Discute as soluciéns do sistema: 2x +3y +z = 2]
x+2y+2z=1
11 yyn\R2R-2k1 1 -I\fp, ,F—F
FacemosGaussnaampliadaA'=(2 3 1 2) - (0 1 3 0) : ° ,2
12 211/ K>FK-F \0 1 310
1 1 —-11
—><0 1 3 0)
0 o [o]ffo]

Como estamos no caso 2,(0 = 0), o sistema é compatible indeterminado (SCI: « sol).

1 1 —-11 x+y—z=1
Obtemos o sistema equivalente (0 1 3 0) - y+3z=0
0 0 010 0=0

Convertemos a incognita z en parametro z = t, e obtemos as soluciéns despexando x e y en funcién de t:

Z y
-~ — N
x+y—t=1 xty=1+t x=—(=3t)+1+¢t x=1+4t]
,teR

z > - - y=-3t

y+3t=0 — p—_—
z=t zZ=t

o~
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LEMBRA: A partir da solucidon paramétrica podemos obter diferentes solucions
concretas dando distintos valores 6 parametro.

x=1+4t
Exemplo 5.2.3: Dadas as solucions y = —3t } t € R, podemos obter soluciéons concretas:
z=t
x=17
x = x=5 3 y= 9
t=0=>y= 0}, t=1=y= —3}, t =5 2 ; ...todas son soluciéns
z=0 z= g = §
2

2x =3y +z=-2
Exemplo 5.2.4: Discute as solucions do sistema: —2x —2z=0
3x—2y—3z=4

F, > F, + F 2 -3 1

2 -3 1]-2 -2 5
- F. F. F.
Facemos Gaussen A°’=(—-2 0 -=2[0 0 -3 =123 oht /6 2
2 _ 3 0 5/ -9/ —_—
3 2 314/ F, > F — /2 F; 2 2| 7

2 -3 1 =2
0 0 -—16/3 16/3

Como estamos no caso 3, 0 sistema é compatible determinado (SCD, sol inica) e podemos

obter a solucion escalonadamente:

—243y—2z:

2 -3 1 -2 2x =3y +z=-2 X=—"—

Obtemos o sistema equivalente: [ 0 —3 1_61 122 = _133/ —z= 1_2 > y= Z%Z
0 0 /3"%/3 ~16/32=16/3 Z=—1

[SoL:(1,1,-1):x=1,y=1,z=—1]

5.3. Discusion e resolucion de sistemas de ecuacions lineais cun
parametro.

NOTA: Como xa se comentou, a discusion e resolucion de sistemas de ecuacions
lineais cun parametro é un dos exercicios mais recurrentes nos exames das PAU
dos ultimos anos. E case unha garantia que apareza nalgunha das duas opcions.

Este epigrafe é meramente practico, a teoria necesaria para facer os exercicios é a
dos epigrafes anteriores. Vexamos enton algun exemplo de discusion e resolucion
con Rouché-Frobenius-Crammer e por Gauss:

Exemplo 5.3.1: Discute e resolve, en funcién do pardmetro m, o sistema de ecuacions:
xX +y —z =m

mx+2y—z=3m
2x+my—z=6
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SOL: Podémolo facer por Rouché — Frobenius ou por Gauss. Eleximos o 12 método:

m
3m>.
6

1 1 -1 1 1 -1
Estudamos os rangos das matrices A = (m 2 —1) ed = (m 2 -1
2 m -1 2 m -1

m=20
|A|=—m2+2m:|A|=0<:>{ ou }:semiOem;tZ,RangoA:B
m=2

Sem = 0 oum = 2,atopamos 0 menor de orde 2 # 0: B :1| =1#0=>RangoA =2

[Rango A’} Sabemos que Rango A’ = Rango A por estar A contida en A’, asi:

-|Sem = 0em # 2| Rango A = Rango A" = n® incognitas = 3,

e temos sistema compatible determinado SCD (solucion tnica)

1 1 -—-1|0 1 1 0
. A = (0 2 -1 0) con Cy,C, e Cy atopamos |0 2 0| #0=Rango A" =3
2 0 -—1l6 2 0 6

Asi Rango A # Rango A’ e temos sistema incompatible SI (non hai solucién)

1 1 —-1)2
- [Sem = 2] temos A" = (2 2 -1 6>.Estudamoso seurango:
2 2 —1le
1 1 -1 1 1 2
Menoresdeorde3: |12 2 —-1|=]|Al=0e |2 2 6/=0=>RangoA’ <3
2 2 -1 2 2 6 = Rango A" =2

Atopamos o menor de orde 2 # 0: |; :ﬂ # 0=>Rango A" = 2

Asi Rango A = RangoA’ = 2 < n? incognitas

e temos sistema compatible indeterminado SCI ( o sol)

* Resumindo, a discusion do sistema queda:

- |Sem # 0 em # 2| sistema compatible determinado SCD (solucién unica)

: sistema incompatible SI (non hai soluciéon)

: sistema compatible indeterminado SCI ( o sol)
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RESOLUCION: Temos que resolver o sistema cando sexa compatible:

- |Sem # 0 em # 2| sistema compatible determinado SCD (solucién unica)

Usamos aregra de Crammer: |A| = —m? + 2m

B
e
_ m 1 -1 _ 2 Ayl _—2m2+m+6
|Ax|— 3Im 2 1 =-2m“+m+6 ﬁx—m——_mz_'_zm
6 m -1
B
s
_ m _1 _ 2 _|Ay|_m2—5m+6
|AY|_m 3m -1 =m _5m+6$y_m_—mz+2m
2 6 -1
B
1 1 m [4,] m®—3m?—4m+ 12
Al = =m3—-3m? -4 12 > z= =
41 =1n 2 3m|=m m m+ z |A| -m? +2m
2 m

: sistema compatible indeterminado SCI ( o sol)

Como Rango A = 2 e hai 3 incdgnitas, sobra unha ecuacion. Como no menor # 0 intervifian

a 12 e a 22 fila, quedamonos coa 12 e coa 22 ecuacion:

x +ty —z =2}
2x+2y—z=6

x=1t

-z =2—-t
Facemos x = t,queda }21 z _ } e obtemos as soluciéns|y =4 —t;,t € R
y—z=6-—2t 7 =2

NOTA: As solucions podémolas obter por reducion ou por Crammer.

NOTA: OLLO, neste caso non se pode facer z parametro (z=t), se o facemos queda

x +y =2+t ., _ s ; .
2x +2y = 6.+ t} epor reducion 0 = =2 +tet = 2 (é un valor fixo,non un parametro)

En xeral se unha incégnita da unha constante ¢ calculala, non se poder converter nun
parametro, hai que empregar outra.

Neste ultimo caso, como z=2, 6 obter solucions concretas, z sempre toma o valor 2:

x=t
Exemplo 5.3.2: Dadas as soluciéns y = 4 — t}, t € R, podemos obter soluciéns concretas:
z=2
3
— — X=7
x=0 x= 2| ..todas son soluciéns, z sempre vale 2, por eso non
t=0=y=4;, t=1=y=3;, t=-> 5 a
_ _ y = = | podemos tomar z como pardmetro que toma valores
z=2 z=2 2
z=2
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En xeral para a discusion de sistemas con parametros utiilzaremos Rouché-
Frobenius, pero tamén se pode facer por Gauss. Vexamolo:

Exemplo 5.3. 3: Discute e resolve, en funcién do parametro m, o sistema de ecuacions:

mx + 2y —z=3m

X +y —z =m
2x+my—z=6}

1 1 —-1|m
Aplicasmoslle o método de Gauss a ampliada A" = (m 2 -1 3m>:
2 m -—116
1 1 —1ym\F2>Fa—mF 11 1 -1 m
(m 2 —13m> - (0 —1—m3m—m2>
2 m —116/F,>F;—-2F\0 m-—2 1 6—2m

Se 2 —m = 0 o sistema xa estaria triangularizado cambiando F, e F; de orde. Polo tanto
estudamos o caso|m = 2

Sem = 2|a matriz na que aplicamos Gauss queda:

L1 —12 . L1 —112\ gistema compatible
0 0 1]|2]quetenF,=F;restindoasqueda |0 0 1 |2 indeterminado (SCI)
0 0 112 0 0 010

Resolvémolo a través do sistema equivalente: Ay _ZZ f 22} =% " yz f ;} =

x=t
=>|ly=4—-t;,teR

z=2
1 1 -1 m
Seguimos aplicando Gauss en (0 2-m —1+4+m|3m— m2>:
0 m—2 1 6 —2m

1 1 -1 m F3—>F3+F2 1 1 -1 m
0 2-m —14+m3m-m?| __ "~ [0 2—-m —-1+m 3m—m?

0 m—2 1 6-2m 0 0 m -—m*+m+6

Temos que estudar os casos nos que a Gltima fila de A quede 0, é dicir,o casom = 0

a matriz queda .

1 1 -1|0
(0 2 -1 0) e polo tanto o sistema é incompatible (SI, sen solucion)
0 0 Ole

Queda estudar o caso xeral:

[Sem # 0 e m # 2|0 sistema é compatible determinado (SCD,unha solucién tnica)

-m*+m+6 o
z= —m e escalonadamente obtemos o valor de y e de x (omitiomos o

desenvolvemento pola extension dos calculos)

NOTA: O valor de z € o mesmo que no exemplo 1.3.1 se simplificamos.
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LIGAZONS DE INTERESE:

Na seguinte web podemos introducir os coeficientes dun sistema de ecuacions lineais
3x3. A paxina amosa o sistema reducido por Gauss e calcula as solucién do sistema.
Moi util para comprobar exercicios.

Resolucion de sistemas 3x3 por Gauss:

http://www.vadenumeros.es/actividades/metodo-de-gauss. htm

Ademais tamén serdn Utiles as calculadoras matriciais usadas nas unidades
anteriores:

WIRIS - Completisima calculadora online:

http://www.wiris.net/editorial-bruno/wiris/es/index. html

TUTORIAIS WIRIS PARA MATRICES:

http://encina.pntic.mec.es/rroc0001/csll/p algebra/index.html

http://www.csi-
csif.es/andalucia/modules/mod ense/revista/pdf/Numero 21/PATRICIA PEREZ OR

T1Z02.pdf

TUTORIAL XERAL DE WIRIS

http://www.infoymate.es/wiris/

Calculadoras online de matrices (calculan determinantes, rangos...):

http://www. xuletas.es/matrices.php

http://wims.unice.fr/wims/en_home.html
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