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La huella del crimen

Mi bicicleta ha sido robada y la Unica pista son
unas huellas marcadas en un tramo de arena que
hay entre dos calles.

(El'ladrén ha ido a la derecha o a la izquierda?

La huella mas marcada es la de la rueda de atras,
que soporta mas peso. La huella que indica

la direccion es la de la rueda delantera. El ladrén
va de derecha a izquierda porque el Ultimo giro es
levemente a la derecha en ese sentido

y las huellas son méas débiles, lo que parece
indicar el final de la trayectoria.

PAG. 201. ;Puedes representar una funcion
que sea creciente en (—oo, 0) y en (2, + o)
y decreciente en (0, 2), pero que no tenga
ninglin maximo ni minimo?
Respuesta abierta. Por ejemplo:
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PAG. 202. ;Existe una funcién polinémica
que pase por los puntos (—2, —4)y (2, 4)

y que no tenga puntos de corte con el eje X?
lY con el eje Y?

No existe una funcion polindmica que cumpla
estos requisitos, porque al ser polindmica debe
ser continua y, por tanto, para pasar del tercer
cuadrante al primer cuadrante deberéa cortar

a ambos ejes.

Lo mismo ocurre con el eje Y, pues si no lo corta,
€s0 quiere decir que x = 0 no pertenece al
dominio y al ser la funcion polinémica, su dominio
debe ser R.

(ACTIVIDADES )

o Dibuja la gréafica de una funcion creciente
en los intervalos (—oo, —2) U (4, +o0)y
decreciente en el resto.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
1%

9 Dibuja la gréfica de una funcion definida en
todos los numeros reales con dos maximos
y un minimo y cinco puntos de corte con
losejes X eY.
Respuesta abierta, por ejemplo:
fi) = —x®—5x° + 4x + 1
Y

iy
ot

© pibuja la gréfica de f(x) = x> A partir
de ella, encuentra los intervalos de
crecimiento y decrecimiento de las
siguientes funciones.

a) fx) = &x —1)?
b) fx) = & + 2
0 ) = —22+1
d) ) = x2+ 1
e) f) = x*—3
f) f00 =&+ 1?—2
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X

f(x) decrece en (—oo, 0) y crece en (0, + o).

a)

IS

2

&

Se trata de una traslacion de f(x)

1 unidad a la derecha. El intervalo
de decrecimiento es (—oo, 1)y el de
crecimiento, (1, + o).

Se trata de una traslacion de f(x)

2 unidades a la izquierda. El intervalo de
decrecimiento es (—oo, —2)

y el de crecimiento, (—2, + o).

Se trata de una traslacion de f(x)

2 unidades a la derechay una unidad
hacia arriba. El intervalo de decrecimiento
es (—oo, 2) y el de crecimiento, (2, + o).

Se trata de una traslacion de f(x)
1 unidad hacia arriba. El intervalo
de decrecimiento es (— oo, 0)
y el de crecimiento, (0, + o).

Se trata de una traslacion de f(x)

3 unidades hacia abajo. El intervalo de
decrecimiento es (—oo, 0)

y el de crecimiento, (0, + o).

Se trata de una traslacion de f(x)

una unidad hacia la izquierda y 2 unidades
hacia abajo. El intervalo de decrecimiento
es (—oo, —1)y el de crecimiento,

(—1, +o0).

Estudia el crecimiento y el decrecimiento
de las funciones.

a)
b)
a)

fx) = 2x*>+4x—3

fX) = —Xx>+ 6x + 2

') =4x+4=0->Xx=—1
IX+4 <0 - XE(—oo,—1)

— En este intervalo la funcion decrece.

IX+4>0->XxE (=1, +o) -
— En este intervalo la funcion crece.
f'X) =—2x+6=0->x=3

—2X+6>0->x€E (—x,3) -
— En este intervalo la funcion crece.

—2X+6<0—>Xx€E (@ +x) >
— En este intervalo la funcion decrece.

© Encuentra los maximos y los minimos
de estas funciones.

a) f(x) = x®— 3x?
b) f(x) = 2x® — 3x? — 36x + 1

a) f'(x) = 3x* — 6x = 3x(x — 2), que

seanulaenx =0yx = 2.

Es creciente a la izquierda de O

y decreciente a la derecha —

— Maximo en (0, 0).

Es decreciente a la izquierda de 2
y creciente a la derecha —

— Minimo en (2, —4).

/X)) = 6x2 —6X — 36 = 6(x — 3)(x + 2)
yseanulaenx =3yx = —2.

Es creciente a la izquierda de —2

y decreciente a la derecha —

— Maximo en (—2, 45).

Es decreciente a la izquierda de 3

y creciente a la derecha —

— Minimo en (3, —80).

(@ Encuentra los méximos y los minimos de
estas funciones utilizando la segunda
derivada.

a) fx) =x*—4x*+ 2
b) fx) =x*—3x2+7
Q) fx) = x3 — 6x?

d) () = x>+ 9%

e) fix) = 2x3 + 9x* — 4x

f)

a)

fx) = x3—=3x+1
') = 4x3 — 8x = dx(x* — 2) =

= ax(x—v2)(x+v2) =0
x= -2 x=v2
') = 12x> — 8 = 4(3x* — 2)

->Xx=0

Parax = —v2:
r(-v2) = ala(-v2) —2) =
=46—-2)=16>0—>

- Minimoenx = —v2



=

=

Parax = v2: f) fl0=3¢—-3=3—Nx+1)=0-

2 ->Xx=1 X=—1
7(v2) = a(3(v2)' ~2) = a6 ~ 2 = 0 — bx
=16 >0 - Minimo en x = v2 Parax — 1
Parax = 0. f(—=1) = —6 <0 - Maximoenx = —1
f70) =43-0°—2)=40—2) = Parax = 1-

=—8<0 - Maximoenx =0
X)) =3 —6Xx=3x—2 =0 —

(1) = 6>0 - Minimoenx =1

>x=0 X=2 0 Considera la siguiente funcion racional.
” 2
f(X):éXfézé(X*’l) f(X)= X
Parax = 0: X+1
f70) =6(0—1) =—-6<0— Estudia su monotonia y encuentra sus
— Maximoenx =0 maximos y minimos.
Parax = 2: X2+ 2x
o) =62-10=6>0- W=y SO Xm0
— Minimoenx = 2 SX=0 xXx=-2
/X)) =3x°— 12X =3x(x —4) =0 — 700 — 2
->x=0 x=4 x+ 13
7)) = 6x — 12 Parax = 0
Parax = 0: f7(0) > 0 = x = 0 es un maximo.
f70) =—12 <0 — Maximo enx = 0 Parax = —2:
Para x = 4. f"(—=2) < 0 = x = —2eSsun minimo.
f"(4) =12 > 0 - Minimoenx = 4 Por tanto, f(x) es decreciente en
P = 2%+ 9 =0 - x = %9 (—oo, —2) U (0, +o0) y creciente en (—2, 0).
f7(x) = 2 Q Decide donde son concavas y donde son
9. ( —9) B convexas estas funciones.
Parax = —f"[—|=2>0—
2 2 a fX)=7¢—x—x+2
— Minimo en x = - b) f(x) = X
2 X241
') =6x>+18x —4 =0 > a) ') =213 —2x — 1

—9+ 41 —9 =1
= ® = ® ) = 42X —2=0 - x = —

- X .
6 6 21
F7() = 12x + 18 Para x < %z
Para X = w: f7(0) = —2 <0 — f(x) es convexa.
1
— Para x > —
f,,< 9 +6V105 ) 0o ara o
f7(1) = 40 > 0 — f(x) es concava.
- —9 + 105 M W
- Minimoen x = ————— ox
— R
Parax = —2— V105, V3
- . . 2
6 i =202 — g x =22
(=9 — 05 o)
f 5 <0— \/g
F Para x < ———
— Maximo en x = ﬂ 3
6 f"(—2) <0 — f(X) es convexa.
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V3 V3

Para ——— < x < ——
3 3

f”(0) > 0 — f(x) es concava.

Para ﬁ < X:
3
f”(2) <0 — f(x) es convexa.

© Halla los intervalos de concavidad y
convexidad de las siguientes funciones,
y comprueba el resultado graficamente.

a) f)=—x"—x+4
b) f(x) = —x — 5x?
a) ffX)=—2x—1->1f"x) =—2

f”(x) < 0 siempre, por tanto, es convexa.

Y

[ \
| \
l \

b) f'x) =—1—10x — f"(x) = —10

f”(x) < 0siempre, por tanto, es convexa.

Y

@ Dibuja la gréafica de una funcién siempre
creciente que no tenga asintotas.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

@ Dibuja la gréafica de una funcion siempre
decreciente que tenga una asintota vertical
y otra horizontal.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

\

\
|

@ Dibuja la gréafica de una funcion siempre
positiva con un maximo en (4, 6).
Respuesta abierta. Por ejemplo:

1%

-+

@ Dibuja la gréafica de una funcién cuyo
dominio sea (—5, 5), pase por el origen
y tal que /inj5 fix)=+ocy Iing f(X) = —oo,
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

|
\
\

\
\
1

@ Representa graficamente una funcion que
cumpla todas las condiciones.

e Su dominio esR — {3}.



e Corta los ejes en el punto (0, 0).

o Tiene una asintota vertical en x = 3
y una horizontaleny = 1.

o Es siempre decreciente.

e Es convexa en (—oo, 3) y concava
en (3, +o).

o No tiene puntos de inflexion.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

EN

—-’/

Representa graficamente una funcién que
cumpla todas las condiciones.

e Su dominio es R.

e Corta el eje X en el punto (—2,0) y el eje
Y en el punto (0, 1).

o Tiene dos asintotas horizontales, y = 3
ey= -2

e Es siempre creciente.

e Es céncava en (—oo, 1) y convexa
en (1, +oo).

e Tiene un punto de inflexién en (1, 2).
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

Dibuja la gréafica de una funcién cuyo
dominio es R, que pasa por (—2, —1)

y (2, 3), es creciente en (—oo, 0),
decreciente en (0, +o0) y tiene un maximo
en (0, 6).

Respuesta abierta. Por ejemplo:

@ Dibuja la gréfica de una funcién con
dominio R, cuyos puntos de corte con
los ejes son (0, 4) y (6, 0), y tal que

lin_1 f(X) = +ooy ”’17 f(x) = —oo.
Respuesta Y
abierta.
Por ejemplo: ™~
: q
1 \\
1 X

@ Representa graficamente estas funciones.
a) fx) =x3—3x*+2
b) f0) = X — 3x? + 2x

a) Y
|
|
| |
[ / X
|
b) Y
|
|
1 I
X
|
|
|
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@) Representa graficamente estas funciones. ’ ’

m 2
a) fx) = x> — 4x e X .
b) f0) = X° — 6x una asintota verticalenx = —1.

= co —ftiene

e Asintotas horizontales:

a) Y
| Como Grix) = Grix> — 1) — ftiene
,' una asintota horizontal en y = k, donde
/ k= tim X =15y =1
[ / Koo X2 — 1 B
% e Asintotas oblicuas:
,’ / No existe asintota oblicua porque
Grix) =Grix> — 1) = 2.
@ Determina las asintotas oblicuas de
b) y las siguientes funciones.
Fa\ X2
a) fx) = b) fx) = x +
\ ) f(X) T ) f(X) > x
[IIA %) ¥
. am=Im-—=Im-—7——m:=
,I ' ) X=X x=e X (X 4 1)
] X . X2
| | = lim — =1
\ 1] Xm0 X2+ X
\/ n = lim (o) — mx =
2
= lim p —X|=
9 Determina cuéantas y cudles son .
las asintotas de estas funciones. — Jim | =X X i _+ =
3x X? o X
a) fix) = b) fix) = =
) f(X) P ) fx) JEp 1
a) e Asintotas verticales: Por tanto, la asintota oblicuaes y = x — 1.
El denominador se anula en x = 2: ; X+ X
. 3X . ; b) m://mﬂ: /,‘m#:
lim = oo — ftiene una asintota X X X—00 X
x=2 X — 2 ,
; — XX L 3—X
verticalenx = 2. = lim - =1

e Asintotas horizontales: oeX2=X) oe2—X

Como Gr(3x) = Gr(x — 2) — ftiene n = X/IQZ [F) —mx] =
una asintota horizontal en y = k, donde

. X
:/lm[X+—*X}:
k= flim —> =3-5y=23 x=ve 2—x
xoeo X — 2

e Asintotas oblicuas: = Jim | >— x] =1
No existe asintota oblicua porque Por tanto, la asintota oblicua esy = x — 1.

Gr3x) =Grix —2) = 1.

b) e Asintotas verticales: @ Representa estas funciones.

El denominador se anulaen x = +1: a) flx) = X

X2 X+ 3
lim = oo — ftiene una asintota
x=1 X2 — 1 b) fi) = X+4
verticalenx = 1. 2x—3
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%) Representa las siguientes funciones.

X+ 4 X
8) f) =x———= DN =—"7—x
a) Y
| v
/ A
/ ’
1 / 'l' /
/L / %
A [
|
b) Y
AN
N
“x
\\s X
\\
\\
N\
N

PRACTICA

@) Estudia el crecimiento y el decrecimiento
de la funcion.

X2+ 2x six<—2

fo) = ‘I+i2 Six>—-2
X

pomf =R — {0}
2X+2 six <=2

P = —% Si x> —2
2X+2=0->x=—1

f'x) =0 - _%io -

— Enx = —1f'(x) no toma el valor de

la primera funcion. Por tanto, f'(x) nunca

se anula.

Parax < —2:f(—3) <0 — f(x)es
decreciente.

Para—2 < x < 0:f(—=1) >0 — f(x)es
creciente.

Para x > 0:1'(1) < 0 — f(x) es decreciente.
Por tanto, la funcion es decreciente en
(—oc0, —2) U (0, +0o0) y creciente en (—2, 0).

La funcion g(x) = 100 + 5x + x

proporciona el gasto en euros de una

empresa para fabricar x unidades de un

producto. Si cada unidad tiene un precio de

venta de 29 €, calcula la funcion beneficio

y cuantas unidades hay que producir para

que sea maximo.

El ingreso por cada unidad es f(x) = 29x,

el gasto, g(x) y el beneficio:

bx) = f(x) —gx) = 29x — 100 — 5x — x* =
= 24x — x* — 100

b'x) =24—2x=0—->x=12

b’(x) = —2 <0 — X =12esun maximo.

Para maximizar el beneficio se deben fabricar

12 unidades. El beneficio sera de 44 €.

Halla el valor de a para que en x = 2 estas
funciones tengan un minimo.

a fx)=x’+ax+a

b) fx) = ax? —4x + 3

a f'x)=2x+a=0
fQ=2-2+a=0->a=—4
") =2 ->1f"(2=2>0
Cona = —4,enx = 2hay un minimo.
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b) f'ix) =2ax —4 =0
f2)=4a—4=0—->a=1
f"X) =2a - "2 =2>0
Cona = 1,enx = 2 hay un minimo.

@ Halla la ecuacion de la parabola cuyo
vértice es (3, —8), sabiendo que pasa
por el punto.

a) 0,1 b) (1,0

a) Una parabola tendrd como ecuacion
f(x) = ax* + bx + ¢, y como pasa

por (0, 1), al sustituir, se obtiene ¢ = 1.

El vértice de la pardbola pertenece

alamismay es un maximo o un minimo.

a-3+b-3+1=-8
@ =0->1f0=2ax+b—

—>6a+b=0
a-3F+b-3+1=-8
a+b=20
9a+3b =-9
- b:_éa}ﬂ%—wa——(?%

—a=1 b=-6
Por tanto, f(x) = x> — é6x + 1.

1S

Una parabola tendra como ecuacion
f(x) = ax?* + bx + ¢, y como pasa
por (1, 0), al sustituir se obtiene
at+b+c=0.

El vértice de la pardbola pertenece

alamismay es un maximo o un minimo.

a-3+b-3+c=-8
ffR=0->fX =2ax+b—

—>6a+b=0

atb+c=0

98 +3b+c=-8;—>
6a+b=0

—5a+c=0
—9a+c:—8}_’43_8_’

—-a=2 b=-12 ¢=10
Por tanto, f(x) = 2x*> — 12x + 10.

%) Estudia la monotonia de las funciones

cuya derivada se representa con una recta

de pendiente 3.
¢Qué tipo de funciones son?

La derivada es f'(x) = 3x + n. Esta funcion
es la derivada de una funcion de segundo
grado, por tanto, de una parabola. Al derivar
de nuevo se obtiene f”(x) = 3 > 0, por tanto,
la parabola es concava.

%) Estudia la monotonia de estas funciones.

a) ') =2x>—3x — 2
b) f'(X) =x>—3x+2
a) f') =2x>—3x—2=0—

3+4324+16
D= >
4
—>X1:2 XZZ*E

Parax € <—oo, —%) - f'x) >0 —

— f(X) es creciente.

Parax € <f% 2> - f'x) <0 —

— f(x) es decreciente.
Parax € (2, + o) » fx) > 0 —
f(x) es creciente.

by f'x) =x*—3+2=0~-

_ 3+4(—3)?%?—38
2

- Xy = 2 Xy = 1

Parax € (—o0,1) = f'(x) > 0 —

— f(x) es creciente.

Parax €(1,2) — f'(x) <0 —

— f(x) es decreciente.

Parax € (2, +) = f'X) > 0 —

— f(x) es creciente.

- X -

€09 Estudia la concavidad y la convexidad

de la funcion.
X2+ 2x six<-—2
fx) = 1+% Six=—2
pomf =R — {0}

2X+2 six < —2

f()():—% Six>—2
2 Six <—2
o0 = % Six >—2



Parax < —2:f” >0 — f(x) es concava.

Para—2 < x < 0:
f7(—1) >0 — f(x) es concava.
Parax > 0:f"(1) > 0 — f(x) es concava.

€D Estudia la concavidad y la convexidad

enlospuntosx = —1,x=1yx = 2.
Y
|
|
1 2\
\
\\I X
|
|
Enx = —1 la funcion es concava.

Enx = 1lafuncion tiene un punto de inflexion.

Enx = 2 la funcion es convexa.

L i 2—x .
€2 Determina si la funcion f(x) = tiene

x> =1
asintotas horizontales y estudia
su posicion.
lim = " — 1 > ¥ tiene una asintota
xoe X2 — 1
horizontalen y = —1.
Para x = 1000:

2 — (1000)* _ 999998 _
(1000)2 — 1 999 999
= —0,999998 > —1

Por la derecha, la grafica esta situada por
encima de la asintota.

f(1000) =

Parax = —1000:
_(— 2

f—1000) — 2= (10007 _
(—1000)2 — 1

= —0,999998 > —1

Por la izquierda, la grafica esta situada
por encima de la asintota.

€8 calcula las asintotas horizontales de

g X .
la funcion f(x) = itz estudia
su posicion. X X

5 1
— —ftiene

im ——————=
xoe 23+ 32 +2 2 ]
una asintota horizontal en y = >

Para x = 1000:

(1000)
£(1000) = -
(1000 2(1000)% + 3(1000) + 2

= 0,49925... < %

Por la derecha, la grafica estéa situada
por debajo de la asintota.
Parax = —1000:
(—1000)° -
2(—1000)°* + 3(—10007 +2

1
= /.. > =
0,500 5

f(—1000) =

Por la izquierda, la grafica esta situada
por encima de la asintota.

. . L, X+1 .
Determina si la funcion f(x) = + tiene

X2—4
asintotas verticales y estudia su posicion.

X=4=x+2dX—2)=0->x==%2

X+
lim > = oo —
x=2 X2 — 4
— Tiene una asintota vertical en x = 2.
. X+ 1
lim — = o0 —
x>=2 X*— 4
— Tiene una asintota vertical en x = —2.
Parax = —2,01:
—2,01 +1
f(—201) = ——— <0 -
( ) (—2,01° —4
- /iryT f(x) = —co
Parax = —1,99:
—1,99 +1
f(—1,99) = ——— >0 —
( ) (—1,992— 4

> I o) = +oo

Parax = 1,99:

1,99 +1 .
f(1,99) = ———— <0 - lim fx) = —
(099 = oor—a lim ) = —eo
Parax = 2,01:

201 +1 .
fe0N) =-——5—>0~ limfx) =+
20N = g lim ) = +e

€D calcula las asintotas verticales de

3xX —2

la funcion f(x) = 7 —x—2" estudia
su posicion. X
X=X—6=K+2AK—3) =0—

> X==-2,Xx=3
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X —2

lim ————— =00 >

x>=2 X*—X—6

— Tiene asintota vertical en x = —2.
33X —2

im ————=c0 >

x=23 X2 —X—6
— Tiene asintota vertical en x = 3.
Parax = —2,01:

3(—2,01) —2

f(—2,01) = <0 -
( : (—2,01)2 42,01 —6

Parax = —1,99:

f(—1,99) = 3199 =2,
(—1,992+ 1,99 — 6

= lim f(x) = 4o

X— =2

Parax = 2,99:

(2,99) = _sewm—2
(2,99)2 — 2,99 — 6

- lim f(x) = —oo

X—3

Parax = 3,01

f(3.01) = M >0 -
(3,012 — 3,01 — 6

> lim £ = +-o0

(ACTIVIDADES FINALES )

1. Determina los puntos criticos
y la monotonia de una funcion

(ACTIVIDADES FLASH )

@ A partir de la derivada de f(x) decide
«oo  Sila funcién crece o decrece donde se

indica.

a) ') =x*+3enx =2

b) f'ix) =5—+vxenx=9

O f)=—x+x—x+x—1
enx =0

d) f'ix) =5x3*+4enx =1

a) f'(2) =7 > 0f(x)creceenx = 2.

b) f'(9) =2 > 0f(x) creceenx = 9.

c) f(0) = —1 < 0f(x)decreceenx = 0.

d) (1) =9 > 0f(x)creceenx = 1.

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Estudia si la derivada es positiva

( Jole)

Yolo)

0 negativa en x = 1 en las siguientes
funciones.

a) Y
|
/
{ X
|
b) Y
1T\ ]
/
f X
|
C) Y
\ /
\ /
\l//
X
d) Y
AREAY
/ VX

a) (1) >0, porque en x = 1 la funcion
es creciente.

b) /(1) <0, porque en x = 1 la funcion
es decreciente.

c) /(1) >0, porque en x = 1 la funcion
es creciente.

d) /(1) <0, porque en x = 1 la funcion
es decreciente.

Decide si estas funciones crecen
0 decrecen donde se indica.



a) f)=—2x+3%—x+1 enx=1 Q) fX)=4—8—->f2 =0

2 o 7
b)f(x)=2X 3 +1 on x— —2 En ( olo,2)f(x)<0%f(x)es
X decreciente.
c) fx)=2+3Inx —8 en x=4 En (2, +0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente
d) f0) = 2x + 3Vx en x=9 en este intervalo.
a) F) = —6x% + éx — 1 Por tanto, x = 2 es un minimo.
f'(1)=—-1<0- , ,(—3)
- . df'x)=—3—2x->f{—1]=0
— La funcion es decreciente en x = 1. ) ' - 2
o g — KK (22)(2 —3x+1) _ - <7OO, 7%) 0> 0 >
X
_ 2x2 —1 — f(x) es creciente.
X? 3
7 En <*E,+OO> f’(X)<0 g
f(—=2) =—>0— )
4 — f(x) es decreciente.
— La funcion es creciente en x = —2. 3 o
Por tanto, x = -3 €s un maximo.

c f'(x) = 2X-|r12+i
X e) f/) =2x—6 - Q) =

f’(4)=16|n2+%>0—> En (=0, 3)F() < 0 — f(X)es
- : decreciente.
— La funcion es creciente en x = 4. _
En (3, +0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.
d) f'x) =2+ —— — ini
) ') = ZW Por tanto, X = 3 es un minimo.
f’(9)=%>0—> f) f’(x):éx—z—>f’<%>:o
— La funcion es creciente en x = 9. 1
En _OO'E f'ix) <0 —
Indica los intervalos de crecimiento — f(x) es decreciente.
» 'y decrecimiento de estas funciones. 1
¢ Existe algiin maximo o minimo? En (? +oo> f"(x) > 0 — f(x) es creciente.
a) fX) = x> —4x + 1 1
b) fX) = —x2+ 4 Por tanto, x = 3 es un minimo.

@ INVENTA. Escribe dos parabolas que
«co tengan un maximo y otras dos que tengan

€) f) =X —ex+5 un minimo e indica sus intervalos de
f) f(x) = 3x* — 2x crecimiento y decrecimiento.
a) f'x) =2x—4 - (2 =0 Respuesta abierta. Por ejemplo:
En(—o0,2)f'(x) <0 — f(x)es Méaximo
decreciente. fX) =—x>+3x—2
En (2, +o0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente. Fx)=—-2x+3=0—>
Por tanto, x = 2 es un minimo. 3 {f’(O) >0
=X =— > 1.
b) f'x) = —2x = f'(0) =0 2 f'2) <0

En(—o0,0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.
En (0, +o0) f'(X) <0 — f(x) es
decreciente.

Por tanto, x = 0 es un maximo.

f(X) es creciente en <foo,

N w

)
=)

y es decreciente en (

N | w
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f) =—3x"+4x —2 >

-> ) =—6x+4=0-

L,_2 Jfo>o0
R f/(1) <0

w|no

)

y es decreciente en <% +oo).

f(x) es creciente en <foo,

Minimo

f(X) =3x>+4x — 2

fX) =6x+4=0->
HX?_EH f'(—1) <0
3 f’(1) >0

f(x) es decreciente en <foo, — %)
) 2

y €S creciente en <— 3 + oo).

fiX) = x> —5x — 2

ffX) =2x—5=0—

—>xf£—> f'(0) <0

2 (3 >0

f(x) es decreciente en <*OO, %)

. 5
y €s creciente en <§, +00>.

Estudia los intervalos de crecimiento

>y decrecimiento de las siguientes

funciones, y encuentra los posibles
maximos 0 minimos.

a) fx) =x3—6x2+ 9% + 1
) f(X)

b) f() =x3—3x>— 9% + 1
c) f(x) = x®—3x
d) fx) = x* — 4x

e) f(x) = 9x* — 2x% — 6x?

a ) =32—12x+9=0-
->Xx=1 X=3

En(—oo, 1) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.

En(1,3) f'(x) <0 — f(x) es decreciente.

En (3, +) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.

Enx = 1tiene unmaximoyenx = 3
un minimo.

b) f'x) =3x>—6x—9=0—
->X=-1 x=3
En(—oo, —=1)f'(x) >0 — f(x)es
creciente.
En(—1,3)f'(x) <0 — f(x) es

decreciente.

En (3, + ) f’(x) > 0 — f(x) es creciente.
Enx = —1tiene un maximoyenx = 3
un minimo.

O Ff)=3x*—-3=0-ox=1 x=—1
En(—oo, —1)f'(x) > 0 — f(x) es creciente.
En(—1,1fKx <0 — fx) es

decreciente.

En (1, +o0) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.
Enx = —1tiene un maximoyenx = 1
un minimo.

d ) =4—4=0->x=1
En(—o0, 1) f'(x) <0 — f(x) es
decreciente.
En (1, + ) f'(x) > 0 — f(x) es creciente.
En x = 1 tiene un minimo.
e) /() =36x° —6x* —12x = 0 =
1 2

-X=0 Xx=—= X==
2 3

En <foo, f%) f'x) <0 — f(x)es
decreciente.

En <— % O) f'x) >0 — fx)es
creciente.

En (O, %) f'x) <0 — f(x)es
decreciente.

En <% +oo> f’ix) >0 — f(x) es

creciente.
Tiene un maximo en x = 0y dos
. 1 2
minimosen x = ——y x = —.
2 y 3

@ Estudia el crecimiento de estas funciones.

a) fx) = x°
b) fx) = x*
0 fX) = vx



a ) =3%->fKx=0->x=0.
EN (—o0,0) f'(X) >0 — f(x)
es creciente.
En (O, + ) f'(x) >0 — f(x)
es creciente.
b) ') =4x* > f'x) =0 > x = 0.
EN (—o0,0) f'(X) <0 — f(x)
es decreciente.
En (O, + ) f'(x) >0 — f(x)
es creciente.
1
C2vx
En (— oo, 0) la funcion no esta definida.
En (O, + o) f'(x) >0 —
— f(X) es creciente.

c) ')

Analiza en qué intervalos crece y en
, cudles decrece cada una de las siguientes
funciones.

a) f(x) = 3sen2x

h) f(x) = 2¢*"
C) f(X) — er—1
1 X
d) fix) = (Z) +5
a) f'iX) = 6cos2x — f'X) =0
T Kk
cuando x = Z+7,/<e Z.

En los intervalos

T 3r

— 4 kn,— +kn) keZ
<4 " ”)’ '
f'(x) < 0 — f(x) es decreciente.

En los intervalos

3r 51
— +kx,— +kn|, ke ”Z
<4 + Km, A + 7'C>, ,

f’(x) > 0 — f(x) es decreciente.
b) f/) =2"In2 >0V xER

Por tanto, f(x) es creciente en toda
la recta real.

Q) =2"">0VXER

Por tanto, f(x) es creciente en toda
la recta real.

dFf)=—n4d-4*<0VXER

Por tanto, f(x) es decreciente en toda
la recta real.

Estudia los intervalos de crecimiento

see Yy decrecimiento de las siguientes

funciones.
a) fx) = Inx
b) fX) = Inx>+ 1)

1
) fX) = |0827

1

a) bomf(x) = (0, +o0)

f’()()=%>OVxeRaf(x)es

siempre creciente.

b +1>0VxER->Domfx) =R
2X
f'(x) =
W X2+ 1
En(—c0,0)f'(X) <0 —
— f(x) es decreciente.
En (0, +o0) f'(X) > 0 — f(x) es creciente.

¢) bomf(x) = (0, +0)

- f'X)=0->x=0

f'x) = — <OVXER—>
Xx1In2
— f(X) es siempre decreciente.
1
d ——>0 € R — Domfx) =R
) i VX 7 W
—2X
f'ix) = f'x) =0 =0
x) X2+1% ] - X

En(—oo, 0) f'(X) > 0 — f(X) es creciente.

En (0, +o0) f'(x) < 0 = f(X) es
decreciente.

f(x) tiene un maximo en x = 0.

INVESTIGA. (ES cierto que la funcion
f(x) = x° es siempre creciente?
¢Qué ocurre en el origen de coordenadas?

') =3x*>0V XxER

Como f’(x) es siempre positiva, f(X) es
siempre creciente.

f7X) = 6x > 6x=0—>x=0es
un punto de inflexion.

Analiza en qué intervalos crece y en
cudles decrece cada una de las siguientes
funciones.
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X? 2X

A1 =" 010 =577

b)f(x)ziig d)f(x)ziii

o) f’(X):ﬁ%f’(X):Oﬁx:o
f'(x):ﬁ<o»

- X E (—o0,0) —
— En este intervalo f(x) es decreciente.
2X
f'X) = ——=
) oty
- X € (0, +o) —
— En este intervalo f(x) es creciente.

>0 -

b) Domf(x) = R — {—3}

f'ix) =
X+ 37
por lo gue f(x) es siempre creciente.

c) bomfx) = R — {—1}

f'x) =

2
(x + 1)?
por lo que f(x) es siempre creciente.

d) Domfx) = R — {2}
4
) =——=><
() X — 27 0 entodo
el dominio, por 1o que f(x) es siempre
decreciente.

Determina los intervalos donde las
siguientes funciones son crecientes
0 decrecientes.

X—3 Six <1
A 0 =13 _ o Six>1
2X + 4 Six<0
b) 70 = 3X2+5x—2 six=0
X3 Six<0
_ 2
0 =1x 3 Six>0
2
X2 +2x—9 Six <2
d 700 = 8 — 3x Six>2
i six <1
a)f(X)_{fz six > 1

f(x) es creciente en (—oo, 1).
f(x) es decreciente en (1, +oo).

> 0 en todo el dominio,

> 0 en todo el dominio,

s )2 Six <0
b)f()()f{éerS six>0"

. ') >0 six<o0
f'x) >0 six>0

f(X) es creciente en (—oo, 0).
f(x) es creciente en (0, +oo).

L ]3X% six <0
C)f(X)_{X six >0

N f'x) >0 six<O0
') >0 six>0

f(x) es creciente en (—co, 0).

f(x) es creciente en (0, +oo).

2X+2 six <2
@ ’U(X):{fa six>2 "

f'ix) <0 six<—1
> 3f'x) >0 si—1<x<2
') <0 si2<x

f(x) es creciente en (1, 2).
f(x) es decreciente en (—oo, —1) U (2, +o0).

Estudia el crecimiento y el decrecimiento
de las siguientes funciones donde se
indica.

a) f(x) =13x + 2|
b) () =|—x + 3|
0 flx) == —3)

enx=1yx=—4
enx=0yx=5
enx=—1yx=2

d f(x):‘%xﬂ‘ enx=—2yx=0

e) f) =|x*—3| enx=—-3,x=—1
yx =4

f) f) =|—x2+3x| enx=—2,x=2
yxX=6

) 2
—3X—2 Six<——
3

a) fix) = 2 7
3X + 2 Six=——
3
—3 six<—g
, 3
- f'x) = 5
3 Six >——
3

f(x) es decreciente en (—oo, 7%>

- 2
f(x) es creciente en (— 3 +oo)_



f)

Enx = 1creceyenx = —4 decrece.

X—3 six>3
f(X)’{S—x Six <3
L1 six >3
_’f(X)f{—1 Six <3

f(x) es creciente en (3, +oo0).
f(x) es decreciente en (—oo, 3).
Enx = 0 decrecey enx = 5 crece.

X—3 six>3
f(X)_{B—X six<3
a1 six >3
_)f(X)_{% six <3

f(x) es creciente en (3, +0).
f(x) es decreciente en (—oo, 3).

Enx = —1 decreceyenx = 2 decrece.
THZZ Gy<-2
fo0) — 2 3
P2 L2
2 -3
=3 Gix<-2
Fx) = 2 3
E: six>fg
2 3

f(x) es decreciente en (—oo, —%)

f(X) es creciente en <— 3, +oo>.

3
Enx = —2decrece y enx = 0 crece.
-3 six<—+v3
f) =13—x2 si—V3 <x< 43—
X>—3 siv3 <x
2X six < —43
S ) =1-2x si—v¥3 <x<v3

2x  siv3 <x
f(x) es decreciente en (—oo, —v3).
f(x) es creciente en (— 3, 0).
f(x) es decreciente en (O, x@)

f(x) es creciente en (V3, +eo).

Enx = —3 decrece, enx = —1 crece
yenx = 4 crece.

X>—3x six<0
fx) =13x —x2 sSi0<x<3 -
X —3x si3<x

2X—3 six<O0
> X)) =313—2x sSi0<x<3
2X—3 sSi3<x

f(x) es decreciente en (—oo, 0).

f(x) es creciente en <O, %)

f(x) es decreciente en <% 3).

f(x) es creciente en (3, +o).

Enx = —2 decrece, en x = 2 decrece
y enx = 6 crece.

RETO. Determina los intervalos de

eee Crecimiento y decrecimiento de las

funciones que aparecen a continuacion.
a) fx) =|x*—x— 5|

b) fm=H
X
- X
d) fx) = —v|x|
e) f(x) =IInx|

f) 00 = In(x| +1)
a fx)=x2—x—25

sixe<foo,
f'X) =2x—1—

f'(x) > 0 six>%
- 1%
f'(x) <0 six<3

1+@’+Oo>

f(x) crece en ( 2

( 17— @)
y decrece en | —oo, — )

fl) =—x"+x+5
1—v21 1+@>
5

ix e
: ( .

f'(x) > 0 six<%

') =—2x+1—

1— 421 14+ 421
2 M 2 '+°°)

f'(x) <0 six>%

-
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1—421 1
f(x) crece en (T E)
1T 1+v21
y decrece en >3 )

f(x) decrece en

(_Oo 1—@>U<l 1+«/§)
, >

2 2
y crece en
1*‘/Zl U 1+«@’+OO_
2 2 2
] f% Six <0
D) f(x):‘y‘:
Six >0
i Six <0
X2
N
—2 Six>0
‘) >0 six<O0
()<O Six>0
f(x) crece en (—oo,0) y decrece en (0, + o).
X
c) f :‘ ‘—
) 1) X241
- 2X six <0
B X+ 1
% Six=>0
X°+1
X2 —1 .
—— six<O0
, ()(2_;’_/])2
Fe0 = 1— X -
Six>0
()(2+1)2

0 >0 sixe (—o,—1)U 0 1)

f(x) decrece en (—1, 0) U (1, +0)
y crece en(—oo, —1) U (0, 1).

—v—Xx six<O0
d f(x)—\/ﬂ{& Six =0

{f’(x) <0 SiXxXE(—1,0U (1, +w)

1 .
— six<O0
2V—Xx
=1 -

——F— Six>0
2vx

. f'x) <0 six>0
f'x) <0 six>0

300

f(x) crece en (—oo, 0) y decrece

en (0, +oo).
&) f0) = |In x| = —In x si0<xs1ﬂ
In x Six >1
1
—7 SIO<Xx <1
- f'x) = -

al Six > 1
X
f'ix) <0 sio<x<1
) >0 six>1
f(x) decrece en (0, 1) y crece en (1, +o0).
f) = In(| x|+ 1) =

In(1 =X six<0_)
T lnx+1) six=0

—h
=

Six <0
- f'(X) = -
six >0

X+ 1
. /) <0 six<O0
f'x) >0 six >0

f(x) decrece en (—oo, 0) y crece
en (0, +oo).

(ACTIVIDADES FLASH )

@ La funcion f es derivable en todo su

«co dominio. Ademas, f(0) >0y f"(x) <0
en (—oo, 0). ¢En cual de las siguientes
gréficas puede estar representada f?

Grafico A Gréafico B
1% 1%
" / \/
/
= Jl] -
Gréfico C
Y

a2

fo=




La grafica A no puede ser porgue no es
continua y, por tanto, no puede ser
derivable en todo su dominio.

La grafica B no cumple que f”(x) < 0
en (—oo, 0).

Por tanto, es la grafica C.

Determina los maximos y los minimos
. de las siguientes funciones utilizando
la segunda derivada.

a) fX) =3x +2
b) f) =x>*—4
_ 5—2x
c) fix) = 2
XX =3 +3
d) f(X),7X71

e) f(x) = 2x>—12x+ 5
f) fix) = 2x* — 4x?

X2
Qfmfx+1

X3
h) fix) = a4

a) f'ix) =3+ 0V x € R — No existe
maximo ni minimo en esta funcion.

D) f'X) =2x=0->x=0—
- f’X) =2 >0 —>Minimoenx =0
1

Q) f'(¥) = Y + 0V x € R — No existe
maximo ni minimo en esta funcion.
) XX — 2)
d) f(X):W:O—)X:OYX:2
2
f/! —
) 7()( oy

Parax = 0:f"(0) = —2<0 —
— Maximoenx =0
Parax = 2.f"2)=2>0 —
- Minimoenx = 2
e) f'X) =4x—12=4x—3) =0
4x—3 =0->x=3
f’x) = 4
Parax = 3:f7(3) = 4 —» Minimoenx = 3

f) F=8¢—8=8(—1=0->

>x=0  x=1 X=—1
7(x) = 8(3x> — 1)
Parax = 0:f"(0) = —8 <0 —

— Maximoenx =0

Parax = 1:f"(1) =16 >0 —
— Minimoenx = 1

Parax = —1:f"(—1) =16 >0 —

— Minimoenx = —1
X2+ 2x

f'fX) =——>=0

g ') PR -
->Xx=0 X= =2
2
f'X) = ———
® X+ 12

Parax =0:f"(0)=2>0 —
— Minimoenx =0

Parax = —2:f"(—2) = —2<0 —

— Maximoenx = —2
X4+ 12x2
h X)) =——7-= X=0
) ') o7+ 47
—8x° + 96x
f"X) = —————
® x>+ 4y

Parax = 0:f"(0) =0 —
— Punto de inflexionenx = 0

Calcula, utilizando la derivada, la
expresion algebraica de las coordenadas
del vértice de una parabola genérica,
f(x) = ax*>+ bx + c.

El vértice de una parabola es el maximo
si la parabola es concava y es el minimo si
la parébola es convexa.

—b

f'x) = 2 = =—
X) ax +b =0 - X %

—b\ (=bY . . [=b\.
f<5>_<2a>+b<2‘a>+c_c 4a

Por tanto, el vértice de la parabola es
(:2C_£g
2a’ da )

Averigua los valores de @, by ¢ para

que la parabola f(x) = ax? + bx + c tenga
su vértice en el punto (—1, —8) y corte
eleje Yen (0, —5).
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La funcion debe cumplir las siguientes
condiciones:

F(—1)=0
f(—1) =—8; -
f0) = —5

Por tanto, f(x) = 3x*> + éx — 5.

Halla los valores de a y b para que la
funcion polindmica f(x) = x*+ax + b
tenga un minimo en estos puntos.

a) A(1,9) c) C(1,2)
b) B(—1,5) d) D(—1, —2)
asS=1+tat+tb->4=a+b

Como (1, 5) es un minimo:

') =3*+a - f(1)=0—

- 0=3+ta—-a=—

a+giiiﬂb:7

bys5=—1—a+b—->a—-b=—
Como (—1, 5) es un minimo:
f'x) =3x*+a —

- f(—1)=3+a=0—-a=-3
a—b=-6
a;,g}ab_g

02=1+a+b-a+b=
Ccomo (1, 2) s un minimo:
') =3x>+a —
->f(1)=3+a=0->a=-3

at+b=1
a:fs}ﬂb_4

d—-2=—-1—-a+b->a—b=1
Ccomo (—1, —2) es un minimo:
f'x) =3x*+a —

> f(—-=3+a=0->a=-3
a—b=1
a:—B}_)b*_

@ Determina los valores de a, by ¢ para

©

que la funcion f(x) = ax® + bx + ¢ pase
por el punto (2, 6) y tenga un minimo
en (1, 2).

Pasapor(2,6)— 6 =a2>+ b2 +c¢c —
- 6=8+2b+cC

Pasapor(1,2)—> 2 =a1*+bl1+c —
—>2=a+b+c

como (1, 2) es un minimo:
f'x) =3ax’+b - f(1)=3a+b=0

8a+2b+c=6
atb+c=2¢ -
3a+b=0

8a—6at+c==6
a—3at+c=2

a=1
—>|b=3—>f(x)=x33x+4
c=4

f"X) =6x = f"(1) =6 >0—
— X = 1minimo

Halla a, b y ¢ para que la funcion

f(x) = ax® + bx? + cx + d tenga dos
puntos de corte coneleje Xenx = —4
y x = —3,y tal que la tangente sea

horizontalenx = —4yx = _Tm. Indica

si estos dos Ultimos puntos son maximos
0 minimos.

0 = a(—4)° + b(—4) + (4) R
0=a(—3°+b(~37+c(—3 +

0=—64a + 16b —4c + d
N
0=—-27a+9% —3c+d

fx) =0enx = —4yx —7?0

0 =3a(—4?+2b(—4) +c
10 10 -
0= 38(*7) + 2D<*?> +C

HO:ASa—8b+c
0 = 1008 — 20b + 3¢

—64a +16b—4c+d =0
—27a+9% —3c+d=0
48a —8b+c =0

1008 —20b +3c =0



El sistema es compatible indeterminado,
pOr tanto, no existe una unica solucion.
Dejando d como variable libre:

d ,_11d _ 5d

=— ph= =—,dER
@ 48’ 48'c 6'd

Estudia el crecimiento, el decrecimiento,
los méximos y los minimos de esta
funcién.

fx) =4/ 2x3 — %XQ — 5x

13
Domf:{xER:2X3f7x275x>O}:

[B—J&jqu B+!w2+w>

6> —13x — 5

24/ 2x% — %XZ — 5%

- 62— 13x—5=0—>
1

Sty x =2
3y 2

=0 -

o0 =

5
Se descarta x = > pOr No encontrarse
en el dominio de la funcion.
Se calcula la segunda derivada para

) 1 .
comprobar si X = ——es un maximo
0 un minimo.

12— 52— 60x? — 25
V2 (x(x® — 13x — 10))22

., 1 3
——)=—-514/— <
Hf( 3) 51 o 0 -

T
- X = *g maximo

f”(x)

La funcion crece en

(13—@_1) (13+@ )

— =" too

8

8 "3

y decrece en <f % O).

INVESTIGA. Indica cudles deben ser los
valores de a, b, ¢ y d para que la funcién
polinémica f(x) = ax*+ bx>+ cx + d
cumpla lo siguiente.

e Tenga un maximo en el vértice de
la pardbola g(x) = x> + 12x + 202.
e Tenga un minimo en el vértice de
la pardbola h(x) = —2x% + 8x — 98.
El méximo tendrd como coordenadas
b

X=—0o = —6Yy g(—6) = 166
y el minimo x = “oF =2yh(@2 =—90.
f'(x) = 3ax* + 2bx + ¢ —
f(—6) = 166
N f(2) = —90
f'(—6) =0
f'(2) =0

—216a + 36b — 6¢c + d = 166
8 +4b+2c+d=—-90
N
108a —12b+c¢c =0
22+4b+¢c=0

—-a=1b=61c=—36d=-—50
Por tanto: f(x) = x® + 6x? — 36x — 50.

RETO. Calcula los valores de a 'y b para

que la funcién f(x) = x® + ax? + b tenga
un maximo en un punto donde corta

al eje X, un minimo en su punto de corte
conelejeY,ycumplaquea + b = —1.

Los puntos de corte son (0, b) y (xo, 0),
donde x, sera una raiz del polinomio
x}+ax?+b.

En estos puntos, la primera derivada
se anula; (0, b) es un minimo 'y (x,, 0) s
un maximo.
f'(X) = 3x* + 2ax —
f0)=3-024+2a-0=0

, o 5 o Xo = 0
f(xo)—3x0+26x0—0—>3xo+2a20
yfx) = x* — X% pero (0, b) = (x,, 0) = (0, 0)
no es maximo y minimo a la vez.

. 3Xo
ia=——~
S >

- f(Xo) :X8+<—%>x5+b =0-

233 =33+ 2b=0
- - 3Xo —

20 4 h =1
2
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X3
b:_
2 -
o X
2 2
—>X0:—2,b:—4,a:3
) 1 3
obienxy,=1,b=—a=——
0 2 2

Las posibles funciones son: :

) = x3+3x2 — 4y fx) :X3*%X2+?

Comprobamos si los puntos obtenidos (0, b)
Y (Xo, 0) SON €l minimo y el méaximo
respectivamente.

) =x+3x>—4

(X)) = 3x2 + 6x

f’X) = 6x + 6

f7(0) = 6 > 0 = x = 0minimo
f"(—=2) = —6 < 0 = X = —2maximo

3 1

— 32y L

fX) = x 2x+2
f'(x) = 3x* — 3x
f"(x) = 6x — 3

f7(0) = —3 < 0 = x = 0maximo
(1) =3 >0 — x = 1minimo
La funcion es f(x) = x® + 3x? — 4.

¢En qué puntos de las gréficas de estas

oo funciones es horizontal la tangente?

Decide si estos puntos son maximos
0 minimos.

a) f(x) =3x¥* — 15x + 13
b) f(x) =2x3+ 3x2 — 36x + 8

X2 —3x+3
C) f()()—?
2
Q) fo0 = X+ 9
X

La tangente es horizontal cuando su
pendiente es 0, por tanto, la primera
derivada de la funcion es nula.

a) f’(x)=6xf15=0—>x=%
., 5 .
f(x):6>06x:5mm|mo

b) f'(x) =6x* +6x—36=0—

L [x=2
X=-3

X)) = 12x + 6 —

f”(2) > 0 —» x = 2 minimo
f”"(—=3) < 0 = x = —3 maximo

Lo XF2X—6
C)i‘()()fi(wﬂ)2 =0~
x=1-v7

X=—1+47
w14
f(X)f—(X+1)3H

R f(—1—v7)<o0
f(—1++47)>0

X = —1 — 47 maximo
X = —1+ 47 minimo

b XX—=9 X=3
o0 == -

N f”(38) > 0 —» x = 3 minimo
f"(—3) < 0 - x = —3 maximo

@ Indica toda la informacién que sea posible

sobre el punto de abscisax = adela
funcion f(x) en cada caso.

) f'@ =0

a f”(a) esnegativa
f@ =0

b) fla =0
fl@ =0

c) if@@) = 3
f(x) < 3siempre
f'la) =0

d f"@ =4
f'@ =0

® @ =0
f'@ =0

f) {f/(x) > 0 parax < a
f'ix) < 0 parax > a

a) X = aes un maximo.

b) x = a es un punto critico, pero no se
sabe si es maximo o minimo.

C) X = aesunpunto criticoy comof(x) < 3
siempre y f(@) = 3, es un maximo o bien
la funcion es constante en x = a.



000

000

d) x = aes un minimo.

€) X = aes un punto critico pero no se
sabe si es un maximo, un minimo
0 un punto de inflexion.

f) x = aes un maximo, porque ' (@) = 0,
crece en x < ay decrece enx > a.

INVESTIGA. Sif() =x>+5x+ 7
explica, de manera razonada, cuales son
las coordenadas del minimo de estas
funciones.

a) fix — 2
b) f) — 2
) fix +1)
d) 00 +1

f’(x):2x+5:OHx:—%

. 5 3
El minimo de f(x) es <— > Z)'

a) Lafuncion esta desplazada 2 unidades
a la derecha, por tanto, el minimo

b) La funcion esta desplazada 2 unidades
hacia abajo, por tanto, el minimo

es(-3. 1)
2" 4

) La funcion esta desplazada 1 unidad
a la izquierda, por tanto, el minimo

es(-2.%)
2" 4 )

d) La funcion esta desplazada 1 unidad
hacia arriba, por tanto, el minimo

s~ 7)
2" 4)

Determina los intervalos de crecimiento
y decrecimiento, los maximos y los
minimos de las siguientes funciones.

a) Y

b)

c)

a)

A=

—
|t

[
[
|

L

—_—
[

Decrece en (—oo, —1) U (0, 1)y crece
en(—1,0) U (1, +oc0).

Tiene maximo en (0, —1).

Tiene dos minimos, en (—1, —2)

y (1, —2).

Decrece en(—oo, 0) U (2, +o0)y crece
en (0, 2).

Tiene un minimo en (0, —3) y un maximo
en(2,1).

Crece en(—oo, —1) U (—1, 1)y decrece
en(1,3) U (3, +o).

Tiene un maximo en (1, —0,25).

Halla los maximos y los minimos de estas

ee0 funciones.

a)
b)
c)

a)

¥ = 0= 107+ (& + 37
X = 0 =2 (& = 177
¥ = O+ 2 (& — 172

') =4x — N+ N +3) =0 —
->X=1 x=—1 x=-3

f7(x) = 4(3x* + 6x — 1)

f’(—1) =—16 < 0 - X = —1Tmaximo
f7(1) =32 >0 — x = 1Tminimo
f’(—3) = 32 > 0 - x = —3 minimo

ffo)=2x—1NKk—22x—3)=0—
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f7(x) = 2(6x*> — 18x + 13)
(1) =2 >0 — x = 1Tminimo
3 3
f"l—=]=—1<0 — X =—maximo
2 AT
f"(2) =2 >0 — x = 2minimo

o ff)=2— N +22x+1) =0 -

1
- x =1 =2 x—fE
() = 62x>+ 2x — 1)
f"(—2) =18 > 0 - x = —2minimo
1
2
f7(1) =18 > 0 - x = Tminimo

RETO. Sea f una funcion cuya derivada
pasa por el punto (2, 6), indica el valor
fx) — f(2)

- fx) —f2 _ fx) —f2 _

o2 X2 —2x w2 XX —2)

<i, f(x)—f(2>>: L
X X—2 x=2 X

= lim

X2
1

1 4 = —. =
—E-f(Z)—2 6=3

INVESTIGA. Sea

f(x) = 2x3 — kx?> + 2x — Kk, ¢para qué
valores de k tiene f(x) dos extremos
relativos?

) = & —2kx+2 =0 -

2k + Vak? — 48
AT

Para que tenga dos soluciones:
4k?> — 48 > 0 — 4k*> > 48 —
- k? > % =12 -

—v12) U (¥12, +e0)

—>/<E<—

MATEMATICAS Y... MEDICINA.
Para estudiar la velocidad de
propagacion de una enfermedad,

los epidemidlogos estudian los

datos de incidencia de esa enfermedad
hasta llegar a una formula matematica

T
( —>:79<0»x:73ma><|mo

con la que calcular el numero de
infectados con el paso del tiempo.

El nimero de personas infectadas por
una bacteria a partir del primer dia que
se detecta una enfermedad se puede
calcular con la funcién:
fx) = (x — 5)[(x — 5)* —

— 36(x — 5) + 225] +

+ 15(x — 5) + 1856
en la que x representa el numero de dias

transcurridos desde que se ha detectado
la enfermedad.

a) Calcula la derivada de la funcion f(x)
y halla los valores en los que
f'(x) = 0. $Qué significado tienen
estos valores?

b

=

Determina la segunda derivada de f(x)
y sustituye, en la segunda derivada,
los valores de x que anulan la primera
derivada.

()
~

(En qué dia habra menos contagios?
JEn qué dia habrd méas?

a) f(x) = x® — 51x% + 675x — 369

f'(x) = 3x*> — 102X + 675 =0 —

X = 24y x = 10 son los posibles
extremos relativos.

b) f"(x) = 6x — 102 —

f7(24) > 0

f7(10) < 0
X =24 esunminimoyx = 10,
un maximo.
El dia en que habra menos contagios
sera el 24.°y el dia en que habra méas
contagios seré el 10.°.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 3, salud y bienestar.

o
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GEOGEBRA

@ Dados todos los tridngulos rectangulos
. de hipotenusa 10:

a) Asigna una variable a cada uno de
los catetos.

=

Aplica el teorema de Pitagoras para
relacionar la longitud de los catetos
y la hipotenusa.

c) Escribe la formula del area en funcion
de los catetos.

2

Despeja un cateto en funcion del otro
cateto en el teorema de Pitagoras.

e) Sustituye en la formula del area para
obtener una funcidn con una sola
incognita.

f) Deriva la funcion area y obtén sus
maximos y minimos.

g) Calcula las medidas de los catetos
del triangulo de mayor area.

a) X — base y — altura
b) X2+ y? =100
Xy
A =
C) 2
d) y? =100 —x* > y = 4100 — x*
X - V100 — x?
A - @ 2 =
e) >
1 —2X
f)A:—<Vmo—%+w——————):
2 24100 — X2
_ 1 10— ox
2 4100 — X2
_ 50 — x? N
Y100 — Xx?
- x =50 = 5v2
X(x? — 150)
f'X) = ———————
() (1007)(2)3/2

(¥50) < 0 — x = Y50 maximo

g x=5v2 y = v100 — 50 = 5v/2

Se trata de un triangulo rectangulo
isosceles.

Descompon el nimero 20 en dos
sumandos tales que la suma de sus
cuadrados sea minima.

20=x+y
X2+ y2 =1y
R 20—x=y
X2+ (20 — x)? = f(x)

f(x) = 2x%> — 40x + 400
f'X) =4x—40=0—->x =10
f”(x) = 4 > 0 siempre = x = 10 minimo

y=20—x->y=10

La descomposicion pedida
es 20 = 10 + 10.

Encuentra el nimero positivo que hace
minima la suma de él mismo
y el cuadruple de su inverso.

x>0
X+i:f()()
X
f’(x)=1fi2—0—>x=
X
8
f”(x)=?—> 7)) =1>0 -

— X = 2minimo

Se descarta x = —2 porque el nimero
buscado tiene que ser positivo.

De todos los tridngulos rectangulos en
los que los catetos suman 10, ¢cual tiene
mayor area?

MVW=x+y MW—x=y
Xy - X(10 — Xx) _

5 fx.y) 5 fx)
ffx) =5—x=0->x=5
f”(x) = —1 < 0 siempre —

— X = 5maximo
y=10-x—>y=5

El triangulo con mayor area es el que tiene
por catetosx = 5ey = 5.
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GEOGEBRA

@ Se quiere construir el marco de una valla

publicitaria rectangular de 12 metros
cuadrados. Cada metro lineal de tramo
horizontal cuesta 1,50 €, mientras que
cada metro lineal de tramo vertical
cuesta 2 €.

a) Determina las dimensiones del marco
para que el coste sea minimo.

b) ¢Cuanto cuesta el marco como minimo?

Xy =12 y:%
a) %X+2y:f(X,)/) —>3_X+£:f(x)
2 X
f'(xF%:O%XI
fn()():i_fef”(ll):%>o_’

— X = 4 minimo
12
== =3
y P -y

El marco de menor coste mide 4 m
de largoy 3 m de ancho.

by 2-4-15+2-2-3=24
El marco cuesta 24 € como minimo.

Tenemos 200 m de tela metalica para
vallar un recinto formado por un
rectangulo y dos semicirculos.

Y

X

Determina las dimensiones de x y de y
para que el area del recinto sea maxima.

El perimetro del reciento es la suma
del perimetro de la circunferencia y los dos
lados mas largos del rectangulo.

P =ny + 2x = 200

_

A= 4 + Xy
Ty + 2 = 200
2

%+Xy:f(x,y)

— 100 W
_}x7100 )
2
%er(woo—%):f(y)
f’(y)=1007%=0—>y=@
T

") = %ﬂ < 0 siempre —

200, .
-y = T maximo
200

y:—')(:O
T

El 4rea del recinto es maxima si es

un circulo de radio % m.

MATEMATICAS o
Y... EDICION. -,
Alahora

de disenar

un periddico de
papel, una de las
decisiones mas importantes son las
dimensiones de sus hojas. Habitualmente
los periodicos estan formados por hojas
de papel rectangulares en las que la
superficie impresa es, aproximadamente,
682 cm?, con margenes superior e inferior
de 2 cmy laterales de 1 cm.

Calcula las dimensiones de la hoja para
que el consumo de papel sea minimo.

Llamamos x al alto de la hoja e y al ancho.

Parte impresa:
A=KX—4y —2) = 682cm?
Hoja completa:

682y
A =X A=—"71+4
y = V2 Y
2 —
- 4y — 16y — 1348 —0 o

v—27
X =2+ V341 = 20,46
N
y =4+ 2v341 = 40,93

Las medidas de la hoja son 20,46 cm de alto
y 40,93 cm de ancho.

Se desea encerrar la maxima area dentro
de una valla rectangular de 500 m de
perimetro.



a) Averigua cuéles son las longitudes

de

=

los lados.

;Cuéles serfan las dimensiones

del rectangulo si uno de sus lados limita
€on un rio y no es preciso cerrarlo?

2x + 2y = 500

xy = f(x,

Y)

y = 250 — X
X(250 — x) = f(x)

f'(xX) =250 —2x =0 —» x = 125
f7(x) = —2 < 0 siempre —

— X = 125 maximo

y=250—x—>y=125

Todos los lados miden 125 m, por tanto,
se trata de un cuadrado.

2x

+ y = 500

Xy = fx, y)} -

y = 500 — 2x

X(500 — 2x) = f(x)

f'(x) =500 —4x =0 = x = 125

f// (X)

= —4 < 0 siempre —
— X = 125 méaximo

y =500 —2x — y = 250

Las dimensiones del rectangulo buscado
serian 125 m x 250 m.

@ El perimetro de la figura

representada es 5 m.

Expresa su area en
funcibon de x ey
e indica qué valores
deben tomar para
que sea maxima.

P=2y+<1+%)x=

XZ
xy+% =1y
5 X
=350
-~ 5x (4+
W=7

|

|

0 =22 ( >7OQX: 10
2 8 4+
") = ( >< 0 siempre.
Por tanto, para X = ey = >
P 4+ y 4+ x

se tiene que el area es maxima.

Halla los puntos de la curva y? = 2x cuya
distancia al punto (6, 0) es minima.

La distancia del punto (6, 0) a un punto
arbitrario de la curva (X, +v2x ) viene dado
por la formula

d = Yo — ¢+ (+v2x ), donde d
representa el moédulo del vector que tiene
por extremos ambos puntos.

fix) = ¥ x?— 10x + 36

Fo=—2"2 _ _0ox=5
—10x + 36
) = 50

V(x? — 10x + 36)°
- X = 5 minimo
Los puntos pedidos son (5, m)
y (s, —v10).

Encuentra, entre todas las rectas que
pasan por P(2, 3), la que determina el
tridngulo de area minima limitado por ella
y la parte positiva de los ejes X e Y.

Como pasa por (2, 3) la ecuacion es

y = mx + (3 — 2m), siendo m la pendiente.
Por tanto, el triangulo buscado tendra catetos
de longitud igual a la distancia del origen a
los puntos de corte de la recta con 10s ejes.
Por otro lado, se quiere maximizar

, Xy
el area, —:
2

y=mx-+ @ —2m)

X -
5 fix, y)
2m — 3
—>(X'O)HX_ m N
0y -y=3-2m
—4m? +12m — 9
B R
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f7(m)

f(m) =

f!/(
—3 -3 .

4 > —_ = .

f<2> 0->m > minimo

3
Larecta buscadaesy = — EX + 6.

_ —8m*+ 18
am?
=9
m

N | w

2. Estudiay representa

graficamente funciones

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Dada la gréfica de f(x), contesta.

a)

Y

I

o

l

3

I

-+
N | w

3
) <0->m= 3 se descarta.

[

T ——

—
—

(EN qué puntos se cumple
que f(x) = 0?
¢En qué puntos se cumple
que f'(x) = 0?

¢En qué punto se cumple
que f"(x) = 0?

¢ Qué signo tiene £(0)?
¢Qué signo tiene f'(—2)?
¢Qué signo tiene "(1)?

¢ Qué signo tiene f"(2)?
Enx=—2yx=1
Enx=—1yx=1

Enx =0
fx)=2>0
f’'(—2) > 0 porque la funcion es

creciente enx = —2.

f) (1) > 0 porque la funcion en
concavaenx = 1.

g) 7(2) > 0 porgue la funcion es
concavaen x = 2.

Representa graficamente
una funcion que cumpla las siguientes
condiciones.

® Su dominio es Ry no tiene asintotas.

e Creceen(—oo,0) U (2, +o0)y decrece
en (0, 2).

® Enlos puntos de abscisax =0y x = 2
la tangente a la curva es horizontal.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

Ry

L/
/

Representa una funcion
tal que:

e Su dominio es R.
e Siempre crece y no tiene asintotas.
e Cortael eje Yen (0, —8).

e En el punto (2, 0) tiene tangente
horizontal y f"(2) = 0.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
1%

T———




Representa graficamente b) Calcula x@l@ fo)y Xﬁmw FX).

eeo Una funcion que tenga las siguientes ¢) Haz un esbozo de la grafica de
caracteristicas. la funcion.
e Sudominioes R — {—3}. Q) F() = 12x2 + 30X — 18 = 0 —
e Tiene dos asintotas, una vertical Doy ——3 1
X = —3yotra horizontal y = —1. = X3
® Siempre crece. Fr(—3) = —42 < 0
e Corta los ejes en (—6, 0) y (0, —4). () = 24x + 30 — f~<l> — 42> 0
) : . 2
Respuesta abierta. Por ejemplo:
L 1
Y x:—3esunma><|moyx:5es
/ un minimo.
/ b) X//'n] (4x® + 15%x% — 18x + 10) = +co
: lim (4x® + 15x2 — 18x + 10) = —co
[t X X— —oo
il 0 v
|
; / |
/
/ \
[ /
| N/
Representa una funcion [ X
eeo tal que:
e Su dominioes R — {0}.

e Larectax = 0 es asintota vertical.

e Larectay = x es asintota oblicua. @ Considera la funcion
. eeo fX) = X% + 6Xx2 — 36x + 29.
e Cumple que f’(x) > 0 en los intervalos

(—o0, —2)y en (0, +o0), f/(x) < 0 en a) Determina su dominio.
el intervalo (—2, 0). b) Decide si tiene alguna asintota y, en caso
o f(—2)=0 afirmativo, determina su ecuacion.

c) ¢Tiene puntos de corte con los ejes?

Respuesta abierta. Por ejemplo: ’
¢Cuales son?

14
d) Determina los intervalos de crecimiento
. /'/ y decrecimiento, y halla sus maximos y
V4 minimos.
1 ,"/ e) Estudia su curvatura.
(RV4 X f) Representa la funcion.
/ ’
/- N\ a) Domf(x) = R, por ser una funcion
pak \l/ polinémica.
/ (4
| b) No hay asintotas verticales porque
el dominio es R.
@ Sea la funcién: No hay asintotas horizontales porque
oo f(x) = 4x° + 15x2 — 18x + 10 Jim_ () = +oeoy lim () = —co.
a) Determina sus maximos y minimos. No hay asintotas oblicuas.
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o)

fX) =x3+6x>—36x+29 =0 —
—7+545
X P
2
Los puntos de corte con el eje X son (1, Q),
—7 4+ 545 —7 — 545
L0y , 0.
2 2
El punto de corte con el eje Y es (0, 29).
f'X) =3+ 12x — 36 =0 —
- X=—6 X=2
f(x) es creciente en (—oo, —6) U (2, +0)
y decreciente en (—6, 2), con un maximo
en (—6, 245)y un minimo en (2, —11).
7o) =6x+12=0->x=—-2
f(x) es convexa en (—oo, —2)y concava
en(—2, +oo).
Y

->x=1

~——

Representa graficamente las siguientes
funciones haciendo un estudio sobre

su crecimiento, decrecimiento, maximos,
minimos, concavidad y convexidad.

a)

fx) = x3—x>—2x

by f) =x3—x>?—x+2

c)

a)

f(x):%x3—2xz+3x—1

Y

T\ X
|
|
|
') =3x>—2x—2=0—
e 14£v7
3

f(x) crece en
<oo,‘lx/7>u(’l+\/7!+oo)

3 3
1-47 1+ﬁ)
3 3 )
1+V7
3

y decrece en <

f(x) tiene un minimo en x =

» 1—v7
y un maximo en x = 3 .

f”(X)=6X*2=O%X=%

1 .
f(x) es convexa en (*00, E) Yy concava

1
en|{—, + .
(3’ OO)

Y

[
|
|
|

') =3x>—2x—1=0—

f(x) crece en (—oo, —%) U (1, +o0)

y decrece en (— % 1).

f(x) tiene un minimo en x = 1

L 1
Yy un maximo en x = *g.

f”(x)=6x72=oﬂx=%

f(x) es convexa en <—oo, %) y concava
en( 2, +e0)
Y
|
/
] /
yamN
X
|




') =x2—4x+3=0—

- Xx =1 X =3

f(x) crece en (—o0, 1) U (3, +0)

y decrece en (1, 3).

f(x) tiene un minimo en x = 3
yunmaximoenx = 1.

") =2X—4=0—->x=2

f(x) es convexa en (—oo, 2) y concava
en (2, +oo).

@ INVENTA. Dibuja una funcién f(x)
se0 Simétrica respecto al eje Y con dos

maximosenx = —2,x = 2.
a) Esboza la gréfica de f'(x) y estudia
Su simetria.

b) Estudia la simetria de f"(x).
Respuesta abierta. Por ejemplo:
fx) =—x*+8°>—7
Es una funcion par, simétrica respecto
al eje Y. Tiene dos maximos en x = 2
yx= —2yunminimoenx = 0.

Y

—

a) f'(x) = —4x3 + 16x
ES una funcion con simetria impar,
simétrica respecto al origen. LoS puntos
X = 2,Xx= —2yx = 05s0n puntos
de corte con el gje X.

14

b) () = —12x*> + 16

Es una funcion par, simétrica respecto
aleje.

Estudia y representa las funciones

see polinbmicas.
a) fx) = 3x* — 4 — 36x* + 10
b) fx) =x —6x* + 12x — 5
C) fix) = 3x* — 4x® — 48x* + 144x + 212
d) ) =2x3—9x° +12x — 4
a) bomf=R

La funcion es polindbmica, por tanto, no
tiene asintotas.

) =12x3—12x2—72x = 0 —>

x=0
S>XX2P—Xx—6=0->1x=3
X=-2

f(x) es creciente en (—2,0) U (3, +0)
y decreciente en (—oo, —2) U (0, 3).

f(x) tiene dos minimos en (—2, —54)
y (3, —179) y un maximo en (0, 10)
f7(x) = 36x* — 24x — 72 =0 —
1+ 419
x=—Y7
2
f(x) es concava en

(—00,1_W)U(1+2m,+00>

2

1—+v19 1+\/@)

convexa en
y ( 2 2
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b) bomf =R
La funcion es polinbmica, por tanto, no
tiene asintotas.

f'(x) = 3x2 — 12x + 12

K —12x+12=0—

> 3x—2°=0—->x=2

f’(x) >0 — f(x) es creciente en R.
f’(2) = 0 = X = 2es un punto

\

d) bomfix) = R
La funcion es polindbmica, por tanto, no
tiene asintotas.

') =6x>—18x +12 =0 —
L x=a
X =2
f(x) es creciente en (—co, 1) U (2, +0)
y decreciente en (1, 2).

de inflexion. f(x) tiene un maximo en (1, 1)
X)) = 6x — 12 y un minimo en (2, 0).
f(x) es concava en (2, +o0) y convexa /() = 12X — 18 =0 » x = 3
en (—oo, 2). 2
Y : f(x) es convexa en <foo, %) y concava
/ 3
en{—, +oo|.
(2' °°>
Y
1 | I
| X |
| ; |
: | X
C) bomf=R
La funcion es polindmica, por tanto,
no tiene asintotas.
f/(x) = 12x3 — 12x> — 96x + 144 = 0 —
X =-3
— { L, 33X —2
X =2 = .
@ Dada la funcion f(x) Py , resuelve

f(x) es creciente en (—3,2) U (2, +0)
y decreciente en (—oo, —3).
f(x) tiene un minimo en (—3, —301).
f7(X) = 36x> — 24x — 96 = 0 —
X =2

4

X =——
3

f(x) es concava en (2, + o)

4 4
convexaen|—— 2| U|—o0, ——|.
y < 3 ) ( ~ 3>

—

a) Determina su dominio.
b) Halla sus asintotas.

¢) Encuentra los intervalos en los que
la funcion es creciente y en los que es
decreciente.

Calcula los méaximos y los minimos.
Estudia la concavidad y la convexidad.
Representa la funcion.

bomf=R — {—4}

d
e
f
a

= - <= =



o 3X—2
lim = +oo
o4 X+ 4
N
33X —2
im = —oo
x—>—4 X+ 4
— X = —4es una asintota vertical.
. X — 2
lim 3 =3-
xmoo X+ 4

— y = 3es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

30+ 4) — 3x—2) 14

o 1o = X + 47 RS

f’(x) > 0 — f(X) es creciente
en(—oco, —4) U (—4, + ).

d) La funcion es siempre creciente, por
tanto, no tiene maximos ni minimos.

_14-2+4) 28
X+ 47 x + 4y
La funcion es convexa en (—4, + o)

y concava en (—oo, —4).

e) f"x) =

f) Punto de corte con el eje X: (% O)

Punto de corte con el eje Y. <O, — %)

Y

INVESTIGA. Representa una funcion
f’(x) que tenga un minimoen x = 0

y un maximo en x = —3y corte el eje X
enx=—4,x=—-1,x=1.

A partir de ella, encuentra la abscisa

de los maximos y minimos de las
siguientes funciones.

a) fix)

D) gk = —f(x)
C) hix) = 2fx)
d) ix) = flx — 5)

e) j&X) =fx) +5
f) k() =e*+2 +3
Y
/
/
JARNNEY,
X
|
|
|
|
f'(—=4)=0,f(—1)=0,f(1)=0—
- X = —4,x= —1yx = 1s0nextremos
relativos.
a) Los maximos y minimos tienen
las mismas abscisas x = —4,x = —1
yx =1

2

como gx) = —f(x), los valores en los
que se anula la primera derivada de g(x)
son los mismos que en los que se anula
la derivada de f(x), por tanto, son los
mismos que en el apartado a).

como h(x) = 2f(x) = h'(x) = 2f'(x),
h’(x) se anula en los mismos valores
que f'(x).

Como i) =flx —5 — ") =f(x —5),
los valores en los que se anula i’(x) son
los mismos que en los que se anula '(x)
pero desplazados 5 unidades
aladerecha, esdecinx = 1,x =4

yX = 6.

Como jx) = f(x) +5 = j'x) = '),
por tanto, son 1os mismos valores.

Comok(x) = ™2 4+ 3 —

> k'(x) = e 2. f(x + 2),k'(X) se
anula en los mismos valores que f(x)
pero desplazados 2 unidades
alaizquierda, es decir, x = —6,Xx = —3
yx = —1

Calcula las asintotas de estas funciones
y haz su representacion grafica.

_ Xx+3

a) f) = -
6X

b) fx) = -
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a) Asintota horizontal:
X+ 3
lim =

xooeo X — 4

1> y=1

Asintota vertical x —4 =0 > x =4

Y

\
\
\

b) Asintota horizontal:

Jim 6X4:6—>y:6

x—>oo X —
Asintota vertical x —4 =0 > x =4

Y

@ Sea la funcion:
[ ] Je) X3

0 ="

X2

a) Encuentra los maximos y los minimos
de la funcion.

b) Determina las ecuaciones de sus
asintotas y la posicion de la curva
respecto de ellas.

c) Construye un esbozo de la gréfica de

la funcion.
R e S x=0
A 0= = *{x:i@
L, o ox + 2x° 'Y Yel
f"X) = = xf

316

3v3
F(—v3) = —\; >0 -
— En x = — /3 tiene un minimo.
f”(0) = 0 — En x = 0notiene un
maximo ni un minimo.

— En x = /3 tiene un maximo.
b) bomf=R —{—1,1}
lim f(x) = +oo

x=—1

im f(x) = —oo

x==1"

— X = —1es una asintota vertical.

-

fim f(x) = +oco

Xx—1

lim f(x) = —oo

x—=1

— X = 1es una asintota vertical.

—

lim f(x) = oo —

X— 00

— No tiene asintota horizontal.

o f(x ) X3
m://m(—)://m 5 =
X— 00 X X— 00 X—X

n= X//'ngo [fx) —mx] =

X3
= lim >
oo\ ] — X
Tiene la asintota oblicuay = —x.
Six=1000 — f(x) — (—x) <0 —

— Cuando x tiende a + oo, la funcion
esta por debajo de la asintota.
Six=-—=1000 = f(x) —(—=Xx) >0 —
— Cuando x tiende a — oo, la funcion
esta por encima de la asintota.

C) Y

+x)=0

S

7

.

—
L

Estudia la posicion de la grafica de estas
funciones respecto de sus asintotas
y, después, represéntalas graficamente.



X242
fim = —o0
x=3 X —3
X2+ 2
fim =
x-3" X — 3

+o0

— Tiene una asintota vertical en x = 3
y no tiene asintota horizontal.

Tiene asintota oblicuay = x + 3.
X242

Enx < 3:

< x + 3 — Lagrafica

esta por debajo de la asintota.
X242

Enx > 3: ~—3 > x + 3 — La grafica
esta por encima de la asintota.
Y
g
! .
Nt
1 ,"
1 3
'l
1
A ra
4420
R4 1
I' !
2 N1 X
AT T\!
4’ 1
+7 1
X =2
lim = —oo
x=>3 X —3
X>—=2 ”
fim = o0
x=3" X — 3

— Tiene una asintota vertical en x = 3
y No tiene asintota horizontal.

Tiene asintota oblicuay = x + 3.
2 __

Xt —2 e
Enx < 3: Y —3 < x + 3 — Lagrafica

esta por debajo de la asintota.

Enx>3:

X2 —2 .
> x + 3 — Lagréfica
X—3 —ag

esta por encima de la asintota.

2

~

~
N
>

Pl \.
4’ 1
4' 1
. X2
lim = —oco
o1 X — 1
5 —
im = +oo
x->17 X — 1

— Tiene asintota verticalenx = 1y no
tiene asintota horizontal.

Tiene asintota oblicuay = x + 1.
2

Enx <1 < X+ 1 - Lagréfica

esta por debajo de la asintota.

2
Enx > 1:

> X + 1 - Lagréfica

esta por encima de la asintota.
1%

|
\ S

Tiene asintota horizontal eny = 1y no

tiene asintotas verticales ni oblicua.
2

VXER - < 1 — La gréfica

X2+ 1
esta por debajo de la asintota.
1%

BN
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Estudia y representa estas funciones
eee racionales.

a) fix) =

b) fi) =

) flx) =

d) () =

5X + 1
X—2

X2 —2x+1

X—3

XZ

2—X
2X2+2x — 4
XX+x—6

a) bomf=R — {2}

318

.5+
fim =
x-20 X — 2

im 21— 4
x=20 X — 2

— 00

— X = 2es una asintota vertical.
. bx+1
lim =

x—oo X — 2

— y = 5es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

5 -

Punto de corte con el eje X: <f % O)

) 1
Punto de corte con el eje Y: <0, — 5)

F00 = Bx—2)—(Bx+1) _ —11 :
x—2)

x — 27
f’(x) <0 — f(x) es decreciente
en(—oo,2) U (2, +0).

La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y
|
~_
SR ENEEEX e
4 X
pomf=R — {3}
X —=2x+1
lim ——————— = —
x=3 X—3
X2 —2x+1 -
lim ——————— = +oo

Xx—3" X—3
— X = 3eSs una asintota vertical.

X2 —=2x+1

lim 0o -
X— 00 X — 3
— La funcion no tiene asintota horizontal.
X2 =2x+1
m= lim ————=1
x=oo X2 —3x
[ x2=2x+1
n=Ilm|———— —x|=1
X 00 X—3

Asintota oblicua: y = x +1
Punto de corte con el eje X: (1, 0)

Punto de corte con el eje Y- <O, — %)

2X =2 —3) —(X?—2x+ 1)
x — 37
X>—6x+5
x — 37
X2*6X+5=0—>{

=

X =1
X=5

f(x) es creciente en (—oo, 1) U (5, 4+ o)
y decreciente en (1, 3) U (3, 5).

Maximo: (1, 0)
Minimo: (5, 8)
Y
i
/’
34!
I" X
7
Domf=R — {2}
) 2
x/lf;' 2 —X = e
> e d
x/@* 2 —X -

— X = 2es una asintota vertical.
2
fim
noc 2 — X
— La funcion no tiene asintota horizontal.
2

= oo >

m=Ilm ——=—
Xm0 2X — X°
XZ
n=Iim +X|=-2
xmeo\ 2 — X

Asintota oblicua: y = —x — 2



Punto de corte con los ejes: (0, 0)

, 2X(2 — X) + x?
f'ix) = o
A =X
QX
N {x =0
X=4
f(x) es decreciente en
(—c0,0) U (4, +o0)y creciente
en 0,2 U (2, 4).

Maximo: (4, —8)
Minimo: (0, 0)
%
|
N L1/
‘\\
‘s‘ 4 X
N
[ N
N
Domf=R —{—3,2}
22X+ 2x—4
lim ———— =+
x>=3 X2+ Xx—6
N
2X2+2x —4

im 5
x>-3 X2+ x—6
— X = —3es una asintota vertical.

; 2 +2x—4
=2 XX —6
BN
2 +2x—4

- = — 4o
=2 XA+ X —6

— X = 2 eS una asintota vertical.
2%+ 2—4
im =1
xm0 X2 4 X — 6
— y = 1es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

Puntos de corte con el gje X: (1, 0)
y(—2,0)
) 2
Punto de corte con el eje Y: <O, 5)
—16x — 8
X2+ x — 6)?
1
—16X—8=0->x=——
- 2

00 =

a) fx) =

b) fx) =

¢ f) =

d) fx) =

e) fx) =

f) f) =

f(x) es creciente en (—oo, —3) U (—3, %)

y decreciente en <f % 2) U 2, +0).
" 17 18
Maximo: | — —, —
@ O( 2 25)
Y

=

Representa estas funciones racionales,
analizando sus caracteristicas.

X
X2 —3x—4
X2+ 2x+3
X2+ 2x+1
X+5
X2 —3x—4
X2+ 4x+2
XZ
2X
X2+x—6
X—3
X+ DK —1)

a) bomf=R — {—1,4}

) X
lim —————=—oo0
xo=1 x2—3x — 4

) X

lim ————
x>=1 X2 —3x — 4
— X = —1es una asintota vertical.

= +o00

m —————=-
x=4 X2 —3x — 4

lim ————=+o

x=4t X2 —3x — 4

— X = 4 es una asintota vertical.
lim ———=0-

oo X2 — 3 — 4

— y = 0es una asintota horizontal.
Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.
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Punto de corte con los ejes: (0, 0)
X2—3X—4 —Xx(2x —3)

Fro0 = 02— 3x — 4)? -
_ x4
(X —3x — 4)?

f’(x) <0 — f(x) es decreciente
en(—oo, —1) U (—1,4) U 4, +o0).

La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y

/,

Domf=R —{—1}
X2+ 2x+3
im —————=
x> X2+ 2X + 1
X2+ 2x+ 3
im —— =
x==1 X2+ 2X + 1
— X = —1es una asintota vertical.
X2+ 2x+3
im-———-m=
x=oo X4 42X + 1
— y = 1es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje Y: (0, 3)
—4x — 4
ffX) =—F——>5=0-—>
¥ X+ 2x + 1)
- —4x—-4=0-
- X =—=1&Dbomf

f(x) es creciente en (—oo, —1)
y decreciente en (—1, + o).

La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y

|
\

T———

o)

bomf=R —{—1,4}
_XH5
x>=1 X2 —=3x — 4
N
X+5

o1 X =3 —4
— X = —1es una asintota vertical.

. X+5
lim ——————=—
x4 X2 — 3K — 4
N
X+5

im—————— =+
x=4t X2 —3x — 4
— X = 4 es una asintota vertical.
. X+ 5
m —————=0 -
x=oo X2 —3X — 4
— y = 0es una asintota horizontal.
Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje X: (—5, 0)

Punto de corte con el eje Y- (O, — i)

4
X*—=3x—4—(X+502x—3
£ = . ( 2)( ) _
(x? —3x — 4)
—x?—10x + 11
=L = =0
(x> — 3x — 4)?
o B X =-"1
- —X 10)<+11—0—>{X:1

f(x) es crecienteen (—11, —=1) U (—1, 1)
y es decreciente en
(—oo, =11) U (1,4) U (4, +00).

Minimo: (41, — i) Maximo: (1, —1)

25
Y
|
|
|
|
\
yas NS
N——
X
[
| \
| |
Domf=R — {0}
2
iim X+ 4x + 2 — too
x—0 X
X2+ 4x+2 -
lim ————— =+
x—0" X

— x = 0 es una asintota vertical.



XA +2

X? =

fim
Xoroo
— y = 1es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion

no tiene asintota oblicua.
Puntos de corte con el gje X:

(—v2—2,0)y(v2—2,0)

@2x 4+ 4)- x> — X+ 4x + 2)- 2x

) =
¥ 07
—4x — 4

T o

> —4x—4=0->x=—1

fx) es creciente en (—1, 0) y decreciente
en(—oo, —1) U (0, +o0).

Minimo: (—1, 1)
Y
\
N\,
b ~
1
X
Domf=R —{—3,2}
. 2X
im ———— = —
x=>-3 X2+ x—6
N
2X
+co

im —— =
>3 X2+ X —6
— X = —3es una asintota vertical.

. 2X
im ———— =
x=2 X2+ X —6

—00

lim ———— =400
x=20 X2 4 X — 6
— X = 2eS una asintota vertical.
. 2X
Iim ———=0-
Xxmeo X2+ X — 6
— y = 0 es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion
no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con los ejes: (0, 0)
_ 2Kt x—6 —2x@x+ 1)

0 0+ x — 6 ;
22— 12
0+ x — 6y

f’(x) <0 — f(x) es decreciente
en(—oo, =3) U (—3,2) U (2, +0).
La funcion no tiene maximos ni minimos.

Y
|
| |
\ |
I —— X
N \
\
|
f) bomf=R —{=1,1
lim X—ig —
o= (X A+ N —1) .

lim X773
x>=1 (X 4+ NX—1)
— X = —1es una asintota vertical.

. X—3
lim ————— =+
AN —n
.
X—3

F
— X = 1es una asintota vertical.
) X—3

T yw—n 97

— y = 0es una asintota horizontal.

Al tener asintota horizontal, la funcion

no tiene asintota oblicua.

Punto de corte con el eje X: (3, 0)

Punto de corte con el eje Y: (0, 3)

, X2 —=1—Kx—-3)-2%

f'x) = o7 — 1 =
X —1
w1
> x=3+2v2

f(x) es decreciente en

(—eo, —1) U (1,3 —2v2)U

U(3 +2v2, +oo)

y creciente en

(3—2v2,1)U(1,3+2v2).

00—

Maximo: (3 +24/2, #)
Minimo: (3 —24/2, 3+22\6>
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—
—

i

@ Estudia y representa las siguientes
eee funciones.

X4 2x2+ 1 X2 —1

fo) =222 T 0 o) =
a) f(x) 1 c) fix) e
X2 —3x+2 X2+ 1

h) fx) = ——— d) () =
) F(X) 1 ) f(X) e

a) bomf =R — {£1}

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: (0, —1)
No tiene asintotas horizontales.

Tiene asintotas verticales en x = +1.

, 2X(X* — 2x* —3)
f(X)ZW:O%
H{X:O

X =+43

La funcion decrece en
(—oo, —v3)U O, MU (1,+v3)
y crece en
(—v3,=1) U (1,00 U (¥3, +0).
(x¢ — 3x* 4+ 15x2 + 3)
X2+ 12
f(—v3) =12 > 0 > x = —v3 minimo
f7(0) = —6 — x = 0 maximo
f(4¥3) =12 >0 - x = V3 minimo
Y

2
00 =

b) bomf =R — {1}

Punto de corte con el eje X:

fx)=0->x=2-

— El punto de corte es (2, 0).

Punto de corte con el eje Y.

Xx=0->1f0)=—-2~-

— El punto de corte es (0, —2).

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontal en y = 0.
, —X°+4x+3
"0 = e x 1
) <0enxe(—e,2—v7)U
U(2 + 7, +o0) - f(x) crece.
Fo)>0enxe(2—v7,2+v7) -
— f(x) decrece.

100 — 2()(3*26X2+9X3*1)
xX+x+1

f(2-47)>0-

- X = 2 — /7 es minimo.

f(2+v7)<0-

- X = 2 + 47 es maximo.

Y

1
T

c) bomf=R—{—1}
Punto de corte con el eje X: (1, 0)
Punto de corte con el eje Y: (0, —1)
Tiene asintota horizontal en y = 0.

o Xx—=2)
Fo) = X2 — x + 1)

xX=0
N

X =2
f(x) crece en (—oo, 0) U (2, + o)
y decrece en (0, 2).

203 —3x2+ 1)

=

6 —x+1°
f7(0) =2 >0 — x = 0 minimo

f”(x)

e :%2 < 0 - x = 2 maximo



d) bomf =R —{—1}

No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y: (0, 1)
Tiene asintota verticalenx = —1.
Tiene asintota horizontal en y = 0.

X0C+3x2—2)
f'X) =————"——"=
¥ o+ 7 0=
. xX=0
X = 0,596

f(x) decrece en
(—oo, =1) U (=1,0) U (0,596; + o)
y crece en (0; 0,596).
20+ 6xt —7x3—3x + 1)
(XZ + »])3
f”(0,596) = —1,650 < 0 —
— X = 0,596 maximo
f"0)=2>0—
— X = 0 minimo

") =

— <

@ Relaciona cada una de las siguientes

caracteristicas con las funciones

correspondientes.

® Su maximo es (0, —1).

o Tiene dos asintotas verticales.

e La tangente es horizontal parax = 1
yx=—1.

® Su maximo es (1, 4).

e Es creciente siempre.

X+ x2+x

fo = 10

gx) = x4 —2x2 —1
hx) = —x*+3x + 2

. X2+ 1
=T
. X2+ 1
0=

kx) = —x* —2x — 1

e Sumaéaximo es (0, — 1)y la tangente es
horizontal parax = 1y x = —1.
Son caracteristicas de g(x).

xX=0
gX) =4x—4x=0->ix=1
X =-—1

La derivada en los puntos x = 0, x = 1
yXx = —1es0, conloque latangente
sera horizontal en esos puntos 'y, por
tanto, seran maximos, minimos o puntos
de inflexion.
g0 =12x*—4 > g'0)=—4<0-
— x = 0 maximo
g(0) = —1 — (0, —1) maximo

e Tiene dos asintotas verticales.
Es caracteristica de j(x).
Una funcion solo puede tener asintotas
verticales en los valores de x para los que
el denominador se anula. En este caso
se tienen dos asintotas verticales:

enx=—v2yenx =+v2.

e Sumaximo es (1, 4) y la tangente es
horizontal parax = 1y x = —1.
Son caracteristicas de h(x).
hWx)=—-3x*+3=0—

- X =11
h"(x) = —6x —
- h'()=—6<0-—>
— X = 1maximo
h(1) = 4 — (1, 4) maximo
e ES creciente siempre.
Es caracteristica de f(x).

, 32+ 2x+1
f'x) = 10
— f(x) siempre crece.
i(X) y k(x) no cumplen ninguna de
las caracteristicas.

>0VXER->
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La siguiente gréafica corresponde a la
funcion f(x), que tiene un Gnico punto
de inflexion en x = 0. ;Cual de las
siguientes afirmaciones es cierta?

Y

| X

a) (1) + "2 <0

b) f"(—2) + f"(—1) > 0

c) f"(—1)-f"(—2 <0

d) (1) - "2 >0

Falso, porque ambos sumandos son
mayores que 0.

Falso, porque ambos sumandos son
menores que 0.

) Falso, porque ambos factores son
menores que 0.

Verdadero, porque ambos factores
son mayores que 0.

a

=

O
=

S

Esboza una funcion f(x), cuya
derivada tenga la siguiente grafica.

Y
\ /[
\ /

—
N\,
N

a) ¢Tiene f(x) algln maximo o minimo?
¢Dbnde? Indica sus intervalos de
crecimiento y de decrecimiento.

b) Sif(—2) = 3, icual es el valor de f(2)?
C) Representa f”(x).

a) f’seanulaenx = —3yx = 5, por tanto,
son dos puntos criticos. En x = —3 tiene

un maximo'y en x = 5 un minimo.

f(x) es creciente en (—oo, —3) U (5, +0)
y decreciente en (—3, 5).

b) fx) =3

C) Y

N

@ Dada la funcion f(x) = 2e~*, estudia:
°°C a) Su dominio de definicion.
b) Los puntos en los que corta a los ejes
de coordenadas, si los hubiera.
c) Sus asintotas.
d) Su monotonia.
e) Su curvatura.
Realiza un esbozo de la funcion.
a) bomfx) =R
b) No hay puntos de corte con el gje X.
El punto de corte con el eje Y es (0, 2).
€) No tiene asintotas verticales.
im 2e* = nyﬁ”lo 267X = oo

X— +oo
Tiene asintota horizontal en x = 0.
d) f'ix) = =267 <0 —>f(x)es
decreciente en R.
f’(x) = 0 — No hay maximos ni minimos.
e) f”(x) =2e~* > 0 — f(x) es concava en R.
f”(x) #+ 0 — No hay puntos de inflexion.
Y

\
\

@ Estudia y representa las siguientes
«eo funciones e indica el recorrido de cada

una de ellas.

a) fx) =1+ exts
eZX

b) fix) = 3



c) fx) =3e"™* Tiene asintota horizontal eny = 0

3 — ¥ cuandox — +oo.
d) 00 = vy — -
2 fx)=-3""<O0VXER—>
a) Dom f(x) = R - f(x) es decresente enR.

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: (0, 1 + €°)
No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontaleny = 1 \
cuando x - —oo,
ff)=e">0VXxXER - REAN
- f(x) es creciente en R. ' N
v X
d) bomfx) = R
| Punto de corte con el eje X: (In 3, 0)
/ Punto de corte con el eje Y: (0, 1)
No tiene asintotas verticales.
2 ) . ) 3
L Tiene asintota horizontal en y = >
cuandox — —oo,
X —nX
f'x) =
b) Dom f(x) = R - f(x) es decreciente en R.
No tiene puntos de corte con el eje X. Y
: 1 2
PuntodecorteconelejeY:(O,z) e el el
No tiene asintotas verticales. \\ X
Tiene asintota horizontaleny = 0 \
cuandox — —oo, \

ffx) =e*>0VXxER -
— f(X) es creciente en R.

Y
Analiza el dominio, los puntos de corte,
see las asintotas, la monotonia y la curvatura
de las siguientes funciones,
y represéntalas graficamente.
Y a) f) = =2+
X 1 X+1
b) f) = 3- (5)
C) bomfx) = R 1
No tiene puntos de corte con el eje X 2
Punto de corte con el eje Y: (0, 3e
0de co e V-0, 3¢) d)f(x—4+<l>
No tiene asintotas verticales. 3
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2—X
o) flx) = (1)

4

,] 1—X
f) f(X) =2 —<§>
a) bomfx) = R

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y- <O, %)

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontaleny = 0
cuando x — —oo,

f’(x):%2”2|n2>OVxeR—>

— f(x) es creciente en R.

f'(x) #+ 0 — No tiene maximos
ni Minimos.

f7(x) = %2“2<ln 22>0VXER >

— f(X) es concava en R.

f”(x) += 0 — No tiene puntos de inflexion.

Y

\J

Domfx) = R
No tiene puntos de corte con el eje X.

Punto de corte con el eje Y. <0, %)

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontaleny = 0
cuando x — +oo,

f'fx) =—2*"N8<0VXER -
— f(X) es decreciente en R.

f'(x) #+ 0 — No tiene maximos

ni Minimos.

) =27 (ng?>0VXER -
— f(x) es concava en R.

f”(x) + 0 — No tiene puntos de inflexion.

C

bomf(x) = R

Punto de corte con los ejes: (0, 0).

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontalen y = —%

cuando x — —oo,

ff)=2"h2>0VXER >

— f(x) es creciente en R.

f’(xX) # 0 — No tiene maximos

ni minimos.

") =2"(N22>0VXER -

— f(x) es concava en R.

f”(x) #= 0 — No tiene puntos de inflexion.
Y

[
/

bomf(x) = R

No tiene puntos de corte con el eje X.
Punto de corte con el eje Y: (7, Q).
No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontaleny = 4
cuandox — +oo.

) =—3*N3<0VXER >
— f(x) es siempre decreciente en R.
f’(x) #+= 0 — No tiene maximos

ni minimos.

70 =3""(n3)?>0VXER >
— f(x) es concava en R.



f”(X) = 0 — No tiene puntos
de inflexion.

L~ <

e) bomfx) = R

No tiene puntos de corte con el eje X.
) 1
Punto de corte con el eje Y. <O, E)

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontaleny = 0
cuando x — —oo.

L Ind
f(X)_w

— f(x) es creciente en R.
f'(x) #= 0 — No tiene maximos

A>0VXER—>

ni Minimos.
2
") = (|n121) 4 >0V XER >

— f(X) es concava en R.
f”(X) + 0 — No tiene puntos de inflexion.
1%

|
|
|
|
|

pomfix) = R

Punto de corte con el eje X: (O, %

Punto de corte con el eje Y: (

w|o;

9

No tiene asintotas verticales.

Tiene asintota horizontalen y = 2
cuando x — —oo,

ffx) =—3""N3<0VXER—>
— f(x) es creciente en R.

f'(X) + 0 — No tiene maximos

ni minimos.

) =—3""(IN3P<OVXER —
— f(x) es convexa en R.

f”(x) + 0 — No tiene puntos de inflexion.

Y

"

@ INVENTA. A partir de la grafica de

la funcién f(x) = 2, realiza una
transformacion a f(x) de manera que
se cumpla cada una de las siguientes
condiciones.

Y
/
X

a) Iimgx) =1

X 400
b) Xﬁmmh(x) =—1
c) limix) =—1

X— +oo

d) Xﬁnjmj(X) =2

e) Essiempre decreciente.

f) ES siempre convexa.

g) Cortaeleje Yenelpunto (0, —2).
Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) g0 =2 4+1="1Ff—x +1

D) hix) =2"—1=1KX) + 1

Qi) =2"—=1=1Ff(—x—1

)
d) ) =242 =f(x) +2
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e) kx) =27 =f(—x)
f) IX) =—2%=—f(—x)
g mKx) =—2""=—f(x+1)

@ Dada la funcion f(x) = In(x — 2), estudia:
®®2 a) Sudominio de definicion.

b) Los puntos en los que corta
a los ejes de coordenadas,
Silos hubiera.

) Sus asintotas.
d) Sumonotonia.
e) Su curvatura.
Realiza un esbozo de la funcion.
aXxX—2>0->x>2
bomf = (2, +o0)
b) Punto de corte con el gje X: (3, 0)

No tiene puntos de corte con el eje Y
porgue x = 0 no pertenece al dominio
de la funcion.

C) Tiene asintota vertical en x = 2:
//‘ng f(x) = —oo
x—2!

No tiene asintota horizontal.

d) f'(x) = X 1 2 > 0 — f(x)es creciente

en todo su dominio.

f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni miNimos.
—1
e f"x) =—— <0
) T7(X) o — 27
— f(x) es convexa en todo su dominio.
f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

EN

@ Estudia y representa estas funciones.

A ) = me

328

b) fx) = In(x + 5)

C)

fx) =In2x — 1)

d) f) =Inx—1+2
e) fx) =1—1In2—x)

f)

a)

X—2
f(x)—2|n< 2 >

pom f(x) = (0, +0)
Punto de corte con el eje X: (1, 0).

No tiene puntos de corte con el gje Y
porgue x = 0 no pertenece al dominio
de la funcion.

Tiene asintota vertical en x = 0:
//'ng flx) = —o

No tiene asintota horizontal.

1 .
f'x) = o > 0 — f(x) es creciente
en todo su dominio.
f’'(x) #+= 0 — No tiene maximos ni
minimos.

—1
f7(x) = D < 0 — f(x)es convexa

en todo su dominio.

f”(x) += 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y
xr —

Dom f(x) = (=5, +0)

Puntos de corte con el eje X: (—4, 0)
Punto de corte con el eje Y: (0, In 5)
Tiene asintota vertical en x = —5:
XQIIIS‘ f(X) -

No tiene asintota horizontal.

Sy 1
Fi = X+5

en todo su dominio.

> 0 — f(x) es creciente



~

f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni miNimos.
—1
700 —
) T 57
en todo su dominio.

< 0 — f(x) es convexa

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Dom f(x) = <%,+oo)
Punto de corte con el eje X: (1, 0)
1.

Tiene asintota vertical en x =

_ 2
im f(x) = —oo
x—= =172
No tiene asintota horizontal.
f'(X) = 2 > 0 — f(x) es creciente
2x —1

en todo su dominio.
f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni MiNimos.

” . 74
() T <0 —>flxes

convexa en todo su dominio.

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

d)

o

Dom f(x) = (1, +0)
Puntos de corte con el gje X: (1,135; 0)
No tiene punto de corte eje Y porque

X = 0 no pertenece al dominio
de la funcion.

Tiene asintota vertical en x = 1:
lim f(x) = —co

x—1

No tiene asintota horizontal.

o0 = ﬁ > 0 — f(x) es creciente

en todo su dominio.
f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni minimos.
—1

— < 0 — f(x) es convexa
w_p 07w
en todo su dominio.
f”(x) + 0 — f(X) no tiene puntos
de inflexion.

Y

F7(x) =

Dom f(x) = (—o0, 2)

Puntos de corte con el gje X:
(—0,72,0)

Punto de corte con el eje Y: (0; 0,307)
Tiene asintota vertical en x = 2:

X/@; fX) = —oo

No tiene asintota horizontal.

, 1
f'x) = 5
en todo su dominio.

f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni minimos.
1
2—x7
en todo su dominio.

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

X > 0 — f(x) es creciente

") = > 0 — f(x) es concava
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f) Dom f(x) = (2, +0)
Punto de corte con el eje X: (6, 0)

No tiene punto de corte con el eje Y
porque x = 0 no pertenece al dominio.

Tiene asintota vertical en x = 2:
/in; f(x) = —oo
s

No tiene asintota horizontal.

f'x) = X E 2 > 0 — f(x) es creciente

en todo su dominio.
f'(x) #+ 0 — f(x) no tiene Maximos
ni Minimos.
—2
f7(x) = < 0 — f(x) es convexa
%) x— 27 »)
en todo su dominio.
f”(x) = 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

1 —
! 7

@ INVENTA. Escribe una funcion de tipo

logaritmica con cada una de las siguientes
caracteristicas.

a) Sudominio es (—oo, 1).
b) Corta al eje X en el punto (—1, 0).
C) /in;f(x) = —o0

d) limfx) = +oo

X2

o7

e) Es siempre decreciente.
f) Es siempre convexa.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

1T—X
a) f()()7|n< 3 )

b) fX) = Inx + 2)

X
0 fx) = |n<§ — 1)
d fxX) = —In(—x +2)
e) fx) =—Inx +2)

x+2)

f) f) = —In(

Estudia y representa las siguientes
funciones.

a) f(x) = logs (2x)
b) fX) = log &x + 1)

C) f(x)=|og%x
d) f(x) = logs (x — 1)

_ (L

e)f(x)fln(x)
f fw:m( ! )
X241

a) 2x >0 > x>0 - bomf = (0, +)
Puntos de corte con el gje X:
0=1logs2x » 2x=3"=1->

1
- X = 2 — El punto de corte

1
es|—=0])

(30)
No tiene puntos de corte con el eje Y.

Tiene asintota vertical en x = 0.
No tiene asintotas horizontales.

Fo) = xIn3

— f(x) es creciente en todo su dominio.
f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni minimos.

>0Vx>0-—

700 = % < 0 - f(x) es convexa
XxIn3

en todo su dominio.

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.



D) X+1>0->x>—-1—>

— Domf = (—1, +0)

Puntos de corte con el eje X:
0=logx+1)>x+1=2=1>
— X = 0 — El punto de corte es (0, 0).
Punto de corte con el eje Y-

X =0 - f0) =10g,(0+ 1) =

= log,1 = 0 — El punto de corte es (0, 0).

Tiene asintota verticalenx = —1.
No tiene asintotas horizontales.
1
f'X) = ————
® X+ MNIn2
— f(x) es creciente en todo su dominio.
f'(x) + 0 — f(x) no tiene maximos
ni MiNimos.
—1
') = ————— <
4l X+ 172In2
— f(x) es convexa en todo su dominio.

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

>0VXx>—1-

00—

X >0 — bomf = (0, +oo)
Puntos de corte con el gje X:

0
Ozlog%xex:<%>:1—>x:1—>

— El punto de corte es (1, 0).

No tiene puntos de corte con el eje Y.
Tiene asintota vertical en x = 0.
No tiene asintotas horizontales.

Fi0 =

<0VXx>0-—

XIn—
3

— f(X) es siempre decreciente.

f'(x) #+= 0 — f(x) no tiene maximos
ni MiNimos.
o9 = —
X2 1In al
3
— f(x) es concava en todo su dominio.

>0 -

f”(x) + 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

X—1>0->x>1->

— Domf = (1, +0)

Puntos de corte con el gje X:
0=logsix —1) —

S X—1=5"=1->x=2>

— El punto de corte es (2, 0).

No tiene puntos de corte con el eje Y.

Tiene asintota vertical en x = 1.
No tiene asintotas horizontales.

F = XxIn5
— f(x) es siempre creciente
f'x) #+ 0 — f(x) no tiene maximos
ni minimos.
—1
x2In5
— f(X) es convexa en todo su dominio.

f”(x) #+= 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

>0VXx>0-—>

F7(x) =

<0 -
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e)i>0—>x>0—>
X

— Dom f = (0, +c0)
Puntos de corte con el gje X:

O=|nl»x=1e
X

— El punto de corte es (1, 0).

No tiene puntos de corte con el eje Y
porgue x = 0 no pertenece al dominio
de la funcion.

Tiene asintota vertical en x = 0.
No tiene asintotas horizontales.

f’()()=f%<OVX>O—>

— f(x) es decreciente en todo su dominio.
f’(x) #+= 0 — f(x) no tiene maximos
ni minimos.

f(x) = % > 0 — f(x) es concava

en todo su dominio.

f”(x) + 0 — f(x) no tiene puntos
de inflexion.

Y

_1
X241
Puntos de corte con el eje X:

>0VXeR->Domf=R

1 1
O:|r1<2 )% > =e'=1-
X2 +1 X4 +1

— X = 0 — El punto de corte es (0, 0).
Puntos de corte con el gje Y-

x:Oef(O):m(L):W:Oe
0+ 1

— El punto de corte es (0, 0).
No tiene asintotas verticales.
No tiene asintotas horizontales.

2X
f'ix) =— -
W X241
2X
f'X) =———"—>0enx & (—,0) —
) e ( )
— f(X) es creciente en este intervalo.
, 2X
f(x):—X2+1 <0enx €, +ow) >

— f(X) es decreciente en este intervalo.
Méaximo: (0, 0)
2X
X241
— NO existen mas maximos ni minimos.

” 22 —1)

f7(x) = T -

") > 0 = x € (—oo, —1) U (1, +0)
) <0 - x<(—1,1)

— f(x) es convexa en (—1, 1) y concava
en(—oo, —=1) U (1, +o0).

f”(x) + 0 — f(x) no tiene puntos

de inflexion.

Parax #+ 0, f'(X) = —

+0 -

Y

Iy

@ La gréafica corresponde a la funcion f(x),

siendo x = —1, x = 2 los dos Unicos
cortes con el eje X. La primera derivada
de una cierta funcion g esta definida
como g’(x) = f(x) - e~*y cumple que
XQTm[g(X) —2]=0.



——

EN

|
[T N1
[

¢Cudl de las siguientes gréaficas puede ser
la de g(x)?

y %
X
‘ g
t 7
A
\ \
\// X 1N/
Y %
|
N |
N |
N \
NS
1 1 e
7
X A X
I

Jim [86) —21 =0
g'(—N=1f—-1-e"=0
— g(x) tiene asintota horizontal en x = 2,

por tanto, no puede ser la grafica de arriba
a la derecha.

g0 =1f0-e"=-2<0—

— g(x) es decreciente en x = 0, por tanto,
no puede ser la grafica de abajo a la
derecha.

g2 =f(2)-e2=0 —gk tiene un
extremo relativo en x = 2. Ambas gréficas
de la izquierda lo tienen.

g(—1) = f(—1)-e'= 0 — g tiene un
punto critico en x = 1, por tanto, no puede
ser la gréfica de arriba a la izquierda.

Luego, la grafica de glx) debe ser la de abajo
a la derecha.

RETO. Calcula cual es el valor minimo
de la funcién
fX) =[2x+ 2] —[x—1]+[3x — 6].

—4x +3 six <—1

7 Si—1<x<1
f = —2X+9 Si1<x=<?2

4x — 3 Six > 2

—4 six < —1

0 Si—1<x <1
f'x) =

—2 Si1T<x<2

4 Six > 2

Esta funcion no tiene maximos ni minimos
relativos, pero al hacer la representacion
grafica de f(x) se ve que el menor valor se
alcanzaenx = 2y vale 5.

Los beneficios de dos empresas, Ay B,
vienen dados por las funciones f, y f3,
siendo x el tiempo transcurrido en afos.

75x 100x + 4
falX) = ——— i) = ———
A = 100 o0 = e 180
a) ¢Durante cuanto tiempo obtienen

ganancias? ‘
b) ¢Cuéles son sus maximos \ '
beneficios y cuando ‘

se producen?
c) ¢Cuél de las dos

empresas empieza
antes a notar

un descenso

en los beneficios? *

d) ¢Enalglin momento tienen pérdidas?

a) Se obtendran ganancias siempre que
los beneficios sean superiores a 0:

=

75X
L) =——""—=>0V x>0
AW = 0 v
100x + 4
fo) =————=>0VXx>0
oW = e 150 v
Es decir, siempre obtienen ganancias.
75(x? — 100)
b fi) =——F—=0->x=10
) F4() 0+ 100)? -
—4(25x% + 2x — 3750)
fex) = =0
e (x? + 150)2 -
> X = 2%(—1 +v/93751)
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, 150X (x2 — 300)
) = ==
(0 + 100)

- F4(10) = —% <0

8(25x% + 3x? — 11 250x — 150)
(x? + 150)3

sX) =

N fé,<i(_1 n m)) ~—0,027 <0

25

Como en ambas funciones el candidato
tiene signo negativo en la segunda
derivada, €s un maximo.

LOS maximos beneficios son:

f4(10) = % =375

f5<%(—1 + V93 751)) = 4,096

C) Dadoque10 < 2—15(71 + ¥93757),

la primera empieza a notar antes que la

segunda el descenso de los beneficios.
d) En ninglin momento tienen pérdidas,

ya que las funciones son mayores que 0

siempre.

Se ha estimado que el gasto de
electricidad de una empresa, de 8 a 17
horas, sigue esta funcion:

E(t) = 0,01t — 0,36t%2 + 4,05t — 10
donde t pertenece al intervalo (8, 17).
a) ¢Cual es el consumo eléctrico

alas 10 horas? ¢Y alas 16 horas?

b) ¢En qué momento del dia es

maximo el consumo? ¢Y minimo?

c) Determina las horas del dia en las que
el consumo se incrementa.

a) E(10) = 4,5
E(16) = 3,6

b) E'(t) = 0,03t> — 0,72t + 4,05
0,03t* — 0,72t + 4,05 = 0 —
->64=9 t,=15
E”(t) = 0,06t — 0,72
E"(9) =—0,18 <0 —

— Ent = 9 tiene un maximo.

E”(15) =0,18 > 0 —
— Ent = 15 tiene un minimo.

12

Por tanto, el consumo es maximo a
las 9 horas y es minimo a las 15 horas.

¢) Comot = 9 esun maximo, el consumo
crece de las 8 horas a las 9 horas.
Del mismo modo, como t = 15 es
un minimo, el consumo crece de
las 15 horas a las 17 horas.
Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 12, produccion y consumo
responsables.

El nimero de visitantes que acuden
a una exposicion durante dos semanas
ha variado segun la funcion:
N(t) = —t3 + 24t? — 11t + 570
con1=t<14
donde t es el nimero de dias desde
la inauguracion.

a) ¢Cuantos visitantes hubo el dia de la
inauguracion?

A=

;Y el dia de la clausura?

¢) ¢Qué dia hubo mas visitantes? ;Cuantos
fueron? ;Y menos?

N(1) = 582 visitantes

N(14) = 2376 visitantes

C) N'(t) = —3t?+ 48t — 11 > 0 con
1<t<14

El minimo se alcanzaré el dia 1, con
582 visitantes, y el maximo el dia 14,
con 2376 visitantes.

RS

MATEMATICAS Y... FISICA. Si lanzas
verticalmente una piedra hacia arriba con
una velocidad vy, la altura en metros, h, que
alcanza tras t segundos la puedes calcular
mediante la formula h = v, - t — 4,9t%

Si lanzas una piedra hacia arriba con una
velocidad v, = 29,4 m/s:

a) ¢Cuanto tiempo tardara la piedra en
alcanzar la altura maxima? ;Cual sera
esa altura?

b) ¢Cuanto tiempo se mantendré la piedra
en el aire?

¢) ¢COmo podrias calcular la aceleracion
terrestre (el valor de la gravedad) con
esta formula?



d) Sidejas caer la piedra en un pozoy tarda
10 s en llegar al fondo, ¢qué profundidad
tiene el pozo?

La férmula para obtener la altura de una
piedra lanzada verticalmente en la Luna
esh = v, -t — 0,8t% Contesta a las
preguntas anteriores si la piedra se lanza
en la Luna.

a) Como tarda el mismo tiempo en subir
y en bajar, vamos a ver cuando h = 0:
294t —49t2=0—->1t=0 t=56
Como t = 6 es el tiempo que tarda en
subir y bajar, la altura méaxima la alcanza
alos3syes3528m.

b) La piedra se mantiene en el aire el
tiempo que tarda en subir y bajar, 6 s.

¢) Derivando la expresion de la altura en
funcion del tiempo, obtenemos la
velocidad en funcion del tiempo.

= % =h{t) =v,— 98t
Derivando la velocidad en funcion del
tiempo, obtenemos la aceleracion.
av
T dr

d) Sisedejacaerv, =0 —> h =49 >
— h =4900m

v(f)

a =V'(t) = —9,8m/s?

Con la gravedad de la Luna.
a) 294t —082=0—->t=0 t=23675

Por tanto, la altura maxima es 271,472 m
y la alcanza en 18,38 s.

b) 36,75s
o h®) = ve— 16t

La aceleracion sera 1,6 m/s?,
d) La profundidad es 80 m.

@ MATEMATICAS Y... FUTBOL.

El movimiento que describe un balén al
ser pateado por un portero de futbol para
sacar la pelota desde la porteria es un
movimiento parabélico que describe una
trayectoria curva. La altura y la distancia
que alcanza la pelota vienen
determinadas, entre otros factores,

por el &ngulo de lanzamiento. Sea

h(t) = 28sen(a)t — 4,905t la funcion
correspondiente a la altura de la pelota,
siendo a el angulo del tiro en radianes
y t el tiempo transcurrido en segundos:

a) Indica cuando caera la pelota al suelo en
funcion de a.

b) Sila distancia viene dada por
X(t) = 28 cos(a) - t, {con qué angulo
debe lanzarla para que la distancia sea
maxima?
a) 28senat — 4,905t> =0 —
_28sena
4,905

b) x(a) = 28t cosa =
=2-14-(5,71sena)cosa =
=14 -571-2senacosa = 80 sen2a

->t=0 = 571sena

X'(@) = 160 cos2a = 0 —
- 20 = 90° > a = 45°

RETO. Dos lineas de tren se cruzan

see formando un angulo recto. Hay una

estacion de tren en cada linea a 40 km

y 50 km del cruce, respectivamente.

De la estacion mas cercana al cruce parte
un tren a una velocidad de 800 m/min

y de la otra estacion, parte otro

a 600 m/min. ¢En qué momento se
encuentran las locomotoras a la distancia
minima? ¢A qué distancia de sus
estaciones de origen estan en ese
momento?

8

n
|

Expresamos las velocidades en km/h.
v, = 800 m/min = 48 km/h
Vg = 600 m/min = 36 km/h
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dt) = V(40 — 48t)7 + (50 — 36t)2 =
= /3600t — 7 440t + 4100
) 2 - 3600t — 7440
de) =
24/3600t? — 7 440t + 4100
— 7200t — 7440 = 0 > t = 1,033
d(1,033) = V256 = 16 m
La distancia minima es 16 m.

:O*)

MATEMATICAS Y... NATURALEZA.
La fotosintesis es el proceso mediante el
cual las plantas verdes, con ayuda de la
luz, convierten sustancias inorganicas en
organicas desprendiendo oxigeno. Cada
planta, dependiendo de su especie y su
tamario, emite una cantidad diferente.

Esta grafica muestra la cantidad de
oxigeno emitido por un arbol entre las 8
y las 20 horas. La variable t indica

las horas transcurridas desde las 8:00 hy
V(t) indica el volumen de oxigeno en litros
que se ha producido hasta el momento t.
La funcién vV(t) = —t + 20t?modeliza

la relacion entre ambas.

Y

50

D

a) ¢Cuantos litros de oxigeno se han
emitido hasta las 14 h?

b) ¢Cuéntos litros de oxigeno se emiten de
media a la hora entre las 14 y las 18 h?

¢) Indica el volumen de oxigeno producido
alas 17 h.

d) ¢A qué hora se produce mas oxigeno?

a) V(6) = 504
Alas 14 h se han emitido 504 £ de
oxigeno.

V(10) — V(6) _ 1000 — 504 _ 496 _

4 4 4
= 124 ¢/h

Entre las 14 hy las 18 h se emiten de
media 124 £/h de oxigeno.

c) V(9) = 891

Alas 17 h se han producido 891 ¢

de oxigeno.
d) V'(t) = —3t?+ 40t = 0 —

40
=3 13,33
Alas 13:20 h es cuando se produce mas
oxigeno.
Esta actividad puede utilizarse para
trabajar el ODS 15, vida de ecosistemas
terrestres.

->t=0 t

] @ MATEMATICAS Y... MEDICINA.

INTERNET

Para determinar la efectividad de un
medicamento se suelen hacer distintas
pruebas hasta encontrar, aproximando
los datos, una funcién que responda

a su comportamiento. En un
medicamento que actla sobre una
bacteria se ha comprobado que

el nimero de bacterias, N, varia

con el tiempo, t, una vez que se ha
suministrado el medicamento, segln
la siguiente funcion:

N(t) = 20t® — 510t? + 3600t + 2000

a) ¢Cuantas bacterias habia en el momento
de suministrar el medicamento?
¢Y al cabo de 10 horas?

b) Enese momento, el nimero de bacterias
esta aumentando o disminuyendo?

¢) ¢Cual es el momento en que la
efectividad del medicamento es
maxima?

d) ¢En gué momento empieza a notarse
el efecto del medicamento?

e) (En qué momento empieza a perder
su efecto el medicamento?

a) Sit=0 — N = 2000 bacterias
Sit =10 — N = 7000 bacterias



b) N'(t) = 60t? — 1020t + 3600 = 0 — b) El gasto decrece durante los 15 primeros

{t =5 meses y a partir de ahi comienza
N
t=12 a crecer.
El nimero de bacterias crece hasta ¢) Lainversion es rentable durante
las 5 horas y vuelve a crecer a partir los 15 primeros meses, porque el gasto
de las 12 horas. Este nimero decrece decrece, y siempre que el E?Stq sea
entre las 5 horas y las 12 horas. menor que en el momento inicial, es
) El medicamento alcanza su maxima decir, Gx) = 3.
i0 ox — 60
accion a las 12 horas. 3= 3 L 45 = 6x — 60 —
d) El efecto del medicamento empieza X+15
a notarse a partir de las 5 horas. = 33X =105 > x =35
e) El medicamento empieza a perder Por tanto, la inversion sera rentable
su efecto a partir de las 12 horas. durante los 35 primeros meses.
Los gastos de mantenimiento de la @ RETO. Dibuja la gréfica de esta funcion.
maquinaria de una empresa, G(x), en ooo 2ax2
miles de euros, vienen dados en funcion fx) = o — cona € (0, +)
del tiempo, x, en meses, que dicha y

maquinaria lleva en funcionamiento.

2X .
———+3 si0=x=15
15

6x — 60
X+ 15

2a

Gx) =
si x> 15

a) Calcula los intervalos de crecimiento
y decrecimiento de la funcion.

b) ¢Qué sucede a medida que va
transcurriendo el tiempo?

c) Estudia a partir de qué cantidad es
rentable la inversion.

La funcion tiene dos asintotas verticales,
X=—ayx=a.

2
//m( 2ax ):+oo

x>—a \ x2— g2

) 2ax*
lim P S| =
xo—a'\ X*—ag

. 2ax* |\
lim o —a = —o0

. 2ax?
lim =+t
x—a \ x2 — g2

Ademas, tiene una asintota horizontal,

150 . y = 2a. La grafica esta por encima de
—F Six>15 . .
(x + 15 la asintota horizontal.
G'(x) <0 enl(0,15) P00 = —da’x 00arax — 0
G'(x) >0 en(15, +o0) x> —a*)? P
G(x) es decreciente en (0, 15) y creciente Six <0,f() >0 — flx) crece.
en (15, +oo). Six>0,f(x) <0 — f(x) decrece.
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¢Controlado?

Durante los primeros meses de la pandemia de
COVID-19, el nUmero total de personas infectadas
crecid los primeros dias de forma exponencial.

Las autoridades tomaron las medidas necesarias
y, después de un mes, se emitié un comunicado
en el que se mostraba la siguiente graficay se
afirmd que se habia ralentizado la velocidad de
expansion de la enfermedad.

Y

1000

D

1000+

10 (0] 0 | 40 | 50 X

Y td, (qué opinas?

Aungue el nimero de infectados creci6 durante
toda la pandemia, los primeros dias crecio de
forma mas acelerada, ralentizandose a partir del
dia 20.

El crecimiento se estudia con la derivada de la
funcion, que es la pendiente de la recta tangente.

Se observa en la grafica que la tangente tiene una
pendiente mucho mayor en los primeros 20 dias.

PROBLEMAS APARENTEMENTE
DISTINTOS

@ Considera la funcion:

donde 0 < x < 50.

a) Indica las dos coordenadas del punto
maximo de la funcion.

b) Determina los intervalos de crecimiento

y decrecimiento.
—14x2 — 10x + 84
a) f'x) = =0-
) F'(X) o1 6
- X =-283 X =21

Solo es valida x = 2,11 por el dominio

de definicion y es maximo porque

(1) > 0y f’(3) < 0. Por tanto,

el maximo de la funcion es (2,11; 3,3).
b) En el intervalo (0; 2,11) la funcion es

creciente y en el intervalo (2,11; 50)

es decreciente.

El nUmero de socios de una cooperativa
se puede describir mediante la funcién
s(t) = t? + 6. Los beneficios obtenidos
se pueden modelizar mediante la funcion
b(t) = 14t + 5. En ambos casos t es

el tiempo en afos y se cumple que

0 <t<50.

Si se reparten los beneficios
equitativamente entre todos los socios,
contesta:

a) ¢Tras cuantos afnos se obtiene
el maximo beneficio por socio?
¢ A cuanto asciende el beneficio?

b) Indica los periodos en los que los
beneficios crecen y en los que decrecen.

14t + 4
flt) =
0 t?+6
—14t> — 10t + 84
Q) f)=—r T g,
) (0 1 of
4 t1 :_2,83 t2: 2,1’]

El maximo beneficio se obtiene poco
después de cumplir 2 anos como Socio.
14-211+4
2112+6
El beneficio por socio a los 2 afios es
de 3,2.
by /(>0 @B <0
Hasta los 2,11 anos los beneficios crecen

y a partir de ese momento y hasta los
50 anos, los beneficios van decreciendo.

f2,11) = 32

Halla una funcién polinémica f(x) de grado
3 que cumpla las siguientes
caracteristicas.

e Pasa por (0, 2500).

e Tiene un minimo en (7, 2 108).

e Tiene un punto de inflexion en x = 2.
Indica también el valor de f(10).



) =ax+bx>+cx+d Por tanto, la funcion es:

F(x) = 3ax2 + 2bx + ¢ fx) = X3 — 6x> — 63x + 2500.

f7(X) = 6ax + 2b b) £(10) = 2270

Las condiciones que dicha funcion debe El saldo a los 10 meses es 2270 €.
cumplir son las siguientes:

f(0) = 2500 — d = 2500 @ Considera la siguiente funcion.
f'(7)=0 - 147a+14b +¢c =0 fog = MCTI0x

f(7) = 2108 — 3433 + 49b + 7¢c = —392 X2+ 1
ff2)=0->12a+20=0 a) Realiza un estudio de las principales

caracteristicas de la funcion que te
permitan obtener su representacion
grafica.

Resolviendo el sistema formado por las
tres Ultimas ecuaciones, se obtiene:

a=1b= —6c=—63,d=2500

Por tanto, la funcion es: b) Indica el maximo de la funcion.

fx) = x° — 6x2 — 63x + 2500. a) bomfx) =R

f(10) = 2270 Punto de corte con el eje X:
4x* + 10x

Al inaugurarse, una galeria de arte fo) = “Z+1 4=0-

contaba con 2500 € en su cuenta.

Su saldo empez6 a bajar hasta el séptimo
mes, que tenian — El punto de corte es <£, O).
2108 €. En el segundo S
mes hubo un punto
de inflexion.

H'IOX:4HX:€H

Punto de corte con el eje Y-
fO0=0—4->y=—4

El punto de corte es (0, —4).

No tiene asintotas verticales.
Tiene asintota horizontal en y = 0.
, —10x2 4+ 8x + 10
==y =
- x = 1,475 X =—0,675
f(x) es decreciente en

(—o0; —0,675) U (1,475, 4o0)

a) Halla un polinomio
de grado 3
que describa los
ingresos de la galeria.

b) Halla el posible saldo
tras 10 meses.

La funcion tiene un méximo en (7, 2108)
y enx = 2 hay un punto de inflexion.

00—

a) f) =ax*+bx* +ex +d y creciente en (—0,675; 1,475).
f'X) = 3ax* + 2bx + ¢ En x = 1,475 tiene un maximo
f”(x) = 6ax + 2b yenx = —0,675 tiene un minimo.
Las condiciones que dicha funcion debe Y
cumplir son las siguientes: L
f(0) = 2500 — d = 2500 1/ T~
f'(7)=0—->147a +14b+¢c =0 i
f(7) = 2108 — a [ X
— 343a + 49b + 7¢ = —392 «
f72)=0—->12a+2b=0 N
Resolviendo el sistema formado
por las tres Ultimas ecuaciones,
se obtiene:
a=1b= —6,c=—63d=2500 b) f(1,475) = 3,38
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Cuando estas en vuelo en un avion y el piloto
acelera bruscamente (te hundes en el
asiento) o disminuye la aceleracion de forma
brusca (se nota una elevacion del asiento).
También puede observarse cuando vas en un
tren, por ejemplo.

@ Al disefiar una bateria para una bicicleta
se debe encontrar el equilibrio entre el
peso de la bateria y el esfuerzo de cargar
con ella. Para medir este equilibrio se
puede utilizar la funcion:

fo = MK, o _ »
X2+ 1 Si la funcion s(t) define la posicion de un
movil en cada instante t, la velocidad se

Representa la funcion e indica cudl seria ) .
epresent uncion e indica cual se define como la derivada de la posicion,

el peso ideal. v(t) = s’(t), y la aceleracion, a(t), como
Frx) = —10*+ & + 10 0 - la derivada de la velocidad a(t) = v'(t).
417 ¢Cual es la expresion de la
- Xx=1475  x=-0675 sobreaceleracion a partir de la funcién
El peso ideal de la bateria es x = 1,475 kg, posicion s(t)?
que es cuando el equilibrio es maximo. si) » vit) =s') —» alt) = s"(t) —
Y - j{) ="
-~ - Si la sobreaceleracion es cero, iqué se
1 ll = puede decir de la aceleracion? Valora todas
I ~ las posibilidades que pueden existir.
~ ~ Si la sobreaceleracion es cero, puede ser
\\ porgue la aceleracion es constante o cero.
A su vez, la aceleracion es cero si
la velocidad es constante o cero (el movil
esta quieto).
La ecuacion que determina la posicion
instantanea de un movil es:
C,;PARA QUE SIRVE...?) S(t) = —3t2 — 2t + 62
a) Calcula la funciéon que determina la
Explica con tus palabras el concepto de velocidad, vit) del movil.
sobreaceleracion o jerk. b) Halla la funcién correspondiente a la
La sobreaceleracion es la variacion aceleracion instantanea, a(t).
instantanea de la aceleracion. ¢) ¢Cuéles la sobreaceleracion del movil?
Propon algunos ejemplos donde se a) vit) = —6t —2
comprenda el concepto de b) alt) = —6
)

sobreaceleracion. C jit) =
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