jEstas en las nubes!

Uno de los planetas de la galaxia Pachanguita
tiene forma de baldn de futbol reglamentario,
donde los pentadgonos y hexagonos representan
regiones diferentes.

¢ Se puede hacer un viaje pasando por cada
region una sola vez y volviendo al punto
de partida?

Esta situacion es un problema similar al que
Se conoce como problema de 10s puentes

de Konigsberg resuelto por Euler en 1736
utilizando lo que hoy conocemos como «teoria
de grafos».

La superficie del planeta Pachanguita esta
formada por 12 pentagonos y 20 hexagonos,
es decir, tiene 32 caras en total. Se nos pide
comprobar si existe un ciclo hamiltoniano, un
camino que empiece y termine en el mismo
Vertice y que pase una sola vez por cada uno
de los vértices, 1o que se cumple si todo par de
vértices u y v verifican que gr(v) + griv) = n — 1,
siendo n el nimero de vértices. En este caso,

n = 32,8ru) = 5y grv) = 6, representando u
cada pentagono y v cada hexagono.

El planeta quedaria representado de la siguiente
manera:

Por lo que podriamos recorrer Pachanguita
pasando unay solo una vez por cada region
y volviendo al punto de partida.

PAG. 170. ;Qué secciones conicas puedes
obtener a partir de una esfera?

Dados una esfera 'y un plano en el espacio,
pueden suceder tres situaciones: que la esfera
y el plano no se intersequen, que el plano sea
tangente a la esfera, siendo su interseccion

un punto, o que el plano corte la esfera en mas
de un punto. En este Ultimo caso, la interseccion
entre ambos es una circunferencia.

PAG. 171. Halla el lugar geométrico
de los puntos que distan 15 mm de la recta
y 10 mm de la circunferencia de la figura.

\

Los puntos que distan 15 mm de la recta serian
dos rectas paralelas a la dada, a ambos lados de
la misma, siendo la distancia entre cada una

de ellasy la recta dada 15 mm.

Los puntos que distan 10 mm de la circunferencia
dada serian dos circunferencias concéntricas con
la dada, una con radio 10 mmy otra con radio

30 mm.

Por tanto, los puntos que cumplen ambas
condiciones a la vez son los puntos de corte
entre la recta y las circunferencias.

PAG. 174. ;Qué le ocurriria a la elipse si ¢
fuera igual que a?

Sic = g, entonces la elipse se aproxima
a un segmento.

PAG. 177. Determina, sin hacer célculos,
si tienen alglin punto en comun la hipérbola
y la elipse siguientes.

XZ y2 _ X2 y2 _

2 91 s T =1
Los vertices de la hipérbola (—2,0)y (2, 0),
coinciden con los vértices horizontales de
la elipse. Por tanto, si tienen puntos en comun.
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PAG. 180. Dadas dos circunferencias, se sabe
que d(C,, C,) = I,. ;Qué posicion relativa
pueden tener?

Pueden ser dos circunferencias tangentes
interiores, de tal manera que el radio de una es
el doble que el de la otra (r, = 2r,). También
pueden ser circunferencias interiores siry, > 2r,
0 secantes siry < r,.

( ACTIVIDADES )

€D si en vez de una superficie conica se utiliza
un cilindro, ¢qué cdnicas se pueden
obtener?

Si el plano es perpendicular a la generatriz
del cilindro, la seccion es una circunferencia.

Si no es perpendicular, la seccion es una
elipse.

@ Razona por qué la parabola es una seccion
conica que no tiene dos ramas.

Porgue el plano solo corta a uno de los conos
de la superficie conica.

e Dibuja el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de dos rectas:

a) Que se cortan en un punto.
b) Que son paralelas.

a) Ellugar geométrico esta formado por las
dos bisectrices de los dngulos
que forman las rectas al cortarse.

X

b) El lugar geométrico es otra recta paralela
a ambas.

\

o Halla el lugar geométrico de los puntos

del plano cuya suma de coordenadas
cartesianas es 10.

¢Y si la condicion del lugar geométrico es
que su producto sea 10?

Los puntos que verifican la primera condicion
forman una recta de ecuacion x + y = 10.

Los puntos que verifican la segunda
condicion forman una hipérbola equilatera
de ecuacion: xy = 10.

La distancia que existe entre los focos de
una elipse es de 6 cm. Halla la medida del
eje menor teniendo en cuenta que el eje
mayor mide 10 cm.

2c=6Cm — ¢ =3Cm
2a=10cm — a=5cm
a*=bp*+c2->b=4cm

La longitud del eje menor es 8 cm.

Un punto de una elipse dista de cada uno
de los focos 6 y 7 cm, respectivamente,

y el eje menor mide 6,6 cm. Halla la medida
del eje mayor y la distancia entre los focos.

2a =dP,F)+dP,F)=6-+7=13cm
El eje mayor mide 13 cm.

2a =13cm — a = 6,5cm

2b =66cm — b =33cm
FZ=b+c*>c=56cm

La distancia entre los focos mide

2c = 11,2¢cm.

@ calcula la ecuacion de una elipse cuyos

focos son los puntos F(5,0) y F'(—5, 0)
y dos de sus vértices se sitlian en
los puntos A(8,0) y A’ (—8, 0).

c=5

{azgﬂb—v&?

X2 yz X2 yz
XY XYy
2 b2 er 39

Halla la ecuacién de la elipse cuyos vértices
son los siguientes puntos.

(—=4,00 (0, -2 40 (02

a=4 b=2

XZ yZ XZ yZ
St =1 —+1 =1
a b 16 4
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®

Calcula las excentricidades de estas
elipses.

a)%+%: H{‘Zzﬁ
a?=b'+c2->c=v23 -
ee:%:o&;

A AN

a?=Db*+c* -
- c=v216 =6V6 >
oo Vo _ 2V o
15 5

De una elipse sabemos que su
excentricidad es 0,6 y dos de sus vértices
se sitlian en los puntos A(6, 0) y A’(—6, 0).
Halla los otros dos vértices.

a=6 e=o,é=%»c=3,6

8> =b*+ c* > b*= 23,04 >
— B(0;4,8)yB'(0; —4,8)

En una hipérbola la distancia entre

los vértices es de 8 unidades. Si B(0, 3)
y Su punto simétrico es B’ (0, —3),
calcula los focos de la hipérbola.
2a=8—>a=4 b=3
c?=a"+b->c=5-

- F(5,0YyF (=50

En una hipérbola la distancia entre sus
focos es de 25 unidades y la distancia entre
sus vértices es de 16 unidades. HallaBy B’.
2c=25->c=125

28a=16 >a=28
cC=a+b->b=96~-

— B(0;9.6)yB'(0; —9,6)

Halla la ecuacion de la hipérbola que tiene
sus focos en los puntos (—2, 0) y (2, 0)
y sus vértices en (—1,0) y (1, 0).

c=2 - Xy
R

@) calcula la ecuacion de la hipérbola

que tiene sus focos en los puntos (5, 0)

y (—5, 0) y que pasa por el punto (6, 3;/§>

c=5

c=a’+b->25=a+b -

- b*=25—-2°

Asi, la ecuacion de la hipérbola es de la forma:
X2 y2 X2 yz

> 25— a’

a>  b?

Como el punto (6, ¥> pertenece

a la hipérbola 05 1-
a’ 100 — 487
— 43" — 289a° + 3600 = 0 —

22
—a’= —45 ya:=16

?=25—a>0—->a>=16->b>=9
» o X2 y?
La ecuacion de la hipérbola es: TR =1

Determina los focos y los vértices de
la hipérbola cuya ecuacion aparece
a continuacion.
X2 2
64 2};5 =1
a?=64 >a=8->A80YyA(—S8,0)
b? =225 - b =15 - B(0, 15y B’(0, —15)
cC=a+b->c>=289-> c=17 -
- F(17,0)y F'(—17,0)

@ Calcula la excentricidad de las hipérbolas

que vienen dadas por estas ecuaciones.

XZ y2
— L = ’I
? 576 49
XZ yZ
b — — 2 =
) 121 36

a) @ =576 >a=24b0>=49 > b =7
cC=a+b->c=25-

- e:£:§=1,04
a 24
X2 % {a:ﬂ
=15
)121 36 b=6
c?=a*>+b?> > c=v157 -
»621—157:1,13
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) Halla la ecuacion de la parabola con vértice

en el origen de coordenadas y foco F(0, 2).
p=4->x=38y

@ Calcula la ecuacion de la parabola
que tiene el vértice en el origen
de coordenadas y foco F(2, 0).

p =4y =8

() Determina la ecuacion de la circunferencia
con centro C(—3, 1) que pasa por el origen
de coordenadas.

r=dp,c)=v(—=3—-02+0—0?2=
=410

> KX+3P+—17=10-

> Xty +ex—2y=0

@ Comprueba si esta ecuacion corresponde
a una circunferencia:
X+y?—6x+2y+11=0.
A=—-6—->a=3
C=M-> MN=a+b—r -
- 11=10—r -

— r> = —1 — No tiene solucion.

Por tanto, esta ecuacion no corresponde
a una circunferencia.

@) Estudia la posicion relativa de las
circunferencias que aparecen
a continuacion.

a cix*+y?—9=0
CoX+y?—2x—2y+1=0
b)) citx — 12+ y?=4
Cilx — 27+ (y —3°=9
C4(0, 0

2 2 __ —
a x+y 9—O—>{n:3

C,(1, 1)
/'2 = 1
dC,C) =V(1 -0+ (1 —-07? =

= ‘/E <h—n= 2
Las circunferencias son interiores.
Cq(1,0)
rq - 2
C,(2,3)
f2 - 3

X+ —2x—2y +1 :O—>{

b) (x—1)2+y2—4a{

(X2)2+(y3)2—9»{

B=2->b=—1

dC, C) =v¥@2 —1?+B—02 =10
- 1<vY10<5 >

lh—nh= 1
f2 + rq = 5

> L—n<dC,C)<n+n
Las circunferencias son secantes.

@ A partir de la ecuacion de esta

®

circunferencia, encuentra otras que
cumplan las siguientes condiciones.

X—3°+(y+12=4

a) Que sea tangente interior a la dada.

b) Que sea concéntrica a la dada.

C) Que sea exterior a la dada.

a) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X—=22+y+N2=1

b) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X—=32+y+N2=1

C) Respuesta abierta. Por ejemplo:
X+6’+y—22=1

)
)

Discute la posicion relativa de

la circunferencia de ecuacion
X2+ y? — 6x + 4y + 4 = 0y los ejes
de coordenadas.

Xy —exX+4dy+4=0- {ff;z)

La distancia del centro al eje de abscisas es:

=2

Jor+

Al ser menor gque el radio, el eje OX es

secante a la circunferencia.

La distancia del centro al eje de ordenadas
8

Vit o

Al coincidir con el radio, el eje OY es tangente

a la circunferencia.

diC,0xX) =

es.d(C, oY) =

Encuentra tres rectas no paralelas
gue sean secante, tangente y exterior
a la circunferencia de ecuacién

X2+ (y — 32 = 36.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

Una recta secante es: x — y = 0.

Una recta tangente es:y + 3 = Q.

Una recta exterior es: x — 7 = 0.



PRACTICA

@ Determina el lugar geométrico de

los puntos que equidistan de la recta

y = 5x — 2y del gje OY.

Se toma, un punto genérico, P(x, y) del lugar
geométrico.

|5x —y — 2]
ap,n =241
dpe, oy) =| x|
dP, N = dP, oY) -

|5x —y — 2|
c T e

-5 —y—2=+v26x >

> (5—v26)x—y—2=0-

S5 —y—2=—v26x -

> (54+v28)x—y—2=0

El lugar geométrico son las dos ecuaciones
obtenidas que, al ser de grado 1, equivalen

a dos rectas que son las bisectrices de los
angulos que forman la recta dada y el eje OY.

Determina el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de la recta
3y = x + 1ydel eje OX.
Se toma, un punto genérico, P(x, y) del lugar
geomeétrico.

|x —3y+1]
d(P, f) = T
P, 0x) =y|
dP, n = dP,ox) —
|x—=3y+1]
—\% —
- Xx—3y+1=v10y >
> x—(@+v10)y+1=0

X—3y+1=—v0y -

> x—(@B-vi0)y+1=0

El lugar geométrico son las dos ecuaciones
obtenidas, que, al ser de grado 1, equivalen

a dos rectas que son las bisectrices de los
angulos que forman la recta dada y el eje X.

ly| -

Halla la ecuacion de la elipse cuya
excentricidad es 0,8 y cuya distancia
focal es 8.

2=8—->c=4
e=S-2_08>a=5

a a
a=pr+ct->b=9
La ecuacion de la elipse es de la forma:
X2 yz XZ yZ
=1 — 2 =1
az b 25 9
Halla la ecuacién de una elipse, con ejes
paralelos a los ejes OX'y OY, de centro
C(4, 1)y vértices A’(1, 1) y B’(4, —1).
Se traslada el centro C(4, 1) al origen
de coordenadas.
A1) > A1 —4,1—1)=(-30 —
—-a=3
B4, —1) —
->B4—-4-1-1)=0—-2>b=2
La ecuacion de la elipse es de la forma:
X2 2 . 4 2 . 1 2
Xy x—4 n V=1 _

=1-

a2 b 9 4

1

Halla la ecuacién de la hipérbola con ejes
paralelos a los ejes OX 'y OY, sabiendo que
su centro es C(—1, 2), uno de sus focos es
F(3, 2) y su excentricidad es 1,5.

Se traslada el centro C(—1, 2) al origen
de coordenadas.

F3,2) > F'G—(=1),2 —2) = (4,0) —
—>c=4

e=Ct_ 15,8
a a 3
c2:a2+b2—>b2:@
9
La ecuacion de la hipérbola es de la forma:
2 2
Xy
az  b?
2 _ 2
H9(x+1) %y —2 — 1
64 80

Halla la ecuacién de la hipérbola con ejes
paralelos a los ejes OX 'y O, sabiendo
que su centro es C(4, 0), uno de sus focos
es F(1, —3) y su excentricidad es 2.

Se traslada el centro C(4, 0) al origen

de coordenadas:

F(1,0) = F"(1 — 4,00 = (=3,00 > ¢ =3
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C 3 3
e=—=—=2->a=—

a a 2
czzaz+b2—>b2:£

4

La ecuacion de la hipérbola es de la forma:
XZ 2 _ 2 2
S AN Skl S
a’ b? 9 27

Halla la ecuacion de una parabola cuyo
vértice es V(—2, 1) y cuya directriz es
larectay = —1.

Se traslada el vértice V(—2, 1) al origen
de coordenadas.

La ecuacion de la parabola es de la forma:
X —ay =2ply —b) -

S+ 27 =20 — 1) >
SX+2P=8y— 1)~
->X+4x—8/+12=0

Halla la ecuacion de una parabola cuyo
vértice es V(3, 5) y cuya directriz es la recta
y=1.
Se traslada el vértice V(3, 5) al origen
de coordenadas.
y=1->y =1—-5=—4-

p

5 p

La ecuacion de la parabola es de la forma:
X —a)*=2ply —b) -

> —37=2ply —5) -

- (=37 =16y—5 —

> X2 —6x— 16y +89 =0

Halla la ecuacion general de

la circunferencia que pasa por los puntos
P(1,4),0(1,00 y RG, 2).

La ecuacion general de la circunferencia es
de esta forma:

X+ Yy +AX+By+C=0:

P(1,4) > A+4B+C=—-17

Q1,00 = A+C=-—1 -
R(1,4) - 3A+2B+C =—13

> A=-2B=—-4C=1~—
> X+ Yy =2Xx—4y+1=0

€2 calcula el centro y el radio de la

circunferencia que pasa por los puntos
P(—4,4),0(—5, 1) YyR(—1, 3).
como (x —ay + (y — b)> = r*
P(—4,4) »> (—4 —a)*+ (4 — b)?
0(=5,1) = (=5 —a)>+ (1 — b)?
R(—1,3) > (—1—a?+@B—b?=1r?
16+a>+8 +16+b>—8b=1r°
- 25+a’+10a+1+b>—2b=r* —
1+a°+t2a+9+b*—6b=r

r2
r’y -

a=-3
— b =2
r’=5

El centro es C(—3, 2) y el radio, r = V5.

Halla la ecuacion de una circunferencia
que pasa por los puntos A(1, —2)

y B(—3, 0) y cuyo centro esté en la recta
de ecuaciony = 5 — 2x.

Se calcula el lugar geométrico de los puntos
P(x, y) que equidistan de Ay B.

dA, P)=dB,P) —

SV =12+ 22 = VXY -
SX=2X+ 1+ Ay +4=

=X +6X+9+y -8 —dy=—4>
->2x—y=—1

El centro sera la interseccion de este lugar
geométrico y la recta dada.

2X —y =—1 X =1
2x+y =25 }H{y:3
dc, A =V — 12+ (—2—-3?2=5-
—>r=5

- C(1,3)

La ecuacion de la circunferencia es:
X—12+((y—3?=25—
>X+y'—2x—6y—15=0

€0 calcula el centro y el radio de la

circunferencia que pasa por los puntos
A(1, 1)y B(2, 4) y su centro esta en la recta
de ecuacion 3x +y — 11 =0.

Se calcula el lugar geométrico de los puntos
P(x, ¥) que equidistan de Ay B:

dA, P)=dB,P) —

Vi =02+ — 17 = Vi =22+ (y — 47
S>X=2X+ 1+ Y -2yt 1=




=X —AMX+A4+y =8+ 16>

52X+ 6y =18 > x+3y=9

El centro sera la interseccion de este lugar

geomeétrico y la recta dada.

X+3y=9 X =3
-

X+y=11 y=2

dic, A = V1 —3?+(1—-22=+5 >

=45

La ecuacion de la circunferencia es:

X—3'+y—2"=5~-

S>X+ Yy —6x—4y+8=0

- C(@3,2)

Identifica qué conicas son las que tienen
estas ecuaciones.

a X+ Y+ 11 =4y — 8

2
) 2 4 9y2 = 1

16
C) X2 —2x— 10y =19
d x2—4y=0
XZ y2
&) o= =1+~
) 225 81

f) 4+ y2+6y=7

a) Aparecen las dos variables al cuadrado
con coeficiente +1; por tanto, es una
circunferencia.

Xty +8x—4y+11=0-
>A=8 B=-4 C=1
A=—2a-»>a=—4
B=—-2b->b=2
C=a+b—rr-r=9

La conica es una circunferencia de centro

C(—4,2)yr=3.

Aparecen las dos variables al cuadrado
con el mismo signo v distinto coeficiente;
por tanto, es una elipse.

S}

X2 P 1
4+ -=1-a=4b=—
16 1 T3
9
, 143 143
cP=—oc=——
9 3

La conica es una elipse de focos
{2 o)y (- Y22, o)

C) Aparece una variable al cuadrado y la otra
con grado 1; por tanto, es una parabola.
X=2x+1=10/+19+1 -
> —=17=10(+2
La conica es una parabola de vértice
V(1, —2) y directriz paralela al eje Y.

2

Aparece una variable al cuadrado y la otra
con grado 1; por tanto, es una parabola.
X2 =4y

La conica es una parabola de vértice

el origen de coordenadas y directriz
paralela al eje Y.

o

Aparecen las dos variables al cuadrado
con distinto signo; por tanto, es una
hipérbola.

X V4 La-15 b=9

152 92

comoa® + b? = ¢? — ¢? = 306 = 3vV54
La conica es una hipérbola de focos

F(3v54,0)y F'(—3v54,0).

Aparecen las dos variables al cuadrado
con coeficiente 1; por tanto, es
una circunferencia:

X+y+6y—7=0-

-A=0 B=6 CC=-7
A=—-28->a=0

B=—2b—>b= -3
C=a+b—-r->r=16

La conica es una circunferencia de centro
CO, =3)yr=4.

—

@ Estudia la posicion de los puntos A(0, 2)
y B(4, 1) respecto de la circunferencia
X2+ (y — m)* = 16, segln el valor de m.
Centro y radio de la circunferencia: C(0, m)
yr=A4.
dc, A =vo-0?+@2—m? =
=VYm’—4dm+4
oVm?—4Am+4 =4 -
S>mM—Im—12=0->m=6ym,=—2
oVm?—4Am+4 >4 >
->m*—4m —12>0->m< —=2ym>6

eVmM’—4Adm+4 <4 -

->m?—4m—12<0—-> —2<m<é
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Sim< —20m > 6 — Elpunto A es exterior.
Sim=6om = —2 — El punto A pertenece

a la circunferencia.
Si —2 <m < 6 — Elpunto A es interior.
dc, B =vVa—02+ @1 —m? =
—Vm —am+ 17
eVvm?*—2m+17 =4 —
->-m—2m+1=0->m="1
eVvm*—2m+17 >4 >

->m—=2m+1>0->m=+1

o Vm?—2m+17 < 4 —
->m?>—2m+1<0 -
— No tiene solucion.

Sim = 1 — El punto B pertenece
a la circunferencia.

Sim # 1 — El punto B es exterior.

Dada la circunferencia
(x —m)?+ (y — 1> = 9, estudia la
posicion de los puntos A0, —2) y
B(—5, 1) respecto de ella en funcién
del valor de m.
Centro y radio de la circunferencia: C(m, 1)
yr=3.
dc, A =Vo—m?+(—2—1? =
=VYym?>+9
eVmM+9=3->-m=0->m=0
oVM*+9>3->-m*>0->m=+0
oYM +9<3->m<0—

— No tiene solucion.
Sim = 0 — El punto A pertenece
a la circunferencia.
Sim # 0 — El punto A es exterior.
dc,B) = V(=5 —m)?+ (1 — 1)? =

=vYm’+10m + 25

e Ym*+10m+25 =3 -

->m+10m+16=0—
A’m1: *8\//’)’72: —2

o Vm?+10m + 25 >3 —
>m+10m+16>0->m< —8
ym> —2

o VYm?*+10m+25 <3 -

->m*+10m+16<0—-> —8<m< —2

Sim<—-8om> —2 — ElpuntoBes
exterior.

Sim= —8om= —2 — Elpunto B
pertenece a la circunferencia.

Si —8 <m < —2 — El punto B es interior.

( ACTIVIDADES FINALES )

1. Conoce el significado de lugar
geomeétrico e identifica los mas
usuales en el plano

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Determina el lugar geométrico
«0o delos puntos que equidistan de
los puntos Ay B.

a) A(—1,0),B(1,
b) A, —1), B0,
c) A(—3,1),B@,
d) A, —1),BG,
a) Sea P(x,y) un punto equidistante
de Ay B, entoncesd(A, P) = d(B, P).
dA, P =4+ 1>+ —0?%=
— ey 1
dB,P) = VKX — 12+ — 0?2 =

=YX+ y —2x+1

S VXY +2x+ 1=
=VX+y —2x+1

4x = 0 — El lugar geométrico es la
mediatriz del segmento AB, que
coincide con el eje de ordenadas,
x=0.

b) Sea P(x, ¥) un punto equidistante
de Ay B, entoncesd(A, P) = d(B, P).

dA, P =V — 02+ (y + 12 =
=4X+y +2y+1
dB.P) =Yk =07+ —1° =

=VX+y =2y +1

SV Y+ =
=VX+y =2y +1

0)
1
1
1



@ Determina el lugar geométrico de
los puntos que equidistan de los

4y = 0 — El lugar geométrico es la
mediatriz del segmento AB, que
coincide con el eje de abscisas,

y=0.

C) Sea P(x, ¥) un punto equidistante

de Ay B, entonces d(A, P) =

dA P =VX+I°+—1)7*=

=VX+y +6x—2+10
dB. P=VX =37+ —

0=

=X +y2—6x—2/+10

> X+ +ex—2y+10 =

=X+ y2—6x—2y + 10

12x = 0 — El lugar geométrico es
la mediatriz del segmento AB, que
coincide con el eje de ordenadas,

X =0.

d) Sea P(x, y) un punto equidistante de
Ay B, entonces d(A, P) = d(B, P).

dA P =VX =3+ +1)?=

=VX+y —6x+2y+10
dB,PA=VX =37+ —1*=

=X+ y2—6x—2/+10

>V +yP—6x+2y+10 =

=VX+y —6x—2y+10

4y = 0 — El lugar geométrico es
la mediatriz del segmento AB, que
coincide con el eje de abscisas,

y=0.

puntos Ay B.
6,0)yB(—1,0)
2, —1)y B, 1)

3, —5)yB(7,1)

0, —2)yBO,7)

a) A(—
b) A(—
c) A(
d) A
)

y B, entonces d(A, P) =

a) Sea P(x, y) un punto equidistante de A
ds, P).

dA,P) =YX — (—6)>+ (y — 0)? =
=X+ Y2+ 12x + 36

P =V — (P + -0 =
=X+t 2x+1
VX + 2+ 12x + 36 =
=V +yrt2x+1-
7

H12X+36:2X+‘IHX:*E

El lugar geométrico es la mediatriz del
7

segmento AB, x = >

Sea P(x, y) un punto equidistante de A
y B, entonces d(A, P) = d(B, P).

dA, P =YX — (=22 + (y — (—1)? =
=VE+y +ax+2y+5

dB,P) = Vx— 42+ (y— 1?2 =
=Xty —8x—2y+17

VEC+ Y +ax+2y+5 =
=Xty —8x—2y+17 >

S A+ 2+ 5=—8—2+ 17 >
> 3X+y—3=0

El lugar geométrico es la mediatriz del
segmento AB, 3x +y —3=0.

Sea P(x, y) un punto equidistante de A

y B, entonces d(A, P) = d(B, P).

dA, P) = Vix — 32+ (y — (—5)? =
=+ 76X+1Oy+34

dB, P =VX =7+ —1)7? =
=X+ y2—1x — 2y + 50

VX +y2—6x+ 10y + 34 =

=X 4y —14x—2y+50 >

— —6X + 10y + 34 = —14x — 2y + 50 —

—>2X+3y—4=0

El lugar geométrico es la mediatriz del

segmento AB, 2x + 3y — 4 = 0.

Sea P(x, y) un punto equidistante de A
y B, entonces d(A, P) = d(B, P):

dia,P) = Vix — 02+ (v — (-2)* =
=yX+y +dy+4

dB,P) =V —0°%2+(y —7)? =
=X +y?— 14y + 49
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VX + Yy +ay+4 =
=Xty — 1y + 49 >
—>4y+4:—14y+49—>y:%

El lugar geométrico es la mediatriz del

segmento AB, y = %

@ Halla el lugar geométrico de los puntos, P,

del plano cuya distancia a A(—3, 0) sea
el doble de la distancia a B(1, 0). Identifica
la figura resultante.

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico,

entonces d(A, P) = 2d(B, P).

dia, P) = Vix — (=3)° + (y — 0 =
=VX+y P+ 6ex+9

dB,P) =YX — 1D+ —0? =

=YXy =2+ 1
VX+y +oex+9 =

=2¢0X+y2—2x+1->

>Xty+ex+9=

=40+ Yy —2x+ 1) >

-3+ 3P —14x—5=0

El lugar geomeétrico es la circunferencia
14 5

Xty ——x——=0.
v 3 3

Calcula el lugar geométrico de los puntos
que distan 4 unidades de la recta
rrdx —2y +5=0.

Sea (x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces:

[4x — 2y + 5|
24 (22

- |ax — 2y +5/=4v20 —

- |ax —2y +5/=8v5 >
{4X2y+58\/§=0
—4x+2y —5-8vY5=0

4 —

Halla el lugar geométrico de los puntos
que equidistan de los siguientes pares
de rectas.
a) 3x —4y —26=0

12X+ 5/4+1=0

b) —2x+7y+9=0
Ax — 14y +11=0
Cc) 2x—3y+3=0
3x—2=0
d2y—5=0
2x—3y+5=0
I3x —4y —26] _ [2x + 5y +1|

! 37+ (—4) V12% + 52
3X— 4y —26 12X+ 5y + 1
5 B 13 .
3 —dy —26  —12x— 5y — 1
5 B 13

N 39x — 52y — 338 = 60x + 25y + 5
39x — 52y — 338 =—60x — 25y — 5
X — 1y +49=0
1Mx —3y —37=0

El lugar geométrico esta formado por

las dos bisectrices de los angulos
formados por las dos rectas.

=2+ 7y +91_ lax =gy 411l

R e R T
X+ Ty +9 A —1hy +11
V53 2453 .
—XHTY 9 A+ 1y — 11
V53 2¢s3

—4X + 1y +18 = —4x + 14y — 11
H{Sx—28y—7:O

{4X+14y+18=4x14y+11

0=0

Como las rectas son paralelas, el lugar
geomeétrico es otra recta paralela a ambas.

[2x =3y +3| [3x—2]
C) = -
V2 (=37 V340
2X—3y+3  3x—2
V13 3
- -
2X—3y+3  —3x+2
V13 3
6X — 9y + 9 = 3v13x — 213
— —
6X — 9y + 9 = —3v13x + 213
. (6—3vVI3)x—9y+9+2vi3=0
(6 + 3V1B)x—9 +9—2V13 =0



El lugar geométrico esta formado por
las dos bisectrices de los angulos
formados por las dos rectas.

|2y —5] _ [2x—3y +5] N

d)
V22 + 0 V22t (-3
=5 _2X—3y+5
2 V13
- -
2y—5:—2X+3y—5
2 Vi3
R 2v/13y —5v13 = 4x — 6y +10
2v/13y —5v13 = —4x + 6y — 10
= —4x +(6+2v13)y —10—5v13 =0
ax + (=6 +2v13)y +10—5v13 =0

El lugar geométrico esta formado por
las dos bisectrices de los angulos
formados por las dos rectas.

@ Determina las bisectrices de las

siguientes rectas.
3X—2y—1=0
AX+2y—6=0
|3x—2y—1| _ [4x+2y—¢| N
V32 + (—2)? Va2 + 22
H—2—1 2X+y—3
V13 V5 R
X—2y—1  —2x—y+3
Vi3 V5
3vV5x —2v5y — V5 =
= 2v13x + ¥13y — 3V13
3v5x —2vV5y — V5 =
= —2v13x — V13y + 3v13
(3%/5 — 2v13)x —
—(2v5 +V13)y V5 +3V13 =0

(3V5 + 2v13)x —
—(2v5 —V13)y — V5 —3V13 =0

INVESTIGA. Una escalera esta
apoyada en una pared. En el peldafio
central de la escalera hay un gato
durmiendo. La escalera comienza

a deslizarse hacia abajo. ;{Qué trayectoria
describe el gato antes de llegar al suelo?

‘o

Llamamos Ay B a los extremos de
la escalera.

Suponemos que el extremo A esta apoyado
en la pared, por tanto, sus coordenadas son
A(0, a) y el extremo B esta apoyado en el
suelo, siendo B(b, 0).

Consideramos que, al deslizarse la escalera,
el extremo A siempre esta sobre el eje de
ordenadas y el B sobre el eje de abscisas.
Llamamos (x, y) a la posicion del gato

en todo momento y L a la longitud de la
escalera, de tal manera que a> + b? = L.
Como el enunciado dice que el gato esta
justo en el centro de la escalera.

X:%aa:b(
b > A =1
=—,ph=2
y 2 b Y
L _(JLY
> Xt yr=—=—
S (2)

Por tanto, el gato va describiendo un arco
de circunferencia de centro el origen

AL
y radio -

Halla la ecuacion del lugar geométrico de
los puntos del plano cuya distancia del
eje OX sea la misma que al punto A(3, 2).

Sea P(x, ¥) un punto del lugar geométrico,
entonces d(OX, P) = d(A, P).

dox,pP) =y|

dA, P =YX =3+ —2° -
SV +y —6x—dy+13=|y|-
> xX2—6x—4y+13=0
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El lugar geométrico es una parabola cuya
directriz es paralela al eje X.

RETO. Halla el lugar geométrico de los
puntos del plano tales que el tridngulo
ABP sea rectangulo en P, siendo A(—3, 1)
y B(4, 3). ;:De qué figura se trata?

ABP es un triangulo rectangulo en P(x, y)

Si sus lados APy BP son perpendiculares.
AP=K+3y—1)

BP=(x—4,y —3)

Para que sean perpendiculares, su producto
escalar debe ser 0.
AP-BP=(X+3IX =4+ — Ny —3) =
=0 X+yY —x—4y—9=0

El lugar geomeétrico es la circunferencia de
ecuacion x? + y*> — x — 4y — 9 = 0 cuyo
centro es el punto medio del segmento AB
y su radio es la mitad de su moédulo.

Encuentra la ecuacion del lugar
geométrico de los puntos del plano tales
que la suma de los cuadrados de sus
distancias a los puntos A(3, 1) y B(5, 1) sea
igual a 8.

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces d(A, P? + d(P, B> = 8.

dAP) = VX =3+ -1 =
=X +y —6x—2/+10
dB, P =V -5+ — 1) =

= X2+ y2—10x — 2y + 26
X+ —ex—2y+ 10+ X+ y —
—10x — 2y +26 =8 —
S>X Y =8 —2y+14=0
El lugar geomeétrico es la circunferencia de
ecuacion x? + y> — 8x — 2y + 14 = 0.

Halla el lugar geométrico de los puntos
del plano P cuya diferencia de cuadrados
de las distancias a los puntos A(—1, 0)

y B(3, 2) es 4. ;De qué figura se trata?
Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces d(A, P> — d(P, B> = 4.

dA,P) =YX — (=) +y* =
=VX2+ Yy 4+ 2+ 1

dB,P)=VX =3+ —2° =
=X+ —6x—ay+ 13

XYy +2x+1—

0ty —6x—dy+13) =4 >
->2x+y—4=0

El lugar geométrico es la recta de ecuacion
2X+y—4=0.

RETO. Se define la «distancia taxi» entre
los puntos del plano P(a, b) y Q(c, d)
mediante la expresion

dwalP, Q) =|a—c|+|b—d|

¢Qué figura determina el conjunto de
puntos del plano cuya distancia taxi

al origen es 2?

Sea P(a, b)y Q(, 0), entonces

dwiP, Q) = |a|+|b] = 2.

Sia>0yb>0—

= dwiP, Q) =a+b=2

Sia<0yb>0—

- dwP, Q) =—a+b=2

Sia>0yb<0—

= dwiP, Q) =a—b=2

Sia<0yb<0—

= UwiP, Q) =—a—b =2

El conjunto de soluciones de

dwi(P, Q) = |a|+|b] = 2es:
Y

Elipse

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Halla la longitud de los ejes de estas

elipses.

XZ
a —+y?=1
)16 y



X2 yZ
9 25 00 =
XZ yZ -~
b) -+ =1
Xy
d)@+36*1

a) Eleje mayor mide 8 uy el eje menor
2 U.

b) El eje mayor mide 6 Uy el eje menor
4u.

C) Eleje mayor mide 20 uy el gje
menor, 10 u.

d) Eleje mayor mide 14 uy el eje
menor, 12 u.

Indica el centro de las elipses.
X — 2)2 2

a) (T + yT

y—3?% _
9

a) El centro de la elipse es P(2, Q).

b) El centro de la elipse es P(—1, 3).

=1

b) (x+ 1)2 + 1

Halla la ecuacion de la elipse que cumple

las condiciones en cada uno de los casos.

a) La distancia focal es 4 y el semieje
menor es 3.

=

La semidistancia focal es 3y el eje
mayor es 10.

c) Pasa por el punto (8,3)y su
excentricidad es g

d) Pasa por el punto (—4, 1) y el eje menor
€s 6.

a) c=2yb=3
comoa®=b>+c*?—> a*=13 -

b) c=3ya=>5
comoa® =b>+c?>—> b*=16 —
XZ 2
S X4y
25 16

Vi _av3
2 2
comoa? =b?+ ¢ -

N
at  a®

C
C) e =—=
a

- b? =

2 2
XL
a? a’

Como (8, 3) es un punto de la elipse:
82 432
a2 a’

82
->pP=—=25->

=1 g =100 -

XZ yz
+ Xy
900 25

d) Como (—4, 1) es un punto de la elipse
yb=3:
. 2 2
(;zl) +%=']—>az:18—>
XZ yZ
=1
TR

Encuentra las ecuaciones de las elipses

. que cumplen las siguientes condiciones.

a) Laexcentricidad es 0,6y su eje mayor
mide 20.

b) Los focos son (6, 0)y (—6, 0)
- 1
y su excentricidad es 3
C) Pasa por el punto (3, 2) y su eje mayor
mide 10.
d) Sus focos estan en (3,0) y (—3, 0)
y dos de sus vértices son (5, 0) y (—5, 0).
a) 2a=20—->a=10
Sie=06—->c=6
Comoa*=b*+c*>b=8—

X2 y2
XYy
7900 el
by c=6

1
Sie=——>a=18
3

comoa?=b2+c2—b=12v2 -
X2 y2

— + =
324 288

c)2a=10—->a=>5

Como (3, 2) es un punto de la elipse:

1
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9 4 4 16
= — —
25  b? b? 25

5
—>b72—>

Xy s e
Dot =1 o X =25

4

dc=4 a=5
comoa®=b>+c*?>b=3-
X2 yZ
— 4+ =1
75 g

INVENTA. Indica ecuaciones que
cumplan las siguientes condiciones.

a) Una elipse que esta centrada
en el punto (—3, 4).

b) Dos elipses concéntricas separadas
por una unidad en los vértices.

c) Dos elipses que son tangentes en
el punto (0, 0).

Respuesta abierta. Por ejemplo:
X +3?2  (y—4)?

A

b)E1:XTZ+§—;=1
EZE§+%=1

c)E1z(X+42)2+é/—;:1
EZ:(X;2)Z+2/—;=1

Determina los vértices, los focos y las

excentricidades de las siguientes elipses.

XZ yZ
a) o=+ 2= =1
25 %

XZ y2
b) &+ - =1
)6 T s

X2 y2
0 —+L =6
e T

XZ
d) S+ 5y = 245

e) 25x% + 16y? = 1600

g) 9x? + 25y% = 900
h) x2 4+ 2y? =16

a)

a=>5—->A(®(,0 A(-50
b=3- B3 B0 -3

comoa®?=b>+c*>c=4—-
- 4,00 F'(—4,0)

La excentricidad es: e = 4 = 0,8.

b=4-B@40 B(—40)
a=5->A(@075 A —5

comoa’=b’+c>>c=3 -
- F(0,3) F'(©O,—3)

La excentricidad es e = % = 0,6.

2 2
X
36 324
X2 y2
> —4+—=1->
6> 18

L b=6 = B60 B(-60
a=18 > A(0,18) A0, —19)

comoa*= b’ + ¢ —

- ?=288 > c=12V2 >

- F(0,12v2) F(0,—12v2)

La excentricidad es:

oo 12V2 _2v2 _ o,
18 3
XZ yZ
+2=1
1225 a9
X2 y2
>4+ L=
352 7?
a=235-A@350 A(-350)
b=7—-B0,7) B0, —7)

comoa®=b>+c*—>c?=1176 -
> c=14v6 >

> F(14v6,0)  F'(—14v8,0)
La excentricidad es: e = % = 0,98.
2 2
Xy
64 100
N b=8 — A@B,0 A(=80)
a =10 — B(0,10) B(0, —10)

F=pr+ct-oc=6-
- F0O,6) F’(0, —6)



La excentricidad ese = % = 0,6.

a=>5->A((0 A(=50

b =4 - B0 4 B0, —4)
comoa®=b’+c*>c=3-
- F3,0  F(—3,0

La excentricidad ese = % = 0,6.

2 2
LY
100 36
N a =10 - A(10,0) A’(—10,0)

b=6 — B(6 B0 —%

a=bm+c?->c=8-

- F@8,0 F'(—8,0)
La excentricidad es e = % =0,8.
2 2
XYL
16 8
a=4 - A4, 00 A(—4,0)
- b=v8=2v2 - B(0, 2v2)
B'(0, —2v2)

Comoa?=b?+c2 > c=2v2 -
- F(2v2,0) F(-2v2,0)

La excentricidad es:

,_2V2_ V2

= 0,707
4 2 '

@ Una elipse es tangente a los lados del

eec rectangulo definido por las rectas y = 8,

y=—8,x=10yx = —10. Hallasu
ecuacion y las coordenadas de cinco
puntos.

b

=10 X2 %

EEATRST SR—
=8 00 ' 64

Cinco puntos de la elipse son

A(10, 0), A/(—10, 0), BO

. 8),B8(0, —8)

y C(5, 4v3)

@ Escribe la ecuacion de la elipse con centro

en el origen de coordenadas, los focos
sobre el eje OX'y que pasa por los puntos

2]
OG‘V@E‘
como (1, ?) es un punto de la elipse:

)

po P 1> 4b? + 3a% = 4a°b?

2 .
como («5 %) es un punto de la elipse:
7]

(v2)) \2

a? b?
Igualamos las dos ecuaciones.
4b” + 38° = 8b” + 28° - & = 4b’
Sustituimos en la primera ecuacion.

1

= 1- 8b? + 23* = 4a?b?

— 4+ —=1->82=14
a2 aa; Lopr—
b=
4
X2 2
- — +— =1
4 1

Halla la ecuacioén reducida de una elipse
cuya distancia focal es 8 y el area del
rectangulo construido sobre sus ejes

es de 48+/5 unidades cuadradas.

c:4—>28-2b:48\/§—>b:¥
comoa*= b’ +c* -~
Ha2=<%>2+16%

—at— 168> —720=0 - & = 36
Como b? = (%)2 - b?=20—

X2 yz
3% 20!

Considera una elipse centrada en el origen

de focos F, y F,. Se sabe que FF, = 12y

gue cualquier punto P de la elipse cumple

PF, + PF, = 20.

Halla la ecuacion de la elipse.

277



278

La ecuacion de una elipse centrada en
i X2 y2

el origen es? + o =1
Por la definicion de una elipse, ocurre que:
d(P,F)+dP,F)=2a=20—->a=10
Por otro lado:
dF,Fy)=2c=12—>Cc=6
Segun la relacion fundamental de
unaelipse:a? =b?>+c?> > b =38
Luego la ecuacion de la elipse es

XZ y2

+
100 64

Dada la elipse

4x? + 16y? + 40x — 64y + 100 = 0O:
a) Escribe su ecuacion reducida.

b) Halla su centro.

c) Determina sus vértices.

)
d) Determina sus focos.

a) 4x? 4+ 16y? + 40x — 64y = —100 —
- (4x? + 40X) + (16y? — 64y) = —100 —
- 4K + 10x) + 16(/2 — 4y) = —100
Completando cuadrados obtenemos:

40 + 10X + 25) + 16(y% — 4y + 4) =
= —100 + 100 + 64 —

= AKX+ 52+ 16y — 2)? = 64 -
L A9 16 =27 64
64 64
+ 5)° —2?
(X%) n ( ; >
b) El centro de la elipse es C(—5, 2).
C)a=4->A40yA (=40
b=2-B0,2yB(0,—2).
da’=b2+c?->c=v12 ==+2v3
Los focos de la elipse son

F(2v3,0)y F(—2v3,0).

1

Escribe en forma reducida la ecuacién de
la elipse 4x? + 9y? — 8x + 36y + 4 = 0.
Halla también sus focos y su excentricidad.
AX2 =20+ 92+ 4)+4=0
AC—2+ N+ +ay+4)+4=14+
+ 36 = 40 — 17 + 9y + 2" = 36

Forma general:

_ 2 2
oS SV ) SN Y

9 4
c=0,—-2
comoa? =0 +c2->c2=5->¢c=+5
La excentricidad ese = £ ﬁ

a 3

comoC(1, —2)yc = V5 -
>F(1+v5,-2)  F(1-v5-2).

Escribe en forma reducida la ecuacion

. de la siguiente elipse, encuentra sus focos

y calcula su excentricidad.
X2+ 400y2 = 6x — 800y — 309
(X2 — 6x) -+ 40002 + 2y) + 309 = 0

(% — 6x + 9) + 40002 + 2y + 1) + 309 =
=9+ 400 - (x — 3)? + 400(y + 1) = 100

Forma general:

x—3* y+1*
w o
4
Ha—mb—l
' 2
comoa®=b>+c*?—>c*= —3Z9 -
:V399
2
La excentricidad ese = - ﬁ.
a 20
V399
ComoC(B,—1)yc:3'T—>
Fla+ 32 ) (a2 4}
2 2
6+ /399 [ 6—+399
A i B L

Halla las ecuaciones que corresponden

o a los siguientes lugares geométricos.

a) Puntos cuya suma de distancias
alos puntos P(—4, 0) y Q(4, 0) es 10.

b) Puntos cuya suma de distancias
alos puntos P(—5, 0) y Q(5, 0) es 21.

a) SeaR(x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces d(P, R) + d(Q, R) = 10.



de,R) = Vix — (—4)2 + (y — 0)?
A0, R) = Yix — 22+ (y — 02
VX + 97+ Y2+ — 22 +y2 =10

Vi + 42+ =10—vVux— a2 +y? >
- X+ 47 +y* =100 + (x — 4y +
+y2— 20V — 42+ )7 -
- 2030 — 4)2 + y2 = 100 — 16x -
— 4000 + y* — 8x + 16) =
= 10000 — 3200x + 256x% —

— 144x° 4+ 400y? = 3600

El lugar geométrico es una elipse de
XZ y2

ecuacion: — + -— = 1.
25 9

b) Sea R(x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces d(P, R) + d(Q, R) = 21.

diP, R) = Yix — (=5) + (y — 0)?
dQ. R) = Vi — 57+ (y — 0)?
Vi +57 452 + ¥ =52+ =21
- Y+ 57y =21
V=57 +y >
>+ 5P+ )2 =217+ (x — 57 +
+Y— a2y =57+ ) >
- 429/ (x — 5)% + y? = 441 — 20x -
= 17640¢ + y* — 10x + 25) =
= 194481 — 17640x + 400x* —
— 1364x* + 1764y? = 150381

El lugar geométrico es la elipse de
s 1
441 341 ’

+

ecuacion:

@ Escribe la ecuacion del lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias
a0, —12)ya(0, 12) es 26.

Vix— 07+ (v + 127 +
+— 02+ (y — 127 = 26—

> X+ (y+127 =
=26— X2+ (y— 12?2 >

> X (Y +12)7 =267+ X +
+(y =122 =524/ X+ (y — 12)? >

> Y+ 184 + 28y = 676 + 7 +
+144 — 28y — 524/X° + Y7 + 144 — 28y >

- 524/ X2+ y? + 144 — 24y = 676 — 48y —
- 13VX2 + 7 + 144 — 24y = 169 — 12y —
— 169x? 4+ 169y? + 24336 — 4056y =
= 28561 + 144y2 — 4056y —
— 169x? 4 25y? = 4225
El lugar geométrico es la elipse de ecuacion
XZ 2
2%+ =]

Halla la posicion relativa de la elipse

de ecuacion x? + 2y? = 3y la recta de
ecuaciéonx + 2y — 1 = 0.
X+2¥—1=0->x=1—2
Sustituyendo en la ecuacion de la elipse:
=2 +22=3->32—2y—1=0
A =16 >0 — Laecuacion tiene

dos soluciones; por tanto, la elipse y la recta
son secantes.

Decide la posicion relativa de cada una de
las siguientes rectas respecto de la elipse:
X2 yz
— =1
25 9
a) 2x+3y—5=0
b) —3x+2y —20=0
©) 3x + 10y — 15¥5 =0
) x+3y—5=0]  _
A 9x2 4 252 = 205] 7V T
Sustituyendo, tenemos que:
25 — 20x + 4x°
9
— 81x? 4 625 — 500x + 100x? = 2025 —
— 1812 — 500x — 1400 = 0

A = 1263600 >0 — La ecuacion tiene
dos soluciones; por tanto, la elipse
y la recta son secantes.

5— %
3

9x* + 25- =225 —

b) —3x+2y—20=0 33X+ 20
9x2 + 25y? = 225 - 2
2
Ox2 1 5. 9x* +120x + 400 — 995

— 261x*+ 3000x + 9100 =0

A = —500400 < 0 — Laecuacion no
tiene solucion; por tanto, la recta es
exterior a la elipse.

279



280

3x + 10y — 1545 = 0

) 9x? + 25y = 225
_ 155 — 3
10

Sustituyendo, tenemos que:
1125 —90V5 X + 9x?

x>+ 25- =225—-

100
— 4552 — 9045 x +225=0

A = 0 — Laecuacion tiene una
solucién; por tanto, la elipse y la recta
son tangentes.

Hipérbola

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Halla el centro de la hipérbola cuyos
focos son:

) (—3 0), F'(3,0)
F(— ) F'2,1)

) F(— ), F(—=1,1)
d) F2, —3) 2,3
El centro de la hipérbola es el punto
medio entre los dos focos.
a) C(,0)
b) C(, )
c) C(—1,0)
d) C(2, )
@ Halla el centro de la hipérbola cuyos
ec0  Vertices son:

a) A(—1,0),A(1,0)

b) A(—3, —1),A’3, —1)

C) A2, —2),A12,2)

d) A1, —=3),A(1,3)

e Encuentra las ecuaciones de las
«e0 hipérbolas que cumplen las siguientes
condiciones.

a) Susasintotassony = 2xey = —2xy
un foco tiene por coordenadas (3 V5, O).
b) Los focos son (—5,0)y (5, 0)
y la distancia entre sus vértices es 8.

. 1 1
¢) Lasasintotas sony = EX ey= —gX

y pasa por el punto (329, 5).

Un foco es (6, 0) y su excentricidad
es1,2.

a)§:2—>b:23 c=3v5

d

=

comoc?=a’>+ b? - 45 =a%> + 4a° -
—a=9->a=3 b=6>

2 2
LS
9 36
by c=5 2a=8—->a=4
comoc?=a*+b* > 25=16+b>—>
P—9ob—3- X Yy
- =90 H5ph=3->"——L-— =
16 9
b 1
00 —=—-—a=3b
)a 3

Ccomo (3429, 5) es un punto de la
hipérbola:

261 25 36
9b?  b? 9b?
>bP=4->b=2 a=6>
2 2
S XYy
36 4
c
dc=26 e:g:1,2—>a:5
como ¢? = a*+b?> - b = V11 -
XZ y2
25 11

Dadas las siguientes hipérbolas,

oo determina sus focos, vértices, asintotas

y excentricidades.
XZ yz
a —_— e =
) 25 9
yz XZ
by 22— -2 —
) 25 16

€) 16y? — 25x% = 1600
XZ y2

D 25 e



e) 9x? — 25y? = 900
f) x2—2y2=16

a=5-A50 A(-50)
A \p=3

comoc?=a’+hb?—-c=+v34 -
- F(v34,0) F(—+34,0)

V34

La excentricidad ese = = = 1,16.

. 3
Las asintotas son:r: y = EX

a=5->A(@0"5 A0 —5
D p=14

Como c?=a’>+b?—> ¢ = Vil >

- F(o, va1) F (0, —va1)
. 41
La excentricidad ese = Nl = 1,28.
Las asintotas son de la forma: y = i%x.
ry=2x riy=->g
Ly 1 Ly
5 5 y2 X2
C) 16y° — 25x* = 1600 ———— =1
) 16y T 00 e
a=10 — A(0, 10) A’(0, —10)
b=38
como c?=a%+ b2 - c = 2441 -
- F(0,2va1) F(0, —2v41)
La excentricidad es: e = % = 1,28.

) a
Las asintotas son de la forma: y = igx.

: S . 5
ry=qogx  riy=—ox

a=5-—->A(G50 A(=50)
D=4
comoc?=a’+b?—>c=+vV4l -
- F(va1,0) F(=va,0)
Va1

La excentricidad es: e = = = 1,28.

. 4
Las asintotas son: r:y = EX

r :—ix
X2 y2
.S
@00 3 7
 [a=10- 400,00 A(=10,0
b=6

comoc?=a’+b? - c =234 >
- F(2v/34,0) F/(-2v34,0)

" 2434
La excentricidad ese = ‘105 = 1,16.
, 3
Las asintotas son: r: y = EX
ry = —ix
Yy 5
X2 y2 B
D5 =17
a=4A(4,0 A(—40
N
b=+v8=2v2

comoct=a%+b?—c=2v6 —
- F(2v6,0) F(-2v6,0)

La excentricidad ese = # =1,22.
Las asintotas son:r: y = TX
S \/E
r.y= *TX

@ Las siguientes hipérbolas no estan
eeo centradas en el origen. Determina
los focos, los vértices, las asintotas
y la excentricidad en cada caso.
x+5> y—4>
10 9
y+3r X
25 7
yZ (X + 4)2

) L —
)11 9

=42 y+1?_
14 9

a) 1

b) =1

=1

d) 1

a) C(—5,4)
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a@=10->a=+v10 >

- A(—5+v10,4)  A(—5—+v10,4)
b? =9

{Cz:az+bz_’

S =19>c=v19 >

> F(—5+v19,4)  F(—5—+v19,4)

- 19
La excentricidad ese = VW'

3v10x
Las asintotas son: o 10
s —34/10x
iy =———
10
C(, —3)
a=2->a=5->
- A@0,2 A0, —8)
b>=7
{62:82+b2—>c2:32—>c:4\/§—>
Fo,—3+4v2) F(0,—3—4v2)
La excentricidad ese = g.
_ 5v7
ry=-—x
Las asintotas son: /
. 5V7
ry = _TX
C(—4,0)
@Z=M-a=vy11-
> A(—4,v11)  A(—4,—v1)
b>=9
{C2182+b2—>c2:20—>c:4\75—>
— F(~4,2v5) F(—4,—2v5)
La excentricidad es: e = @
, Vi
ry=-—x
Las asintotas son: 3
. r.y = ——mx
Ly 3
c@, —1)
@=14->a=v14 >
- Ala+v12,—1) A2 —+1a, )
b*=9
{szaz+b2%c2=23ﬂc=ﬁ%
— F(a+v23,-1) F(a—v23, 1)

La excentricidad ese = 4/ f—3

_ 3v14
ry= T X
Las asintotas son: ,
i 3v14
r.y = _TX

Encuentra la ecuacién de una hipérbola
cuyos focos distan 18 unidades y que
pasa por el punto P(15, 4).

Y

20=18—>¢c=29

c=a+b->81—-a=bp
2 2

Xy 15

8>  81—a?
25 16
a’ 81 —a?

— g% =161 — 4V 481

XZ yZ

— =1
161 — 4481 44481 — 80

Escribe la ecuacion del lugar geométrico
de los puntos tales que la diferencia de
distancias a (0, —12) y a (0, 12) es 10.

Vix — 02+ (y + 12 —
—Vix— 07+ (y — 127 = 10 -
- X+ (y+ 122 =

=10+ VX2 +(y— 12?7 -
> X+ (y+127 =
=10+ X"+ (y — 12)* +
+20¢/ X2+ (y — 12)% >
— 12y — 25 = 542+ y? + 144 — 20y —
— 1442 — 600y + 625 =

= 252 + 257 + 3600 — 600y —
- 119y? — 25x2 = 2975 —

2 XZ

- 5_5_ T

=1 >




Se trata de una hipérbola centrada en
el origeny con los focos en el eje OY.

Sean los puntos A(—5, —1)

y A’(—5, —11), ¢qué ecuacion
corresponde al lugar geométrico formado
por los puntos cuya diferencia de
distanciasa Ay A’ es 8?

Sea P(x, y) un punto del lugar geométrico,
entonces d(A, P) — d(A’, P) = 8.
X+ 52+ + 12 —

Vi + 52+ + 112 =8>
SK+52+(+ 12 =8+ Kx+5°+
v + 1P+ 16V + 52+ (v + 11)?
- —5y — 46 = 4/(x + 5)2 + (y + 11)?
— (—5y — 46 = 16(x + 57 + 16(y + 11? >
=902 + 12) — 160 + 10x) — 220 = 0 -
-9y + 6 — 16(x + 57 = 144 -

oy +6)?7 16K +5)?

144 144

El lugar geométrico es la hipérbola con eje
paralelo a OY'y de ecuacion:
y+6? Kx+5)?

16 19

=1

=1

Parabola

(ACTIVIDADES FLASH )

Q Indica la distancia entre la directriz

y el foco de estas parabolas.

a) X2 =8y
b) x? = ¢y
c) x? =10y
d)y X2 =11y
e) x> =09y
f) x2 =5y

La ecuacion reducida de la parabola
es x> = 2py.

La distancia entre la directriz y el foco
de la parabola es d(s, F) = p.

ds, F)=p
a)Zp:8—>p: ds, F)=4
ds, F)=p _
D) o o p = ]»d(sF) 3
ds, F)=p
C)2p=1o—>p_5}_’d(SF)5

Vop=n-p=—206Ph=7

dis, F=p

€) 2p=9»p=% - ds =5
dis, F)=p

f) 2p5—>p%]—>d(S,F)=

Calcula el vértice de estas parabolas.
a) x—12=8+2
b) x +22=5Fy—1)
C) X—3?2=6(—14
d) x—5)?=9( +3
La ecuacion de una parabola de vértice

V(h, k) con eje paralelo al eje OY es
X —h?=2py — k.

a Xx—102=8(y+2 - V(1,-2
b) X +22=5F—1 - V(=21
0 =37 =6(y—4 VG4

d) X —5?=9(+3) - V(5 —3)

INVENTA. Escribe la ecuacion de tres

> parabolas que tengan estos vértices.

a) V(0,0)

b) V(1,1)

c) V(2,—1)

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) V(, 0) - x* = 16y

by v(1,1) » &x—1)>=8(y — 1)
0V —-1)->x—2"=2(y+1)
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@ Halla la ecuacién de la parabola con

vértice en el origen de coordenadas, que
pasa por el punto (3, —6) y cuyo eje
coincide con el eje de abscisas.

La ecuacion de la parabola con V(0, 0) y que
coincide con el eje OX es de la forma:

V2 = 2pX.

Como (3, —6) pertenece a la parabola:

(=6 =203 > p=6—-y =12x

Obtén la ecuacion de la pardbola en cada
uno de los siguientes casos.

a) Focoen (5,0)y su directrizes x = —5.
b) Focoen (0,2)ysudirectrizesy = —2.

a) Sea P(x, y) un punto de la parabola,
entonces d(P, F) = d(P, s)
V=577 = x+5] -
—>X?—10x + 25 + y’ =
=x24+10x + 25 -

— y? = 20x

b) Sea P(x, y) un punto de la parabola,

entonces d(P, F) = d(P, s) —
XH+y—27=ly+2] -

S>XP Yyl =y A=y’ + Ay + 4 >

- X2 =8y

Encuentra la ecuacion de la parabola que
tiene su vértice en el punto V(—1, 3), pasa
por el punto (2, —2) y su eje es paralelo

al eje OY.

La ecuacion es de la forma:
X + 1) = 2py — 3).
Como (2, —2) esta en la parabola:

9
2 f— — = —_——
R+1)=20(—2—-3) > p= ’IO

- X+ 12 = ——(y —3) -
- 5x%2 4+ 10X + 9y = 22
Encuentra el foco y la directriz de las

siguientes parabolas, y represéntalas
graficamente.

a) y? = 10x d) x?=y
b) y?2=7x e) y?= —10x
C) X2 =6y f) x? = =6y

a) 2p:10»p:5%F<%,0>

Directriz: X =

Y

7 7
b)) 2p =7 =—->F —, 0
) 2D - p 2—> —><4, >
. ' 7
Directrizz x = ——
2
Y
,/
/V
: X
\
AN}
N
3
C)2p=6—>p=3—>F<O,E>
Directriz. y = ——
irectriz. y 2
Y
\ /
\ /
N\ /
N s S
N
X




1 1
9=1>p=7 o)
' o
Directriz: y = Z

Y

\
\
\

~
~

N

X

e 20=-10->p=-5 —>F<—%,O)

. . 5
Directriz: x = —
2

Y

f) ZD:—6—>p:—3—>F<O,—%>

) . 3
Directriz: y = >

Y

2]
T

INVENTA. Indica tres puntos que
pertenezcan a estas parabolas.

a) X2 =6y
b) x* =3y
c) x> =10y

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a)
b)

0

X2 =6y = P(6, 6)
X2 =3y > P(—9, 27)
x* =10y - P(2v5, 2)

Obtén el vértice, foco y la directriz de

. cada una de las siguientes parabolas.

a) X —52=14 -3
b) (v + 6)2 = 24(x — 1)
0 +42=—-8x—06
d x+42=—4y+7)
e) (y — 22 =—18x

f) x> =—9(+1)

a) V(5,3

W=14->p=7-

7 13

Foco: F(5,3 + 13
- Foco <5,3 2) (5 2)
Directriz:y:3f%—>y:fl

2
V(1, —6)
=24 ->p=12—
— Foco: F<1 + % —6) - F(7, —6)
Directrizzx =1 — % - X = -5
(6, —4)

p=-8->p=—4-

— Foco: F<6 + _74, —4) - F4, —4)

Directrizzx = 6 — %4 —>X=38
—4, —7)
Pp=—-4->p=—-2-

- Foco:F(—A, -7+ _72> - F(—4,-8)

: ) —2
Directrizzy = —7 — - V= —6

V@, 2)
p=-18->p=-9->

—9 9
Foco:FIO + —, 2 Fl— 2
- < 2" )* < 2')

. . —9 9
Directrizzx =0 — —— =2 X = —
2 2
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@ Halla la ecuacion de la parabola en cada

f) V0, —1)

P=-9-p=—"2-

-9
d FOCO:F(O, -1+ T) d

13
*”(O'T)

N -9 5
Directrizzy = =1 — —(—— =—
y 5 VT

caso.
a) Vértice en (—5, 8) y foco en (—5, 2).
b) Vértice en (3,7)y foco en (0, 7).

¢) Focoen (3,5)y sudirectrizes x = 10.

d) Vértice en (2, 3) y su directriz es
X = —3.

)
)

a) (x + 57 =2ply — 8 —
—»F@38+§)a2:8+%—+
> p=-—12->
- X+ 5°=2(—12(y — 8) —
> (X + 57 = —24y— 8 —
=X+ 10x + 24y — 167 =0

b) (v —7) = 2px — 3) —

- F<3+%,7)—>O:3+%—>
p=—6-
= =7 =26k —3)
-y =14y +12x +13=0

€) Sea P(x, y) un punto de la parabola,
entonces d(P, F) = d(P, s).
X=32+—5"=[x—10] -
>X =X+ 9+ Yy — 10y +25=
= x> —20x + 100 —
-y — 10y + 14x — 66 = 0

d) Ssx=—-3->(—3°=2p—2)

—3-2-—L p—10-
2

S -3 =2-10K—2) —

Sy - 37 =206~ 2) -

) — by — 20+ 49 =0

@ Obtén la ecuacion de la pardbola cuyo eje

es paralelo al eje OY'y que pasa por
los puntos A(2, —4), B(—2,4) y C(—3, 2).
La parabola es de la forma
(x — hy = 2ply — k), siendo V(h, k).
Como A, By C pertenecen a la parabola:
2—h?=2p(—4—k
(—2—h)?=2p@& —Kk) -
(=3 —h)?=2pQ2—k)
h*—4h+8p+2pk+4 =0
> h*+4h—8p+20k+4=0
h*+6h—4p+2pk+9 =0
Se resta la primera ecuacion a las otras dos.
8h—16p=0|—>h=2p —
10h—12p+5=0
->10-20—12p+5=0—>
5 5
ChETg ey
Se sustituyen p 'y h en la primera ecuacion.

42
Y o5

5V 5 89
3] =30-5)

Halla la ecuacion del lugar geométrico
de los puntos que equidistan del punto
P(3,1)ydelarectar:3x — 4y +5=0.

Sea P(x, y) un punto de este lugar
geometrico, entonces:

(X*3)2+(y71)2 :w_,
3+ (—4)?
SV —x+ 9ty —2y+1=
_ X =4y +5
5

> X=X+ 9ty =2y + 1=
_ 9+ 16y* + 25 + 30x — 40y — 24xy
25

— 25x% — 150X + 225 + 25)2 — 50y + 25 =
= 9x2 + 16y% + 25 + 30x — 40y — 24xy

—16x% + 9y? + 24xy — 180x — 10y +
+225=0



Circunferencia

(ACTIVIDADES FLASH )

@ En cada uno de los siguientes casos
«co determina la ecuacion de la
circunferencia correspondiente.

@D
)
Q
S

I

_

=
Il

h) C(—4, —3);r=38

2
a) x2+y2=<%) -

— 25X2 + 252 =9

b) 2+ (=77 =14 >
> X+ Yy — 14y — 147 =0

Q) X—52+y =72
S>X+ Yy —10x—24=0

d x—=77+y+17=5-
S>X+ Y —1x+2y+25=0

2
e) (x72)2+(y+1)2=<%> -
- 92+ 92 —36x + 18y +43 =0

f) o — 67+ — 8 = (v2) -
> X2+ Yy —12x— 16y + 98 =0
12
8 (x—12)2+(y—4)2:<5> -

= AX* + 4y? — 96x — 32y + 639 =0
h) X+ 47+ +3°=8—
S>X+ Yy +8+6y—39=0

@ Obtén la ecuacion de la circunferencia en
eoo  cada uno de los siguientes casos.

a) Centroen (—2, —5)y pasa por (6, 1).
b) Centroen (7,2)y pasa por (0, 0).

c)

Tangente al eje OY'y con centro
en@4, —2).

d) Tangente al eje OX'y con centro

e)

f)

K=

2

o

en (0, —3).

Los extremos de un diametro son

(5, =4 y(—=5,1).

Los puntos (7, —6) y (1, 3) son
diametralmente opuestos.
X+22+(y+52=r

como (6, 1) esta en la circunferencia:
6+22+(1+57=r>r=10
X+27+(+5 =10 -

> X+ 4+ A+ 10y —71=0
X—=77+y—2r=r

como (0, 0) esta en la circunferencia:
(=70 + (=27 =1r > r=1+53
— 77+ (y — 27 = (v53) -

S>X 4+ Yy —1Ux—4y=0
K—d+y+2r=r
dc,on=4=r

X—8P+(y+ 27 =4

>X+ Yy =8 +4y+4=0
2y + 3P =1
dC,o0X\)=3=r—

SX+ Y+ =F >+ +ey=0
Longitud del diametro:

d(s, —4), (=5,1) =
—V(—5—5°+(1+ 42 =5V5 >
5v'5

2

<5 +2(—5)’ _42+1>:<o,—%)—>
3
<o) (%) -

> 4% + 4y + 12y — 116 =0

Longitud del diametro:
a7, —e6),(1,3) =

= Y1 -7+ @3+6’=3V13 >

_ 313
2

<7+1 —6+3) ( 3>
L =4 —=)>
2 2 "2

>r=
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3
ﬁc<4"3)
3y (3
o (v 5] = (052 -
S A4+ 42 — 32X+ 12y — 44 =0

@ Determina la ecuacién de una

circunferencia con centro en (—1, 6)

y que pasa por el punto (3, —3).

¢Esta el punto (—2, —8) situado en esa
circunferencia?
X+1P+y—6r=r

Como pasa por el punto (3, —3):

B+ 12+ (—3—62=97->r=+v97
La ecuacion simplificada es:
Xty +2x—12y —60=0
Sustituimos:

(—2)> + (=87 + 2(—2) — 12(—
=100+ 0

(—2, —8) no pertenece a la circunferencia.

8 — 60 =

El segmento de extremos (—5, 0) y (25, 0)
es el diametro de una circunferencia.

Si el punto (x, 15) pertenece a la
circunferencia, ;cuanto vale x?

Sean A(—5,0) y B(25, 0):

dA,B) =30 —->r=15

El punto medio del didmetro es el centro
de la circunferencia: C(10, 0).

d((x,15), C) = ¥Y(x — 10)2 4+ 152 = 15 >
— X2+ 100 — 20x + 225 = 225 —

- x2—20x+100 =0 - x =10

Escribe la ecuacion de la circunferencia
que pasa por los puntos (—3,7) y (11, 3)
y tiene radio de 2 unidades.

La distancia entre los dos puntos es mayor
que 4, por lo tanto, no pueden estar los
dos puntos en una circunferencia de
didmetro 4 u.

Estudia si las siguientes ecuaciones
corresponden a circunferencias. En caso
afirmativo, calcula su centro y su radio.

axX+yY —X+6/+41=0
by * +y*+8 — 10y +3=0
OX+y +1x+12y+33=0
dX+yY—x+12y+41=0

2
a) (X*%) +(y+3)2=7£—>

— No es una circunferencia.
b) x + 47 + (y — 57 =38 -
— Corresponde a una circunferencia
conC(—4,5)yr = v38.
C) X+5°+(+ 62=28—>
— Corresponde a una circunferencia
conC(—5, —6)yr=2v7.
1V , 19
d) <X*E> + (v + 6) _7T*>
— NO es una circunferencia.

INVESTIGA. Considera la
circunferencia centrada en el origen
gue pasa por el punto A(2, 1). Searuna
recta tangente a la circunferencia

en el punto A, determina la ecuacion
de larectar.

El vector director de la recta es
perpendicular al radio de la circunferencia.
U(2, 1) es el vector que va desde el centro
de la circunferencia hasta Ay V(1, —2) es
el vector director de la recta tangente a la
circunferencia en A, y su pendiente es —2.

La ecuacion de la recta buscada es
y—1=—2x—2).

Considera la circunferencia

X* 4+ (y — 1> = 2 que corta el eje OX
en dos puntos. Sea A aquel punto con
abscisa positiva. ¢Cual es la ecuacion
de la recta tangente a la circunferencia
en A?

Necesitamos calcular el punto Ay el vector
director de la recta.

La ecuacion de una circunferencia de
centro Ca, b)es: (x — a)> + (y — b)? = r°.
El centro es C(0, 1) y el radio mide V2 u.
Los puntos de corte de la circunferencia
con el eje X son A(1,0)y B(—1, 0).
CA=(1,0-01=(01-1



El vector director de la recta es
perpendicularaCA —» U = (—1, —1) —
— La pendiente es 1.

Por tanto, la ecuacion de la recta buscada
esy =x—1

Halla en cada caso la ecuacion
de la circunferencia que pasa por
los puntos A, By C.

a) A(2,8),B(2, —5)y C(0, 0)

b) A4,0),B(—1, —2)yC(1,4)

c) A, 2),B(1,7)yC(—=3, —4)

a X+ +Dx+E/y+F=0

Como D, E, F estan en la circunferencia:

2+ 8 +D2+E8+F=0—
>2D+8 +F+68=0

224 (=52 + D2+ E(—5 +F=0—
—>2D—5E+F+29=0

F=0

2D+8E+68:O}

2D —5E +29 =0

Restamos la segunda ecuacion a la
primera:13E + 39 =0 - E = —3
Sustituimos en la primera:
20+ 8- (—=3)+68=0—->D= —22
X+ Yy —22x—=3y=0

b) *+y?+Dx+Ey+F=0.

Como D, E, F estan en la circunferencia:

#+0+4D+0+F=0-

>4D+F+16=0-F=—4D — 16
(=12 + (—2° + D=1+ E—2 + F=0

- —D—26+F+5=0
1+#+D+EA+F=0—
>D+A4E+F+17=0
Sustituimos en las dos ecuaciones:
D—2E—4D —16+5=0~—
- =50 —2E—11=0
D+4E—4D —16+17=0—>
—>—3D+4E+1=0

21 124 19
b==3 Ff=733 f~ 3

2x 19y 124
X - -
A A e - E R

- 13%2 + 132 — 21X — 19y — 124 =0

OX+y +DX+E/+F=0
Como D, E, F estan en la circunferencia:
0+224+0+E2+F=0-
S22 +F+4=0->F=—26—4
1+724+D+E/+F=0-
->D+7E+F+50=0
(=3P + (—4P +D(—3) + E(—4 + F=0
- —3D—4E+F+25=0
Sustituimos en las dos ecuaciones:
D+7E—2E—4+50=0—>
—>D+5E+46=0

53 94
E=——>F=—
3 3
—3D —4E—2E—4+25=0—>
- —3D—6E+21=0 D:%
127x 53y
2 27 =
X4y —= 3 3 + 3 0—-

- 3x? 4+ 3y + 127X — 53y + 94 =0

@ Determina el punto de la circunferencia

de centro (2, 8) y cuyo radio mide

5 unidades que esté mas proximo a cada

uno de los siguientes puntos.

a) P(7,18)

b) Q(—1, 6)

C) R(5, 4)

La ecuacion de la circunferencia es:

X—2%+(y—82?=25—

> X4y =4 — 16y +43 =0

a) Larecta que pasa por Py el centro de
la circunferenciaes:2x — y + 4 = 0.
X +yP—Aax— 16y +43=0

y=2x+4

> X2—4x—1=0->x=2++5
Las coordenadas del punto mas proximo

son (2 + /5, 8 + 2v/5).

La recta que pasa por Q y el centro de
la circunferencia es 2x — 3y + 20 = 0.

X2+ y?—4dx — 16y +43 =0

A=)

22X+ 20¢ >
3
- 13x?—52x — 173 =0 —
26 + 15v13

- X =

13
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Las coordenadas del punto mas proximo

Son<26 — 15413 104 — 10«@)
13 ' 13 '
0 5+42—4-5-16-4+43=0
Como R pertenece a la circunferencia,
coincide con el punto pedido.

Dada la ecuacion de la circunferencia:
X +y’+4x+2y—20=0

halla la ecuacion de las rectas tangente
y normal en el punto (2, 2).
A=4->a8=—2 B=2->b=-—1
El centro es el punto (—2, —1)
{C =-—20

C=a+b’—r*-r=5

La recta normal pasa por el punto (2, 2)
y por el centro (—2, —1) —

- X —4y+2=0

La recta tangente pasa por el punto (2, 2)
y es perpendicular a la normal. —
—>4x+3y—14=0

INVENTA. El logotipo de los Juegos

> Olimpicos son cinco anillos entrelazados

que representan los cinco continentes.

a) Indica cinco ecuaciones para representar
cada una de las circunferencias.

b) Determina en qué puntos se cortan
el anillo verde y el anillo negro.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

a) Y

A
4

B

\+/

AZUEXE + V2 =9
Negro: (x — 8 + y? =9

ROjO: (X — 16> + y? =9

Amarillo: (x — 42 + (y + 3> =9

Verde: (x — 122+ (y + 32 =9
x—82+y*=9

X =122+ +32=9

2
S —122+(Vo——87 +3) =9
— 100x? — 2000x + 9901 =0 —
- X, = 10,99 X, = 9,01
El anillo verde y el negro se cortan en los
puntos A(10,99; —0,17) y B(9,01;, —2,83).

Obtén la ecuacion de las rectas que pasan
por el punto P(5, —3) y que son tangentes
a la circunferencia cuya ecuacion es
X +y2=1.

Y

N

@

™N
™~ =z \‘ X
~ O\
N
PN
N

La ecuacion de la tangente es de la forma:
Yy =AX + B.

Como es tangente a la circunferencia,

la interseccion entre la rectay la
circunferencia es un unico punto.

X+ A +BP=1—

> 1+ A +2ABX+B>—1=0
A= Q2AB? — 41+ A)B>—1)=0—
- =B+ A+ 1=0

Ccomo P(5, —3) pertenece a la tangente:
—3=A5+B—>B=—-3—5A
Sustituyendo B en la ecuacion del
discriminante se tiene 1242 4+ 154 + 4 =0,
y resolviendo esta ecuacion se obtiene:

—15 + /33 3—5v33
= ' S, pB==_-"=

A =
24 24
—15 — v/33 3+ 533
A=———""" H5B="""—""
24 24
Rectas tangentes:
—15 + /33 3—5v33
y = X+ -
24 24

- 28y = (=15 + V33)x + (3 — 5v33)



_—457%%X 3+5vV33
V= 24 24
- 24y = (=15 — ¥33)x + (3 + 5v33)

De una circunferencia que tiene centro
C(2, —3) se sabe que es tangente
alarectat:x+y —3=0.

a) Calcula la distancia entre el centro de
la circunferencia y la recta t.

¢ QuE posicion relativa tienen la recta
tangente y el radio que determina
el punto de tangencia?

;cuanto mide el radio de la circunferencia?
Escribe la ecuacion de la circunferencia.

[2—3-3
dC ) =—F——=2v2
a) dc, v 72 v2u

b) La recta tangentey el radio en el punto
de tangencia son perpendiculares.

0 r=dct=2v2u
d x—22+y+3?=38

=

(@)
R4

d

=

Determina la ecuacion de la
circunferencia de centro (1, —3) que es
tangente a la recta cuya ecuacion es
3x+y—2=0.

—3-2 v
r=d@n=|3 32| _ - Yo
V3?4 17 10 5

(X*W)z+(y+3)2:%—>
—5x2 + 5y — 10x + 30y + 48 =0

Determina la ecuacion de la
circunferencia tangente a la recta
X+y+5=0en(—3, —2)y cuyo centro
esta sobre el eje OY.

B _|o+k+5]

C@O,k) = r=dc,1 S
k+5]  |k+5V2
=5 - 5

2(k + 5)? .

(/<4+ 5)?

2
Como (—3, —2) esta en la circunferencia:

X4y —Kk?=

>X+ - k=

©

2
(—3)2+(—2—/<)2:(/<+TS)H/<=1H
- X+ —17=18 -
> X+ yrP—=2y—17=0

Determina la ecuacion de la
circunferencia de centro (4, —2) que es
tangente a larectax — 3y = —5.

_l4+6+5] 15 3v10

r=dc,t= = =
CO= e e 2
(x74)2+(y+2)2:%—>

-S2X+ 2 —16x+ 8/ —5=0

Determina la ecuacion de la circunferencia
que pasa por los puntos A(3, 9) y B(8, 4)

y tiene su centro en la recta cuya
ecuacién es 2x — 5y + 14 = 0.

El centro equidista de los puntos Ay B, por

lo que se encuentra en la mediatriz del

segmento AB. Sea P(x, y) un punto de esa

mediatriz, entonces d(4, P) = d(B, P).
X—=32+—9%=

VK= -4 -

=X —6x+y?— 18y + 90 =

=x*—16x + y* — 8y + 80 —

->X—y+1=0

El centro es la interseccion de esa recta

y la recta dada.

X—y+1=0
2x — 5y + 14 =0 ~ CBH
5P =@B—37+(4—9 =25

X—3F+(y— 47 =25
>X+y —6x—8 =0

Determina la ecuacion de la
circunferencia tangente a la recta

3x — 2y + 4 =0en(2,5)y cuyo centro
esta sobre el eje OX.

|3h + 4]
Ch,0) > r=dC,t) = —— =
V32 + 22
|3h + 4]
V13
3h + 4)?
2 2 —
X —hy+y 3
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como (2, 5) esta en la circunferencia:

(3h + 4)? 19

= Y LS h=-"
13 2

19V 4225
X— ] 4y ===
( 2) Y= "

— 52x% + 52y — 988X + 468 = 0

@—hP+5 =

Halla los puntos de interseccion de la
circunferencia x?
con estas rectas.

a) rx+9% —16=0
b) ssx+y+2=0

C) ttdx —5/—23=0

d ux—y—4=0

a) X +y —Adx+6y—28=0
X+9% —16=0

>y —=3y+2=0
Puntos de interseccion: (7, 1)y (—2, 2).
2+W—4w+w—28:%
X+y+2=0
->Xx*=3x—18=0
Puntos de interseccion: (6, —8)y (—3, 1).
24 y2—Ax+6y—28=0
AXx—5/—23=0
dx—21=0
Puntos de interseccion: (7, 1)y (—3, —7).
X+ y?—4x+6y—28=0
X—y—4=0
- 22+ 10y —28 =0
Puntos de interseccion (6, 2) y (—

Sox2—

3, —7).

Halla los puntos de interseccién de
las siguientes circunferencias.

a) CrX+ Yy —6x—6y+13=0
GX+HYP—8&+11=0

b) cixX*+y2+6x—4y+8=0
X+ Yy +4x—10y+24=0

a) CiX =32+ —3=5~—
- CB,3)yrn=v5
Cilx — AP +y* =5 C4,0yr, =v5
dc,c) = Vid— 37+ 03 =
=VI0<r+nyvyi0>r—r-

— Secantes (dos puntos de interseccion).

+yP—4ax+6y—28=0

Se resuelve el sistema formado por ¢;

Y Co.

X—=3y+1=0->x=3y—1

By —1*+y¥—83y—1+11=0-
SV —3y+2=0->y,=1y,=2—>
—>X;=2,X,=05

Puntos de interseccion: (2, 1)y (5, 2)

b) cilx +3°+(y—27=5~-
- C(—3,2yr =v5
X+ 2P+ —5=5-
- C—2,5Yyrn=v5
dic,c) =V(=2+32+ (6 —27 =
=V10<rn+nyYyi0>rn—r—
— Secantes (dos puntos de interseccion).
Se resuelve el sistema formado por ¢;
Yy Co.
X+3—8=0->x=—-3/+8
8 — 3y +y +
+68—3y) —4y+8=0-
Sy =+ 12=0->y,=3),=4—>
SxX = —1,X=—4
Puntos de interseccion: (—1, 3)
y(—4,4)

Obtén la ecuacion de las circunferencias
tangentes a los ejes de coordenadas que
pasan por el punto (—1, —3).

N

N

Los centros de las circuferencias se
encuentran en la bisectriz del primer
cuadrante: x =y, asi que, por tanto, los
centros seran de la forma C(h, h).

La ecuacion de la circunferencia es de
la forma: (x — h)> + (y — hy> = 12

La interseccion de las circunferencias con
l0s ejes es un Unico punto.
Conelejey:
X=0->0—h?+y—h?>=r-
-y —=2hy +2n"—r*=0



a)

Como la solucion es Unica, el discriminante

de esta ecuacion de segundo grado ha de
sercero:4h? —42h>* —r)=0->h>=1r?
X +y?P—=2hx—2hy +h>=0

P(—1, —3) pertenece a la circunferencia:

=17+ (=37 — 2h(—1) — 2h(—3) + h* =0

S>h=r=—4++6
ci(x+a+v6) +(y+a+ve) =

=(~a—ve)

(x+44— Vo) +(y+a—ve) =

= (~a+ o)

Dadas las rectas r:3x + 4y — 10 = 0,
S:5x — 12y + 2 = 0y la circunferencia
X+ y?—20x + 84 =0.

a) Comprueba que las dos rectas, ry s, son

tangentes a la circunferencia.

b) Halla el punto P de interseccion de

ambas rectas, el punto C, que es centro
de la circunferencia, y los puntos Ay A’,
en los que las rectas son tangentes

a la circunferencia.

c) Sid es ladistancia que separa P de C,

entonces ladistanciade PaQesd — r,
y ladistanciade PaQ’esd +r.
Demuestra que |PQ| - |PQ’|= |PAI~
X+y —20x+84=0
3AX+4/—10=0
— 25x? —380x + 1444 =0
A = 0 — Laecuacion tiene una
solucion; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.
X+y —20x+84=0
5x— 12y +2=0
— 169x? — 2860x + 12100 = 0

A =0 — Laecuacion tiene una
solucion; por tanto, la recta es tangente
a la circunferencia.

3AX+4/—10=0
5 — 12y +2 =0
9x + 12y —30 =0
5x—12y+2:o}_”3(2'”
X +y —20x +84=0-
- (x — 10> + y* = 16 - C(10, 0)
25x2 — 380x + 1444 = 0 —
ﬂzﬁﬂg_&)
5 5 5
169x2 — 2860x + 12100 = 0 —
110 (110 48)
> X=— > A

A=

13 13" 13

Q) X+yP—2x+8=0-
> X =102+ =16—>r=4

d=+v(10—224(0—1)? = vé5
PO PO = (V65 —4)-(ve5 +4) =
= 65— 16 = 49
2
mz:<ﬁf2> <f&,1>:
5 5
_ /84 A
5 s 49

@ INVESTIGA. Considera el cuadrado

definido por las condiciones0 < x < 4
y1 <y < 5. iCual es la ecuacion de la
circunferencia inscrita en este cuadrado?

YA

/ N
2
\C 7/
N I

X

El centro de la circunferencia esté a la
misma distancia de todas las rectas, por

tanto es el punto C(2, 3) y su radio mide 2 u.

K—22+(—3*=4
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RETO. Sea la circunferencia

see (X —5)2+4 (y — 4)? = 4, determina cudl es

el punto sobre ella méas cercano
a la circunferencia
X—=—N12+@y—12=1.

LOS puntos mas cercanos y 10s mas lejanos
son los puntos de interseccion entre

las circunferencias y la recta que une los
centros.

C4(5, 4) —
r= > CCr=V =473 —

Co(1,1)
= X =1+4A
T ly=1+4+3A

Calculamos los puntos de corte de la
primera circunferencia con la recta que une
los centros de ambas circunferencias.

X—=5°+(—4*=4
X=1+4\ -
y=1+3\

— 250 — 500 +21 =0 —

7 33 26
g 55

3 17 14
=g o5 Y

El punto méas proximo a la circunferencia
de centro (1, 1) €S P,.

También podemos calcular los puntos

de corte de la recta con la segunda
circunferencia, si queremos hallar la medida
de la distancia minima entre las
circunferencias.

X=17+—17="1
X =144\
y=1+3\

1 9 8
hEE Ow(? E)

1 12
=T OZ(E’ E)

- 250 =1-

Los puntos mas cercanos entre si son P,y
0. La distancia entre ellos seré:

2 2
ae, 01 =[2G = 4/(2) +($] = 2u

2.

Estudia posiciones relativas
y realiza intersecciones entre
rectas y conicas

Considera la circunferencia

x—2%+y>=1ylarectay = mx.

a) Sustituye el valor de y de la recta en
la ecuacion de la circunferencia
en el siguiente sistema:

y = mx
X—22+y*=1
para obtener una ecuacion
de segundo grado con una sola
incognita, x.

b) Indica para qué valores de m existe una
Unica solucion del sistema'y, por tanto, la
rectay la circunferencia son tangentes.

¢) Estudia para qué valores de m existen

dos soluciones y, por tanto, la recta es
secante a la circunferencia.

d) Determina para qué valores de m
la recta es exterior a la circunferencia.
a X—22+mx>=1-
> M+ N —4x+3=0
b) Vemos para qué valores de m es nulo
el discriminante.
16—12m+1) =0 -

43 V3

>m=—— m=—

3 3
) 16—12m*+1) >0 -
ﬁme(ﬁﬁ>

3" 3
d) 16 —12m*+ 1) <0 —
cme(e)u{ 2

Estudia la posicion relativa de la recta

y = mx + 2 respecto de la circunferencia
(x —3)2+ (y — 2)2 = 4 segln el valor
dem.

X—=3+(mx+2—2=4-

S +mxX—6x+5=0
A=36—4-1+m)-5=

=16 + 20m?



2v5

16—2Om2:0—>m2:%—>m:i =

La rectay la circunferencia son tangentes.

24/5
N

16—20m2<0—>m<—T

2 .
- m> g — exterior.

2v5 2v5

16720m2>0—>7T<m<?5—>

La recta y la circunferencia son secantes.

Determina la posicion relativa de la recta
y = mx + 2 respecto de la circunferencia
X2+ 4x + y?> — 6y — 12 = 0 en funcién
del valor que tome m.

X2+ Ax + (mx + 22— 6mx +2) — 12 =
=0->(1+mX—@4—-2mx—20=0
A=@A—2my¢ —4-(—=200-(1+m?) =

= 84m? — 16m + 96

84m? — 16m + 96 = 0 —

— No tiene solucion.

84m? — 16m + 96 <0 —

— No tiene solucion.

84m? — 16m + 96 > 0 para cualquier valor
de m. Por tanto, la recta es secante a la
circunferencia para cualquier valor de m.

Estudia la posicion relativa de
los siguientes pares de circunferencias.
a) X+ y2P—8x+5y—7=0
X+ y?—8 +5y—15=0
b) cix*+y?—7x—1y—3=0
X+ —Tx—10y+2=0
Q) CiX+y2+8&+4—11=0
X+ Yy —6x—8 +21=0
dcix+y2+4x+2y+4=0
X+ Yy —2x—8 —32=0
e) Cr X+ Yy +4x—2y—15=0
X+ Y2 —12x— 10y +45=0
fy cixX+y2P+8x—4y+18=0
CoX 4y —2x+6y —22=0

5V 117
N —_ 2 —_ = —_—
a) ¢ (x 4)+<y+2> 2
5 V117
sofa-g =37

2

5V 149
= Ay =) = —=
Col (X ) ()/ 2) n -
_,CZ<4’,%)W2:_”249

C,= C,yr, >r, = Son concéntricas.

o303
v 2 Y= 4

= % <r, —r, — Son interiores.
ik +47 +(y+2°=31-

- Ci(—4, —2)yr = V31

CrXx =3P+ (y—4P2=4—

> C,(3,4)yr =2

d(C:, C) = V(=4 — 32 + (-2 —4)* =
= /85 >r, 4+ r, > Son exteriores.
CiX+22+(y+17=1-

->Ci (=2, —Nyn=1

CoX — 12+ (y — 42 =149 -
—>C2('|,4)\/f2:7

dCi, C) =V + 22+ @4+ 1?2 =
=583 <r, —r, = Son interiores.
Crix+22+(—12=20 -
—>Ci(—2,1yr =2V5

CrX— 6P+ (y—5?2=16 >
—>C2(6,5)Yf2=4

dC.,C) =Vb6+2?+5B—1?%=
= 44/5 > r, + r, — Son exteriores.
CiX +42+(y—2f=2-
>Ci(—4,2yr=v2
CX—12+(+32=32->

> C (1, =3)yr=v32
dC,C)=VA+ 82+ (32?2 =
=5V2=r+n—

— Son tangentes exteriores.
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@ Calcula el valor que debe tener k para

que la recta ry la circunferencia ¢ sean
tangentes.

a) r3x+2y+k=0
CX+yP—6x+8 —6=0
b) rrax+2y+k=0
CX+yP+6x+10y—1=0
_y Ttk
3
2y+k)2 ) <2y+k)
+ V2 + 6l ———
(3 v+ o 2
+ 8y —6=0— 132+ (108 + 4Ky +
+ k> + 18k —54=0

Para que Sean tangentes la solucion
debe ser Unica.

(108 + 4kp? — 4 - 13 - (k* + 18k — 54) = 0
- k=—1%+403

a) X =

Ytk
b) x = i
2

+10y —1=0- 20"+

+ M2+ 4Ky + k> — 24k — 16 =0
Para que sean tangentes la solucion
debe ser Unica.

(112 4+ 4Kk? — 4-20 - (k> — 24k — 16) =0
-k =22+10V7

@ Obtén el valor del coeficiente C

en la circunferencia

x>+ y?> 4+ 10x + 2y + C = 0 para que

sea tangente a larecta 2x + 3y = 0.

X4y 10X+ 2+ C = o}
2X+3y=0

- 132+ 78X +9C =0

Para que sean tangentes la solucion debe

ser Unica.

6084 — 468C =0 —> C =13

Estudia la posicion relativa del punto
P(—3, 2) respecto de la circunferencia
(x — 1>+ (v + 3> = ksegln sea

el valor de k.

o1, —3) r=vk

dP,C) =V + 372+ (-3 — 2?7 = Vi
Sik = 41 — Pestaen la circunferencia.
Sik > 41 — P esinterior.

Si0 <k <41 — Pesexterior.

Calcula la ecuacion de la recta que pasa
por los puntos de corte de estas
circunferencias.

X—4x+y*—2y=0
X+2x+ty +2y=18
6X + 4y = 18 -

9 —3x Y
HX2—4X+( )—(9—3)():0%
— 13x* —58x +45 =0 —
- X =1 X:£
1 2 ,]3

Los puntos de corte son P(1, 3)

45 9
yo<13,f 13)'
— 32 48
o *(Er*ﬁ) -

ey—3:—%a—n

@ INVESTIGA. Sean C; = (x — 10> + y?> = 36

yC, = (x + 15)% + y? = 81, averigua
cuanto mide el menor segmento PQ
que sea tangente a C, en Py tangente
ac,enQ.

Y
—T T
/, N J
/ N S N
\\ o)
N
D o \, D;
N\
\ / P A
bz\\ 4/ il
~——

Consideramos los triangulos:

° PDA10, que es rectangulo en P, de
hipotenusa 10 Uy catetoPD, = 1, = 6U —
— La longitud del segundo cateto es
PO = 8u.




° ODAZO, rectangulo en Q, de hipotenusa 15 u
y cateto QD, = r, = 9 u — La longitud
del segundo cateto es Q0 = 12 u.

Por tanto, el segmento mide 20 u.

El lado CD del cuadrado ABCD es
tangente a la circunferencia x? + y2? = 1
en el punto (0, 1). Por otra parte, los
vértices A y B estan sobre la
circunferencia x> + y? = 4.

¢Cuanto mide el lado del cuadrado?

1%
padd N
/ N
S AN
0,5 X
N /
N\, )4
N 7

Si llamamos z a la medida del lado del
cuadrado, las coordenadas de Ay B son

Zz z
e

Como B pertenece a la circunferencia
de radio 2:
Z2
<T>+1 +722+22=4 >
— 5724+82—-12=0—->2z=0944u

INVESTIGA. Teniendo en cuenta que
el segmento AB mide 3 cm y es paralelo
a PQ, icuanto mide el segmento PQ?

A B
]
p R S 0
A B

Halla el lugar Y
o geométrico de 8

los puntos \:\

que son los (TN

centros de las [ \\ \
) . | | ]

circunferencias \ hmdl)

gue pasan, a la _/,/

<

PR=RO  —— = = -

{EZQ—M\B—RS—RO+ S —
- PQ =PR+RO+0S + S0 =

= 2RO + 20S = 2(RO + 0S) = 2AB —
- PQ=2-3=6cm

vez, por (4, 1)
y (—2, 5). {De qué figura se trata?

L]

o

N\

o

4/

[
\
N\

——

/
/
N J/
~N—F
El lugar geométrico buscado sera la
mediatriz del segmento AB.

Sea P(x, y) un punto de la mediatriz
entonces d(A, P) = d(B, P) —

> V= a2y -2 =
=YX +22+ -5 -

> —12x+8/ —12=0

Calcula la longitud de la cuerda

oo queformalarectax +2y —5=0

sobre la circunferencia x2 + y? = 25.
Calculamos la interseccion de la recta

y la circunferencia:

X=5—2y

G—2+y=25->)y —dy=0-
>V =0,,=4->X,=5X,=—3
Los puntos de interseccion de la recta

y la circunferencia son A(5, 0) y B(—3, 4).
Longitud de la cuerda:

dA,B) =V(E+3)2+ 0+ 4 =4V5u
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b) ¢A qué distancia estan las fuentes

del punto A?
@ C_aIcuIa el &rea de Ig c!rcunferenqa! que ¢) ¢V del obelisco central?
«co Vviene dada por la siguiente ecuacion.
0 L a) @ =160m b =120m
Xty —3x+5%—14=0 ) )
X Y
2 2 + =1-
<x7§>+<y+£):29—uizéi 1607 1207
2 2 4 2 2 2
X y
45 - + =
A== DT 2 25600 14400
2

dF, A) +d(F, A") = 2a
Sean las circunferencias b) dF, A) = d(F, A"
— A2 2 — 2 2 —
YY) (X ’4) + ?y 81 YX +y 25, d(F, A) = C/(F’, A,) —a=160m
¢cudl es el area delimitada por los puntos

donde se intersecan las dos conicas? C) a?=b>+c? -
v - ¢? =g’ — b? = 160" — 120 >
/;\\ - ¢ =1058m
=g \ N Esta actividad puede utilizarse para trabajar
N ] . I el ODS 9, industria, innovacion e
N~ infraestructura.
Circunferencia: C(0,0)yr =5 @ Determina la ecuacion de la
Elipse: (x — 4)2 + 92 = 81 — eeo Circunferencia que pasa por los puntos
X—a2 ) A(1, —2)y B(5, —3) y tiene su centro
HTJr;:T%a:‘? b=3 enlarectar:x —y + 2 =0.
Y
X2+ y? =25
X2+ 16 — 8x + 9y? = 81 r

>y =25—x2>—x2—x+20=0 -

A(—=5,0) '
- 1B, 3) X
Cc@, —3) A\ L~
Los tres puntos determinan un triangulo. B
A= 6-9 _ o4 — 2712 Ccomo el centro equidist‘a d_e los Entos,
2 2 se encuentra en la mediatriz de AB.

Sea P(x, y) un punto de la mediatriz,

entonces d(A, P) = d(B, P).
X=—10"+y+2?=

=YX —5%+(y+3? >

> 8 —2y—29=0

El centro es el punto de interseccion de

la mediatriz y la recta dada.

8x—2y—29=0

@ MATEMATICAS Y...
eec ARQUITECTURA.
n, La plaza de San Pedro
T estasituadaenla
Ciudad del Vaticano.
Tiene forma de elipse
y mide 240 X 320 m.
En los focos de
la elipse encontramos
las fuentes de Bernini
y de Maderno.

a) Indica una ecuacion
de la elipse.

X—y+2=0[7 X7V 27

S8y —2—2y—29=0 >

Ly B (15
Y 2 2 2" 2
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Dado un triangulo que tiene sus lados
sobre las rectas cuyas ecuaciones son
r2x+y+2=0,82x—y—10=0
yt:x + 2y — 5 = 0, halla la ecuacion
de la circunferencia inscrita en este
triangulo.

El centro de la circunferencia es la
interseccion de las bisectrices de los
angulos del triangulo formado por las
rectas.

Sea P(x, ) un punto de la bisectriz del
angulo formado por las rectas ry t,
entonces d(P, n = d(P, t).

|2x+y+2| |x+2y—5
V22 + 12 V2?2412

La solucion son dos ecuaciones. Se elige
la recta que pasa por la circunferencia.
2X+y+2=-—Xx—-2+5-

2> X+ty—1=0

Sea P(x, ) un punto de la bisectriz

del angulo formado por las rectas s y t,
entonces d(P, s) = d(P, t).

|2x —y—10| |x+2y—5

La solucion son dos ecuaciones. Se elige
la recta que pasa por la circunferencia:
2X—y—10=x+2y —5—

> X—3—5=0

132

Interseccion de las dos rectas:

P 8} S x=2y=-1-02 -1
|[2—2—5]| 5

r=dc="—=—=—7==45
V2112 5

X—2+(y+17=5>
> Xty —4dx+2y=0

Escribe la ecuacion de la circunferencia
circunscrita al tridngulo de vértices A(1, 0),
B(—=3, 1)y C(5, 2).

Encuentra las gordenadas del circuncentro
del triangulo ABC.

La ecuacion es de la forma:

X+y +AX+By+C=0

Como A(1, 0) pertenece a la circunferencia:
1+0+A+C=0—->A+C+1=0

Como B(—3, 1) pertenece a la circunferencia:
9+1—3A+B+C=0—>
-»—3A+B+C+10=0

como C(5, 2) pertenece a la circunferencia:
25+4+5B5A+2B+C=0~—
>5A+2B+C+29=0

Se resuelve el sistema formado por estas
tres ecuaciones.

__ 3
6
37
B=——
3
__ 1
6
Ecuacion de la circunferencia:
5 37 1
Xty ——X——y——=0
VyogX BV e T

- 6+ 6y —5x =74y —1=0
El circuncentro del triangulo es el centro
de la circunferencia.

(-8 -2-

2 2
333
g b2 2
ez
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@ INVESTIGA. N

Si dibujas cuatro M
puntos sobre una
circunferencia y
los unes, segun se
observa en la figura,
se cumple la siguiente Q
igualdad.
[T™M|- |ITQ[ = TN - |TP|
Compruébalo tomando los puntos
M(5, 1), N4, 2), P(—3, —=5)y Q(—2, 2)
y demostrando que estan sobre la misma
circunferencia. Para ello, determina la
ecuacion de la circunferencia y, después,
calcula el punto Ty prueba que se verifica
la igualdad inicial.
Hallamos en primer lugar la ecuacion
de la circunferencia.
X+yY+AX+By+C=0
25+ 1+5A+ B+CO}

N

16+ 4+4A+2B+C=0
9+25—3A—5B+C=0

5A+B+C=—26
> 4A+2B+C=—-20; >
B3A+5B—-C= 34

A=—-2
- kB =4
CcC=-20
X +y —2x+4—20=0
como(—2P%+22—2(—2)+4-2—20=0,
Q pertenece también a la circunferencia.
La recta que pasa por My Q es

X—5 y—1
- — Y x4y —12=0
La recta que pasa por Ny P es
Xx—4 y-2

—Y T L xy-2-0
=7 =7 v

Calculamos la interseccion de ambas.

X+7/y—12=0 13 5
xfyf2=o}”<7'z>

w2 (-3
e ol

w2 2]
Vo232

Halla los puntos de interseccion de las
siguientes conicas.

a) Laelipse 2x2 — 3y? = 6y la hipérbola
6X2 + y? = 58.

. 1
b) Las parabolas y? = 9x, x*> = gy.

c) Laelipse X2 + y? = 1y la pardbola

V2 =2x+ 3.
d) La pardbolay? = x — 1y la hipérbola
I — =9,

2 = 58 — 6X?
|)2/x2 32 =6
- 2xX> —3(58 — 6X) =6 —>
->2000—-180=0—->XxX=9 —>
=X, = =3 X, = —3
Los puntos de corte son (3, 2), (—3, 2),
(3, —2),(—3, —2).
Y2 =9
=y
> Xxx*—1=0
Los puntos de corte son (0,0) y (1, 3).

}—>9X4*9X=O—>

X2+ y?=1
y2=2x+3
— No tiene solucion.

No hay puntos de corte.

}—>x2+2x+2=0—>

2 — oy
d gxz_xyzi(?}aw—x—g:oH
- X; =1 X, = 8
1 2= T 5
9

El punto de corte es (1, Q).

Calcula Y
la recta /
tangente

a la elipse
XV \
25 16 \ ]
que pasa por
el punto /
P(0, 8).

JV\
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INTERNET

Las rectas que pasan por (0, 8) tienen como
ecuaciony = mx + 8.

16x* + 25y = 400 |
y=mx+38

- (16 + 25mM?)x* + 400mx + 1200 = 0

La recta es tangente a la elipse si

la ecuacion tiene solo una solucion, es
decir, si el discriminante de la ecuacion
es igual a cero.

A = 160000m* — 4800(16 + 25m?) =
= 40000m? — 76800 = 0 —

443

5

Hay dos rectas tangentes a la elipse
que pasan por el punto (0, 8).
r4¥3x —5y+40=0

ri4V3x 45y — 40 = 0

- m==

MATEMATICAS Y... ASTRONOMIA.
El equipo de investigacion de la NASA
pretende enviar un satélite espacial

a la Luna. El departamento de ingenieria
ha determinado que el mejor momento
para lanzar la sonda es cuando la Tierra
esta en su punto mas lejano del Sol.

a) Determina la méxima distancia entre
la Tierra 'y el Sol si se sabe que la 6rbita
terrestre alrededor del Sol es una elipse,
con el Sol en uno de sus focos, que
la longitud del eje mayor es de
241428000 km y que la excentricidad
de la 6rbita s 0,016.

=

Escribe también la ecuacion reducida
de la elipse que corresponde
a la drbita de la Tierra.

Tierra

241428000 km

a) 2a = 241428000 — a = 120714000
e=0016=< -
a

— ¢ =0,016 - 120714000 = 1931424
La distancia méxima entre la Tierra y el
Sol se alcanza cuando la Tierra se sitUa
en el eje focal.

a + ¢ = 122645424 km

b) @ =b*+ ¢ -
— b? = 14568139397332224
2
X +

14 571869 796 000 000

yZ
+ —

14 568139 397 332 224

1

Una hipérbola es equilatera si cumple
que a = b. Si tiene su centro en (0, 0)

y el eje focal es horizontal, calcula

su ecuacion y halla las coordenadas

de los focos en funcion de a. Determina
las ecuaciones de sus asintotas.

2 2
%_§:1_>X2_y2,a2
a=>s
{c2:32+b2 c=v2a-
- F(v2a,0) F(~+v2a,0)

Las asintotas son:y = —x

Comprueba que la hipérbola cuyos focos
son (4v2,4v2)y (—4v2,—4v2)

y Su constante es 8v2 es equilatera.
Comprueba que (8, 2) esta situado en esa
hipérbola. Obtén su ecuacion.

V(—avz — av2) + (—avz — av2) = 16

{CZSIZ—MJ:A«/E

a==4
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Al'sera = b, la hipérbola es equilatera.
Calculamos su ecuacion.

\/(X—4¢§)2+(y—4\/§)2—
—A(x+av2) +(y+av2) =8v2 -
S Xx+y+ave =

— e+ av2) +(y+av2) -
— X2+ Y2+ 2xy +8V2x + 82y +32=

= X2+ 8V2x+ 32+ )2+ 8V2y +32 -
- 2Xy =32 > Xy =16

8-2 =16 — (8,2) estaen lahipérbola.

RETO. ;Para cuantos valores de k se

see cCUmple que las gréficas de x2 + y? = k?

Yy Xy = k no se cortan?

2
i;iy/j:kz} . (s) FyY— ko
- K24yt = kY2 >
—>y4—k2y2+k2:0—>
> P —Kt+k =0
Para que no se corten las graficas, el
discriminante debe ser negativo.
Kt —4k? <0 - (k> + 2K K> — 2k <0
Esto sucede parak € (—2,0) U (0, 2.

Al disefiar una antena parabdlica de 20 m
de didmetro para rastrear espacios

se desea ubicar el foco 10 m por encima
del vértice.

Entre cada dos torres, los cables del
tendido eléctrico forman una catenaria.

Si fuera una parabola, como se pensd
hasta el siglo xvi, ;cual seria su ecuacion
colocando el origen en el punto mas bajo
del cable si la altura de las torres es igual?

Consideramos el origen O(0, 0) en el vértice
de la parabola.

Xt = 2py

Son puntos de la parabola (30, 8),y (—30, 8) —
- 302:2p8—>p:%ﬂx2:%y

Halla los focos, los vértices y las
directrices de las siguientes parabolas.

a) y=x24+2x+1

b) 4y = —x2+8x —6

C) y=4x*—8x+ 12

d) y=6x>4+9%—10

(Recuerda que, en una parabola del tipo

y = ax? + bx + ¢, la directriz es
horizontal y el vértice es un punto

. b
de abscisa — E)'

Escribe la ecuacion de la parabola que
forma la seccién de la antena.

X2 = 2py

F(O,10) » p = 20 - x> = 40y

Y
] 1%
y=ax’+bx+c
of
N pd
N 1 v
™~ ol b X
2a
s




Respuesta abierta. Por ejemplo:

) ) 1
Directrizzy = —— ~
4 El triangulo de Reuleaux es otra curva de

b) 4y — 10 = —(C — 8 + 16) > anchura constante. Lo vemos en la forma
de algunos lapiceros, en la de algunos
- 74<y - E) = (x — 4y caramelos, en logotipos y también en

las alcantarillas de algunas ciudades.
5
vid, —
( ' 2>
3
p=—4->p=—2->F 4,5
Directriz.y = 7
Y 5
Q) y—8=40"—2x+1) —

-3l =)=~

4
V1, 8) o - :
Esta actividad puede utilizarse para trabajar
p=——tsp=_L F<1, ﬁ) el ODS 11, ciudades y comunidades
4 8 16 sostenibles.
Directriz:y = = @ MATEMATICAS
16
eeo E... INDUSTRIA.
107 , 3 9 Las torres de
dy+ 8 6<X txt E) - refrigeracién son
1 107 3 2 estructuras
- g(y + T) = <X + Z) disefiadas para
disminuir la
v<— i, — ﬂ) temperatura del
4 8 aguay otros
1 1 3 40 materiales.
e T F<7Z’ 7?) Se pueden ver
o —167 en centrales de
Directriz:y = —2=— energia y suelen
tener una estructura hiperboloide.
] @ MATEMATICAS Escribe una ecuacion que modelice
 eee Y... URBANISMO. La formaredonda | los lados de la torre de la imagen.
i m, de las alcantarillas evita que la tapa La silueta de la torre de refrigeracion es una
£ %,u" sepueda caer por el agujero. Se dice que ! hipérbola.
tiene anchura constante porque PV
la distancia entre dos puntos opuestos 22 pr L , ,
del borde es constante. En un cuadrado, a=25myb=12m—> L —
la diagonal es mas larga que sus lados; 25% 12
por tanto, no tiene anchura constante y la @ RETO. ;Cuanto mide el camino mas
tapa se nos podria escurrir por el agujero. eee COMo que, partiendo del punto A2, 5),
La anchura constante se define como pasa por el eje de abscisas y acaba
la distancia entre dos rectas paralelas en algun punto perteneciente a la
y tangentes a la figura. Partiendo de circunferencia (x + 6)* + (y — 10)> = 16?
un triangulo, ¢eres capaz de encontrar La circunferencia tiene centro C(—6, 10)
otra figura que tenga anchura constante? y radio 4.
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Consideramos el punto simétrico de A
respecto del eje OX, A’(2, —5), y un punto B
en la circunferencia.

El camino mas corto, partiendo de A, que
pasa por OX'y acaba en B mide lo mismo
que el camino mas corto partiendo de A’,
que pasa por OX'y acaba en B.

Este camino mide 4 menos que el segmento
A’C, ya que B esta en la circunferencia.

|AC|—4=
= V2 + 67+ (=5 10° — 4 = 13u

Ccomo la parabola es el lugar geométrico
de los puntos que equidistan de una recta
llamada directriz y un punto denominado
foco, emplea la definicién para calcular

la ecuacion de esta parabola.

Y

N

~
/
(D

F(—1,0

3x + 4y
Vi + 12+ y? TN
V32 + 4

A+ 4
ot 2x 1y = X

5
X2 + 16y? + 24xy

S X E2X+H 1y = >

— 25x% + 50X + 25 + 25y% =
= 9x? + 16y? + 24xy
— 16x* + 9y? — 24xy + 50x + 25 = 0

Decide qué tipo de conica es, halla
sus elementos y haz una representacion
gréafica aproximada.

a) X2+ y?+2x+6éy+1=0

b) X2 — 4y + 16y —32=0

C) 16x2+ 9y? — 32x + 54y — 47 =0
d) x2+6x—4y+17=0

e) X?—=2x+4+y*—20=0

a X+ 1?2+ (y+3°=9
ES una circunferencia de centro
C(—1, —3)y radio 3.

Y
) A I\ X
T INL
N /'

b) X — 4y — 27 =16 -

X y—27 ]
16 4
Es una hipérbola de centro C(0, 2).

A4, 2)
A'(—4, 2)

c?=a+bp ->c=v20 -
- F(v20,2) F/(-v20,2)

az=16%a=4ﬂ{

Y
\\ ,/
N /
/ ! N
7z N

C) 16(x — 1)? + 9y + 3)? = 144
(x —1)? + 3)?
RO v 16 k-
Es una elipse de centro C(1, —3)
A1, 1)
A1, —=7)
B(—2, —3)
B4, —3)
@R=b+o>c=47 -
> F(1,-3+v7) F(1,-3-+7)

Y

1

azz1é—>a:4—>{

b2:9—>t):3—>{

/|




d +37=4y —2
P 2
-y —2= 2 x+3
ES una parabola de vértice V(—3, 2).

1 1 17
207*“5”(*?)

) . 1
Ladirectrizeslarectay = ?5
14

iy

X

e) X*—2X+4y+y?’—20=0—
> K=+ +22=15
Es una circunferencia de centro
c(1, —2)y radio ¥15.

%
// \\
/ \ [ x
[
\
\\ ,/
\\\ /

Un puente de arco es un puente que consta
de un gran arco parabdlico que descansa
en sus extremos. Si su longitud es de 320
m, y la altura del arco a 128 m del centro
del puente, medida desde el apoyo de los
pilares, es de 32 m, ;cual es la altura del
arco que forma el puente en su centro?

Consideramos el origen O(0, 0) en el vértice
de la parabola x*> = 2py.
Los puntos (160, —h) y (128,32 — h)
pertenecen a la parabola, por tanto:
160% = 2p(—h)
1282 = 2p@32 —h)
_ 25600 _ 12800
P="n = Tp
16 384 8192

T 2@2-h 32—h

12 800 8192
— =

— -
h 32—h
— 409600 = 4608h — h =~ 89 m

@ INVESTIGA. Y
eee (Cual de las
siguientes
funciones
describe mejor
la gréfica
de la figura? ARREEAN

a) y=|x[ o |yl=x
b) y?=x d) y? = x?

La gréfica de la figura no representa
una funcion.

5G hasta en la cocina

Cientos de manifestantes acampan en una de las
plazas méas céntricas de Gijon para protestar
contra la proliferacion de antenas 5G.

El colectivo de reciente
creacion «NO MAS ANTENAS»
asegura que el numero
de nuevas antenas 5G
colocadas con respecto
alas antenas 4G ya
existentes es hasta
25 veces mayor.

«ESto solo puede
tener oscuras
intenciones», declara
uno de los acampados.

Tecnologia Radio de alcance
g de cada antena
4G 5-10 km
5G < 1km

Y tu, ;qué opinas?

Suponemos que una antena da cobertura
a una superficie circular cuyo centro ocupa.
Cada antena 5G da cobertura a un area de
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aproximadamente 3,14 km?, mientras que

una antena 4G da cobertura a un area de
entre 78,5 km?y 314 km?. Por tanto, habra que
colocar como minimo, 25 antenas 5G por cada
antena 4G.

En realidad, para poder ubicar las antenas de
forma que optimizaran la region del plano

a la que dar cobertura, se utilizan los diagramas
de Voronoi, que permiten parcelar el espacio
colocando las antenas a la distancia maxima para
acceder a todos los puntos y minimizando asi

el nimero de antenas.

DISTINTOS

(fROBLEMASAPARENTEMENTi)

@ Se sabe que una elipse pasa por
los puntos (100, 0), (—100, 0), (0, 250)
y (0, —250).

a) Indica las coordenadas de los focos.

b) Halla la distancia de los focos al centro
de la elipse.

c) Calcula la distancia focal.

Se trata de una elipse con focos en el eje

de ordenadas y semiejesa = 250 m

yb =100m.

a) 2502 = 1002+ ¢c? » ¢ = 2293 —
— F(0; 229, 3) F’(0; —229,3)

b) d(F,C) = c = 229,3u
C) 2c = 458,6

@ Un parque eliptico w

mide 200 m

de anchoy 500 m
de largo. En los
focos de la elipse
hay dos estatuas.

a) ¢Cuél es la posicion
de las estatuas?

b) Calcula la distancia \
de las estatuas
al centro.

c) ¢Qué distancia
separa las
estatuas?

Se trata de una elipse con focos en el eje

de ordenadas y semiejesa = 250 m

y b =100 m.

a) 2507 = 100>+ ¢? » ¢ = 229.3 —
— F(0; 229,3) F’(0; —229,3)
Tomando el origen en el centro de la
elipse, las estatuas estan en los puntos
(0; 229,3) y (0, —229,3).

b) d(F,C) = c = 229,3
La distancia desde cada estatua
al centro de la elipse es 229,3 m.

C) 2c = 458,6
La distancia que separa las estatuas es
de 458,6 m.

Halla la distancia entre los vértices
de una hipérbola centrada en (0, 0),
sabiendo que:

® Su excentricidad es 2,5.
o La distancia del foco al vértice es de

30 unidades.
e = L 2,5
a

dF,A)=30=c—a
- 258=4+30—>a=20
La distancia entre los vértices es 2a = 40 u.

Se esta construyendo un edificio cuya
seccion vertical es una hipérbola. Los
vértices de la hipérbola estan a 30 metros
de los focos, y su excentricidad es 2,5.
¢Cuanto mide el tramo mas estrecho de
la seccion del edificio?

c
e=—=25
a
dF, A)=30=c—a
- 258=4+30—->a=20—-> 23 =40

El tramo mas estrecho mide 40 m.

Sean las circunferencias c,, de centro
(—2, —3) yradio 3,y c,, de centro (4, 1)
y radio 4.

a) Calcula la distancia que separa
los centros.

b) Estudia la posicion relativa de ambas
circunferencias.



¢) ¢Cual es la distancia del punto P(0, 0)
al centro de cada circunferencia? Indica
la posicion relativa de P respecto
de las dos circunferencias.

2

Estudia la posicion relativa del punto
(—1, —1) con respecto de cada
circunferencia.

a) d(C, C) = V36 + 16 = 2413 u

b) dC, C) >3+4 -
— Las circunferencias ¢, y ¢, son
exteriores.

Q) d(P,C) =vV4+9 =413 >3 -
— P es exterior a ¢,.

AP, C) = V16 +1=+17 >4 >
— P es exterior a c,.
ddQ.C)=vVI+4=v5<3->
— Q esinterior a ¢;.
dQ,C)=v25+4 =v29 >4 -

— (Q es exterior a ¢,.

Dos antenas de telefonia estan en
las coordenadas (—2, —3)y (4, 1).
Tienen un alcance de cobertura
de 3y 4 km, respectivamente.

a) Calcula la distancia que separa las dos
antenas.

b) ¢Se tiene cobertura en toda la
trayectoria que une las dos antenas?

€) Una persona estéa en el punto (0, 0),
(tendré cobertura?

d) Y si se moviera al punto (=1, —1),
(cambiaria su situacion?

a) d(C, C) = V36 + 16 = 24/13

b) dC, C) >3 +4 >
— Las circunferencias son exteriores.
Por lo tanto, hay zonas en las que no
habréa cobertura.

C) SeaP(, Q).
=Vt 9=VI3>3 >

— P es exterior a ¢,.

dP,C) = V16 +1=+17 >4 >
— P es exterior a C,.
Como P es exterior a ambas
circunferencias., una persona ubicada
en ese punto no tendra cobertura.

d) Sea Q(—1, —1).
dQ,C)=V1+4=v5<3 -
— Qesinterior a c,.

=V25+4=v29 >4

— Q es exterior a ¢,.

Si se moviera a Q, tendria cobertura
por la primera antena.

(_¢PARA QUE SIRVE...? )

INTERNET D

¢Qué es una antena parabdlica y cuéles
S0N sus Uusos?

Una antena parabodlica es una superficie
metalica con forma de paraboloide de
revolucion que sirve de reflector de las
sefales y un elemento radiante situado en
el foco que recibe las sefales reflectadas.

Tiene multiples usos, por ejemplo: television
via satélite.

Explica como se forma un paraboloide
de revolucion. ¢Es una figura plana?
Se forma al girar una parabola alrededor
de un gje.

No es una figura plana, es tridimensional.

Explica la propiedad que permite a las
antenas parabdlicas recibir y emitir de
manera Optima sefales via satélite.

Al ser parabolicas reflejan las sefales
transmitidas que inciden paralelas al eje
y se concentran en el foco, donde son
convertidas al formato adecuado por
un receptor.

Enumera algunas ventajas e inconvenientes

de usar antenas parabolicas para
conectarse a internet.

e Ventajas: inaldmbrico; accesible para
personas que no pueden optar a otra
tecnologia.

e Inconvenientes: la recepcion puede
alterarse segun las condiciones
meteoroldgicas; la velocidad puede ser
mas lenta si se envia o recibe sefal
a largas distancias; pueden ser algo mas
caras que otras tecnologias.
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Si una antena parabdlica mide 1 m de
diametro en su abertura y el receptor,
ubicado en el foco, esta a 25 cm del
vértice, ¢qué profundidad tiene?

La ecuacion de la pardbola es de la forma
X2 = 2py.

F(0,25) — p =50 - x* = 100y

Como el didmetro es 1 m = 100 cm,
uno de los extremos es x = 50 cm.

502 = 100y — y = 25¢cm

La profundidad de la parabola es de

25 centimetros.

Dibuja la gréfica de la pardbola que genera
la antena de la actividad anterior al girar
sobre su eje.
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