Al otro lado del mundo

La temperatura en algun punto del ecuador
y en sus antipodas coincide justo a las 12:00 h.

En principio es sorprendente, pero pensandolo
un poco parece algo comun; de hecho, en este
mismo instante hay dos puntos antipodales sobre
el ecuador que presentan la misma temperatura.

;Cierto o falso?

Consideramos dos puntos A 'y B diametralmente
opuestos. Partimos de la premisa de que

la funcion temperatura en la superficie terrestre
es una funcion continua. Entonces, la funcion
temperatura es continua en cada punto del
intervalo [A, B, de tal manera que la funcion
temperatura toma todos los valores
comprendidos entre ambas temperaturas al
Menos una vez.

./

t, =40°C

Si, por ejemplo, la temperaturaen A es de 40 °Cy
en B es de 20 °C, sabemos que en los puntos del
arco que va desde B hasta A en el sentido de las
agujas del reloj, la temperatura tomara todos los
valores intermedios entre 20 °C y 40 °C. De la
misma manera ocurre en todos los puntos del
arco que va desde A hasta B. Como hay infinitos
puntos, en alglin momento encontraremos dos
con la misma temperatura que estén en las
antipodas el uno del otro.

Por tanto, desde un punto de vista matematico
podriamos responder que es cierto. Aunque desde
un punto de vista geofisico, deberiamos responder
que no lo es, ya que no es tan simple asumir que
la funcion temperatura en la superficie terrestre
es una funcion continua. Sabemos que en la
superficie terrestre suceden saltos de temperatura
bruscos: con el paso de un frente, al llegar a un
acantilado, al pasar de la tierra al mar, etc.

PAG. 264. Sif(x) = tgx, g(x) = sen x
y h(x) = cos x, comprueba que es cierta la
siguiente igualdad.

o= (£2)

ho)
= —
cos? X
g\ cosxcosx —senx(—=senx)
<W> a cos? X B
senx +cos?x 1
- cos’x  cos’x

PAG. 265. Deriva la funcion f(x) = In x”,
donden € N.

a) Aplicando la regla de la cadena.

b) Aplicando primero las propiedades de
los logaritmos.

1
a) ') = an”” =" """ =nx"=

b) f) = Inx" = ninx - f'(x) = n% -

e x|

(ACTIVIDADES )

€ Halla la tasa de variacion media
de la funcién f(x) = x* — x + 3 en
los siguientes intervalos.

[2,3],[2,4],[2,5],12, 6], [3, 51, [3, 6]

TVM.02,3) = . (33) — ;(2) =2 n > 4
T.VM.(2,4) = fmi — 2(2) = 152_ > 5
VM2 5) = 1 (55) — ;(2) = 23; > 6
T.VM.(2,6) = f((z — ;(2) = 33; > —7
TVM.3,5) = L (5; — ;(3) = 23; 77
T.V.M.(3,6) = f(éz — ;(3> = 33; 7 g



@ calculala T.V.M. de la funcion
f(x) = x> — x + 3 en los intervalos
siguientes.

a) [2,2+ h] b) [3,3 + Al

_fe+th-ra _
8 TVM.(2,2+h) == — = =

+hn?—Q2+h+3—-4—2+3

h
=h+3

_h*+3h
h

b) T.V.M.(3,3 + h)) = % B

B+hN*—@B+hN+3—©9—3+3

h
=h+5

_ h? + 5h
h

@ utilizando la definicion, calcula la derivada
enx = 2yenx = —1de estas funciones.

1
d) f) = -
e) fx) = 5x°

a) fX)=x+1

1
b) 00 = ~——

C) fX) =2x° + x

]
f) ) =

2 Q) = i 12N =1

h—-0 h
_2+h+1—-—02+1)
= lim =
h—-0 h
_h
—f/)/ﬁ'(])F—'l
Fr=1) = i f(—1+h) — f(—1) _
h—0 h
=1 +h+1—=(=1+1)
= lim =
h—0 h
_h
= élg(l)?f']
f2+h —f2
b £ = jim L2012
1 _ 1
— i 2+h—3 2—3
h—-0 h
1
7r/7/aoh—1771

1 B 1
— lim —1+h=-3 —=1-3 _
h—-0 f‘l
=//’m¥=;1
h-0 4(h — 4) 16

0 r@ = jin 2018
2+ h?+2+h—@2-22+2)
= lim
h—0 h
20+ h*+4h)+2+h—10
= lim —
h—0 h
2h? + %h
h—-0 h

fr(—1) = /fﬂ’(’) f(—1 +1"2 —f(—=1) _
20+ h*—2h) —1+h—1 -
h=0 h -

2h? —3h

=lm2h+9=9
h—-0

= lim2h —3 =-3
h—0

—h —1

=Moo+ m - 1

—h(=1+h 1

o f@) = im (2010

. 524+ h®—5-2°
= [m—mmmmm =
h—-0 h
_ 60h + 30h? + 5h°
= im ————=
h=0 h
e — g FETED A
h—-0 /’]
_ 3_E5.(_1)3
://.mS( 1+ h) 5:(—1) _
h—-0 h

15h — 15h? + 5h° _
h

60

= lim 15
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f) @ = lim ——— —= =

h-0 h
L
2 2
— im 2+ h) 2 _
h—0 h
4 — (4 + h*+ 4h)
= Jm ——————— =
h-0 4h (@2 + h)?
=4
h-0 4h (@2 + h)?
_ —h—4 —1
= jm —=—

n-0 16 + 16h + 4h? 4
f(—1+h —f(—1)

f'(—1) = /LIQ’()J h =
1 - 1
_ 2 Y
— Jim (—=1+h) (=1 _
h—0 h
_ oo
n-o0  h(—1+ h)?
—h?+ 2h 2

im-—————s===2
h=0 h(—=14+h? 1

@) calcula la derivada de la funcion

f(x) = x* + 4 en los siguientes puntos.

a) X =1 C) x=—4 e) X =2
1 1
b) x =0 ) x=—= Hx=2
3 _ 3
a) F() = lim 1+h*+4—01°+4) p
h—0 h
. 3h*+3h+h
=|lim—=
h—-0 h

:I{I‘Q%(Sh—&-S—i-hz):B

O+h®+4—0°+4)

b) 0 = /im p =
= limh?> =0
h-0
_ 3 —(—)3
0 f,(_A):hﬂm( 4+ h) +Z;7 [(—4)°+4] _

= é/n% (h* — 12h + 48) = 48

3 _ 3
o F) — 2 A= s

h—0 /7
8+ h+6h*+12h+4—12
:f(lg’()) " =

@ calcula la ecuacion de la recta tangente

a la funcion f(x) = x — x? en los puntos
de abscisax =2y x = —3.

2+h—Q2+h?*—@2—29

f'2) = lim =
h—0 h
2+h—@+sh+h)—2+4
= lim =
h—0 h
. —3h—h?
(7! h -3

fQ=2—-22= -2

La ecuacion de la recta tangente en el punto
P2, —2) es:

y—(=2=7rQ2-x—2 -

Sy +2=-"3x—2-oy=—-3x+4
f'(—3) =

— — (— 2 _12)2
N e e e e o el e

h—0 h
=34+ h—©9Q+h?>—06h) + 12
= lim =
h—0 h
_p2
— /,‘mu -7
h—0 h

f(—=3) = —3— (=3P = —12

La ecuacion de la recta tangente en el punto
P(—3, —12) es:

y—(=12) =1 (=3)- x — (=3) >

Sy +12=7x+3)—

-y =7x+9

Halla la pendiente de la recta tangente a

la gréfica de la funcién f(x) = x> + 4x + 3
en los puntos donde corta a los ejes X e Y.
Cortes con el eje X: (—1,0), (—3,0)

La pendiente de la recta tangente en el punto
P(a..f@).es.la derivada.f’().
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2 —
F=1) = fim 20 b=

= lim =2 a) f'(x) = lim
h—0 h h—0
2 __ 3 __ 3
F-3) = im T2~ P e
h—0 h h-0 h
Corte con el eje Y: (0, 3) p X%+ 3x?h + 3xh? + h® — X8
= lim =
#0) = fim /72+4h+3—374 h=0 h
=0 h - 3Ch 3R
= /7"370 B —— 3x
Q Utiliza la definicion para calcular la funciéon
derivada de estas funciones. Fr = fim L& =P
a) ) = 48 o h
_ i 3x =3¢
b) fX) = vx = lim = ———— =
Q) fx) = A — i 3X* + oxh + 3h* —3x*
X h-0 h
vr i TXCER) — ) . 6xh+3h?
o 0=y = N S
A+ ) — AxE ” ”
= _ = x4+ h—f
fim P 00 = fim X f; 0 _
— i 40¢ 4 3x%h + 3xh* + 1°) — 4¢ b+ h) — 6x
h—0 h = [im ——=
h—0 h
2 2 3
h-0 h = h”I(]) 7h =
von g TR — ) Fx L h) — f
R L S— L ) 760 = fim 1% f: W _
 (Wxrh = V)Wt b+ V) oA
= lim = = lm——"— =
h0 h(Vx+h +vx) il h
. X+h—x X2+ 2xh +h?—x?
=Ilim-—————= = lim = 2X
0 (VX +h+VX) o h
) 1 1 ffx+h —fK
= lim = ') = lIim ————— =
PR VXaht VX 2Vx L
o+ h) — F) Jim 2X M = 2%
X _ = =
o) f'(x) = é/nz)ﬁ = h—0 h
. 2X+2h —2x
1 _ i = %/CT(I) f =2
. X+h X
= lim——F——= ” o
h=0 h 700 = fim '+ hn —1"0 _
—m XNy T - ’
h=0 hX(X+h) h-0 hX(X+h) X2 _ /Im%zo
h—-0
© Halla Ia§ dgrivadas segunda y tercera XA — )
de las siguientes funciones. o f'x) = A’m) —
. A 7
¢Qué observas? Wl —x
& 10 = B/
b) 1) = x* X+ h—x
Q.f.=x = lim b =1
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) = lim ffx+h—fo _
h—0 h
1 =1
= f(lgvo T 0
oy g LXER) — 7))
7 (x) = é/gg — 5 -
. 0—0
= A’Q?) = 0
Cada vez que derivamos baja un grado el
polinomio.

© calcula la derivada de estas funciones.
a) f)=x+x—x+1

b) ) = - + x
X
&) £ — fim XN
h—-0 h
. 3X’h+3xh*+h+2xh+h>—h
= lim
h—-0 /’)
=3x2+2x — 1
b) £ = fim LT ZTW
h—0 h
1 1
h__
. X+h X
,ﬁ/gg) " =
:/l.mhxanhzxfh:
h-0  hx -+ hx
—im X2+hX—1:X2—1:
h-o (x + h)x X2
1
:‘]—7

@ Halla la derivada de estas funciones.

o X+1
a) 1) = X+2
b) fx) = 7vx — 3Vx®
8) i = fim X100
h—-0 h
. h
X+ h+2x+2
= lim =
h—0 h

. 1
= TRt 2N+ 2)
__ 1

(X+.207

b) ') = lim

h-0

2762 — 84X + 49

fx +h) —fx)
=

2Vx (7 — 3%
- X=X —7) _
2VX (7 — 3%)
7 — 9% 7 9
“ o ok 2
@ Halla la derivada de estas funciones.
A =6 DW=x ©of0=Vs
a) ') =0
b) f/(x) = 4x* 1 = 4
0 1) = Vo = x7
4 — g 371 _ g _1 _ 3
') = 4 X4 1 X 2 AW

@ calcula la derivada de estas funciones.

A W=V DW= -
a) f) = x7 >
o A 4,4 s 4
- f'x) = 7 X7 7 X7 7%
b) f/(x) = 8x8 "= 8x’
0 ) = x4 >
> ) = —4x 4 = —ax " = _—f
X
@) calcula la derivada de estas funciones.
a) fX) =2 Db fx) =3 0 fix) =log,x

a) ') =2%In2
b) f'(x) = 3*In3

Ja 1
CRA xIn2

@ obtén la derivada de estas funciones.
a) flx) = tgx + cos x
b) fx) =senx + tgx

a) f'ix) =

S, senx
COoS” X

b) f'(x) = cos x + 12
c0s? X
@ Identifica las funciones que forman
el producto de estas funciones y, después,
halla_su derivada
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a) f0 = x-Vx2 b) f'(X) = e*-senx+e*-cosx =
= e*(sen X + cos X)

b) fix) = x - e
0 19 = - senx 0 f’()():%cosx—ifxsenx
d) fx) = x-Inx 34/ x?
€) fl) = senx- cos x d) ') =—senx-tgx+cosx-(1+1tg?x =

X?+1 1

= =— tg X+ . =
f) fX) X sen:( g X + COS X o5x
g fix) = 02+ 2x) - senx _Zsemrx & .y
Cos X CoS X

hy fx) = —Xx)-Inx
e) f'(x) = 4sen x + 4x cos x + 3x*> cos x —

a) f’(X)=1~W+X~%x’%: — 3 sen
3 = (4 — x® sen x + (4x + 3x?) cos x
3 2\/;_23 5
= Ve =2V , Q .
fy Fl) =—-—+Inx - —+2x e+
b) f'x) =e*+x-e* )g X
C) f'(X)=Sef7X+X~COSX +X2.eX:;(’| —4|ﬂX)+XeX(2+X)
4 1
d)f(x)=|nx+x-7=|nx+1 8) F(x) = (oS X + sen X)tg X +

i 2
e) f'(X) = coS X - COS X + sen x - (—sen x) = +(senx —cos X)(1 + 18" x)

= c0S? X — sen? x 1 COS X

h) 00 =4-vx + 4x - + —
K f(X):(X2+1)'%H sen x 2& casxx sen x
_ - = 6VX +————
S =20 )= X X X
X X
—9 g O - g @) calcula la derivada de estas funciones.
X X fog — VX o) o — XX =3
g /() = (2x + 2) sen x + (X* + 2X) cos X a =" )10 ="
e —x
h) £ = (e = Ninx + = G+ —vx-3
8 i — 2YX -
(® calcula la derivada de estas funciones que Bx+ 47
son a su vez un producto de funciones. _ . —x+4
a) f(X) = 3x2-log,X 2Vx (B3x + 47
b) fx) = e*-senx b) f,(X):(2x+1)(x+1)f(xz+xf3)o1
o) f(x) = VX - cos x 2 X +1)?
d) f(x) = cos x - tg x :%
e) fx) = 4x - sen x + x3- cos x

) f00 =Inx- % + X2 o @) Halla la derivada de estas funciones.

g flx) = (senx — cos X) - g x a) fix) = ch b) fix) = %
sen x
h) f(X) = axVx + —— 1 osx— VX - (—senx)
00 = - g = 2X _
a)f(x)—éx~|og2x+3x2~xm2_ a) T x
— oxlog, X + o _ cosx+2xsenx
In2 2a/X.c0s%x
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(cos x +2)(x —3) —(sen x + 2X)

b) () =

x —3)?°
(x —3)cos x —6—sen x
x —3)?

() calcula la derivada de las funciones
gue aparecen a continuacion.

a) f) =vx*+x c) fix) =In4x
b) f(x) = arc sen® x d) f(x) = 2%
2X + 1
a f'x) = ——
2V X2+ X
3(arc sen x)?
b) f'lx) = ————
V1 —Xx?
O Fl)=—
X

d) i) =2*-1n2-3

@ Calcula la derivada de estas funciones.
a) fix) = cos? x
X
5 0 of5)
C) f(X) — eXZ+7X*4

d) f(x) = log, 5x

@ Estudia si es derivable

flx) = kx + 2 Six <—1
D= —x+k six=—1
segun los valores de k.

enx = —1

Una condicidn necesaria para que una
funcion sea derivable en un punto es que sea
continua en él. Asi que primero analizamos

sila funcion es continuaenx = —1.
/irp1 fxX) =—Kk+2
lim ) = k 4

> —k+2=k->k=1

f(x) solo es continua para kK = 1, por tanto,
solo puede ser derivable para este valor.
Analizamos la derivabilidad para este valor.

I Six < —1
f(X)_{BXZ—1six2—1
im f'(x) =1

x> =1 N

im f'(x) =2

x-—=1

— f(x) no es derivable para ningun valor de k.

Determina la ecuacion de la recta tangente
a la funcion f(x) = sen2x — cos x en

el punto de abscisa x = %

a) f'(x) = —2cos x sen x
_ f'X) = 2 cos 2x + sen x
, 5 1
b) f'x) = : P
cosz( ) &= f’(£> —2c0s 2% 4 sen T =
X—5 3 3 3
Q) F() = eX 4 (2x +7) :2.<_l)+ﬁ:_1+ﬁ
1 1 2 2 2
DR =5 02 %7 xin2 f(rc>7 o2 T V3—1
3= se 3 cos 3= 3
PRACTICA La ecuacion de la recta tangente en el punto
(5
@) Halla el valor de m en la funcion 3" 2 '
f(x)zwsabiendoque f'(—1) = 5. N EEE 1 +£ KL BN
mx 2 ) 2 73
3-mx?— (3x +m)-2mx
i) = ﬁanA ) Ly (Y3 ), m_ VEm V3t
y 2 3 6 2
fr—1) = 3m+2m-(=3+m)
m? Determina la ecuacion de la recta tangente
_8mtom’ 3, _ a la funcion de ecuacion f(x) = x> — x en
m? m los puntos en los que su grafica corta el eje
=5 =2m==] de abscisas
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f'x) =2x —1
X—=X=0->Xx—1)=0->x=0 x=1

(1) =1
fgwizo}%yfoz”xfﬂﬂy:“1
F(0) = —1
on;—o }*V*O_*W*O’*V—*X

Determina las tangentes de la funcion

f(x) = x® — 3x que tengan pendiente

m = 0.

X==1->1f-1)=
x=1 ->f1)=-
Entonces las rectas tangentes son:
y+2=0x—1)->y=-2
y—2=0x+1->y=2

f’(x):3x273:o»{ 22

Halla las rectas tangentes a la elipse
X? 2 .
o + yT = 1en el punto de abscisa

12
X=—

=
Para un valor concreto de abscisa, la elipse
tendra dos rectas tangentes:

4x 12\ 8

M) = —F—— fz’<—) =35
X

9 4(1 = 7)

La ecuacion de la recta tangente en el punto

+g:§<x_£>ﬁ 8,10
y y ) 3
Halla la derivada de estas funciones.
a) f(x) = @4x*>+ 5x — 2)°
b) fix) = Vsenx

1

flx) =
c) fx) B X
9
d) ) = 5————
Vxe—7x—12
a) /(x) = 3(4x*+ 5x — 2)%(8x + 5)
1 4 COS X
b) f'(x) = —sen sx-coSX = ————
5 5¥/sen® x

o) f'ix) = (1+tg? x)

a tg* x
d) 100 = %1()(2 1) X —7) =

7 —2X

3V — 7x — 12)*

@) calcula la derivada de estas funciones.

a) fl) = 5> b) f(x) = 7%

a) f'(x) =5 >"In5-(6x — 2)

b) f'(x) = 7°%In7-2x - (—senx?) =
=—7%%|n7-2x senx?

@ Calcula la derivada de las siguientes

La ecuacion de la recta tangente en el punto funciones.
53 o -0 o - n()
6 8 ( 12 b) f(x) = In(3 cosx) d) 60 = In(n ()
y——="=\X—"—=]
C ’ Q=
9 45 5 . . .
—>y:7§X+£ ) <X)73COSX.( senx) = —tgx
9 3
, 1 -2 =2
X 12 6 O =—"—= %
fLx) = — 4(1*?)—>f2( )_fi ?
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oy — 1,
d i = nK?) X2 2X =X

€0 calcula la derivada de estas funciones.
A f0—tg(5—5) b 0= cos V¥
1

8 F) = ————
20 .
2cos<2 5)
.o —senvVx

@ Calcula la derivada de las siguientes

g) = eX B
a) hix) = sen Xz} - ) = (g h)X)
'(x) = 2x cos x? ¥~
gx) = ¥in x
f) = (g h
b) hoo = VX ;—> x) = (8K
P S B N B
2V|n§/} W 3W
1
6xVin Vx

funciones.

( ACTIVIDADES FINALES )

a) ) = x+ 1n> b) () = (¢ + 1)°

a Infx)=Inx+N*=2xInx+1) L
Fo0 2x
oy = 2IN6E D+
f’(x)=<2|n(x+1)+ 2x )(x+1)2x
X+

Calcula e interpreta
la derivada de la funciéon
en un punto

Tasa de variacion media

~\
() (ACTIVIDADES FLASH )

b) INfx) = NG+ 1)° = x3In(x2+ 1)

%)
=3In>+ 1+ x3- - 2X =
f(X) (X ) X241 @00
A
=3x2InKx>+ 1)+ 2.
X2+ 1

VR Py 5 2x* )
' (x) (3)(In()(+1)+x2+1

0+ 1)

€2 calcula la derivada de las siguientes
funciones.

a) fx) = arcsen(x® + x)

1

b) f(x) = arc tg(;)
32+ 1
a) f'X) = ——=
Y1 — 0+ x?
O W B R

b)f()_1+<i)2 2 ]

X

€5 Define, en cada caso, f(x) como una
composicion de funciones y calcula
su derivada.
a) f(X) — esenx2

0= VIn¥x.

@ Calcula la tasa de variacién media de

estas funciones en el intervalo [0, 2].

a) 169 = x d) 700 = 3x
b) fix) = 5x — 4 e) fiX) = —2x + 1
3x 2
0 f="--2 f)f)=6-1x
_ Q-0 _
&) TVM.(0,2] = =2 —-= =
2=0
_f2-10 _
b) TVM.(0,2) = =5 —-= =
_6—(=4
_ -0 _
O TVM.(0,2) = =5—= =
_1-(2 _3
e
_ @ —fO)
d) TV.M.(0, 2) = = =
= 5 =3
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e) TVM.(0, 2]) = ’((22)%’(;(0) _
_ —32—1 .,

f) TVM.(0, 2]) = % _
_ 5 e =2

2 5

@ Determina la tasa de variacion media
eco delafuncibny = x? — 2x + 6 en
el intervalo [1, 3].
f(3) — f(1)

TVM(1,3) = =5 —— = =5 =2

@ ¢Cual es la tasa de variacion media de
" Ja funcion fix) = % en el intervalo [1, 4]?
fa) —f1)  3-—12

4—1 3
=-3

TVM.([1,4) =

@ Determina la tasa de variacion media de
«00 cada funcion en los intervalos indicados.

@ Calcula la tasa de variacién media en

los intervalos indicados para la siguiente
funcioén.

Y
\
\
\ /
X
a) [1,2] b) 1.3 0 [2,3]
_fQ-f) _3-2 _
8) TVM.(1,2) = =5 — = === =1
_fR—f) _6—2 _
b) TVM.(1,3) = = — = === =2
_ B —f@ _6-3 _
O TVM.(2,3) = —S—= == =3

@ Halla la tasa de variacion media de

la funcion f(x) = 2x*> — x en el intervalo
[2,2 + hl.

Utiliza el resultado para determinar la tasa
de variacion media de la funcion en los
intervalos que aparecen a continuacion.

a) fx) =x en[—1,1] a) [2,3] b) [2, 5] c) [2,8] d) [2,10]
3 fe+h —1Q2
b) fx) = —x*—=5 enl[3,4 V.M. S L
) FX) 2 [3, 4] TV.M. (2,2 + h]) T h—2
¢) () = senx en[%, n] _22+hP-QR+h—6 _
h
f(1) — f(—1 9 _h_
) TUM. (=1, 1) = LD =D _8+sh+om—2-h-6
T—(=1 h

:%(_”:1 a) TVM. ([2,3)=7+2-1=9

fa)y — f3) D) TVM.(2,5) =7 +2-3=13
O TVM.(3,4) = —)—=— = 0 TVM.(2,8) =7 +2-6=19

_ 7 2 d) TVM.([2,10) =7 +2-8 =23
-4 a4
- @ Calcula el valor que debe tener a para que
- f(m) —f<§) .o la tasa de variacion media de la funcion
C) T.V./\/I.( 5 ) = . = f(x) = 2x* + ax — 5 en el intervalo [0, 2]
ey sea 1.
0—1 2 _f@Q—f0 _3+2a+-5 _
=== TVM.(0,2) = =5—5 >
2. =4+a=1-4a=—
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fG+h—f3 _

INVENTA. Escribe dos funciones b) f'(3)= lim
«ec polinémicas de segundo grado que pasen n=o
por los puntos (0, 4) y (3, 10). Comprueba _m8thrt3th—12
gue la tasa de variacién media en el h=0 h
intervalo [0, 3] es la misma para ambas — im 9+6h+h*+h—9 _
funciones. A=0 h
Respuesta abierta. Por ejemplo: =|m +h) =7
La funcion es de la forma: ) (=14 h) — (=)
fix) =ax + bx + ¢ 0 f(=n=/im h =
Como la gréfica pasa por el punto (0, 4), 4(=1+h +3 n 1
se verifica que: ¢ = 4 _im 2 2
Al pasar también por el punto (3, 10), h—0 h
se cumple que: _im —4+4h+3+1 )
9 +3b+4=10->3a+b=2 ~ h-0 2h a
Sitomamos los valoresa = 1y b = — ) f1+h) —f(1)
las funciones son f(x) = x> — x + 4 d ()= A’QZJ h -
ygX) = 2x* — 4x + 4. 6 ¢
La tasa de variacion media para f(x) es — Jim 1+ h _
_ _ h=0 h
TV.M.(0,3]) = 18 = 70 = -4 =2 6—6—6h
3—0 3 =i -
La tasa de variacion media para g(x) es =0 h(1+h)
—6
TVM.(0,3) = g(‘;):g(o) — 10;4 —2 "1+ h
6 F(—2) = fim {2+ M =12
h—=0 h
Derivada en un punto (2 h—1—9
@ Aplica la definicion de derivada para e | hh2
calcular las derivadas de las funciones — lim S-eh+tn—9
en los puntos que se indican. ”fo h
a) fxX) =3x — 1 en x =2 =[m=6+ ==
b) fx) = x>+ x en x =3 —
) 10 f o) = fim 110 _
0 fo = X3 ey = o h
2 _ h*+5-—5
= |im——F—=0
6 h—0 h
d) fx) = — en x =1
X
O =0 — 1P enx— —2 @) calcula, utilizando la definicion de
o B «co derivada en un punto, f'(2) y f(0) para
ff=x"+5 enx=0 la siguiente funcion.
8) f'2) = Iim ferh-r@ ’2 —fa _ f) = 2X* — x + 3
_f@+h —f1@2
3@+ -1-5 o) = fim 2N =1 _
= A][J’(])T = h-0 h
20+ h?—Q2+hN+3-9
__6+3h—6 = lim =
= lim =3 h=0 h
h—0 h
_th+on
h

409



h
_2h*—h+3-3
= lim =

h—0 h
—h + 2h? -
h
X+ 6

Sif(x) =

la definicién de derivada en un punto
f(=3)y ().

f(=3+h) —f(—3)

, determina a partir de

f’(—3):£/£r(7) b =
(=3+h) +6
. 3 B
://Q’(]) h —
_h_1
3h 3
f'(2) = lim @+M—1a =
h—-0 h
+h+6 8
iy 3 3
_#Q?) h =
_h_2
3h 3

INVESTIGA. Obtén, aplicando
la definicién, la funcién derivada de
fx) = x> — 2x + 4.

a) ¢En qué punto la derivada vale 0?

b) ¢Hay dos puntos diferentes con
la misma derivada?

o0 i TXE =0
h—0 h
2 —
= lim w —9x—2
h—-0 f)

a 2Xx—2=0->x=1
La derivadavale 0 enx = 1.

b) 2x —2=2y =2 > x =y
Por tanto, no hay dos puntos diferentes
con la misma derivada.

Calcula la tasa de variacion media de
la funcién f(x) = 2x> — 2x + 3 en
el.intervalo [1,.1.4_hl

a) Utiliza el resultado para determinar la
tasa de variacion media en los intervalos
(1,3, 01,51y1, 8l

b) Calcula el limite cuando h tiende a cero
de la tasa de variacion media en
el intervalo [1, 1 + h]y comprueba
que equivale a f'(1).

TVM. (1,1 + )y = JAED

1T+h—1
_ 20+ h?—2(1+h) +3—3 4
h
29
:2+4h+2/7 2 2h=2h+2

h
a TVM.(,3)=2-2+2=6
TVM.([1,5) =2-4+2=10
TVM.([1,8)=2-7+2=16

_fa+h-—1f1) -~
D) é/%ﬁ*ﬁ/%(Zh*FZ)*Z

f'X) =4x —2 = f'(1) =2

INVENTA. Escribe una funcion tal que

oo su derivada en todos los puntos sea:

a) 5
b) 3
c) —4

2
d) 3
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) fx) = 5x
b) f(x) = 3x
0 fx) = —4x
0 ) = Zx

3

Considerando la funcion

o f(x) = 3x* —5x3+ x — 6, calcula

lo siguiente.
a) ')
b) f'(3),f(—2)yf'(0)
c) (4 —8)yf'(4) — f'(8). (Son iguales?
a) /() = 12x°* — 15x2 + 1
b) f"(3) = 190
f'(—2) =155
f7Q).=.1
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0 (4 —8) =f(—4) = —1007
f'(4) — ' (8) = 529 — 5185 = —4656
No son iguales.

INVENTA. De una funcion f(x) se sabe
que f(2) = 4y f'(2) = 6. Encuentra

una posible expresion algebraica

de la funcion f(x).

Respuesta abierta. Por ejemplo:
fX)=6x+c->1fx)=6->102 =6
Si imponemos que:
fQ)=4->6-2+c=4—->c=-8
fiX) = 6x — 8

Calcula la derivada de cada una de las

siguientes funciones en el punto indicado.

a) f)=x+2?—1enx=2

b) fix) =5 —2x enx =0

c)f()<)=L enx =1
X—4

d) fx) = v2 —3x enx = —1

enx =28

’ — . 4 7_1
010 = o 2 =g
—3 3
ad) f — s L)) =——
0w T T
SR E— =

Warr O e

Demuestra graficamente que la derivada
de esta funcién en el punto de abscisa 3
tiene un valor comprendido

entre 2y 3.

La derivada de la funcion en el punto x = 3
es la pendiente de la recta tangente.

En su representacion gréafica se observa
que, por cada unidad en horizontal, el
avance vertical esta comprendido entre
2y 3 unidades.

Interpretacion geométrica
de la derivada

(ACTIVIDADES FLASH )

Indica la ecuacién de la recta tangente
«00 alos vértices de estas parabolas.

a) Y
N[/
X
b) Y
R7AREAY
X
C) Y
X
/
d) v,
L
X
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La pendiente en todos los veértices

esm = 0.

a) V@31 »>y—1=0x—23) —

- y=1

b) V2,3) > y—3=0Kx—2) —

O V(E=2-1->y+1=0x+2 —
—>y:—’|

d) V(=2,-2 > y+2=0x+2 —
>y =-2

Determina la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de la funcion
f(x) en el punto indicado.

a) fx) =3x —1 enx =1
h) f(x) = x° enx =2
1
C) f(x)—; enx = —1
a) f'X) =6x = f'(1) =6
f(1) =2

y=2=1F@ x=1-
S y—2=6x—1 >y=6x—14
b) f'(x) = 3x2 > f'(2) = 12
f2) =8
y—8=1Q2 -x—2 —
> y=8=12K—2) -y =12x—16

1

o f'x) = e /(=1 =—1
f(—=1) = =1
Y= === (=) =

Sy+1l=—KX+1N>y=—x—2

Averigua la ecuacion de la recta
representada, que es tangente a la grafica.

Y

TN

\ [ X

fx) = 2x2 — 4

Tenemos que hallar la ecuacion de la recta
tangente alacurvaenx = 1.

00 =ax > F(1) =4

y=(=2=10-k—1 -
SYF+2=4-X—1)>y=4—6

Calcula la pendiente de las rectas
tangentes a la curva f(x) = x2 — 4 en
los puntos de corte con los ejes X e Y.

f'(X) = 2x

La derivada f’(a) es la pendiente de la recta
tangente en el punto P(a, f(a)).

Cortes con el gje X: (2,0), (—2,0).

f2) =4 f(—2) =—4
Corte con el eje Y: (0, —4).
f’(0) =0

Encuentra, en cada caso, los puntos en
los que la recta tangente a la curva f(x)
es horizontal.

a) f(x) =x3+ 3x?

b) f(x) =x3+ 3x% + 3x

c) fX)=x3+6x2+9x—1

La tangente a la curva f(x) es horizontal

cuando la pendiente de la recta tangente es
cero, es decir, cuando la derivada es cero.

a) ') =32+Xx=3xKX+2 =0—

d X-| = O, X2 - _2

Es horizontal en los puntos (0, 0) y (—2, 4).
b) f/(X) =3x*+6x+3=0—

i X-| = X2 = _1

Es horizontal en el punto (—1, —1).
Q) =3"+12x+9=0—-

- X =—1,X,=—-3

Es horizontal en los puntos (—1, —5)
y (=3, —1).

Dibuja la gréafica de una
funcion cuyas rectas tangentes en
X = 1y Xx = 5 sean paralelas y sean
perpendiculares a las rectas tangentes
enx==1lyx=3
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Respuesta abierta. Por ejemplo:
Y

S

\
\
\
-\

\

\

@ Escribe la ecuacion de la recta tangente

a la gréfica de la funcién
f(x) = x>+ 2x — 5.

a) En el punto de abscisa 2.
b) En el punto de abscisa —1.

c) Enlos puntos de ordenada —2.

)
)
') =2x+2

a '@ =6 f2) =3

y—3=6-Xx—2>y=6&—9

b) f'(—=1) =0 f(—1) = —6
y—(—6=0-y=—6

0 X*+2x—5=-2->x=1 X,=-3
f=4->y+2=4x—1) —

Sy=4x—6

f(=3)=—4 > y+2=—4K+3) -
Sy=—a4x—14

d) El punto de corte con el eje Y
es (0, —5):
ff0)=2->y—(=5=2x—-

2>y =2x—5

Seaf(x) = x®*+ax+ b,cona # b,
se sabe que las rectas tangentes en
los puntos x = a, x = b son paralelas.

Calcula f(1).
') =3x*+a
f'(@) = 3a°> + a

f'(b) = 3b°+ a
3a°+a=3b’+a—->a==b
comoa #+ b,a = —b.

f=2Y+ra1th=1=hth=.1

d) En el punto de corte con el gje Y.

@ INVESTIGA. ;Cudl de las siguientes

see rectas es tangente a la funcion
fx) =x>—3x+ 1?

a) y=x-+1 e) y=—3x
by y=2x+3 fy y=3—1
Cy=3x—38 Qy=x—2
dy=—2x—1
a2x—3=1->x=2

f2) = —1

y@) =3 ] — No es tangente.

5
2X—3=2>Xx=—
3 = 2
5 =1
fl=9=—
<2> 4

2X—3=3—->Xx=3
@ =1

V@) = 1} — Es tangente.

1
X —B=—2 > x=—
AT

23

2X—3 =—3->x=0

f(O = — NO es tangente

y(0) =0 gente.

2X —3 =3 ->X=3

f(3) = — NO es tangente

y(3) =8 gente.

2X—3=1->Xx=2

f(2) - — NO es tangente
y(2) =0 gente.

]
X —B=—2 > x=—
AT

23

h) y=3-—2x

— No es tangente.

— No es tangente.

— NO es tangente.
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Seay = —2x + 3larecta
tangente a g(x) en los puntos x = —1,
X = 2y x = 5. Dibuja una posible gréafica
de gix).
Respuesta abierta. Por ejemplo:
14

|
|

Escribe la ecuacion de la recta tangente
a la gréfica de la funcion f(x) = 2 + Inx
en el punto de abscisa 1.

£ = % SPm =1 f)=2

y=2=1-Xx—1->y=x+1
Dadas la funcién f(x) = —x° + 3x
ylarectar.y = —2x, calcula.

a

b
C

=

La pendiente de la rectar.

=

La derivada de la funcion f(x).

-

Las coordenadas x de los puntos de f(x)
en los que su derivada y la pendiente
de la recta coinciden.

d

fr

Las coordenadas y de los puntos
anteriores.

e

Nl

Las ecuaciones de las rectas paralelas
arque pasan por los puntos P(x, V)
calculados.

f) ¢COMO son estas rectas respecto de
la curva?

e y—2=—-2x+1)
y+2==2+1)

f) Sontangentes ala curvaenx = 1
y X = —1, respectivamente.

Determina las ecuaciones de las rectas
tangentes a la grafica de la funcion
f(x) = x° paralelas a estas rectas.

y=—
a) y=x-+1
by y=3x—2
a) ') = 3x* =1 —»x:ig
f(V3)_3v3
3 27
f<7ﬁ>: ~3v3
3 27
Las rectas tangentes son:
s _ V3
Y 27 3
ST R 1
27 3
b) 3x? =3 - x = +1
(1) =1 f(—1) =-—5
Las rectas tangentes son:
y—1=3x—1) y+5=3x+1)

Halla, en cada caso, la ecuacion de la
recta tangente a la gréfica de la funcion
f(x) que sea paralela a la recta

3X—y+6=0.
a) fX) =x>+4x—2
X
b) fix) = T—x
) fx)=x3—14
2
Q) fo) = 3+ 1

y=3%+6->m=3
a) f'(X):2X+4:3—>X:*%

/ Sy —|(——]=3Xx—|—%]
b) f/() = —5x* +3 Y ( 4> ( <2)>
0 —5X'+3=-2->x'=1->x==H1 9

>y =3——
Aoy =()=2 y=f==22 4
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b) f'(x) = 1 —x? =
o 3 _34){)(1:0
=X X, = 2

f0)=0—-y=23x
f2) =—6 —
>y —(=6=3—2) —
-y =3x—12
, _ ) XWZ’I
c)f(x)—3)<—3ﬁ{x2:_1
f(l) =—-3 -
2> y—(=3 =3—1)—
> y=3x—6
f(—=1)=-5->
>y —(=5=3Kx—(=1] >
>y =32
. _ 2 __
a9 f,(X):éX X 23)( 1_
X
3x2—1
= 7 =3

S>3 —1=3>—-1=0-
— No tiene solucion.

@ Determina la ecuacion de las rectas
sec tangentes a la gréafica de la funcion

X
fix) = aralelas a estas rectas.
) X+ 3 P

ay—3x—1=0

b)y:%x—2

Pl = T-k+3—x-1__ 3
(x + 3)? x4+ 3)?

a) & =3->Kx+3°=1-

X + 3)?

v X=—2-f-2=-2
X=—4 > f(—4) =4

Las rectas tangentes son:

y+2=3x+2 y—4=3Kk+4)

_1 2 _
b)(X+3)2—3%(X+3) 9 —

X=0-1f0 =0

N
X=—6-f(—6) =2

Las rectas tangentes son:

1, 1
=3 3

@ Halla la ecuacion de la recta tangente a la

«oc gréfica de f(x) que sea paralela a la bisectriz
del primer cuadrante y la ecuacion de la
recta tangente a la grafica de g(x) paralela
a la bisectriz del segundo cuadrante.

— X — y2
f(x)—XJr1 gX) =x2+3x+2
T-X+1)—x-1 1
flix) = =
W X+ )2 &+ )2
La bisectriz del primer cuadrante es y = x.
1 - Hx:0—>f(0):0
P X=—2-f(-2=2

Las rectas tangentes sony = x, y = X + 4.
e gX)=2x+3

La bisectriz del segundo cuadrante

esy = —x.

2X+3=—1->Xx=-2->8(-2=0

Larectatangenteesy = —x — 2.

@ Considera la funcion f(x) = x> — 4x + 6.

°°0 a) Calcula las ecuaciones de las rectas

tangentes a su gréafica paralelas

a las bisectrices de los cuadrantes.

Halla el punto de corte entre ellas y el de

cada una con el eje de coordenadas X.

¢) Determina el area del triangulo cuyos
vértices son 10s puntos anteriormente
hallados.

b

=

a ff)=2x—4->2x—4=1->

—>X:i—>f<£>:2 -
2 2 4

9 5
CYTETATG

FF)=2x—4->2x—4=—1>
3 (3) 9
—)X:——)f— = — -
4

2 2
9 3
R 2
5 3
by x——=—Xx+-->2x=4->
) 2 2
> X =2

Sustituyendo en cualquiera de las dos

7
tangentes obtenemos y = o




7
El punto de corte entre ellas es A(Z, Z)'

El punto de corte de la primera

con el eje X es:
9 5

]
O——=X—7—>X=—
4 2 XT3

~5(39)
4

El punto de corte de la segunda con

—

eleje X es:

9 3 15
O_Zf—X‘FE—)XfT—)
ef2

4
L 7 1
c) Con los vértices A(z, Z)' B(Z' O>,

C (% O) se obtiene un triangulo

isosceles de base BC, cuya longitud es
15 1 7

4 4 2
7
Y su altura es n u.
YA
. 2 4 49
Area = =— U2
2 16

@ Considera la funcién f(x) = In x. Calcula

los puntos de la curva en los que la recta
tangente tiene la misma pendiente que
las siguientes rectas.

ary—x=2 oty+tx—1=0
b) s:4y =3 —x d u2y—x=-4

= — 5> X =—4 oo

En ninguno, porque la funcion no esta
definidaenx = —4.

1

@ Calcula el vértice de las siguientes

parabolas sabiendo que la tangente en
el vértice es una recta paralela al eje X.

a) fX)=x>—4x+6
b) f) =—x>+2x—1
C) f) =—x2+2x+1
d) f(x) = 2x*> + 4x — 3
e) fx) =3x>—6x+5
f) fx) = x— 1(2x + 5)
Como la recta tangente al vértice es
horizontal, la pendiente tiene que ser cero.
a ffX)=2x—4=0—
> X=212=2->
- V2,2
b) f'() =—2x+2=0—-
- Xx=1f1=0-—
- V(1,0
0 fX)=—2x+2=0—
> Xx=1f)=2->
- V(1,2
d f)=4x+4=0-
- x=-1f(-1)=-5-
->WV(—1, —5)
e) f'x)=6x—6=0—
S>x=1f)=2->
- V(1,2
f) fx) =xx—1N2x+5 =2x*+3x—5—>

f)=dx+3=0-

La funcion derivada de una parabola es una

1
recta que pasa por los puntos (1, 5) y

2
de esa parabola.

11 !
(-1, ——). Halla la abscisa del vértice

C);:*1_’XZ*1 y=ax’+bx+c o>y =2ax+b
En ni_nguno, porgue la funcion no esta 1:234 +p azi
definidaenx = —1. 2 N 2
1 B - [—)

d):—;—»xfz—>(2,|n2) 5 =2a(-1+b 5
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La pendiente de la recta tangente es nula
en el vértice de la parabola, por 1o tanto,
la derivada es 0.

5 5
=7 =0->Xx=—
v 2 V70T
¢Cual es la ecuacion de una parabola
que pasa por el punto (0, 9) y en
el punto (2, 9) tiene como recta tangente
y—6x+3=0?

y=ax’>+bx+c—-y =2ax+b

Pasapor(0,9:9=a-0°+b-0+c>c=29

Pasapor(2,9:9=a-2°+b-2+c
Es tangente a la recta de pendiente 6

enelpunto 2,9:f@2 =6 > 6=2a-2+b

c=9 a=3
9=da+2b+cy > b=—-6
6=4a+b c=9

La ecuacion de la parabola es
Yy =3x*—6x + 9.

Indica en cudles de las siguientes parejas
de funciones sus graficas son tangentes
en algun punto.

a) fX) =x2+3x+2 d) fx) = In x
g =3x+2 g =x—1
b) fx) = e* e) f(x) = cos x
g = x g =x2+1
c) fx) =5x—2 f) f(x) = sen x
gx) = x>+ 2 g() = cos x
f'x) =2x +3 - -
a)g’(x):3 }—>2X+33—>XO—»
f(0) = 2
g0 =2

Son tangentes.
f'lx) = e* . _
b) g’(X):1}—>e =1->x=0-
f0) =1
g0 =0
No son tangentes.
f'x) =5
g'x) = 5x*
{f(1) =-2 f(=1)=-7

gMm=3 g-=1=1
NOQ.son fangentes

}—>5X45—>Xi1

o

©

Son tangentes.

') = —senx B
e g/ = 2x }%—senxzx»
_ f0) =1
HX?OH{g(O):'I

Son tangentes.

f) Fiog = cosx |, X =—=senx -
g'(X) = —senx COSX = —se
—>X:3—7T+/<7t
4

fy g tienen signos contrarios en esos
puntos, por tanto, no son tangentes.

RETO. Las funciones f(x) = x> + 1
y 8x) = —x? comparten una misma recta
tangente de pendiente positiva. ;De qué
recta se trata?
f'x) = 2x g’ = —2x
Coinciden para valores opuestos de x. Para
que la pendiente de la recta tangente sea la
misma, tomamos x = aparaf(x)yx = —a
para g(x). Las rectas tangentes son:
y—fl@=~rfax—a -
Sy—@+1)=2aKk—a) —
- y=2ax—a*+1
y—g(—a) =g(-ak+a —
> y—(—a%) =2aKx+a) > y=2ax + 33’
Para que la recta tangente sea la misma:
1
2 — 222 , o —
a‘+1=3a a >
La recta tangente de pendiente positiva es
comun a ambas.

y=2ax—a +1 ay:x+%
3

y=2ax+3a2—>y=x+z

Calcula las rectas tangentes a la curva f(x)
en los puntos de abscisa 2 y 0. Después,
halla el punto de corte entre las dos rectas.

a fX) =x>—x
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b) f(X) = x> — 4x + 2
1

C) f()():m

d) f) =x2+1

e) fx)=Inx+ 1)
X

b1 = X+ 2

a) f'ix) =2x—1

f'(2) =3
45=2}*y_2:3“_2

f(0) = —1

f80}4y0_1“®”
>y =—X

El punto de corte es (1, —1).

b) f'(x) =2x — 4

F2) =0 B
f(2)_2}ﬁy+20(x—2)ﬂ
- y=2

0 =

4
}—>y2=4(x0) -
>y =—4+2
El punto de corte es (1, —2).
—1

f0) =2

010 =7
o
Fa = 9 1 1
1 [PV 3Tk 2
f(2):§
_ 1.5
RESECI
f'(0) = —1
f8=1}ﬁy*1:4“*®*
>y =—X+1
171
El punto de corte es <§' 5)'
d) f'(x) = 2x
f'(2) =
fEZ;: }—))/5—4()(2)4)
>y =—4x+2
f’(0) =

Elpunto.de corte.es (1,.1)

X+1
f’(2):% —>y—|n3:%(x—2)—>
f(2=1In3
ey:%x—%ﬂm
O ymom -0y

El punto de corte es

3 3
—1+4+—=In3, =1+ =In3].
< 2 2 >

2
0 W=
1
f) =—
| SER
o)==
I
8
‘) —
) S :%W—mﬁ
f0) = 0
—>y:lx

2 1
El punto de corte es|{—, —|.
P (3 3)

Averigua en qué puntos de la grafica de
la funcion f(x) = x® — x>+ x larecta
tangente tiene las siguientes pendientes.

am=2

by m=6
c)m=9
d m=17

La pendiente de la recta tangente a una
funcion en un punto es el valor de su
derivada en ese punto.

f'x) = 3x? — 2x + 1

a3 —2x+1=2->
>3 =2x—1=0~—
—1
_>X1:’|,X2:T
b) 3 —2x+1=6 -

>3 -2X=5=0>
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- X1 = 'IX_S
1 =1L, Xo==
3

0 3X—2x+1=9 -
-3 —2x—8=0~—

—4
A)X,‘:T,XZIZ
d3x?—2x+1=17 -
>3 —=2Xx—16=0—
8
A’X1:_2,X2:§

+ 2

los valores de la variable x en cada caso
y da una interpretacion geométrica

a lo que se obtiene.

. L, X
Considera la funcion f(x) = P . Halla

a) f) =1 0 f(x) =0
b) f'(x) =4 d) f) = —3
o X+2-(K—2) _ 4
00 = X + 2)? X + 2)2

, o 4 o . X1:O
a)'[()*(x+2)271 {X2:*4

La recta tangente a f tiene pendiente 1
en los puntos de abscisa 0y —4.
4 X = — 1
b) f'(x) = =4 -
)0 = T {Xz =3
La recta tangente a f tiene pendiente 4
en los puntos de abscisa —1y —3.
4
Q) f'X) = ———
) ') x +2)?
No existen puntos en los que la recta
tangente a f sea paralela al eje X.
4 1 X1=2
dfx)=——=—>
) X + 2)? 4 {Xz:*é
La recta tangente a f tiene pendiente al
en los puntos de abscisa 2y —6.

INVENTA. Da la ecuacion de una

parabola cuya recta tangente en x = 0

seay = 2x + 1. ;Cuéntas hay?

fX) =ax>+bx+c - fx)=2ax+b

ff0)=2—->22-0+b=2->b=2

Recta y parabola coinciden en el punto

de tangencia (0, 1).

fO)=1->a-0°+b-0+c=1-
- Cc=1

fX).=.ax’+2x+1

50)

Hay infinitas parabolas que cumplen
la condicion, tantas como valores de a.
Por ejemplo: f(x) = x? + 2x + 1.

Razona si existe algun punto en el que la
recta tangente a la gréafica de la curva f(x)
sea horizontal.

X—2 3x

a)f(X)fX_3 C)7‘<)<)7X_3

x> =2 =53

b) fx) = 3 Cl)ﬂ)()fx2Jr1
oV
a)f(X)_(X—3)2 X

No tiene solucion. Por tanto, la recta
tangente a la grafica de f no es horizontal
en ningln punto.
0) ) = X —ex+2 X, =3+v7
X —3)? X, =3-V7
La recta tangente a la grafica de fes
horizontal en dos puntos.
—9
0 f'X)=——===0
) ') 37
No tiene solucion. Por tanto, la recta
tangente a la grafica de f no es horizontal
en ningln punto.

X2 —1
d X)) =-———==0
) ') o1 1) -
N X2—1:O—>{X1:1
X2:7']

La recta tangente a la grafica de f
es horizontal en dos puntos.

Indica si alguna de las rectas tangentes
de las siguientes funciones son paralelas
alarectarry—2x+3=0.

a) f)=x3—x+7 C) fX) = Inx?

b) f0) = x>+ 4x+ 3

XWZ’I
X2:_,I

a) f/(X)=3X2*1=2%{

Las rectas tangentes a f en estos puntos
son paralelas a la recta r.

by ffx) =2x+4=2-> x=—1
La recta tangente a f en este punto
es.paralela alarectar.
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2 —1
c)f’(x):;:2—>)(:1 a)f’(x)=3x2+4x=f1a)(=?
La recta tangente a f en este punto X ==
es paralela ala rectar. b) f/(x) = ;_21 =] 5 x =41
—1
) — _ 343
a7 x +3)? 2 C) ) =6 —bx=—1 - x = é\/—
No tiene solucion. Por tanto, f no tiene B Fe - —2 . 1442
rectas tangentes paralelas a la recta r. 7(1 P >
@ Encuentra, en cada caso, los puntos en ) » 2
«s0 los que la recta tangente a la curva f(x) @ Considera la funcion f(x) = xX13
es paralela a la bisectriz del primer eeo

a) Escribe las ecuaciones de las rectas

y tercer cuadrantes. tangentes a la grafica de la funcion cuya

a) fX) =x>—3x+1 c) fx) =x3—x? ) —1
pendiente sea N

X
b) fix) = d) fx) =xInx - .
) 10 1—x ) 1) b) (Es la grafica de f(x) tangente en algln
a) f'x)=2x—3 =1->x=2 puntoalarectay + 2x +2 = 0?
Enx = 2, la recta tangente a f es ¢Es Unico este punto?
paralela a las bisectrices del primer ; -2 —1
y tercer cuadrantes. a) ') = X 1 32 -, 7
1 X =0 X=-1-f(—1)=1
b) f'X) = ——= =1 —>{
(1 —x7? X2 =2 _){X—5—>f(—5)—1

Enx = 0y x = 2, larecta tangente a f

. : . Las rectas tangentes son:
es paralela a las bisectrices del primer

y tercer cuadrantes. y—1= %1()( +1)
X1 = O 1
C) f')) =3*—2x =1— =1 y+1=—Kx+5)
2— “we 2
3
EnX=1y X = —" larecta tangente D) 00 = —— ;=27
3 x+3
afes paralela a las bisectrices del B f(—2) =2
primer y tercer cuadrantes. X=-2 y(—=2) =2
dF=Inx+1=1->x=1 7l f(—d) = —2
Enx = 1, la recta tangente a fes X=-4- y(—=4) =6

paralela a las bisectrices del primer
y tercer cuadrantes. La gréfica de la funcion es tangente

ala recta en un Unico punto (—2,2).
@ Encuentra, en cada caso, los puntos en

oo |OS que la recta tangente ala curva f(x) @ La recta tangente a una funciéon f(X) en
es paralela a la bisectriz del segundo e el punto de abscisax = 2esy = 5x — 7.
y cuarto cuadrantes. Determina el valor de la funcion y de
a) fX) = x5+ 2x2 su derivada en el punto de abscisa x = 2.
b) f(0) _1 La derivada coincide con la pendiente de la
X recta tangente ' (2) = 5.
C) fl) = 2x* = 3x* +5 El valor de la funcion en x = 2 coincide
d) fx) = — 1 con el valor en el mismo punto de la recta
122X tangente: f(2) =.5:2 =7.=.3.
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Larectay = ax + b pasapor (1,6) y (2, 8)
y es tangente a la curva g(x) en x = 0.
Halla el valor de g(0) y g£'(0).

6=a-1+b| fa=2 ., .
8=a-2+b] |b=a YT

g'0) =2 g0 =2-0+5=5

¢ Cudl es la mayor inclinacion de
la funcion f(x) = sen x en uno de
Sus puntos?

f'(X) = cos x

Ccomo —1 < cosx < 1, lamaxima
inclinacion que puede tener la recta
tangente es 1.

Considera la circunferencia de ecuacion
X%+ y? = 20. Escribe la ecuacién

de la recta tangente en el punto de
abscisa x = 4.

El x = 4 hay dos rectas tangentes
a la circunferencia.

i

4) =2
S = ooy 2= —2k=a)
.\
/ / V20 — X
2 =—2
S }ay+2=2wm

(ACTIVIDADES FLASH )

Indica la ecuacion de la recta normal

«oo alos vértices de estas parabolas.

a Y b) Y

\ /

EN

1
T

Como en los vértices la pendiente de la
tangente es 0y, por tanto, es horizontal,
las rectas normales son verticales.

a) X =1 by x = —1

@ Dada la gréfica de la funcion f(x) = In x2,

calcula.

a) Laderivada de f(x).

b) Elvalor de f(e) y f'(e).

C) Laecuacion de la recta tangente
enx = e.

d) La pendiente de la recta perpendicular
a la tangente.

e) Laecuacion de la recta normal a la recta
tangente en el punto de abscisa x = e.
2

&) f0 ==

Determina la ecuacion de la recta normal
de cada funcion f(x) en el punto indicado.

a) f) =x2—2x enx =2

by f) =2—x> enx=3

o) ) = x® enx =1

d) f(X)=l enx = —1
X

a) f'x) =2x —2 f'2) =2 f2=0
Larectatangentees:y = 2(x — 2)

La recta normal es. y = f%(x —2)
b f'x) =—2x 3 =—-6 (3 =-7
Larectatangentees:y +7 = —6(x — 3)

La recta normal es:

y+7:%(x—3)
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0 f'(x) = 3x? /(1) =3 f(1 =1
La recta tangente es:y — 1 = 3(x — 1)

Larectanormales.y — 1 = —%(x -1
, 1
d ) =——
X
f'(—1) = —1 f(—1) = —1

La recta tangente es:
y+1=—Kx+1)—>y=—x
La recta normal es: y = x

Determina la ecuacion de la recta
tangente y de la recta normal a la gréfica
de f(x) = x2 que sean paralelas a la recta
y=2x—3.

FF)=2x=2->x=1

f() =1 f'(1) =2
Larectatangentees:y — 1 =2Kx —1)

—1
La rectanormales:y — 1 = T(X )

Halla las ecuaciones de las rectas
tangente y normal a la funcién y = cos x
en el punto de abscisa .

f'X) = —sen x flr) = —1
La recta tangente es: y = —1
Larectanormales: x =«

f'(r) =0

INVESTIGA. Six + 5y = 20 es normal
a la gréfica de fen (1, 2), .cuénto vale f/(1)?

: —1
La pendiente de la recta normal es 5

Por tanto, la pendiente de la recta tangente
es5yf'(1) = 5.

O @ Averigua las ecuaciones de las rectas

GEOGEBRA

perpendiculares que aparecen
en la gréfica.

___§
/

FX) = 6x° — 3
f(—1) =3
f(—=1) =1

Ecuacion recta tangente:
y—1=3+1->y=3+4
Ecuacion recta normal:

1 1.2
“l=——K+Noy=——x+=
y 3¢ )=y 3 3

Halla la recta tangente y la recta normal
a las funciones en los puntos indicados.

a) fix) = e¥ enx=0
b) f(x) = 238 en x=3
c) f)=x2Inx) enx=2

d f)=0Bx—5°en x=2

a) f'(x) = 3e¥
foo=1 f0 =3
Ecuacion recta tangente:
y—1=3)x—0) 2> y=3x+1
Ecuacion recta normal:

—1 —1
— = — — = —
y—1 3“ 0~y 3x+1

b) f'(x) =3-2%8-In2
f3 =2
') =6In2
Ecuacion recta tangente:
y—2=6In2(x—23)
Ecuacion recta normal:

x =3

1
6In2

y-2=

0 f'ix) =2xInx+x
f2 =41In2
f'2) =4In2+2
Ecuacion recta tangente:
y—4ln2=@AIn2+2x—2)
Ecuacion recta normal:
—1
4In2+2
d) f'(x) = 18- (3x — 5)°
f(2) =1
f(2) =18
Ecuacion recta tangente:
V= 1=18x=2) .2y =18x=235

y—4In2= X —2)
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Ecuacion recta normal:
—1 -1.,8
—1=—KX—-2 2 y=—X+—
y 18 ( ) y 18 9

@ Determina la ecuacion de la recta

tangente y de la recta normal a las
funciones en los puntos indicados.

a) fX) =v2x+ 6 en x =5
b) fx) =sen@@x +m enx=0
0 f0 = tg T — enx=rm
d) f0=Inec+ 1) en x=0
oy — L T P
a)f(x)—2(2x+6)2 2 TR
fey =
f(5) =4 f(S)f4

Ecuacion recta tangente:
1 1 11
—4=—K—5->y=—x+—
y 2 ( ) =y 2 2

Ecuacion recta normal:

y—4=—4x—=5 ->y=—4x+16
D) f'(x) = cos 2x + w)-2

f0)=0 f'0) =—2

Ecuacion recta tangente:

y—0=—2x—0 > y=—2x

Ecuacion recta normal:

1 1
V*O—E(X*O)—’V—EX

£ = (1 +tg? %) ; (— %)
]
flw =%

Ecuacion recta tangente:

O
~

f(r) =0

y=0=——m
1 T
=——X+—=
TYETRATS
Ecuacion recta normal:
y—0=2x—n) > y=2X—2x
2X
d) f'x) =
) ' X2+ 1
f0) =0 f'(0) =0
Ecuacion recta tangente:
y—0=0x—0 —>y=0
Ecuacion recta.normal: x =.0.

Si se traza la recta tangente

y la recta normal a la funcién

fx) = x3 — 12x? + 42x — 40, en

el punto (3, 5) se forma, con los semiejes

positivos de coordenadas, un cuadrilatero.

Determina su area.
Y

L~

N

/’
1
Tt

|

/
|
|

|
[
[
[

f'(X) = 3x2 — 24x + 42

f'(3) = —3

Ecuacion recta tangente:
y—5=-3x—3) > y=—3+14
Ecuacion recta normal:

1 1
y75—§(x73)—>y—§x+4

El cuadrilatero tiene como vértices: (0, 0),

0,4),3, 9y (% O).

Para calcular su area se descompone
en tres figuras:

El rectangulo de vértices (0, 0), (0, 4), (3, 4)
y (3,0). Su area es 12 U2

El triangulo de vértices (4, 0), (3, 4) y (3, 5).
) 3,
Su area es 5l U2
> - 14
El tridangulo de vértices (3, 5), (3,0) y <? O).
. 25
Su area es vy U
Luego el area del cuadrilatero es:
3,25 _ 8,

2+ 4+ =
2 6 3

2x—9
-3 '

a) Calcula los puntos de corte de esta
funcién con los ejes de coordenadas.

b) Escribe la ecuacion de la recta tangente
ala.curva.en cada uno.de esas puntas.

Considera la funcién f(x) =
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c) Halla el rea de los triangulos que

determinan esas rectas con los ejes de C) fX) =20+ 4) — 32— 1)
coordenadas. 4 3
X X X
a) Corte con el eje X: d) f0) = o T3
2X—9:O—>X:%—><%,O) a) f'X) = 5x* + 6x2 — 1
, 1 2
Corte con el eje Y: f(0) = 3 — (0, 3) b) ') = 2x — 2
2 —3) —2x—9) -1 “(x) = 2 —
b) F(0) = ( ())(—(3)2 ) -1 c) f'ix) = 2 — 6x 1
_ 3 d) f'(X)=2X3+XZfZ
x—23)?
Ecuacion recta tangente en x = 0:
f0) = 3 f10) = 1 @ Aplica las reglas de derivacion a la funcién
O = 0 = 3 oo f(x) = x® — 3x? + 2x — 5 para calcular:

a) La funcion derivada.

b

-

1 1
—3=4 K- =X+
y—3 3(X 0 -y 3X 3

=

La derivada en los puntos de abscisa

- 9. —1,0y3.
Ecuacion recta tangente en x = —
2 ) La ecuacion de la recta tangente a
¢ 2\ _ p 9\ 4 la curva en el punto de abscisa 3
2/ 2) 3 y la ecuacion de la recta normal a
4 < 9 ) la curva en el punto de abcisa 0.
y=0=—ZlX—%5|>y=5X—%
3 2 3 3 a) f'(x) =3x>—6x+ 2
C) Larecta tangente enx = 0 corta al eje X ) f,(_ﬂ ~ 0
) f(0) =2
enelpunto (—9,0)yaleje Yenel(0,3). ,
. '3 = 11
Por tanto:
- f(3) =1
Area=%=13,5u2 g X_3_>{f'(3):11_’

Ecuacion recta tangente en x = 3:

9
La recta tangente en x = 5 corta y—1=11(—23).

. 9 : f0) = —5
aleje X en el unto(—,O) alejeYen —
] p 2 y | X OH{f’(O):Z -

—6). Por tanto: P
X s Ecuacion recta normal en x = 0:

62 1

5 27 - i —

Area:—22 :7:13,5u2 BEAN 2 w=0.

@ INVENTA. Se considera la funcién f con

see esta representacion grafica. ;Cuél podria
ser la gréafica de su derivada?

Y

2. Calcula la derivada
de una funcion

(ACTIVIDADES FLASH ) /

(
\

@ Calcula la derivada de estas funciones. 1
°o0 @) f) =X+ 2% —x + 1 N X
b) fx) =x2+x "+ x2

Respuesta ahierta. Por ejempla.

424



T ——

@

INVESTIGA. Verifica que, si un

see polinomio tiene una raiz doble, también

es raiz de su derivada.

Resuelve la ecuacion
12x% — 16x%2 + 7x — 1 = 0 sabiendo que
una de sus raices es doble.

Si un polinomio, P(x), de grado n = 2 tiene
raiz doble x = a, se puede factorizar como
P(X) = (x — a)? - Qx), siendo
GrOx) =n — 2.
PO) =2x —a) 0K + X —a)?Q'x) =
=Kx—a@oK + x—aoX)

Por tanto, x = a también es raiz de P’(x).
PX)=12x3—16X>+7x — 1 -
> PX) =36x*—32x+7 =0 —
SNV B, &

2 18
Sabemos que una de las dos raices es
también raiz de P(x).

1 1Y 1V 1
Pl=)=12-=]—-16-[=]—-7-——1=
(J (Q é@) 2 170

1 .
Por tanto, x = > es raiz de P(x).

Utilizando el método de Ruffini con x;, = %
obtenemos:

1
12X2*’IOX+2=O—>X2=E X3 = —

Utiliza las reglas de derivacion para

,calcular la funcion derivada de estas

funciones.
a) ) = 3% — 1) - 4x

2X — 3
mfw=tﬂ%+x7n< - )

CLf0).=.2X-(BX.=3).:. (x> = 3x.+£.1)

Lo

a ) =6x-4x+@3x°—1)-4=
=36x2— 4
2X — 3
3

b) ') = (—6x+ 1) - +

+(—3x2+x—1)~§:

—18x> + 22x — 5
3
c) f'x) = 2[(5x — 3> —3x + 1] +
+2X[50* —3x + 1) +
+(Bx —32x — 3)] =
= 40x® — 108x% + 56x — 6

Calcula la funcion derivada de

las siguientes funciones.
3 __
a) fix) = 7X XEX2+4
4
b) ) = = —
) ) = ——
2 —
0 f = LK
R
o i = 280720
O FW =
2

Halla la derivada de estas operaciones
de funciones.

a) fx) = x — 20¢ + 3x)
b) f() = VX — Vx
c) f(x) =x*logx — 1

8
d) f0) = ——
e) fx) =Inx + &
f) f) = Yxvx

g ) = x*- 2"

) fo) = S




a) ) =10%+30+Kx—22x +3) =
=3x*+2x—6

b) fx) = X2 —
- ') =

X3 =

1 1
2x 3

c) () = 2xlogx + x*-

XxIn10
—16
@2x — 1?2

e) f'ix) = % + e

d f'ix) =

f) fx) = x"Bx"2 = x5 —
5
6¥/x
g f'(X) = 2x - 2 4+ x?2%In 2
32x — 1) —2(3x + 4) _

- ) =

o7

o9

©

INVENTA. Escribe tres funciones
diferentes tales que su derivada sea 2x.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

f)=x> gx)=x>+5 hx)=x>—3

INVENTA. Escribe tres funciones
diferentes cuya derivada en x = 0 sea 1.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

f)=x g =x*+x hx)=x>+x

Calcula la derivada de las siguientes
funciones exponenciales y logaritmicas.
Inx-+4
ex
In X

a) fx) =Inx + ¢ d) fx) =

b) fx) = x?logx — 1

e) fx) =

7700 = 2x — 1)2 C) f(X)=(X2+3)Iog2x f) f(x)=59*—3*
= _—H ) f (X _ + ex
(2x —1)?
’ — 2 _
_ o b) f'(x) 2X|ogx+xX|mO
@ Calcula la derivada de las siguientes 1
000 funuones.3 = x<2 log x + W)
a) fiy = V¥’ a
c) f'x) = 2xlog, x +
b) ) = Vie — 3¥x ) 0 & X+ S
1
o) f0) = Vx (1 —vx) 7-9*—(Inx+4)~ex
Q) fo0 = VX d) ') = o =
1 —¥Yx :1fxlnx74x
3 xe*
a)f,()():%)(%:ﬁ;; i-ex—lnx-ex
) fr) = Sxz — 3w = VX 3 & xe’
< > 2 5Vx' ) f() =5e*—3*In3
0 f0) = Vx = V¥ - _ o _
, T e 7 o @ Deriva las siguientes funciones
= 0 =—x 05 T ee- trigonométricas.
- 7 a) f(x) = senx cos x
svVx' 10V b fg — C95X
1 3 Vx
Q) Fi) = 2vx .<1 _ﬁ)Jr Ve c) f(x) = sec x cosec x
(1 B %/})2 d; :(i; =Xtgx
e = X arc cos x
_ 3Vx—x 1
e (1=Vx) ) =——
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a) f'(X) = cosx -coSx + (—senx)-senx =
= C0S’X — sen’x

—Senx - x> —Ccosx-2x

b) F'(x) = -
_ —XSenx — 2cos X
- e
, senx
0 f'x)= > - cosec X +
C0S* X
oS X
+secx~<f > >=
sen’x

S
cos’x  sen’x

d ) =1tgx+x-(1+1tg°x) =
=X+ tgx+ xtg’x

1
e) f'X) = 1-arccosx + x| —————| =
( V1X2>
X
= arccosx — ————
V1 —x?
1+ tg? x
f = -2 X
g% x

@ Calcula la derivada de las siguientes
eec  funciones trigonométricas.

a) f(x) = 2x + arc sen x + arc cos x
)

b) fx) = (1 + x») arctgx
c) fx) = Inx-tgx
d) f(x) = e*senx
COS X
e)f(x)fz_x
a) f'x) =2+ ! - ! =2
Vi—x2 V1-x°
) — Oy . 2y 1 _
b) '(x) = 2x-arctgx + (1 + x%) T
=1+2%xarctgx
c) f'X) = %-tgx + Inx - (1 + tg%x)

d) 'x) = e*-senx + e*-cosx =
ex(senx + cosx)

_ —senx (2 —x) —cosx- (=1 _

2—x)7?
_ (X — 2)senx + cosx
2.=X)2

@ RETO. Halla la derivada de esta funcion.

o f(x)=\/x+an+aVX+...

Si consideramos que hay n raices anidadas
en la funcion, podemos escribir:

fX) =vx+a-fx
gW) =x+a-flx) - fix) = Vg —
, g'X

- f'X) = —=F—= —
298k)

S PR = 1+a-fe)
2¢9x+a-gX)

> f(2Vxta-gn—a)=1—

> 0 = 1
2\/X+6VX+8VX+...

@5 1MvESTIGA. Obtén la expresion
seo algebraica de una funcion que pasa por
el punto (—1, 5), sabiendo
gue su derivada es:
X)) =3x>+2x+ 1
f(=1)=5-
> (=D (=12 + (=N +c=5
->—1+1+1+c=5-
—>c=14
La funcionesf(x) = x® + x>+ x + 4.

@ Encuentra los valores donde se anula
«eo la derivada segunda de las siguientes
funciones.

a) fx) = =3+ 4x* — 3x + 1

b) fx) = In(x* + 2)

c) f(x) = sen (2x)

a) ') = —9%°+8x — 3
f”(x):—18x+8:0—>X:%

2Xx
) = ———
01w ="
. —2x*+4
f(x):7(x2+2)2 =0->Xx=%vV2

c) f'X) = 2 cos(2x)
f"X) = —4sen(2x) = 0 —

—>X:O+%krad,conkez

@ Calcula las seis primeras derivadas de
eec._las funciones.f(x). = sen.xy.g(x).=.cos.x




f'(x) = cos x M) = senx
f"(x) = —sen x () = cos x
f”(X) = —cos X %) = —senx
g’'(x) = —sen x g"(x) = cos x
g"(x) = —cos x gYx) = —senx

g”x) = sen x g"'(x) = —cos x

Escribe las tres primeras derivadas de
estas funciones.

a) fx) =x°

b) fX) = Inx

c) fix) =2*

a) f'(x) = 5x*
f7(x) = 20x°
() = 60x?

) /00 =

X
() = ;—;
2
7 (x) = %)

) f'x) =2In2
f"(x) = 2°In? 2
f7(x) = 2°1In°2

INVESTIGA. Calcula la derivada
enésima de esta funcion.
f)=ax"+a, x" "+ ..+a

') =na, X" '+ n—"Na, X" 2+ ... +a

f’X) = nn — Na, x" %+
+N—NN—2a, X"+ .. +a,
La derivada n-ésima es: f(x) = n! - a,

. 1 ,
INVESTIGA. Sif(x) = - scual es

la enésima derivada de la funcién?

4 7,] " 76
') = 5% () = 7
2 24
"X = — o) = —
X X
(—=N"-n!

La derivada n-ésima es: f(x) =
Xﬂ+‘\

La derivada n-ésima es:
(=D (0 — )
X
(—=1)!°- (100 — I —99!

X1 00 XW 00

00 =

F100(x) =

RETO. Calcula la derivada enésima, f™(x),
de esta funcion.

2
fo) = X —1
Calculamos las primeras derivadas:
fo)=—2x—1"
X)) =4 —1)°

) = —12(x — 1)

) = 48(x — 1)°°

La derivada n-ésima es de la forma:
o) = (—=1"-2-nlx — 1) 0

MATEMATICAS Y... FISICA. Se lanza
hacia abajo una pelota desde una cierta
altura. El espacio recorrido viene dado

L 1
por la ecuacién s(t) = 10t + > 9,8t2,

siendo s el espacio que recorre la pelota
y t el tiempo transcurrido desde que
se lanza.
a) Determina la tasa de variacion
media en el intervalo [0 S, 2 S].
;Cual es la velocidad media en ese
intervalo?

b

=

Calcula la funcion velocidad respecto
del tiempo, v(t), que

coincide con la 2
derivada de la _\\
funcion

posicion, s(t).

c) Halla la velocidad

@ INVESTIGA. Sea f(x) = In x, demuestra de la pelota
oo —1 —99! en el instante
Ve FI) = — by Fp) = — -
a ) X2 y ) X' t=4s
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S,
s

52 —s(0)
T.V.M. ) =————=
a) (0, 2]) >0
_ 39,6 —0
2
La velocidad media en ese intervalo
es de 19,8 m/s.

b) v() = s'(t) = 10 + 9,8t
Cc) v(d) =10+ 9,8 -4 = 49,2m/s

=198

MATEMATICAS Y... AVIACION.
La velocidad de un objeto depende del
punto de referencia desde donde se mida.

= Por ejemplo, la velocidad a la que viaja

un avion difiere de la velocidad a la que
se aleja de un punto fijo en tierra.

Un avion vuela a una velocidad de

480 km/h con una altura de 3 km sobre
la torre de control, ;a qué velocidad

se apreciara que viaja desde la torre de
control tras 30 segundos?

3km
aeo

v = 180 km/h = 133,3m/s
Y

Suponemos el sistema de referencia
situado en la torre de control. Desde este
punto, el vector de posicion que describe
elavion es:
U= xi+yj = 1333t + 3000]
. di A
vV =—=1333i

dt
|V]=.1333ms

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 9, industria, innovacion
e infraestructura.

MATEMATICAS Y... CINETICA.
El espacio, en metros, que recorre
un mévil en funcién del tiempo, en
. 2
segundos, viene dado por e(t) = gtz + t.

Calcula su velocidad instantanea
a los 3 segundos.

4
e't) = §t+ 1-> €3 =5

La velocidad instantanea del movil
a los 3 segundos es de 5 m/s.

El espacio recorrido por un objeto,
en metros, en t segundos se expresa
como e(t) = —0,25t? + 2t + 1.

a) ¢Qué espacio ha recorrido a los
4 segundos? Y alos 77

b) ¢Cuél es la velocidad media que ha
mantenido entre 10s 4y los 7 segundos?

a) ed)=-025-4"+2-4+1=5m
e(7)=—-025-77+2-7+1=275m

e —ed _
b) TVM.(4,7) = =5 —,— =
= 2753—_5 = —0,75m/s

MATEMATICAS Y... FISICA. Se lanza
verticalmente una pelota hacia arriba con
una velocidad inicial de 49 m/s desde

la parte superior de un edificio de 39 m
de altura. Su altura h(t) sobre el suelo
después de t segundos esta dada por
h(t) = 39 + 49t — 4,9t2 Determina

la velocidad media de la pelota en cada
una.de los_siguientes intervalos
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a) [0, 1] b) [4, 6] c) [11,13]

¢ Qué se puede concluir del movimiento

de la pelota?
h(l)—h@©)  831—39

I I T LA LG
h) —h@) 1566 —156,6

b) o1 2 =0m/s
h(13) —h(11) _ 0—0

O "oy Tz O0ms

En el primer intervalo la pelota esta

subiendo y, por tanto, la velocidad media es
positiva; en el segundo intervalo la pelota
recorre el mismo tramo hacia arriba y hacia

abajo; en el Ultimo intervalo la pelota ya

esta en el suelo y no se mueve, por lo que

la velocidad media es cero.

@ MATEMATICAS Y... SEGURIDAD.

«e0 Ladistancia, d, que recorre un objeto
en caida libre en t segundos se puede
calcular con d(t) = 4,9t2. Una de las
mayores norias del mundo con una

altura maxima de 135 m es el London Eye.

Si se desprende un
tornillo y cae al suelo
desde lo mas alto:

a) ¢Cuanto tarda en
caer al suelo?

b) ¢A qué velocidad,
en km/h, llegara
al suelo? (Recuerda
que la velocidad es
la derivada de d(t)).

a) 49t* =135 - t = 5255
b) v(t) = d'(t) = 9.8t
v(5,25) = 51,45 m/s = 185,22 km/h

3. Deriva funciones mediante

c) f(x) = 10¥*3
d) fix) = e*
e) fx) = cos@3x — 1)

—h

) fx) =sen(x* — 3)

) f(x) = glh(x)], donde g(x) = Inx
YR = 220 1K) = =
b) f(x) = glhx)], donde g(x) = logsx
o . 2X
vhx) =x*—1- f'(x) —(XZ— e
c) f(x) = glh()], donde g(x) = 10*
yhi) =x+3 - () = 107110
d) f(x) = glhx)], donde g(x) = e*
yhx) = 3x = f'(x) = 3e*
e) f(x) = glh(x)], donde g(x) = cosx y
hx) =3 —1- f'(x) =—3sen@x — 1)
f) f(x) = glh(¥)], donde g(x) = senxy
hx) =x?—3 - f'(x) = 2xc0s (x> — 3)

Q

Aplica la regla de la cadena para calcular
las derivadas de estas funciones
exponenciales y logaritmicas.

X3
8 ) =In 2x + 1
b) fix) = e*lnx
0 )= e
2 2
d) f) = log;~~—
e) f(X — 3|n(x4+z
3
f) g = X
e X=X
iy 2X T 3XERX A1) —2x°
8 1w ="=5 @2x + 1) B
44X +3
XX+ 1)

X

fA L ax e
b) f'x) = e*Inx + X

3XZ—1.6X'X*(3X2*'|) -

la regla de la cadena Q) X)) =e x "
o 3P+
@ Escribe las funciones elementales que - X $?
ec0 ;Z:\qup;cér;in estas funciones y halla sus 5 - X=7 1 K- -2
' 2x? In2 x—7)?
a) fix) = In(2x) . x—14
b)_fx).= logs (2. —.1) X =2)In2
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43
e) f'(x) = 3"*+2.n3.
) 10 X+ 2
3 7)(2*)(
?6‘
f) f'ix) = —
(e7)
Cnxeet(=2x—1)
(e X2 X)2
"B+ 2x2+ X) Inx®)

X

Aplica la regla de la cadena para calcular
las derivadas de las siguientes funciones
trigonométricas.

a) f(x) = sen3x?
h) f(x) = cos(x®> + 1)
c) f(x) = senvV x?+ 3x

a) o) = cos X—!
e) f(x) thx—
f) o) =t

) 0= tg——

a) ') = éxcos (3x?)
b) f'(x) = —2xsen(x®+ 1)

2X+ 3
C) f'(X) = cosVXx*+ 3x - ——
2V X%+ 3x

, 7_1 X —1

A 00 =~ sen< < )

’ — 2 _ . 1
e) ) =(1+tgVx—1) W
1
1+
( gv1X>\/’|X

1

f) f'ix) =

:<Htg x/1—x> (1 —x0V1 —x

Aplica la regla de la cadena para calcular
las derivadas de las siguientes funciones
potenciales.

a) fx) = 3x* —2x + 1)°

X 5
o=
0 fo) = (Ve —1)
d) fx) = (1 + 29
e) fix) = In*(x> — 1)3
) f).=.(1.— 3eX)

g) fx) = sen®x?
h) f(x) = cos® x> — 7x + 1)
i) fx) =187 —9)

j) fx) = (senl + cos i)B
: N X X
a) () = 503x* — 2x + 1)*(12x° — 2)

o X\
K f(X)75<1 —X3>
'<1 —x3—x-(—3x2)>:

(1—=x%?
51+ 2x9)
=X

0 ) = X0 — 1% = 52 (¢ — 1)?
d) () =801+ 2e%)%e
e) () =4In*(x>— 1)°%- —
S30¢F =17 2x =
_ 24x In3(x? — 1)°
X2 —1

f) /() = —18eX(1 — 3e*)°
g) f'(X) = 4xsenx?cos x* = 2xsen(2x?)

h) f'(x) = —3cos?(x> — 7x + 1) -
ssen(?—7x+ 1) 2x—7)

i) ) = 6xPtgx® — 8) - [1 + tg%(x® — 8)]

2
)= %(senl+cosl> .
X X X

-\ sen——Ccos —
X X

Aplica la regla de la cadena para

- determinar la funcién derivada de cada

una de estas funciones.
a) fx) =Intgx

b) f(x) = vcos x

c) f(x) = log, X

d) f(x) = arctg x*

e) fx) =tglnx

) fX) = cos Vx

8) 1) = (log, x)?
h).fX) = arc.tg?x
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a) /)= ——-(1+1tg°x)
b) () = %(cosx)”’z'(fsenx) =
_senx
2+/C0s X
S 1 ) _ 2
0w = X212 X =2
12
&0 =17y 14X
e) )=+ tgzlnx)-%
f) ()= (—senvx)- %x’” =
 senv'x
2vVx
g f'x) = 2log,x - 2

1
h) f'(x) = 2arctg x -
) /() aclgx--—

Deriva estas funciones aplicando la regla
de la cadena.

a) f(x) = sen(sen(senx))

b) f(x) = tg(cos(senx))

a) f'(x) = cos(sen(senx)) - cos(senx) - cos x

b) F0) = —senz(senx) - COS X
cos?(cos(sen x))

Deriva las siguientes funciones.
a) i) = eV

2 __
b) fX) = '“<X62X1>

0) f0) = v2e" + log,3x
) = [In(n x)1?

e) fix) = 3senx? + 2sen’x

f) fx) = sec(x® + 1)?

a) f’(X) = e(‘/;JrW)ZM

Vx
. 2
b) Fx) = 2X 2:( 1—1— 2
o) ') = ( )
24/2e" + Iog23x xIn2
) £ = 20ndno] - —— - -
Inx x
e) f'(x) = 6xcoS X2+ 4Senx cosx
6sen(x®+ 1?2 X+ 1)x?

f) f'ix) =

cos?(x® + 1)?
g f'(x) = 2xsen(sen(tg x*)]cos (tg x?) -
(1 + tg?x?)
2XC0S X2€0S(2X)
Senx*cos(2x)
2senx’en(2x)
senx’cos(2x)
= 2Xtgx? + 2tg(2x)

h) f'x) =

) (X)) = 2e¥cos x* — 2xe** sen x?
) —2x°senx®
X =———-

Vcos x®

Calcula la derivada.

2% 3 x2 x 2V
A = <5 2 3+2+3>
bfx:\/ n3x — cos2(3x — 1) + tg ————
) f(x) se €0s*(3 ) gX2+2
Va2 +10x — 1
— toh
c) f(x) tg( =16
) 24 33 X2 2\
a)f()()75<5 > 3+2+3>
8 9x? 2x 1
(T 2 ?*E)
b) f'(x) = 3o
_ Sen’xcos x .
2\/sen3x— 2(3x — 1)+ tg—
cos?( ) gx2+2

+6c0s(3x —1)sen3x —1)

+ +
f(x) = —cos(sen(tg x?)) 2\/sen3x—cosz(3x—1)+tg ;
sen x? e

h) fix) = In
)10 =N os2x X <1+tg )
. X242 X2+ 2
i) fX) =e* - cosx? + -3
_ 2\/sen3)<fcos2 X—1)+tg——
)0 = ¥oosd ALY
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’ — 3
c) f'(x) 4tg< Y — 16

2 —
-(1 + tgz(—AX ;_?2 1))

w—ﬂ/4X2+1OX—’I

L VA 10X — 1

\/4X2+1OX—'|)'

x —16)?

@ INVESTIGA. Calcula las derivadas

see de estas funciones.
a) fx) = (" + W
b) f(X) — X3X277X7‘\
0) f00) = (3¢ + N~
d) fix) = sen*x*
e) f(x) = cos*2x
N 0= (= —15)
g) 0 = (=X + 3¢ — )=
h) f(x) = XX
a) Inf(x) = 3xInx> + 1)

L 6
00 3Inx? + 1) + ]
o 5 6X?

f'(X) <3|n(x +1)+x2+1

b) Inf(x) = 3x> — 7x — 1) Inx

oo
0 6x — 7)Inx +
f'(x) = ((éx — 7)Inx +

Y X3X2-7X*W
) Inf(x) = InxIn@Bx*>+ 1)
0 _ In@+ 1)

)(XZ + 1)3)(

33X —7x — 1

3x2—7x—1>'

F(x) X I
IN@Bx% + 1) 6xInx
Fx) =
W ( X 3X2+1
L3+ 1)
d) Inf(x) = xIn(senx?)
') o 2X*COSX?
fo) nisen senx’

2X%C0S X?

f'(x) = [ln(senxz) + >
enx

) Inf(x) = 3xIn(cos(2x))

') o ,.8en2x)
0 3In(cos(2x)) — 6éx 050X
S o, senx |
f'(x) = |3In(cos(2x)) 6Xicos 2%
- COS*(2X)
2
f) Infe) = X?m(—xt 15)
) 2x 3x*
0 5 In(—x 15)+—5(X3+15)
U ) G 3¢
f’(x) —( = In(—x®— 15) +—5(X3+ 5
(V= —15)"
g Inf(x) = senxIn(—x" 4 3x> — 1)
f,(X) — __ 10 5 __
0 = cosxIn(—x""+3x>— 1) +

(—10x° + 15x% senx
—X"0 4+ 3x°—1
f/(x) = (cosxIn(—x™ + 3x°* — 1) +
(—10x + 15x% sen x )

— X4+ 3x*—1

h) Inf(x) = (—5x° + 4x — 1)Inx

09
0

= (—15x* + 4)Inx +
+(=5¢ +4x —1)

00 = ((—15%* + dInx +
+ 4x — 5x° — 1> LA
X

a1
X

INVESTIGA. Sean g(x) = f(x) — f(2x)
y h(x) = f(x) — f(4x). Si se sabe que
g’(1) =5yg’'(2) = 7, icuanto vale h’(1)?

g'0) = f'0) — 2 (2x)

M =fm-2fQ2 =5
2 =f@ -2 =7

Tenemos estas dos ecuaciones:

(1) —2f'(2) =5

2f'(2) — 4f'(4) = 14

Sumandolas obtenemos la ecuacion:
/(1) — 4f'(4) = 19

h) = () — 4f (4x) —

2 (). =)= 4f(4). =19

t
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4,

RETO. Sea la ecuacion

2xf(x) + e™cos x = e.Sif(0) = 1,
¢cuanto vale f/(x) en x = 0?

Derivamos la ecuacion.

2f(x) + 2xf'(x) + e™f’(x)cosx — e™senx =
=0

Sustituimos x = 0.

2f0) +2-0-f'(0) + e Of"(0)cos 0 —
—e@sen0 =10 —

- 2-1+0+€-f0-1—€e"-0=0—

Halla el valor de parametros
para que una funcion sea
continua y derivable

@ Dada la funcion

ax —2 six <1
f(X)_{x2+b\/7—5 six=>1
resuelve.

a

=

Calcula fim f()y lim f(x).

b) ¢Qué condicion deben cumpliray b
para que la funcion sea continua
enx =1?

Halla f’(x) cuando x < 1.
Calcula f’(x) cuando x > 1.

¢ Qué condicion deben cumpliray b
para que exista //'nz f'(x)?

Y
f) ¢Puede una funcién no continua en un

e e

e

~

a=b—2
g ,_,,. b
a 2+2

—>a==6 b =18

@ Esta es la gréafica de f(x) paraa = 0.

X2 —1 six<a
f(X)_{—x2+x six>a
Y
X

\

Halla los posibles valores de a para que
sea continua en todos sus puntos
y represéntala. ;Es también derivable?

lim f(x) = a*> —1

X—a

lim fx) = —a*+a

x—at

—at—1=-a+a~—

—2’—a—1=0-
1

az:__

_>81:1 2

1 )
Paraa = 1ya = Y f(x) es continua

en todos 10s numeros reales.

punto ser derivable en dicho punto? Paraa = 1.
g) Calculaay b para que la funcion sea Y
continua y derivable en x = 1. \\
a) lImfo=a1-2=a—2 \
K
lim W) =1+b¥1—5=b—4 \
x> 1
ba—2=b—-4->a=Db—-2
C) f'ix) =asix<1 X
b .
d) f'ix) = 2x + ,SiX >1
) F'(X) VX \
b b
a=2-1+—=—-a=2+—
) 2v1 2 \\
f) No, para que una funcién sea derivable
en un punto debe ser necesariamente Fo) — {2)( x<a
continua.en él 0 = —2X._.X.=.a

434

S



0
e

GEOGEBRA

//'n177 f'x) = 2
x>
im f'x) = —1

Xx—1

— fno es derivable paraa = 1.

-

1
Paraa = Y
%
\
\
\
\ 1
N\ X
\
\
\
im ') =—1
X—>1/2" N
im f'x) =2 ]
X—>—1/2%

. 1
— fno es derivable paraa = -

Calcula el valor de los pardmetros para
que estas funciones sean continuas
y derivables en R.

a)f(x)i{x2+2x+a six<0
S =x2—bx+3 six=0

X2+ ax—1 Six <0
b) f(X)f{—xz—anb six=0

En ambos casos, como son funciones
polinbmicas, son continuas y derivables.
Hay que estudiar el punto x = 0.

X/m fX) = a

D im0 = 3
L fx+2 x<o0
Fe ’{fzxfb X=0
lim £00 = 2
im0 =—b[ "~

— fesderivablesib = —2.

im f(x) = —1
b) X“'O N
im fx) = b

x—0"

} — fescontinua sia = 3.

— fescontinuasib = —1.

L J12x+a x <0
f(X)_{—ZX—1 x>0
X//'ngf’(x)za
//'ng+f’()<)=f1

— fesderivable sig = —1.

@ Halla el valor de a y b para que estas

funciones sean continuas y derivables en R.

a)

b)

a)

=)

X2+ax—5 six<2
= 1 )
fod —F+5b Six =2
X—1
ax*+bx+1 six<1
f(X)_{Inx six =1
La funcion polindbmica es continua

y derivable, y la racional no esta definida
en x = 1. Hay que estudiar el punto
X=2.

l/n;f()():4+23—5:23—1

s

lim f) =1+ b -
X2

— fes continua si cumple:
28—1=1+b—->2a—b=2
2X +a X <2
f'x) = —1
x =17
//'n; f'f)=4+a
//n; f'(x) = —1
— fesderivable sig = —5.
Por tanto, f es continua y derivable si
a= —5ycumple:2-(=5 —b=2-
—->b=—12.
La funcion polinbmica es continua
y derivable, y la logaritmica no esta
definida en x < 0. Hay que estudiar
elpuntox = 1.

im fx) =a-+b+1
x=1 N

X =2

-

lim fx) =0

x—-1"

— fes continua si cumple:

atb+1=0
2ax +b x <1
foo=1 1 X =1
X
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@ Calcula a para que la funcién sea continua

[ X Je]

im f'x) =2a +b
x=1 N

im f'x) =1

xX—1

— fes derivable sicumple:2a + b = 1
Por tanto, f es continua y derivable

Si cumple:

at+tb+1=0

2a+b:1}ﬁa:2 b=-3

en R. ¢Es derivable en todos los puntos?

X+ 3x +1
—X+4x*+2

six<a

f(X):{ six=a

Las funciones polindbmicas son continuas.
Hay que estudiar el punto x = a.
lim fx) = a*>+3a + 1

N

X—a

im f(x) = —a*+ 4a + 2

X—a

— fes continua si cumple:

a?+3+1=—a+4a+2 -
—1

- 2?—a—1=0-a =1 32:7
f,()72X+3 x<a
T |l-2x+4 x=a

Las funciones polindbmicas son derivables.
Hay que estudiar el punto x = a. Solo hay
que comprobarlo para los valores de a
obtenidos, ya que son los Unicos para

los que la funcién es continua.

Paraa = 1.
imf'x) =5

x=1
Iimf'(x) =2
X=>1"

— fno es derivable en x =1
paraa = 1.

-

1
Parag = —
2

im f'(x) =2
X172

lim fe)=5["
X—>—1/2

) —1
— fno es derivable en x = -

]
paraa = ——.
2

Dada la funcién f(x) = ax*> + bx + 2,
responde

a) ¢Qué condicion deben cumpliray b
para que la grafica de la funcion pase
por el punto (1, 0)?

b) :Qué condicion deben cumpliray b
para que la recta tangente a f(x)
en x = 1tenga como pendiente —1?

c) Calcula el valor de ay de b para que
se cumplan las condiciones anteriores
alavez.

a fh=0-a-1?+b-1+2=0~-

- a+b=-2

b) f'(X) =2ax +b —
> fN=2-a-1+b=—1-

—>2a+b=—1
atb=-2
> 2a+b=f1}_>a_1 b=-3

Calculaa, by c en la funcion
f(x) = ax?>+ bx + c, sabiendo
que su gréfica pasa por (0, —3) y (2, 5)

y que la recta tangente enx = —1es
horizontal.
f0)=c=-3 fQ)=4a+2b+c=>5

F(X) = 2ax + b
> f(—1)=—2a+b

c=-3 a=1
da+2b+c=5 —>ib=2
—2a+b=0 c=3

Por tanto: f() = x> + 2x — 3

Determina los valores de a, by ¢ para
que la funcion f(x) = x>+ ax>*+ bx + ¢
pase por el origen de coordenadas,
Su recta tangente en x = 1 tenga
pendiente 3y la segunda derivada
enx = —1seanula.
fO)=c=0
') =3x>+2ax +b —
- f(1)=3+2a+b=3
f"(x) = 6x + 23 —
= f'(—1)=-6+2a=0
c=0 a=3

3+2a+b=3;{>1b=—6

—6+2a=0 c=0
Par tanto: f(x) =.3x% — X

436



@ Calculaa, by c enlafuncién

f(x) = ax* + bx + ¢, sabiendo que

su gréfica pasa por (1, —1), larecta
tangente en x = 1 es horizontal

y la recta tangente en x = 0 es paralela
alarectay = 4x.
fM=a+b+c=-—1

') =dax®*+b—->f(1)=4a+b=0
La pendiente de larectay = 4x es 4,
entonces:

FO)=b=4

atb+c=-1 a
da+b=0 - 1b
c

3

4
bh=4 _

4

Determina los valores de a, by ¢ para

que la funcion f(x) = 2x*+ ax2+ bx + ¢

pase por (1, 6) y las rectas tangentes

alagréficaenx = 1yx = 2 sean

horizontales.

fl=2+a+b+c=¢6

') = 6x2+2ax + b

ffM=6+2a+b=0

'@ =24+4a+b=0

2+a+b+c=56 a=-9
6+2a+b=0;>1{b=12

24 +4a+b=0 c=1

Determina los valores de a, b y ¢ para que
la funcién f(x) = x3 + ax? + bx + ¢ pase
por (3, 0) y las rectas tangentes a su
gréfica en x = 2y x = 4 sean paralelas

al eje X.

f'(x) = 3x>+ 2ax + b
Pasa por (3, 0).
fA=0—->27+9%9% +3b+c=0

La recta tangente en x = 2 tiene pendiente
nula.

ffQ)=0—->12+4a+b=0

La recta tangente en x =4 tiene pendiente
nula.

ff4)=0—->48+8+b=0
93+3b+c0} {8—9

da+b+12=0y >1b =24
8a +bh 448 =0 c=-18

@ Halla los valores de a y b para que las

funciones f(x) y g(x) tengan la misma
recta tangente en x = 3.

flo=ax —1 gl =x2+3x+b
Fix) = 2ax g0 =2x+3
f’<3):g’<3)aéa:9»a:%
f(X):%X2—1 —>f(3):%
f(3)=g(3>ﬂg(3):9+9+b=2—;a
—11
W &

Considera la funcién f(x) = x® + 3x? + 4.

a) Calcula los puntos en que la gréafica de la
funcion tiene recta tangente horizontal.

b) Escribe la ecuacion de la recta que pasa
por los puntos calculados en el apartado
anterior.

¢) Hallalos puntos de la curva que tienen por
recta tangente una paralela a esa recta.

a) ') =3*%+6x=0—-

SAKFD=0->X=0 X=—2
f0)=4 - (0,4
f(—2) =8 - (—2,8)

8—4
b) m = -2
'm0
4=-2-0+n->n=14-
Sy =-2x+4
Q) f'X) =3x>+6x=—-2—>

—3+

—>3x2+éx+2:o—>x:3%\/g

INVESTIGA. Calcula el valor del
parametro ¢ sabiendo que las funciones
fo) =x2+ cy gx) = vx se tocan
tangencialmente en un punto.

L o ]
f'x) = 2x g'x) o x

1
X=—F=-16¢=1>
2v'x
I K A
16 2V 2
) e(2)-
2.Y2 5 2.V 2
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La recta cuya ecuacién esy = 9x — 14 es
tangente a la funciony = x® — 3x + k.
Determina en qué punto son tangentes

y halla el valor de k. La funcién tiene

dos puntos en los que la recta tangente
es horizontal. Hallalos y escribe

la ecuacion de esas rectas.

el punto de abscisa e, una recta tangente
paralela a la bisectriz del primer cuadrante?
ffX) =Inx+1—a

La pendiente de la bisectriz del primer
cuadrante es 1. Por tanto:

f'le) =1

ffey)=1+1—a=1->a=1

Considera la curva f;(x) = ¥5 — x

y la recta de ecuacioén f,(x) = ax. Calcula
el valor de a para que la recta tangente
a fi(x) sea:

’r_ 2 __ i =
y’ - 3x 3} 3 —3—095 a) Perpendicularaf,(x)enx = 1.
y' =9 b) Paralelaaf,(x)enx = —4.
—>X1:2 X, = —2 —
— - _ E09)

Sontangentesenx = 2y x = —2. B
Parax = 2: X —1 -1
Yy =2+k D= s e

_ > 2+k=4->k=2 2v5—1
y@) =4 -1 -1

> —=—a=4

Parax = —2; 4 a
y(=2) =—-2+k b) f’(74)=a—>771=a—>
y—2=—32 [~ 2v5 + 4
> —2+4+k=-32>k=-30 »a:%

Si la recta tangente es horizontal, tiene
pendiente 0.

Yy =3x>—-3=0->x=1
Parak = 2,x = 1.
ym=0->y=0

Parak =2,x = —1:
y=N=4->y=4
Parak = —30,x = 1:

y() ==32 - y=-32

X=—1
¢El cambio climatico existe?
Un equipo de cientificos y cientificas ha
presentado 10s resultados de su Ultimo estudio
sobre la variacion de temperatura en Vostok,
el punto mas frio de la Antartida. Los resultados
se han utilizado por grupos negacionistas
del cambio climatico para asegurar que no existe.

Parak = —30,x = —1: %
y(=1) =—-28 > y=-28
@ Halla el valor de k para que la funcién y /
[YYe) _ kx —5 Ay — / \
fix) = ox 13 cumpla que f'(—1) = 19. . \ AW
£ = k(2x+3) —2kx—5)  3k+ 10 N /
(2x + 3)? 2%+ 3)? FF M A ASONDX
- (=1 = SKE0 19 > k=3 Y ti, ;qué opinas?

1
La T.V.M. ([0, 12]) es 0, y parece que no hay

@ iCuénto tiene que valer g para que variacic’m media de temperatura y que por tanto,



por ejemplo la TV.M.([1, 6]) 0 T.V.M.([6, 9]) vemoOS
que es positiva y que, por tanto, s esta existiendo
esa variacion de temperatura que hace que en

la Antartida se estén notando las consecuencias
del cambio climatico.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 13, accion por el clima.

PROBLEMAS APARENTEMENTE
DISTINTOS

@ Fijate en la siguiente grafica.

Y
0
0 /
- [
20 ’-u/ \
7 "I X

a) HallalaT.V.M. en [0, 6]y [6, 12].
¢ Cuél es mayor?
b) Calculala T.V.M. en [0, 12].

f(6) = 26
_ f(e)—1f(0) 26—0
a) T.V.M.(0, ¢]) = — o0 e
13
3
_ f(12) — f(6)
TVM.(6,12) = === =
_0-2%
6
ES mayor la T.V.M.([O, 6]).
_f(12) =0 _
b) T.V.M.([0, 12]) = “w_o0
_20-0 _5
o123

@ La grafica muestra el ahorro de
una cooperativa a lo largo de un afno
(en miles de euros).
Y

0
o

0O
o)

INEEPON N

™~

a)

b

=

=

@ Sea la funcién f(x) =

a)
b

=

C)

0

@ Zahira juega con un yoyo
cuya altura viene descrita
por la funcion

ht) =

Halla la TV.M. en cada mitad del afo
y comparalas. ¢En qué mitad del afio les
fue mejor?

Compara la T.V.M. anual con las dos
semestrales.

fe)—f0) 26—0
TVMAO, 6) = ——o— = —F— =
_ 18
3
f(12) — £(6)
TVM.(6,12) = === =
_20-26
- ===

Les fue mejor en la primera mitad
del afio, cuando el ahorro fue mayor.

12 —f(0)
TVM.(0,12) = ———= =
_20-0_5
o123

La tasa de ahorro anual fue menor
comparada con la del primer semestre,
pero mayor comparada con la del
segundo semestre.

sen(10x) + 1

>
X f X = O

Halla f'(1). La recta tangente en x = 1,
;€S creciente o decreciente?

Calcula f(0).
Fx) = (20x + 30)cos(10x) — 2sen(10x) — 2
2x + 3)?
) = 50¢0s10 — 2sen10 — 2 _
25
=—171<0

Por tanto, la recta tangente en x = 1es
decreciente.
28

f'(0) o= 3,11

sen(10t) + 1

>
2t+3 =0
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a) Halla la funcion de la velocidad del
yoy0 en cada instante.

b) ¢Cual es su velocidad tras 1 segundo?
¢ Qué significa el signo del resultado?

C) ¢Se puede calcular la velocidad ent = 0?

a) vit) =d'(t) =
= 3,45 - 108 - ¥/t km/afio terrestre

b) d(j) = d'(je) - j't) =

t
=345-10° A= ==
' 12 12

t P
1,44 - 107 - \/5 km/afo joviano

a) vity="hw =
(20t + 30) cos (10t) — 2 sen(10t) — 2
B @t + 32 B
~ 30 cos(10t) — 2 sen(10t) — 2
B @t + 3)?

(¢PARA QUE SIRVE..? )

b) v(1) = —=1,71m/s
El sigho — indica que el yoyd se mueve
en ese instante en la direccion que se
ha considerado negativa, es decir, esta
subiendo.

) Si, es la velocidad inicial.

v(0) = % = 3,11m/s

INTERNET EI

3
Sean las funciones f(x) = 2,3 - 108 - x2

- X
ygh) = 12

(0]

a) Calcula ().
b) Halla la derivada de f(g(x)).

a) f'(x) = 3,45 - 10% - Vx
b) fgk) =r1'gX) - g K =

/ 1
=345-108 -4/ — .- — =
y & 1212

= 14410 -

>

o

Los kilémetros recorridos por la sonda
Voyager |l tras t afios hasta Jupiter vienen
dados por la funcion d(t) = 2,3 - 108 - t2
(0 < t < 5). Ademas, se sabe que los afos

w . t
en Jupiter se calculan con j(t) = 12"

a) Calcula la velocidad a la que viajaba en
kilbmetros por afios terrestres.

b) .Y su velocidad en kildbmetros por afios
jovianos?

¢Qué es el coste marginal de la produccion
del que se habla en el texto?

El coste marginal es la derivada del coste
total de produccion con respecto
a la produccion.

Explica qué significa el término insumo
que aparece en el texto anterior.

LOS insumos son todos los elementos
necesarios para producir un bien.

¢Por qué se puede considerar el coste
marginal de produccién como una
derivada?

Porgue mide la tasa de variacion del coste

total respecto de la variacion de la
produccion.

Teniendo en cuenta la funcion coste,
£qué signo crees que tendra el parametro a?

Tendré signo positivo.

Halla la funcién del coste marginal en el
ejemplo de la manufactura de
medicamentos si a y b son nimeros reales.

f(x) = 3ax*> + 2bx

¢Qué tipo de funcidn es el coste marginal?

Es una funcion cuadrética cuya
representacion es una parabola concava.
En el eje de abscisas se representa la
producciony en el eje de ordenadas

los costes.
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