TEMA 9 LIMITES DE FUNCIONES

1. Calcula los limites de las funciones a partir de sus graficas:

a)

b)

1. LIMITE EN UN PUNTO. CONTINUIDAD

lim f(X): +o00

X=>—©

lim f(x)= 5

x>-5

lim f(x)= -4

x>-2

lim f(x)= -6

x>-2"

lim f(x)= No existe
x>—-2

limf(x)= 0

x->0

limf(x)= 6

x->2

lim f(x)= +c

X+

limf(x)= 6 lim f (x)= 4

x=>3 x>3"

lim f(x)= No existe

x=3

lim f(x)= 0
lim f(x)= -3
hmf(x): -00

lim f(x)= +w

x>—1"

lim f(x)=
x>—1
No existe

lim f (x)=
x=>0
No existe

lim f (x)= 4

X2

lim f(x)= 4

X=>+0
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c)
lim f(x)= +o
X=>—0
lim f(x)= 4
x=>-2
lim f (x)= 1
x>0
* limf(x)= 4
x>0"
T T T ! i lim f (x)= No existe
x>0
limf(x)= 3
x=>1
limf(x)= o0 limf(x)= o0 limf(x)= o0 lim f(x)= -
x> x>2" x=>2 X+
2. Calcula los siguientes limites:
. 3X 3-4 12 . 3 3_ 43
lim = =—=2 b) lim (3x+4)= 3(—1)+4)=1"=1
D Sixe2 4w 6 ) lim (3x+dfs (3(=1)+4)
c) lim x—2 = _2_22_4200 No hay limite:
x>—2 X+2 —-2+2 0
lim X721y valores menores que —2 —2001=2 - _,
oy X+2 —2,001+2 -
1i x—2 -1,999-2 -
1m =—00 valores mayores que —2 ————=—=-
st X+2 —1,999+2 +
. 2x—1 23—-1_5_1
d) lim = =—==
3 (x+2) (3+2)> 25 5

e lm2X=l_ 2221 _-5

— =oo  En este caso el limite existe y es -:
-2 (x+2) (=2+2F O

. 2x—1 _ 2(—2,001)—1 -
lim 5 =—® valores menores que —2 ————=—=-
. 2x—1 _ 2(—1,999)—1

lim ———=—o0 valores mayores que —2 ———=""1 —=" —_

o (x+2) (—~1,999+2) +
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pmX=l_ 4-1_3 1
f) lim — = - -2 =
x»4 x —1 4°—1 15 5
g) lim X+2 = 2‘(_2)_21:_—5:00 En este caso el limite no existe:
x4 x°—16 (-2+2)
lim ;<+2 =—00 valores menores que 4 L?'Fzzi:_
x4 X" —16 3,999°~16 -
lim X+2 =400 valores mayores que 4 L&'Fz:i:Jr
wa X216 4,001°~16 +
h) lim@— V2:4+1-1_3-1 —_q
x4 VX+5—5 V4+5-5 3-5
i)1-¢2x7+3 V2:4+41-3_3-3_0 _
x»4 VX+5—5 V4+5-5 3-5 -2

2x—13x-1_ 2(=1)-13(-1)-1_-3 -4_4

j) lim = = =
D a3« (-1)’-4 3(-1) -3 -3 3
k) lim+v4x+5—-3= +4:5+5-3=5—-3=2

X5
) lim 1+senx _ 1+senjr:1+O:_1

x>z COSX cost  —1

m) lim (V2x+6-3)""=  (y2(-1)+6-3)" "’=(=1)'=—1

x>—1

3x—2 |75
4x+4

n) lim

x4

3. Calcula limf(x) , limf(x), limf(x) y lim f(x) en la funciones

x=0 x=>1 x=2 X+
definidas a trozos:

1-x2  x<1 . _ ,
a) f(x)=l» x=1 limf(x) = lim(1—x2)=1-0°=1
2(x—1) x>1 X0 x>0

lim f (x) hay que estudiar los limites laterales:

x=>1
lim f(x)=lim (1-x2)=1-1°=0 lim f (x)=lim (2(x—1))=2(1—-1)=0
x=>1 x=>1 x=>1" x=>1"

Son iguales, por tanto, existe lim f(x) =0.
x=>1
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limf(x) = lim2(x—1)=2(2-1)=2 lim f(x) = +o
x=>2 x=>2 X=>+o0
iz x<2
b) flx)= *°,
X4 x=2
limf(x) = lim S hay que estudiar los limites laterales:
x=0 x=0 X2 0
lim f (x)=lim I (1/(0,99999)2=+) lim f(x)=lim 1-_1 s
x>0 x>0 X? x>0 x>0 X2 1,0012

Son iguales, por tanto, existe lim f(x) =+,

x>0
limf(x) =1/12=1
x=>1
lim f(x) = hay que estudiar los limites laterales:
x->2
lim f (x)=lim 1-1 lim f (x)=lim x-1_1
X2 xs2 X2 4 x»2" x=>2" 4

Son iguales, por tanto, existe lim f(x) =1/4.
x=2

lim f(x) = +o

X2+

4. Representa las funciones definidas a trozos y estudia su continuidad indicando el
tipo de discontinuidad si la hay:

2x x<0
a) f(x)=2 x=0
2 x>0

La funcién es continua para x<0, porque f(x) = 2x es una recta.
La funcidén es continua en x>0, porque f(x) = 2* es exponencial.
Hay que estudiar la continuidad en x = 0:

10) Existe f(0) = 2

29) No existe lim f(x) porque los limites laterales son distintos:
x=0

lim f (x)=lim 2x=0 lim f(x)=lim 2*=2"=1

x>0 x20 x=0" x=0"
Por tanto, la funcidn es continuaen IR—{0} .En x = 0 presenta una discontinuidad
de salto finito.
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:l x<0
b x)= X
) g(x) .
2x+1 x>0

La funcién es continua para x<0, porque f(x) = -1/x es una funcion racional que no se
anula en ese intervalo.
La funcion es continua en x>0, porque f(x) = 2x+1 es una recta.
Hay que estudiar la continuidad en x = 0O:
10) Existe f(0) = 1

29) No existe lim f(x) porque los limites laterales son distintos:
x=0

lim f (x)=lim —L=+oco lim f(x)=lim 2x+1=2-0+1=1
x>0 x>0 X x=0" x=0"

Por tanto, la funcion es continuaen IR—{0} .En x = 0 presenta una discontinuidad
de salto infinito.

x2—4 x<3
c) h(x)={2  3<x<6
8—x X>6

La funcidn es continua para x<3, porque f(x) = x2 - 4 es una parabola.
La funcién es continua en 3<x<6, porque f(x) = 2 es una recta.
La funcidn es continua en x>6, porque f(x) = 8-x es una recta.

Hay que estudiar la continuidad en x = 3y x = 6:
10) Existe f(3) = 2

20) No existe lim f(x) porque los limites laterales son distintos:
x=3

lim f (x)=lim x2—4=5 lim f (x)=lim 2=2

x>3 x>3 x=3" x=3"

19) Existe f(6) = 2
20) Existe lim f(x) =2 porque los limites laterales son iguales:

x>6
lim f (x)=lim 2=2 lim f (x)=lim 8 —x=2
X6 X6 x6" X6
30) f(6 ) = lim f(x) la funcién es continua en x = 6

x2>6

Por tanto, la funcién es continuaen [R—{3} .En x = 3 presenta una discontinuidad
de salto finito.
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5. Indica el dominio, la continuidad y los puntos de discontinuidad de estas funciones
indicando el tipo de discontinuidad que presentan:

x+3
a) f(x)=

X+2
Las funciones racionales son continuas excepto en los puntos que anulan el
denominador, es decir, en el dominio: Domf= IR—{-2}

En x = -2 presenta una discontinuidad de salto infinito:

lim f(x)=lim x*3__ 5 lim f(x)=lim X+3

Xx>-2 x> X+2 x>-2" x»—2 X+

=+

b) f(x)=log(x—2)

Las funciones logaritmicas son continuas en su dominio, es decir, en los valores

positivos: x-2>0 -> Domf = (2, +©)
C) f( ) x+2
Las funciones exponenciales son continuas en todo IR Domf = IR

d) f(x)=v2x—4

Las funciones con radicales de indice par son continuas en su dominio, es decir, en los
valores que hacen el radicando positivo: 2x—4>0 > x=2 Domf = [2, +)

6. Estudia la continuidad de estas funciones indicando los tipos de discontinuidad si
los hay:

L x<5
a) f(x)z x?
x—10 5=<x<10

La funcién es continua para x<0 y 0<x<5
porque f(x) = 1/x2 es una funcién racional
gue no se anula en ese intervalo.

La funcion es continua en 5<x<10, porque
f(x) = x = 10 es una recta.
Hay que estudiar la continuidad en x = 0:

19) No existe f(0)

20) Existe lim f (x)=+o0 porque los

x->0
" limites laterales son iguales:

lim f (x)=lim %:+oo

x>0 x>0 X
hmf( )=lim 1w
x=0" x=>0" x?

Al no existir la funcion en x = 0 no es continua, es una discontinuidad de salto infinito.
Hay que estudiar la continuidad en x = 5:
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190) Existe f(5)=5-10 = -5
20) No existe lim f(x) porque los limites laterales no son iguales:

X5
lim f (x)=lim 1_1 lim f (x)=lim 5—10=—5
x>5 x>5 x2 25 x5 x>5"
Al no existir lim f(x) y ser los limites laterales finitos es una discontinuidad de

x=5
salto finito.

Por tanto, la funcién es continua en (—oo, 10)—{0, 5} .Enx = 0 presenta una
discontinuidad de salto infinito y en x = 5 de salto finito.

1 <
) (0= 350

’ La funcion es continua para x<0 porque
f(x) = 1 es una recta constante.

, La funcién es continua en x>0, porque f(x)
= Inx es una funcién logaritmica.
Hay que estudiar la continuidad en x = 0:

n 5 % i 2 0 2 4 3 8 10 10) EXISte f(O) =1

L 29) No existe lim f(x) porque los
x=>0
limites laterales no son iguales:
lim f (x)=lim 1=1
x>0 x>0
lim f (x)=lim Inx=—o0
x>0 x>0"

Al no existir lim f(x) no es continua en x = 0, es una discontinuidad de salto
x>0

infinito.
Por tanto, la funcion es continuaen RR—{0} .

7. Calcula el valor de los parametros a y b que hacen continuas las funciones:

2x—a x<l1 x<0

a) f(x)=2 x=1 b) glx)=""" _,
3x+b  x>1 - _>0
X
2 gx—4 <3 senx+a 0<x<m
c) h(x)={X" T X d) h(x)=| cosx X=m

b=x xX=3 tg(x—>b) T<x<2m

a) La funcion f(x) es continuaen [R—{1} porque esta definida por rectas. Para que

sea continua en x = 1 tienen que existir y ser iguales: f(1)=lim f(x)
x=>1
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f(1) =2 limf(x)=lim 2x—a=2—a lim f (x)=lim 3x+b=3+b

x=>1 x>1 x=>1" x=>1"

Portanto, 2-a=2 -> a=0 y 3+4+b=2 -> b=-1.La funcién quedaria
definida como:
2Xx x<1

fO)=521 o1

b)a=1 b=0

c)5-3a=b-3 -> b=8-3a, a€ IR (a cualquier nimero real)

d)senn+a =cosn -> a=-1

tgln-b)=cosn=-1 -> n-b=3n/4+nk, ke R ->b=n/4+nk, k€ R
De todos modos, tg(x- n/4) no es continua cuando x- n/4 = 3n/2. Es decir, para

X = 7n/4 la funcién no es continua. No hay un valor de b que solucione esta

discontinuidad de salto infinito.

8. Calcula los siguientes limites resolviendo las indeterminaciones:

a) lim Xz_l :9 Indeterminacion
x»1 x —1
lim X=L = 1im x=1 L =1

x=>1 X2—1 x>1 (X_l)(x+1) x=>1 X+1:2

b) lim ;(;4:9
x4 x"—8x+16 0
lim f;él:lim Lélz:hm 1 :l calculo los limites laterales:
x24 X —8x+16 24 (x—4) x4 x—4 0

lim f (x)=lim =—0 lim f (x)=lim =+0o0 no existe limite

X4 x4 X x>4" x»4" X

c) limﬂzg Indeterminacion
x»3 VXx+6—3 0

o 2x=6 . (2x—6)(Vx+6+3) . (2x—6)(Vx+6+3)
X3 M—B X3 (\/XT6—3)(\/X7+6+3) X3 (M)Z—Bz

lim 2(X_SWXT6+3):hm2(M+3):2(M+3):2(3+3):12

x-3 x—3 x=3
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V2x+1—3

d) lim 29 Indeterminacién
x>4 V3x+4—V5x—4 0

lim V2x+1-3 —1im (m_3)(m+3)(\/3x+4+\/5x—4) B
4 V3x+4=V5x—4 o4 (VBx+4—V5x—4)(V2x+1+3)(V3x+4+5x—4)

lim (V2x+1)'-3") (V3 x+4+/5x—4) =lim (2x—8)(V3x+4+5x—4) —

o4 ((V3x+4) —(V5x—4))(V2x+1+3) x4 (—2x+8)(V2x+1+3)

i (2x—8)(V3x+4+V5x—4) _\3-4+4+\54-4_ 4+4 _-8_-—4
i —(2x—8)(V2x+1+3) ~(v2:4+1+3) —(3+3) 6 3

. CcOSX 0 o
e) lim =— Indeterminacion (NO ENTRA EN EXAMEN)
x>Z 1—senx O
. COSX .. cosx (1+senx) . cosx(1+senx) . cosx(1+senx)
lim =lim =lim lim 5 =
x> 2 1—senx x> (1—senx)(1+senx) I l—sen"x xZ cos”x
1+senZ
. 1+senx 2 1+1 .
=lim = T = =oo calculo los limites laterales:
x> COSX cos & 0
2 2
. . 1+senx . . 1+senx
lim f (x)=1im =+00 lim f(x)=1lim =—o0
- - COSX xejz_; sx  COSX

no existe limite

El proximo curso se resolvera mas facilmente por la regla de L’Hépital

9. Las siguientes funciones presentan una discontinuidad evitable en x = 2, redefine el

valor de f(2) para que sean continuas en ese punto:

X2_24 x<? x—2 <D
o _X—2
a) f(x)=2 X=2 b) f(x)= 1=vx—1

X 1 x=2

= x>2 x—4 x>2

8

, 4 ) log(4x+2) 0<x<2
o flx)=7%"*"% X7 d) flx)= 4 x=2

211 x>2

a) f(2) = ¥
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(La funcidn es continua para x<(-», -2) U (-2, 2) porque f(x) es racional, excepto en
los puntos que anulan el denominador: x = -2.
La funcidén es continua en x>2, porque f(x) = x/8 es una recta.

No es necesario este estudio de la continuidad, el ejercicio no lo pide)
Hay que estudiar la continuidad en x = 2:

10) Existe f(2) = 2

20) Existe lim f(x) porgue los limites laterales son iguales:

x=2

lim f(x)=1lim x=2 _0 Indeterminacién  se resuelve:
xX=>2- x> X2_

. . —2 . 1 _1

1 :l X :l - =

lim f {x)=lim (x+2)(x—2) 1oy x+2 4

. . 1

lim f (x)=lim X==

x->2*f( ) x»2' 8 4

x—2
x<2
b) Hay que estudiar la continuidad en x = 2: f(x): I=vx-1
1 x=2
x—4 x>2

10) Existe f(2) = 1

20) Existe lim f(x) porque los limites laterales son iguales:
x=>2

lim f(x)=lim _x-2 0 Indeterminacién  se resuelve:
x2- 2 1—=Vx—1 0

) . (x—2)(1+m) . (x—2)(1+m)_, (14— )=—
S P e I

lim f (x)=lim x—4=—2

x=2" x=2"

39) Para que sea continua en x = 2 es necesario redefinir f(2) para que f(2) =-2.

c) f(2) = -2 d)f(2) =1

2__
10. Dada la funcion f(x)zx—g halla limf(x) , limf(x) y limf(x) .
x3—3x? x=0 x=3 x>-3
Estudia su continuidad y clasifica sus discontinuidades. Indica que valor deberia tomar

f ( x ) en x = 3 para evitar la discontinuidad.
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. x?2—-9 -9 .
lim 3 = calculo los limites laterales:
x20 X —3x2

2— —3)(x+3
limx—9:lim(x )(X ):limx—+23:+oo
o X3=3x2 50 x°(x—3) x20 X

2__ —

lim ———2— ) =lim (x 23)(X+3):hm—x+z3:+oo
x=>0" X3_3X2 x=>0" X (X_S) x>0 X
2
Por tanto, lim§—9:+oo
x20 X" —3x?2

2
limif—gz9 Indeterminacion
x»3 x°—3x2 0

2— —3)(x+3
hm?—:hm (X > )(X ):hmx—zB:g:z
3 Xx°—3x2 %3 x(x=3) w3 x> 9 3

x2—-9  9-9

lim 5 = =
w3 x> —3x2 —27-27

Es una funcidn racional y por tanto continua excepto en los puntos que anulan el
denominador: IR—{0, 3} . En x = 0 tiene una discontinuidad de salto infinito,
mientras que en x = 3 tiene una discontinuidad evitable.

El valor de la funcién en 3 debe ser 2/3 para evitar la discontinuidad:

f(3) = limf(x) =2/3

x=3



