El azar previsible

Describe la forma que tiene la curva que
recorren las hormigas y calcula qué distancia
recorren hasta el punto de encuentro.

[l

Las raices n-ésimas de un nimero complejo
representadas en un plano coinciden con los
veértices de un poligono regular de n lados.

Tomamos un nimero complejo z con modulo m
y argumento a, esto es, z = m,. Sus raices
n-ésimas son:

Vz = W%Mconkzo,1,...,nf1
3+v—15 3+415]
X = = N

6 6
1 V15,
X1 = —+—i
. T2 6
o1 V15,
) 6

Hay 4 vértices, luego los puntos de donde parten
las hormigas serian:

VZ = Vme2sconk =0,1,..,3
Vamos a estudiar qué tipo de curva describe cada

una de_las.hormigas.De_tadas.las.raices. ... del afijo.del.nimera.complejo.respecta.deleje X oo

calculadas nos fijamos en la correspondiente
ak =0,estoes, conz, = v ms.

Este z, es también un nimero complejo, por

lo que podemos calcular sus raices cuartas, ya
que en la segunda posicion también seguirian
formando un poligono de 4 lados. Las calculamos
y volvemaos a quedarnos con la correspondiente

ak = 0, obteniendo z, = b, m%.

Continuando con este procedimiento obtenemos
la siguiente sucesion de numeros complejos:

Zk = 4\/ I’I’)f—K.

Para generalizar, tomamos un poligono de n lados
y realizamos el mismo proceso anterior, llegando

a la siguiente sucesion de numeros complejos:

Zk = n\/ m%

Como estan escritos en forma polar, tenemos

4 f a
sumodulo r = ¥m y suargumento § = —.
n

- 4 . 1
Escribiendo el modulo como potencia r = mo

y expresando la fraccion del argumento como
N

nf = 0 0

ecuacion en coordenadas polares: r = mw,

que es la ecuacion de la espiral sobre la que

se encuentran todos estos nimeros complejos,

donde los parametros a tener en cuenta son el

modulo my el argumento a del niumero complejo

inicial.

, sustituimos y obtenemos la siguiente

En cuanto a la distancia al punto de encuentro,
las hormigas se encuentran en el centro del
cuadrado y habrian recorrido desde el vértice

del que partieron una longitud igual al modulo de
la raiz a la que correspondia cada una de ellas,
que en todos los casos es vm.

PAG. 121. ;Cuantovale z+Z? Yz —2Z?

zZ+Z=2a z—7Z=2b

PAG. 122. ;Qué relacion grafica guardan

los afijos de un niumero complejo, su opuesto
y Su conjugado?

El afijo del opuesto es el punto simétrico del afijo
del nimero complejo respecto del origen.

El afijo del conjugado es el punto simétrico
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PAG. 126. Sir, -z = r,, ;cuanto vale z?
Z = Noo 1 k-360°
PAG. 127.Siz=r, calculaz’yz~".
=0 = 1o = 1

1 1

7 1= =
[q I360° —

PAG. 128. Calcula mentalmente v1y vi.

z7=+v1-
/<=O—>OL=L;O'O=O°—>'IO=
- 0° + 360° - 1
k=1>a="—"""=180° > Tu
z=vi -
kzoqa:w:%o_, T
” 90° + 360° - 1
k=1oa="—" =225 > 1ns
(ACTIVIDADES )
0 Escribe estos nimeros como a + bi.
a) V=3 03
b) v—16 d) —3
a) 0+ v3i )3+ 0i
b) 0+ 4i d —3+0

@ Resuelve las siguientes ecuaciones,
expresando sus soluciones como nimeros
complejos.

A3XF—-3x+2=0 by X —x+1=0

3+ 4/15]
a x=—""2"
6
D 2 6
o1 VI5,
22 6
ey
b)X:1_xF3/_>
2
1 43,
Xi= =+ =i
_)* 2 2
o1 V3.
2 2

9 Escribe dos numeros complejos cuya parte
real sea —1y otros dos cuya parte
imaginaria sea —1.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
b=0-—1

b=1->—-1+i

a=0-—i
b*_“’{a:w—wﬂ‘

a:—1~>{

0 Halla a y b para que sean ciertas
las igualdades.

a) 2+3bi=a-—1

b) 48 —2b=2—ai

Respuesta abierta. Por ejemplo:
aa=2+1=3->b=0
h)a=0->4a—-2b=2->b=—1

6 Dado el numero complejo z = —2x + Li,

2
determina los valores de x e y, reales,

para que sea:
a) Unnumero real.
b) Un numero imaginario puro.

€) Unnumero complejo que no sea real
ni imaginario puro.

a) y=0 b)) x=0 OX+0,y+0

G Halla el opuesto y el conjugado de
los siguientes nimeros complejos.

av2—-3  d —3+%/ g 0

2 1, 3. _
b) g—gl e) EI h) —2i
C)3—2i fy —7

a) Opuesto: —+/2 + 3/ Conjugado: v/2 + 3i

2 1. 21,
b) Opuesto: 3+5/Conjugado.3+5/

C) Opuesto: —3 + 2/  Conjugado: 3 + 2/

d) Opuesto: 3 — %/’ Conjugado: —3 — %i

e) Opuesto:—%/'
f) Opuesto: 7
g) Opuesto: 0
h). Qpuestq: 2

Conjugado: — % i
Conjugado: —7
Conjugado: 0
Canjugado:.2i




ﬂ Representa graficamente los siguientes

nimeros complejos.

1 . .
a) > + e) i
b) — 4 f) -5

2

1 . 5
C) 3 — 2 >
d) —%—i h 0

¢DOnde estara situado un nimero real?
.Y si el nimero es imaginario puro?

a) —5+4i
(—1— 1) (—4 — 5i)

—1+9

b)

(—4 + 5i)(—4 — 5i)

Q) 4—5+4i+5=9—]

d)

5—5))(—1—2i)

(7
(_

1+ 20)(—1—20)
—1+3—2i=—1+1

41

@ calcula el valor real x para que el resultado
sea un numero real.

a) 2x +i)—2 + xi)

Y 2X — i
5 b)) ———
—2+7i
) {2 a) —dX+2X% — 21 —x =
= -5+ (2x*—2i —
f -
X2 — 1
d) )
b) @x =0 (—=2—7)
(=2 + 71 (=2 —7i)
Un nimero real estara situado en el eje de —AX — 14X + 2/ —7
abscisas y un nimero imaginario puro en el 53
eje de ordenadas. (=X —T7) + (14X + 2)i R
53
9 Escribe los nimeros complejos 1
representados graficamente. - —Mx+2=0 - x= 7
Y
3 / @ Determina Y
Z1 // la expresion polar N 3
P de los nimeros N -
LA X . Zy
\ complejos
| representados.
Zi=—4+2 7,=5 r=|z|=v(=3*+22 =13
22:3+4/ 2521*3/ 4 tga: 2 4)(12146,310 -
Zi = Zo=—6—4i -3
L i - 71 = \/ﬁmm“
Q Resuelve las siguientes operaciones.
a) (—1—10)+ (=4 +5) 2 o r=lzl=vr = - 2= Ty
—1—i e
b)) —————
—4+5i ' r=|z|=v3+22=+v13
C) (=1 —i)—4+5/) 7, > 2
_ , tga==—>a=2337°
g (Z2HDa+3) 3
—14+2 — 7. =13
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r=|z|=va2 =14

— No°

a =

r=|z|=v17+ (2" =+¥5
— -

ga= TZ - a = 296,57°

— Z; = by

- Zs = \/gz%,tar

r=|z|=v(=4*+ (2?2 =

7, ] =v20 =2v5 -

tga = :—i - a = 206,57°

- 7y = 24/500657°

Expresa en forma polar.

. 1 1. )
a) 2+ C) _E+EI e) —4i
b) —2 — i d) 2 —v3i f) 12
r=v224+12 =45
a) 1 - \/§Zé,56°

fga =~ a=265

r=vVE=22+ (=10 =5

tga = :—; - a = 206,56°

2 2
RS
0 2 2 2 -5
tga=—1 - a=135° "

r=y22+(=v3) =v7

- \/g 206,56°

d) 4 - V73010
tga:T@a a = 319,11°
r=v(—4)7? =

iga :_TA—> o= 2700 4
r=v122 = 12

f 1200

) tga:%ﬂa:O"H 0

Expresa estos nimeros en formas
binémica y trigonométrica.
a).-Lasge 0).-3ase: Q) 2% d).3 35

( % ) = €08120° + isen 120°
) (_ 2 Q) = 3(c0s 240° + i 5N 240°)

ﬁ) T . T
1 = 2(cos = +isen—
( 3 3)

d) O, —3) = 3(c05377t +isen 377{)

Expresa los siguientes numeros complejos
en formas polar y bindmica.

a) 3(cos 45° + [ sen 45°)
b) 3(cos 135° + [ sen 135°)

3v2  3v2
a) T-l-TI: 3use
b) *32\/5 +¥/: I

Opera con estos nimeros complejos.
Zy = 2
Z, = C0S 60° + i sen 60°

Z3 = ZSTn

a) 21 2 C) Z3- 2
b) z,-Z3 d) @) 22
Z1 = 23y

Z; = e = Z2 = N0

723 = 295 ™ Z3 = i35

a) 230 lepr = 290
D) 230 21350 = Bigse
C) 25050 * 20050 = dope

)
d) (230°)2 < Naoor = deoe - Taoe = 4o

Opera con estos nimeros complejos.
Z1 = e
Z, = 3[cos (—30°) + isen (—30°)]
4l

a
)Zz

Zz ° 71
Z4

0

21 = o = Z1 = Tisoe

Z2.= 3302 Z2.= 30




a) 1o _ 1

3 3 3ou0°
(1 210°)2 ) 330° Teo 330° 390°
b — — = Taone
) 3 30 3 30 33 "
3300 Taspe 3200
Q) 30 150° 91200 3 90 = 3or0r
1o 1o

Realiza estas operaciones.
a) (Bus)?

a) 322.45° - 9900 - 9/
. 5 5
b) 3 —3)° = (3V2ss) = (3v2) s 51 =
= 972V 213
a0 — 26 1 — -
C) (22) 2%.2 = 64, 64

d) (\/g + \/gi)s = (mzu?’)g = V108450 =
= 1000034 = 10000
e) (4330*’)3 = 643.5500 = 6dyy0r = —64]

f) (_3/)5 = (3270")5 = 3554270" = 24327o° =
= —243

Resuelve [16 (cos 60° + isen 60°)] + (2109
,Iééoc . 16840" = 2569000 — 256180c E— —256

Utilizando la férmula de De Moivre, expresa
cos 3ay sen 3a en funcion de cos ay sen a.

Consideramos un nimero complejo de
modulo la unidad.

(1° = (cos a + isen a)® = cos 3a + isen 3a

Desarrollamos la primera parte de
la igualdad.

Igualamos las partes reales y las partes
imaginarias:
€0os 3a = cos®a — 3¢oS a sen’a
sen3a = 3 cos?a sena — sen’a

9 calcula las siguientes raices.

a) VY350

El modulo de las soluciones seré la raiz
cuadrada del modulo, /3.

Existiran dos argumentos.
150° + 0 - 360°

Sik=0—>B1=f=75°
Sik =1 —>82:1500+2w:255°
Por tanto, las raices son v3s:, v/32ss-

b) V27

El mddulo de las soluciones sera la raiz
cUbica del moédulo, 3.

Existiran tres argumentos.

~180° + 0-360°

Sik =0 - B = 60°
3

Sik=1-p, = 180° + 1- 360 — 180°
3

Slkzz_)Bgzw:BOoc

Por tanto, las raices son 3,0, 315 = —3,

300

C) \/4 170

El modulo de las soluciones sera la raiz
cuarta del moédulo, 1.

Existirdn cuatro argumentos.
_ 270°+0-360° _

cos® a + 3i cos? a sen a — 3 ¢oS a sen’*a — Stk=10=8 4
—isen*a = (cos®a — 3 cos asen’a) + = 67°30
+ (3 cos? asen a — sen®a)i . 270° + 1-360°
Igualamos este resultado con la segunda Stk=1-B.= 4 -
parte de la igualdad. = 157° 30
(cos®* a — 3 cos asen’a) + . 270° + 2 - 360°

) 3 N Sik=2->B=—"T-"—7"/—=
+ (3cos? asena — sen®a)i = 4
= C0S3a.4.1.5en.3a =.247°,5°
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Sik=3— B, 270 +43-360 _

= 337°,5°
Por tanto, las raices son 1g- s, T1s7° 52,

Toaze s Yo Nz, 500

5
Por tanto, las raices Son 2s, 21080 2150

Sik=4 - 5= = 324°

2252’: 2324°-

C) zZ = 4\/16180“
3
d) VV2iss El mddulo de las soluciones sera 2.
El modulo de las soluciones sera la raiz Existiran cuatro argumentos.
clbica del modulo, V2. Sik—o 180° -
e | = — = = o
Existiran tres argumentos. B 4
_ 135° + 0 - 360° . 180° + 360°
S|k:0_)B1:w:450 S|k:1ﬁ82:w:1350
) 135° + 1-360° ) ® ° .
S|k:1—>B2:f:165° S|/<=2—>B3=w=225°
) 135° + 2 - 360° o °.
Slk:2aﬁ3:43 = 285° sik:3—>54=—180 +4360 3:3150
Por tanto, las raices son V2 45°, V2 165° Por tanto, las raices son 2us:, 2135+, 22050,
6
y \/5285"- 23150.
@) Resuelve las siguientes ecuaciones. d) z =81,
azP—1=0 El modulo de las soluciones sera 3.
b)) z°+32=0 Existiran cuatro argumentos.
c)z*+16=0 Sik=0—-p,=0°
dz*—81=0 360°
X Sik=1- f,= = 90°
a) z=V1 4
El modulo de las soluciones serd 1. Sik=2— =92 _ 1900
Existiran tres argumentos.
ik = -0 : 360° - 3
Sik=0->8,=0 Sik=3—> B3 =—— =270°
: 0° +1-360° .
Sik=1- B,= 5 120° Por tanto, las raices son 3y, 3s0-, 31507, 3270
) ] 2 . o . e
Sik=2—> By = 07+ 2-360° _ 50 @ calculay representa las raices cubicas
3 de este nimero.
Por tanto, las raices son 1¢:, Traee, T2a0e- 1+
—1—i
b) zZ = 5\/ 321go° . .
El modulo de las soluciones sera 2. -+ ’),(71 + ’), S Eel (.
L (=1 —=0D(=1+1) 1T+1
Existiran cinco argumentos. s
. 180° Modulo: V1 = 1
Sik=0- ;= = 36°
5 Argumentos:
° . ° ) 180° + 0 - 360°
Sik=1—>Bz=M=m° Sik=0-p="—""7— =€
° +2-360° . 180° + 1-360°
SikzZeBgzw:mO" Sik =1 = B = e — 180"
. 180° . ° ) 180° + 2 - °
k=30 = BB g0 gpp o, IEE2I0 g,
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Por tanto, las raices son 14, T1soe Y Ta00e-

Y
1
AT Tl
7
f 7N
\ N
\
~ )/4' n

@ Un cuadrado, con centro en el origen
de coordenadas, tiene uno de sus vértices
en el punto A(3, 2). Determina los demas
vértices.
3 + 2i es una de las raices cuartas de
un numero complejo z.

Modulo: V32 + 22 = v/13

Argumentos: tg a = % — a = 33°47124,2"
Sumamos 90° al argumento de cada vértice
para obtener el siguiente.

Por tanto, las raices son ¥13sz 1242,

\/E123° 4172427, \/ﬁZB" 41 24,2" y, \/EBOB" 41724,2".

Y

J— —

.\% L
T\ !

PRACTICA

) Resuelve estas ecuaciones.
a) X +10x +29=0
b) x> +6x+10=0

a) Imaginario puro.

b) Real.
k+k®k—3)i i  kit(—k+3)
3 e -3 -
_ k=3 kK,
3 3

@ Resuelve las ecuaciones si z es un nimero
complejo.
3+z+1i

Q) ———— =32+
) 3
54 2zi — 4
by ——— =7
) 3
a) 3+zi+i=92+3 -
- 3—=2=z9—1) >
3—2 9+ 29 15 .
- Z= — - = — —
9—i 94 82 82

b) 5+ 22— 4 =37 >

> 5—4=B83—2)z—>
_5-4 3+2 _ 238 2.
3-2

- Z

3+2 13 13

@) calcula estas operaciones.
/24'\ 2/’42

[83
A SR T
) 27 /72
O
A — Sy
T—i 1+
D20 =) —i(1—P)
B =7 B
1-3
2
R

1= (=) 11—
_ =P +i0—n+a+i) _
2

=1+2

—10 + _
a) x = 0% 1200 LLCAN

—6+ 36 — 40 ' ) calcula los conjugados de los siguientes
b) x = 2 —3+i nlimeros escritos en forma polar

y represéntalos.
kK + (k — 3)i
@ Calcula el valor de k para que (3i ) a) 2s Q) Tose

sea.un namero. D). 30 ). 2500




a) 253 = 25 D) 32011800 = 3002

% Y
3
1 e 2 1
! v
—1 \i 2 X X
3
D) 3 2 = 3 C) Tosor1sor = Tosse
Y Y
02 2
’} _0
—1 . X X
Tohs
Q) Torose = Tosse d) 29000 1800 = 242
Y y
T,
T T o
222°|
d) 2 55 = 293
y €0 calcula los inversos de los siguientes
3 nimeros complejos.
- a z=1+2
b) z
X
i 0 Z = Ss
d) Z= 3
o ) Z = V5erae —
(20} Calcula los opuestos de los siguientes 1 VB NG
numeros escritos en forma polar > —=— =—
. V4 5 —e3206 5 206°33'504”
y represéntalos.
a) 2s C) Trose b) z = 3y — a1 = 1 — 1
D) 35 d) 2590 z 3-200 3o
1 1 1
a) 23z = 2013 Q) —=— =—
Z 5 5 00
%
1 1 1
d—=- ==
7k V4 3 3 235
14
» " €D Resuelve estas operaciones.
213 a) Tuse + Tizse + Toose + Taise
D) (1.4.20).= 2 =30).4.7(
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V2 €D Resuelve:
a = Cos45° = —
3 20 (1=2i=2+i) 2
b = sen 45° = V2 =1y I
2 —2+it4i+2 2 5 2
5 W2 i(1—2i—1) P2
= Tgge = — +—1 e .
2 "2 _5-4 0 _ 9,
V2 2i i 2
a = c0s135° = o €2 Determina las coordenadas de los vértices
V2 - del triangulo ABC sabiendo que son
b= sen135" = —= los afijos de las raices clbicas de —27.
N 7=27w > |2z|=27 > Y27 =3
> Mg = ———+ ——1
2 2 180° + 0 - 360°
k=0 ———2—— =60 > 3¢
61005225°:—% L a3 3Y3
N 2" 2
b = sen 225° = V2
B e 180° + 1- 360°
2 K=1 - = = 180° = By =
V2 V2
Tpg = ——— — —2j - B(—3,0)
= lus 2 2
180° + 2 - 360°
NG k=25 —————=300° = 330 —
4= cos315° = 22 3
20 3 3v3
vz > ol
b= sen315" = ——~ 22
Halla todas las soluciones de las siguientes
2 2 .
= e = ecuaciones.
a) z*—16=0 )z —27=0
V2o N2 N2 N2 . W2
T+71_7+71_7_ by z°+8=0 d)z2+9=0
ﬁ ‘/E ‘/E ; Z = 4\/160 - 71 = 20«,22 = 290=,
Y oy 0 = 200 2 = 207>
D) 14+2—2+43+7 =—1+12i 2= VBuo = 2= 2.2 = 2u0
2300
@ R c) z= A\/ 27 > 2y = WO", Zy; = W?O",
' 73 = WWO“, Zy = Wﬂo*’
(_i ﬁl \/7 \/7/ d) zZ = 3\/ 9180" - 7= %60“, Z, = %180°,
2 2 Z3 = 2/6300°

(]

(o) (V1a2s) M - ey My

EN PN

(ACTIVIDADES FINALES )

( 1 )3 1 1 1. Valora los nimeros complejos
26 8 a0 8 1s0° como ampliacion de
= 11250 los numeras reales

185



@ Calcula las soluciones de las siguientes

ecuaciones, indicando si son reales,
imaginarias o complejas.

a) x> —25=0
by *+9=0
) 2x*+8=0

dx*—2x+5=0
e) X*—4x+5=0
fl2x*+3x+5=0

X'\:S
2 —
a x*=25 - X, =5
— NUmeros reales
X1:3/
2 — __

— NUmeros imaginarios puros
X1 = 2/
X, = _2/
— NUmeros imaginarios puros
244 X =1+2i
— NUmeros complejos
4+ 2 {x1 =24
= - .
2 Xy = 2—1
— NUmeros complejos
—3+4/31i
=
4
34431

=

4
R - e 1

Xy = 1

— NUmeros complejos

-

-

Resuelve estas ecuaciones y expresa sus

soluciones mediante nimeros complejos.

a —xX*—64=0
b) 1 —(=x*) = —120

e) (x — 10 = —20x
f) 144 =2x(1—X)
X1 = 8’

2 —
a) x*= 64%{)(2:78/

_ X, =11
) 121 {Xz—*’H/
C)X72i2\/§i —1++v3j
2 =—1-+v3j
. X, =2
d x* = 4_){)(2*—2/
2 X'\:’IO/
e) x> =—100 > {X2:_10,
X_1+x/§/
f)X72i2\/§i_) i 7
YD) 1 —4/5]
Z_T

INVENTA. Escribe dos ecuaciones que
tengan alguna solucién compleja.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

X1:3/

2 —
X +9—o—>{X2:73/.

X-|:O
X+ =0 > X, =2
=—2

MATEMATICAS E... HISTORIA.
Rafael Bombelli fue un matematico
del siglo xvi que avanzé en
el estudio de los niumeros
complejos ideando
la féormula

para obtener

una solucion

de las ecuaciones del tipo
xX=px+q:

R BREE
gyl

Una vez obtenida una solucion, factorizd
la ecuacioén y resolvio la ecuacion de
segundo grado resultante.

Considera la ecuacion x® = 15x + 4.
Resuélvela primero con la férmula dada
y luego por Ruffini.

¢ COmMo podia estar seguro Bombelli de
que las raices de numeros negativos
debian existir?
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NG
A -

=2+ v=121 +¥2—v=121
Aplicando el método de Ruffini obtenemos
X, = 4y con la formula de la ecuacion
de segundo grado: x, = —2 + v/3,
X; = —2— 3.
Como se debe llegar a la misma solucion
por cualquier método, ¥—121 debe existir

y, por tanto, también las raices de nimeros
negativos.

Esta actividad puede utilizarse para trabajar
el ODS 4, educacion de calidad.

2. Interpreta las formas bindmica

y polar de un numero complejo

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Expresa como numeros complejos

en forma bindmica.

Expresa en forma bindbmica estos
nimeros complejos.

Y

Z

Z,

N
N

21=2+3i 25:%_5/
zz=4+%i zé=—5+%/'
z3=%72/' Z7; = 3f
24:2—%/'

@ Halla a y b para que se cumpla cada

igualdad.
a) 2a+b)+5=—-2+@—Db)
b) 13+ ai = (@ + 3b) + 2b + 3)i
o@+n—b-=2i=-—1
2a+b=-2
a) a—b=>5
—»a=1 b=-—
a+3b=13 }
a=2b+3
—-3b=13—-2b—3 >
—»>a=17 b=2

ya+1=—1
“p_2=0

}—»33:3—>

b)

}—>a=72 b=2

Halla los valores de a y b que cumplen:
an+2N)+b2—i)=8+6i
a-+2a+2b—>bi=8+6 —

a+2b=28

_’23—0:6}_’3:4 b=2

Representa el opuesto y el conjugado

,de cada numero.

a) =5+ 2
c) —i
by 1 —i
d) 5
a) Opuesto:5 — 2/ Conjugado: —5 — 2i
Y
~5+ 2
N
~
,4/ \\‘ / X
—5— piea] o5 o
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b) Opuesto: —1 +/ Conjugado: 1 + i

Y
| ) Al
X
i
C) Opuesto:/ Conjugado: i
Y
uE X
d) Opuesto: —5 Conjugado: 5
Y
X
@ INVESTIGA. Dibuja el conjugado
«00 Yyelopuestodezys.
Y
24
X

1%}

¢Qué relacion hay entre la representacion
de un numero y la de su conjugado?
¢Y con la de su opuesto?

Y

=z=4-2

Y

o= LI = 2[4
\

X

= 2|4

El afijo del conjugado es simétrico al del
numero respecto al eje real y el afijo del
opuesto es simétrico al del nimero
respecto al origen.

INVENTA. Escribe 4 niUmeros complejos
tales que al representarlos y unir sus
afijos formen un cuadrado.

Respuesta abierta. Por ejemplo:

21 =230 Zo= 210 Z3 = 29100 Za = 2300

Calcula el valor de a para que el nimero

complejo 2a
) 3—2

a) El eje de abscisas.

i
7 se encuentre en:

b) El eje de ordenadas.

c) La bisectriz del cuarto cuadrante.

(2a —i)(3 + 2i) _ (6a + 2) + (4a — 3)i
(3—2)@3+2i) 13

_ _3
ada—-3=0—->a= 2

b) (>a+2:0»a:%1

1
)d4a—3=-6a—2—->a=—_——
) 10

Calcula el valor de k para que el nimero
k + (k — 3)i cumpla las siguientes
condiciones.

a) Sea un numero imaginario puro.
b) Sea un numero real.

a k=0

Dk=3=0=2k=3
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@ Calcula el valor de a para que el nimero

2 —3ai
3+4i°

a) Sea un numero real.
b) Sea un numero imaginario puro.

c) Tenga su afijo en la bisectriz del tercer
cuadrante.

2—3a 3—-4 _ (6—12a)— @8+ %a)i
3+4i 3—4 25
—9
a) 8&+9:O—>a:?
1
b)é—125=0—>a=§
14

C) 6—12a=7879a—>a=?

Halla a de manera que (@ + 5i) sea
un nimero imaginario puro.

a’—25+10ai » a>°—25=0 —
_)81:5 32:*5

RETO. Sabiendo que i = (@ + bi)?,
;cudl es el valor de a? + b??

a+bi =i = lg = 150 ks0
k=05 1= \/2—+£/
LaeY2 o, V2
1 7 1 2
-v2 =2
=15 lpp=——
k = s > + > =
Y2, Y2
2 2 2 2
—>a+b =

INVESTIGA. Calculay representa en

el plano complejo los nimeros i, i?, i3,
it Qs ie...

Investiga también lo que ocurre con
las potencias negativas i~", i72 73, i~
A A

jin=3 — j
l‘4n72 — _1
=1 = —j

=1

Con las potencias negativas:
[

/'—4n+2 — _1
jTAnt =

i = 1

RETO. Calcula esta suma.
i+ 2i% + 3%+ ... + 102"
[—2—3(+4+5—6—7+8+9 +
+ ...+ 100 + 101/ — 102
Lo podemos separar en varias progresiones
aritmeéticas.
® 4,8,12,16, ..., 100
a=4 d=4 n=25->
(4 +100) - 25
2
o —2,—6—10, —14, .., —102
aa=—2d=—4 n=26->
(=2 + (=102) - 26
2

®/+5+9+13+ .. +101 =
=(1+5+9+13+ ... +101i

a=1d=4 n=26—->

= 1300

- Sy =

= —1352

= Sy =

o -3 —7—NMi+..—9=
=(=3—-7—1—..—99i

=—3d=-4n=25>

Sy = (—3 4+ (—99) - 25 — 1975 &

- —1275i

Sisumamos.tado, resulta.—52 4+ 510
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RETO. Averigua para qué valor de n

see SE CUMple:

i+ 27+ 3+ ... +ni"= 48 + 49i

Paran = 97:
[—2—=3+44+5—6—7+8+9 +
4+ ...+ 96+ 97i
Lo podemos separar en varias progresiones
aritméticas.
® 4,8,12,16, ..., 96

a =4 d=4 n=24 -
(4 + 96) - 24

2

o —2, —6—10,—14, ..., —94

81:_2 d=—4 n=24 -

ﬁsﬂzkﬁi%;@jﬁz_ﬂ@

o/ +5+9+13+ .. +97 =
=(1+5+9+13+ ... +97)i

= 1200

> Sy =

a=1d=4 n=25-
1+ 97)-25

o -3 —7—Mi+ .. —95 =
=(-3—7—1—..-99

a=—3 d=—4 n=24-

RPN

- —1176i

Si sumamos todo, resulta 48 + 49i.

254 i320 2
Resuelve la operacion i?* + —— — —.
P i+1 7
g 12

I+ 1 /

i+N0—1 [
R e YR el e A
—2

=143

2

Averigua el valpr que debe tener k

para que 241
k—1i
£De qué numero real se trata?

sea un nimero real.

240 k+i

k—i k+i

k424 ki—1

B K2 4 1 B

::%+J ;iﬁ/ﬁk:_z
24 Q+0D(=2+1)
—2—i  (=2—i(—2+10)

Se trata del nimero —1.

Averigua el valor que debe tener k para

que k_—@ sea un numero imaginario
V2 —i
puro. ¢Cual es?
k—v2i ¥2+i
V2 —i V2+i
V2k+ V2 + (k—2)i
= - k=-—1
2+1

, —3i )
El nimero es N = —.

Calcula el valor de a para que el nimero
6—2i
1+ai
a) Un numero imaginario puro.

sea.

b) Un numero real.

¢) Elnimero complejo 2 — 4i.

d) Un numero complejo con moédulo 1.
e) Un numero complejo con argumento

VL
— rad.
4
6—2 1—a _ 6—2a+(—6a—2i

T+ai 1—ai

a 6—-22=0->a=3

h) -6 —-—2a=0—->a=—3
6—2i

1+ a?

C) -=2—4 >
1+ ai
6—2i 3—i 1+2
2 — A4 1—20 1+2
2 i qtaio
—>a=1
d)ﬂ:1—>40:1+az—>
V1 + a2

—g-=-£4/39
£ -3
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(ACTIVIDADES FLASH )

\/Earc tg(—%)

€ Vi+ @ arciga - r% @ Expresa estos niumeros complejos
] . «co en forma polar.
arctg(——)—arctga =L Y
3 4
Z;
1
— arctga = arc tg<f —) — 315° - L /
,] 3 0 El //
5 =— 7,
2 X
y
@ Calcula ¢ sabiendo que la representacion I
000 s 12 + Ci - . .
grafica de — Y esta sobre la bisectriz Zo =3+ 4 =@,
del primer cuadrante. Z, =2 =2
12+c  —5-2 _ 73 = =31 = 3o
—5+4+2 —5-2 Z= — = 3= mzm,sr’

_ —60 — 24/ — 5¢Ci + 2¢ _

Ze=—2+2 = 2423

25+ 4
_ (=60 +2¢) + (=24 — 50)f @ Determina si estos niimeros son
29 oo iguales.
Si el afijo (a, b) esta sobre la bisectriz D) TV e ) ey A e
del primer cuadrante, se cumple que a = b. b) 200y 2 d) Va7 (3\/5)
—60 +2¢ = —24 — 5¢ — i £ Y x/ff)
36 1 2
I 0 suvser 0 (25) ¥(22)
- C 7 1200 Y a0 ( V2 )—3o°y 2 o
() 1nvESTIGA. Representa 5 + 2. a) { T =1, No son iguales,
eec Multiplicalo por iy representa Tore = =1
el resultado. Multiplica dos veces por i b 2600 = 2i
y explica qué se obtiene. ) 2o = 200 = —2i
Y — No son iguales.
' \\ Y C) 3usr = 3120013600 = 31200
\ 7=5[F2 — Son iguales.
\ A 3
- 1 3.
Pl X dyoe = 4(5 N 7/
Ca d) -
Ztidi 1 \/§
boer = 4(5 - T’)
(5+2i)i=—2+5i el
(54 20)i = —5— 2 — No son iguales.
[-i=P==1 e) 3v3uw0s = 3V 350445 = V27150 >
Al multiplicarlo dos veces por i se obtiene — Son iguales.
el opuesto. V2 V2
Cada vez que se multiplica por /, se realiza f) <T>690 - (7)330%600

al afijo un giro de 90° en sentido antihorario
respecto.del origen
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(2,9,

1 .
=== — Son iguales.
( ‘/E )30" g

@ Si 2450 Y I, SON dos nimeros complejos
«00 iguales, ¢cuanto puede valer ry cuales
pueden ser los valores de a?
r=2 a = 45° + k - 360°

@ INVESTIGA. ;Qué ocurre en el plano
0o complejo si al afijo de un nimero real
se le aplica un giro de 90°?

Se transforma en el afijo de un numero
imaginario puro.

@ Escribe estos nimeros en forma polar
eco Y represéntalos.

) 2+ 23 9 -3V3 .3
2 2
—V2 —V2i f)y —i
c) 3i 21—
3 3.
d) —2 h)T*EI

Determina el angulo que forman los
vectores correspondientes a los niimeros
44+iy1+ 2i

S (B ) B

4 +il-11+2i] +85

6
a = arccos(——| = 49.4°
(V85>

Escribe en forma polar estos nimeros
complejos.

a) V3 (cos % +i sen%)

a)1—1i d —3i b) 3(cos% +/sen%)
b) V3 +i e) —3
V2 —V2i f) %/‘ a) V35
b) 3=
) \/531? d) 3270" ) 2
b) 250r €) ‘?80" @ Escribe, en forma polar y bindmica,
C) 25 f) Do eec el conjugado y el opuesto de estos
numeros complejos.
Y
. b) Z7 = Sy Z; = 3uss Z3 = \/g%
i . -5 5V3
) % 21—5240"—77 2 /
a) _ 53
0) 21 =5 pyp0 = Sppp0 = 2 + T
) 5  5v3.
—Z1 = S 180° = Seor = E + T’
. . o —-3v2  3V2.
@ Escribe en forma bindmica los siguientes Zy = 3 = > + !
00 NUMeros.
_ —3v2  3v2.
a) by €) 35 72 = 3z = 3y = 5> 5
b) 2555 f) 137"5 3v2 3vV2
—2Z; = 35011800 = 3150 = T - T
C) 3z g) V2
2 ! 3 T o— i + ﬁ/
d) 2 h). v/3s0 6.2 2

192



7= Y3z = yame = 3 V3,
6 6 2 2

-3 3.
_ — T — n — =~ =
73 SZ-K \/5? 5 5 i
INVESTIGA. Dado el niUmero escrito en
forma polar r,, di como serian su opuesto

y Su conjugado.

OpUEStO: —, = IMgpe o Conjugado: r-,

INVESTIGA. ;COomo debe ser un
nimero complejo para que coincida

con su conjugado? ¢Y con su opuesto?
atbi=a—bi—>b=0

Para que un numero complejo coincida

con su conjugado debe ser un nuimero real.
a=—a—>a=0 'YYe)
b=—-b—->b=0

El Unico numero que coincide con

su opuesto es 0.

a+b/’:fa—b/'—>{

Se representa el nimero complejo 54
y se efectlia un giro de 40°. ;En qué
numero complejo se convierte?

520>+ Taoe = Seoe

Representa el nimero complejo 1 — /i
y realiza en este punto un giro de 60°
centrado en el origen. Expresa el nimero
resultante en forma binémica y polar.

©

Y
8 .

7 e

1—i =425
V2315 - 1op = V215 = 1,37 + 0,37

Sea el nimero complejo z = 3 + 4i,
halla las coordenadas de los afijos

de los nimeros complejos que se
obtienen al aplicarle a z las siguientes
transformaciones.

a) Un giro con centro el origen
v amplitud 2Q°

b) Una simetria respecto del eje de abscisas.
€) Una simetria respecto del origen
de coordenadas.
d) Un giro con centro el origen
y amplitud 60°.
Z = Ss313
a) 55313 * Topr = Suagrz = —4 + 3= (4,3
b) El conjugado es el simétrico respecto del
gje de abscisas:z = 3 — 4/ — (3, —4)
c) Elopuesto es el simétrico respecto del
origen: —z = —3 —4i —» (=3, —4)
d) Ss31z * Teoe = Sirgaze = —1,96 + 4,6/ —
- (—1,96; 4,6)

Un triangulo de vértices A2, —2), B(2, 2)
y C(—4, 0) gira 45° respecto del origen.
Calcula los vértices transformados.

AR, —2) = V85 —

- \/§3WS° e = ‘/§0° = \/g - (\/g, 0>
B(2,2) = V8 —

g \/§45° N 145° — ‘/g%" = \/gl - (O, \/g)

C(—4,0) = digor —
= gy - Tuse = Aoy = —2v2 —2v2i -
- (—2v2, —2v2)

RETO. Halla los vértices de un cuadrado
centrado en el origen si uno de sus
vértices es A(3, 4).

A3, 4) = Ss313

Ss313090° = Duazrz = B(—4, 3)
Suzizrer = Sz = C(=3, —4)
Su3313° 4900 = D31z = D4, —3)

RETO. Si el nimero complejo a + bi
tiene mddulo m y argumento a,

¢como expresarias en forma binémica
un nimero complejo con médulo 6m

y argumento 360° — a? ¢Y si el modulo
es 3my el argumento a + 270°?

a = mcos a

a+bi _){b=msena

a) 6m(cos(360° — a) + 1 sen(360° — a)) =
= 6m(cosa —isena) =
= 6M.COS.a.—.6mjsena =.6a — 6hbi
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b) 3m(cos(270° + a) + 1 sen(270° + a)) =
=3m(sena —icosa) =
= 3msena — 3mi cosa = 3b — 3al

@ INVENTA. Escribe dos niimeros

eco complejos cuya suma sea un numero real
y otros dos cuya resta sea un numero
imaginario puro.

3. Opera con nimeros complejos Respuesta abierta. Por ejemplo:
- . Zy=4+3i
Sumas, restas, multiplicaciones ! 3,
e s 22:2*3/_)21“!’22:6
y divisiones g ,
7\ =25
(ACTIVIDADES FLASH ) 7z, =2+3 >z -2z =8
@ Calcula el resultado de estas @ S1z =3 + ai'y 7' QENERalRN valor
- operaciones. eec del nimero real @ para que 3z — 2z’ sea

un ndmero real.
37—27 =9+3a—10+2 =

a d—N+(—2+3j)

1 1. 1 1. -

LI I I I =—1+@Ba+2 »3+2=0-
b)<3 2/) ( 3+4/> b
8 b=RQ=I) 3

2 . 1 2. @ La suma de dos numeros complejos
d) 5! u 375! sse CONjugados es 16y sus modulos

suman 20. ;Cuales son estos nimeros?

S Seaz =a + bi.
by 23 atbita—bi=16

° Va + b +va + (b2 =20]
c) 3+
O = .

15 5 Ya’+ b’ =10

- 64+ b*=100 - b ==*6

@ Realiza las siguientes operaciones. , . .
Los numeros son 8 + 6iy 8 — 6.

°°° a) B3—=5N+@—7i)+ (—4+ 8i)

b) (—1 + 2i) — @B+ 6i) — (—4 — i) @ INVESTIGA. ;Queé posicion deben tener
O —(1 = 20) — (—70) — (—4 — 3i) «eo los afijos de dos nume’ros complej_os para
gue su suma sea un nimero imaginario

d) 201 —4i) = 2(1 + 4i) — 3(4 — 4]) puro? ;Y para que sea un niimero real?
e) < n 2/> (Q _ j,) n 2( 1 1/> a) Para que la suma sea un nimero
2 4 3 3 2 imaginario puro, su parte real tiene que

ser0.Siz,=a -+ bi - Aia, b), el otro

a) 1—4i ; :
] ) ) numero tiene que ser de la forma
b) (—1 + 20+ (=3—-6)+@B+i)= Z,=—a+ ci - Ay(—a, ¢), por tanto,
=3 los afijos deben estar situados cada uno
O (=1+20)+7+@+3)=3+12 a un lado del eje de ordenadas, estando
d@2—-8)—@2+8)—(12—12) = ambos a la misma distancia del eje.
=—12—4 b) Para que la suma sea un nimero real,
1 ) 3 5., 2 0\ Su parte imaginaria tiene que ser 0.
€) <E+ 2/)7<17§/)+<§ + /) - Siz, = a -+ bi = Ay, b), el otro
5 14 numero tiene que ser de la forma
BETREER Z, = ¢ — bi = A,(c, —b); por tanto,

los.afijos deben estar.situadas cada una
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@ RETO. Observa
see larepresentacion

a un lado del eje de abscisas, estando
ambos a la misma distancia del eje.

de estos numeros
complejos y calcula.

a) Las coordenadas
del vértice B.

60° 15°
Los vértices del paralelogramo simétrico
a OCBA respecto del eje de abscisas.

c

c) Los vértices del transformado por
un giro de 90° y centro O.

a) A4 cos 60°, 4 sen 60°) — A(2,2v3)
C(2 cos 15°,2 sen15°) — C(1,93; 0,52)
B=A+C — B(393 3,98

b) El punto simétrico respecto del eje

de abscisas coincide con el afijo del
conjugado.
0O=0=0 - 01,0
A=A A2, —2v3)
B’=B — B'(3,93;, —3,98)
c’'=C - C'(1,93, —0,52
) Eltransformado por un giro de 90°
coincide con el afijo del resultado
de multiplicar por 1gg.

0(0 cos 90°, 0 sen 90°) — 0”(0, 0)
A”(4 cos (60° + 90°), 4 sen(60° + 90°) —
- A"(=2v3,2)

C”(2 cos(15° + 90°), 2 sen(15° + 90°) —
- C"(—0,52; 1,93)

B”=A"+C" - B"(—3,98, 3,93

¢Qué numero complejo hay que sumarle
a —3 + 2i para que resulte 5,7

¢Y para que resulte 6%1:?

Sy0 = —5I

6 =3 — 3V3i

(=3 +2)+ @+ bi)=—5 —
—-a=3b=—-7->z=3-7
(—3+2i) + (@ + bi) =3 — 3V3i >
—>a=6b=-2-3V3-

o 7=6=(2+3V3)i

©

[ Jelo}

Calcula estos productos.

a) (1— 32— 6i)

b) (—3 —4i)7 — 1)

c) (5—4i)5 + 4i)

d) (=3 —2v2i)(—3 + 2v2i)

€) 4o - e

f) 4%‘2270"

g) 2260" : 5‘\30"

h) 140" : 550"

a) 2—6l—6/—18= —16—2
b) —21+ 3/ — 28/ —4 = —25 — 25/
c) 25+ 16 =41

d 9+8=17

€) 12500

—h

) deor 29700 = 8zz0
2) 10390 = 103
h) Sece

¢Por qué nimero hay que multiplicar

a un numero complejo z para obtener
otro nimero complejo con el mismo
maodulo y cuyo argumento sea 45° mayor?

Hay que multiplicarlo por 1.
Dibuja los nUmeros 23y Y 645¢-. ¢POr qué

nimero complejo hay que multiplicar
al primero para obtener el segundo?

Y

G140
lO 2120

Hay que multiplicarlo por 3;5:-.

INVENTA. Escribe dos niimeros
complejos no reales cuyo producto sea
un ndmero real y otros dos cuyo producto
sea un nimero imaginario puro.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

29000 * 31agr = b = 6

515o N 375° - 15900 - 15/

Halla a para que el producto (3 + i)@ + i)

sea un numero imaginario puro. ;Puede
ser un numero real?
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B+ia+i)=3a+3+a—1=
=@a—N+@+a)
Para que Sea imaginario puro:

@ Realiza las siguientes divisiones de
«co nUmeros complejos.

. . o
367120_%:% a) (54 2i):(2) f) 2%
Para que sea real: b) —> g) 8o
3+a=0—-a=-3 2+ 4i 2500
7271
@ Encuentra p y g para que se cumpla C) L h) =l
eo la siguiente igualdad. 142 S
P +3N4+qg)=15+9i —1+5i i o
| | L ) Tow
(4p — 3q) + (12 + pq)i = 15 + 9i 230
=3¢, =—1 —1+5i
4p—3q15}ﬁ P 3q* & ——
12+ pg =9 Pr=— (0, = —4 ) . . .
4 g 512 =2 —0ita4 5i+2
_ 2i =2 4 2
@ Halla el valor de b en la igualdad. 5 2 2 10 — 20i 1o
o A7+ (1 + bi) = 8raze O oraw 24T w2
1_‘_b/:@_> 0 \/E .1*‘/5/':\/5*2/'
b ) THV2i 1—v2i 3
—>260»:2(cosé:’0 +isen60°) - 45 349
- b=2sen60° =3 d)ﬁ'3+2/_
@ INVESTIGA. ;ES cierto que siempre que _ 8- 2;1 215/ —10
eeo multiplicas un nimero real por un nimero e
complejo z el resultado tiene el mismo
argumento que z? & —1+5 247 —2—-i+10 -5
Si no es cierto, enuncia una propiedad 2—10 2+ 4+1
correcta. _ 7+
No es cierto. Por ejemplo: 5
Tiso * Toge = Tozoe f) 3%
Solo es cierto si el nUmero es positivo. 8) i
Si multiplicamos un numero real positivo 7
por un nimero complejo z, el resultado n) T
tiene el mismo argumento que z. °
W2
@ El valor del argumento del nimero ) 2 s
see complejo z, es 150°, y el médulo de z, .
es 2. Calcula z, y z, sabiendo que @ Resuelve estas divisiones.

su producto es —8i. 1+3

7y = hsy 2o = 24 1-3
=8/ = 800 2500 * 20 = 8700 ™ b) 1—V3i
N r-2=28 L r=4 N 1+ v3i

150" + a = 270° a = 1200 Vo —j

c) ;

20T s 2o = 200 V2.t
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a)1+3i.1+3i_f8+6i_f4+3/
1—3 1+3i 10 5
b)1f¢®.1f¢@__—2—%6/_
14430 1-+3j 4
 —1—3i
2
o Y2l Y2-i_ 1-2v2i
V24+i V2 —i 3
@ Siz=2—-2iyw =1+, calcula:
P 9 ® z+w
V4 w Z+w zZ— W
by 0 N,
V4 w zZ— W Z+w
1 1 242 1—i
Ayt s 2
_2+2+4—4 3|
8 4
0 T 242 -
2—2  1+i 8 2
242 —A4+4  —1+3
8 4
g 1 3+
3—i 10
1 1+3i
d)1—3/’ 10
& 3—i 143 _6+8 _3+4i
1-3 1+3i 10 5
f 1-3 347 _6-8 _ 34
3—i 3+i 10 5

@ Representa [0S nUmeros 12300: Y 41g-
eee ¢PoOr qué nimero complejo hay que dividir
el primero para obtener el segundo?

Y

Hay que dividir entre 3;gg-.

S

@ INVENTA. Escribe dos nimeros
«co complejos no reales cuyo cociente sea
un ndmero real y otros dos cuyo cociente
sea un nimero imaginario puro.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
6120“ 9120"

a) — =2p=2 D)
31200 ’ 3s0r

- 390° - 3’

@ Calcula para qué valoresdea, b, ¢, d, ey f

sec Se verifican las condiciones indicadas en
cada apartado.
a) 3—5i)+ (—
b) (b + 3i) + (5 + 2/) es un nimero
imaginario puro.
C) (¢ + 6/)(3 — 2/)es un numero real.
d) (@ + 6/)3 — 2i) es un nimero
imaginario puro.
7+ 1
e—2i
7+ 11/
f—2
a2+(-5+ai—>-5+a=0—->a=>5
b) b+5+5 > b+5=0->b=-5
C) 3¢ —2¢i+ 18/ + 12 =
= @3c+12) + (18 — 20)i —
> 18—-—2c=0—->Cc=9
3d —2di + 18 + 12 =
= @Bd+12) + (18 — 2d)i —
-3 +12=0->d=—4
7+0M e+2
e—2 e+2
_7e+ 14+ 11ei —22
e+ 4
(7e —22) + (14 + 11e)i N
e’+ 4
—14

H14+11€:0HG:1—1

1+ ai) es un numero real.

es un numero real.

e)

f)

es un nuimero imaginario puro.

2

7+1 f+2
f—2 f+2
714+ NMfi—22
B F2+4 B
(7f — 22) + (14 + 11f)i N
f24+4

—>7f—22:0—>f:272




@ INVESTIGA. ;Cuales de las siguientes

afirmaciones son ciertas? En caso de ser
falsas, pon un ejemplo.

Si dos nimeros complejos tienen sus
afijos en el primer cuadrante, entonces:

a) Su suma estara en el primer cuadrante.

b) Su producto estara en el primer o cuarto
cuadrante.

C) Su cociente estara en el primer o cuarto
cuadrante.

a) Cierto. Si sus afijos estan en el primer
cuadrante, se cumple que tanto su parte
real como SuU parte imaginaria son
positivas, y la suma de nimeros
positivos también es positiva.

b) Falso. Ejemplo: 2/¢0 + 5300 = 104000

C) Cierto. Si estan en el primer cuadrante,
Sus argumentos cumplen
que 0° < a < 90° por tanto,
la diferencia de ambos argumentos
cumplira que —90° < a < 90° luego el
afijo del cociente estara en el primer o
en el cuarto cuadrante.

Halla el opuesto, el conjugado y el inverso
de estos nimeros complejos.

d) z = Ta30r

—Z = aprr1e0e = Tasoe

Toase = Tape

=1 30 = s

r\I|\‘|4’\I|

L
I
N

&

—Z = 251180 = 2205

11 _1
V4 2 —15° 2 315

-3 3v3 .
fy 7=— 2=

2 2
_,_3,.3V3.

2 2
_ =3 3v3.
Z=—F—+—1

2 2
1 2(=3+3V3i)) _ —1++v3
z 36 6

@ INVESTIGA. ;EXiste alglin nimero

complejo cuyo inverso coincida con

su conjugado? Y cuyo inverso coincida
con su opuesto?

a) Si, los numeros complejos de modulo 1.

b) Si, los nimeros imaginarios puros con
maodulo 1.

a) 2+ 3 d) 13300

b) 4 — 5i e) 2. @ RETO. Demuestra que el inverso
VRS f 3 . . see del producto de dos nimeros complejos

© ! ) 3(cos Isen ) es el producto de sus inversos.

a) z=2+3 Es cierto, pues, dados z; y z, dos nimeros
2= 2038i complejos cualesquiera, se tiene que:
Z=2-23 1 1 1

_ @1-2) "= =— - —=z"2z"
1 _2-3 B A
Z 13
) @ Resuelve estas operaciones.

b) z=4—5j g . .

) ee0 3) (1 —=2)(=2+1) +g
—zZ=—4+5 —3/(1 — f
Z=4+5 ;

3001 — 1) o

i D) ————+ (2 — 3f)i

1 _4+5 ) —y 5 ¢ )
z M o 5 2+ 33

Q0 z=-1-2 -3+
—z=1+2 410 — i) + 8 . .

. d ———————@B—N2+ 6
Z=—1+2i ) 2—6i ( N )
1 -1+ 2 . 10 — 10/ — 5(1 + 1)

L —2 —5I) — - -
z 5 e o) (8 4.20).=(5 %30
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2 —2+i+d4i+2 2 0
3+ 3 I i
5 3—3
T 3+3 3—3
_15+151 36 5—7i

18 18 6

30-300 —4+2
- —+ 2/ +3 =
S — 3
—60+ 1801 .
= 42 +3=
20

—3+9+2+3=1i

— 9 =

649 —3-—i
0 2 — . - =
) —3+/ —3-—i
—9—33 _ 9+53
10 10
2010 — i) +4 _
S (12416) =
R ( &)
24—2 1+3 :
= — . - — 12— 16 =
1—3 1+3i é
30 + 70i .
=== 12— 16 =
10 é
=—9—9

2/ —

. 5—15 3+
_2_ | — - . — ==
& > 33— 3+

=—2-5—-(B—4)=—5—i

Realiza la siguiente operacion.

1T 1+i A+D-1—=0 2014+1)
-t —— : - —
i I i?—1 i—1
A A4l a=P 242
/' Sl =1 [ —1
1 1410 ]
= - — +1*2.+2/=
i i i—1
242 _ 242 i+1_
i—1 i—1 i+
:_(2+2_/)2(/+1):2/.

Resuelve la ecuacion

X 2x
1+3 4—i
Xilh — i) — 2x(1 4+ 3)) = (1 + 34 — /) >
SXWB+1—2—6)=7+ 1>
741 —1+2  —29+3
 1—-2 142 5

@

La suma de dos nimeros complejos es
3 + 2iy la parte real del segundo es 2.
Halla los dos nimeros sabiendo que

el cociente del primero entre el segundo
€s un numero imaginario puro.

@+bi)y+@Q2+d)=3+2 -
_}{a =1

b+d=2
(1+bi)2 —di) _ 2+ bd+ @2b—d)i \
(2 +di)@2 — di) 4 + d?
- 2+bd=0
b+d2}9F1+V§
2+bd=0 b=1-—+v3
obien{g;llg
Hay dos soluciones.

z=1+(0+vV3)iyz,=2+(1—-v3)i
2=14+0-V3)iyz,=2+(1+v3)i

Encuentra dos numeros complejos cuya
suma vale 3y cuyo cociente es i.

@+o+b+di=3-
_)a+c:3}
b+d=0
a+bi . @-+bic—d)
cH+di ¢+ ad?
. (ac + bd) + (bc — ad)i _
c?+ d?
,ac+bd=0 }
~ bc—ad = c? + ?

Por tanto:

b+d=0

a+c=3

ac+bd =0

bc —ad = ¢ + d?

3 3 —3

a:— == C=—- d=—]

CaTy 2 2 2
, 3 3. 3 3.

Los nuimer Nn——+—=iy———|

0S nUmeros son —-+ —- 1y —— -

Halla dos numeros complejos
conjugados tales que su diferencia
sea 6i y su cociente la unidad
imaginaria
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@+b)—(@—>b)=2bi=6 —>b=3

a+bi a+b  a*—Db’+2abi

a—bi a+bi  a+b
a>— 9+ éai
 9+a

6a
2-9= — =1 =
a 0y 8 —-a=3
Los nimeros son 3 + 3iy 3 — 3.

Busca un numero complejo tal que

. 1+i .
sumandole —— o dé otro complejo

2
de médulo v2 y argumento 45°.
T4+i0 1+ i

2—-2 1+i 2

. 1. 1Y\,
+bi+—i=a+|b+—=]i
a+b > a <b 2)

1\
2+<b+§> -

12
—>a2+<b+5> =2

V2 =

b+

gas° =1 = —a=b+—--

, . 1.
El numero complejo es 1 + 5/.

Potencias de numeros complejos

@ Calcula las siguientes potencias.

000

a) (1+ V3iy g )

b) (v12 + v2i)’ h) (2:0)°

Q) (1—i) i) (@57>
d) (—v2 + v2i) i (4%)2
e) (—1+v3i) k) (3¢
f) (v12 — v2i)’ ) (x/EsTn)"
) (20)? = bio

D) ( 1422,21°)3 = 14@66,62’*
(‘/5315) = gy

d) (2135")6 = 6450
€) 210)* = 16150
14337,8°>3 = 14v14 2033

Realiza las siguientes potencias
empleando la férmula de De Moivre.

a) [3(cos 25° + i sen 25°)]*
b) [2(cos 40° + i sen 40°)°
c) [5(cos 115° + i sen 115°)]’

T . T\
— + n—
d)(cos3 i se 3)

e) 3<cos 3 + i sen 3—7T>

2 2

a) (3(cos 25° + jsen 25°)* =

= 81(cos 100° + i sen 100°)
b) (2(cos 40° + i sen 40°)° =

= 512(cos 0° + i sen 0°) = 512
c) (5(cos 115° + isen 115°) =

= 78125(cos 85° + i sen 85°)

3

TC . T

d (cos—+/sen—) =
) 3 3

=cost+isenm =—1

4
3 . 3
— + — | =
e) <3<cos , tisen= ))

= 81(cos 0° + i sen0°) = 81

INVENTA. Escribe dos nimeros
complejos tales que al elevarlos al cubo
den un nimero real y otros dos que
al elevarlos al cuadrado den un nimero
complejo imaginario puro.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Real: 7, = 240 = (2¢0)° = 8100 = —8
Zy = 3 = (Bi)® = 2700 = 27

Imaginario puro:
21 = s = (24507 = oo = 4

= 3azee. 2 (Ruas) 2= Qogge. =. =9I
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@ Calcula y simplifica las expresiones
eco Que aparecen a continuacion.

(=302 + (20)°: (1218
d) "7 (2i% — 3i%)

C) 271 — 64 (— 12)727/—0—%

d —i-@ —3)=2+3i
@ Halla el nUmero complejo z
eco €n cada caso.

a) z=1i(1—1ip?

b) z=2i(1— 3

0 z=(V3—v2if —V&i

d) 2@ +i)—z= —i

e) z= (=@ +1)

fy iz=Q+ N2 —1)

@ Simplifica esta expresion:

(1+i_1—i>5
1—i 1+i)

i)2 _ 2\
(“J;’) - 4o ) — Q) = 32

@ Demuestra que z = 1 — 3i verifica

ZZ

—_— =7 —

5 5

Z_(1-3)P —8-6 _
2 2 2

=—4-3=1-3—-5=z-5

Resuelve la siguiente operacion.
M+n°—=0—-i®
20 20
(\/545’) - (\/531?) =
- 1024‘\80° — 10241300 =0

Calcula la parte real del siguiente nimero
complejo.
1T+ +D+T+iIP+0O+0P+
+@+ir+0a+0P

a) z=2
b) 7z =56 +192i 1+ V2u5 + 290 + 2V201350 + dug + 4V 2205
Q0 z=1-3v6i La parte real es:
- . 1+ V2 cos45° + 292 c0s 135° — 4 +
d) z=6+3
+ 442 cos 225° = —8
e) z=1—3i
° V2 V2.
f) z=—=—5 jz=—+—
) ; @ Siz=—-+— i, calcula el valor de
“*" la expresion:
@ Resuelve estas operaciones. 14742434 +78
[ Jele) a) ('I + /)6 ﬁ 6 \/E \/E
(459)° R I R e
o Y ; ‘e v
b) #)74 (14 1) _v2 _v2. . _vZ
<f3 7)) ) L
+1 =1
(I%) _ 8270° _ l _ __1
T bbey 8 180° 8 P .
(40)° % " @ RETO. ;Cuanto tiene que valer n para
1o \ 2 see que (n + /)* sea un nimero real?
b) <i> - (4270° . \/54?) - q ( )
23 parctel L) - {180° +360° -k
_(l )3,(4\/5 y_ E\n) " loo+360° - &
2e0 v = arerel 1 7{45°+90°-k_)
1 arcig\ ) = 190° + 90° - k
_gjs 3220 = 3 ->N=0 n=1 n;=-—1
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@ RETO. ;Cual eselvalordebenz =9 + bi,

siendo b > 0, si las partes imaginarias de
72y 7® son iguales?

72 = (81 — b?) + 18bi

72 =

= 729 — 9b% 4 162bi + 81bi — b3 —
—18b* =

= (729 — 27b%) + (243b — b®)i —

— 18b = 243b — b®* — b*—225b =0 —
> b(p?—225) = 0229 p — 15

Halla el valor de a para que el siguiente
nimero complejo cumpla que su
cuadrado sea igual a su conjugado.

V3.
—
a-+ 5
2
<a+£/> — a2 4 y3ai
2 4
Hallamos el conjugado: a — 7/.
Igualamos las partes reales y las
imaginarias.
3
2__ = =
a 2 a L 1

INVESTIGA. (Existe algin numero
complejo tal que su cuadrado sea igual
a su conjugado?

Z=", Z=", 22 = (")

2a = —a = a = 0° + 360° - k
Cumplen esa propiedad los nimeros 0y 1.

0
12

INTERNET

RETO. Determina el nimero complejo
que cumple que su cubo es un nimero
real y que la parte real del mismo

ndmero es una unidad superior a la parte
imaginaria.

a=>b-+1

(b+1+bi)P=

= —2b° + 6b% + 2b% + 3b + 3bi + 1

2b° + 6> +3b=0—->b@2b*+ 6b+3) =0
Los nmeros son tres; 1,

—1-V3  —3-4¥3.
2 ) 4

—1+V3  —83+¥3.
2 2

RETO. Calcula los nimeros complejos
que verifican que el cuadrado de su
inverso es el opuesto de su conjugado.

1\
zZ=1r = <7 ) = I—a+180°
—a

1
— =r->rr=1-r=1
;

—2a = —a + 180° —» a = 180° + k - 360°
LOS NUMeEros son Tisee 1 k.30 K € Z.

MATEMATICAS Y...
ARTE. Representa

el numero 1 + i.
Pasalo a forma polar,
calcula sus 10 primeras
potencias y represéntalas
en el plano complejo. {Qué curva
describen los afijos de esos nimeros
complejos?

Z=1+i= V@24y

@ INVESTIGA. Halla los niimeros 28 = 2

ee0 COmMplejos cuyo cubo es igual 2= 2¥2us
a su conjugado. 7' = lygr
() =r—>r=1 2 = 4V 2y
3a=—a—>a=0° 7%= 8y
30 = 360° — ¢ = a = 90° 7 = 8V2ys
3a =720° — a > a = 180° 78 = 164
30 =1080° — a = a = 270° 77 =16V2s
Los.numeros.son .l =1, =i 10 =32
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Zuo d) 190 +k-360°
2

Sik=0— X = g5
Sik=1-> X, = Ty

e) 1 90°+k -360°
3

Z Sik=10 - X; = 1
\ Sik=1> X = T
\ Sik=2 > X3 = Npype = —I
\ f) ’|90"+k«360°
2 ] 4
Y, } Sik=0- X = lpg
e | X Sik=1- X = s
. Sik=2 - X3= lyps

Sl k B 3 = X, = 1292’50

Z 1

z

La curva obtenida al representar las

potencias de z es la espiral aurea. @ calcula las siguientes raices.

©00 3 5
a) vV 64120° C) A/ 32%77'(
b) ¥/1is0r d) V6duer

a) El mddulo de las soluciones sera 4.
Existiran tres argumentos.
~120° 40 - 360°

Raices de numeros complejos

Cé (ACTIVIDADES FLASH )

@ Calcula las siguientes raices de

ec0  NUmeros complejos. Stk=0= 8= 3 el
a 1 d i ) 120° + 1- 360°
>;f );F Sik=1- B, = —————— = 160°
b) V1 e) Vi 3
- ) 120° + 2 - °
o V1 ) Vi Sik=2 B, = 12023607 s 30" _ g0
a) 10tk Por tanto, las raices son 4yg, 41eee, 4osor.
Sik=0—>X =1 =1 b) El modulo de las soluciones sera 1.
Sik=1=X= Tger = —1 Existiran cinco argumentos.
b) 1.0k 360> PR
— Sik:O—>B1:150 + 0 - 360 — 300
Sik=0-x=10=1 S
Sik=1-X; = Typr sik:1—>32:—150+1'360 = 102°
Sik:2_>X3:1240° °
i ° - 360°
C) 10°+k-360° Sik=2-8;= % = 174°
4
Sik=0->Xx,=1¢ =1 150° + 3 - 360°
_ _ Sik=3-p, = ———— = 24¢°
Sik=1>Xx,= 1o = Be 5
Sik=2-X3=Tgr = —1 5ik:4a65:4’|50+4.360 = 318°
Sik:3_)X4:127o°:7/‘ 5
Por tanto, las raices son 1z, Trge, T17ae,
aseer. Lasge
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0

2

El modulo de las soluciones sera 2.
EXistiran cinco argumentos.
225° + 0 - 360°

Sik=0 By === = 45°
k=1 oo B0,
k== ZET2HO
k=3 gy = ZETIHO .
Sk = EEEARO

Por tanto, las raices son 2us:, 21172, 21s9°,
2261”: 2333°-

El modulo de las soluciones sera 2.
Existiran seis agrumentos.
180° + 0 - 360°

SikiOeBwif:30°
Sik=1p, =200 1360 o
6

. 180° + 2 - 360°

s|k:2q33:u:150°
S|k:34’842w:2100
Sik:AﬁBFw:yoo
Slk:5_)86:M:3300

Por tanto, las raices son 2y, 29, 2150,

2210", 2270": 2330"-

@ Halla las raices y represéntalas.

N 0 ¥ia
b) ¥—i ) V1 - v3i
a) 6\/16180“

. . , 3
El médulo de las raices serd ¥4.

Existiran seis argumentos.
~180° + 0 - 360°

Sik=0-p=——"——— =3
Sik =1 - B, = 00+ 1360 +61'360 = 90°
Sikzz_,&:w:mo

180° + 3 - 360°
6

180° + 4 - 360°
6

~180° + 5 - 360°

6

Sik=3-8,= = 210°

Sik=4 -85 = = 270°

Sik=15—p = 330°

Por tanto, las raices son %/Zaoe,
%90" - %/, %150", %2102
sz = — %/, %33&

Y

P
=1

.

/

\
.

.
N
J
/

iz

El modulo de las raices sera 1.

Existiran tres argumentos.

_ 270°+ 0 - 360°

B 3

270° + 1- 360°
3

270° + 2 - 360°
3

Por tanto, las raices son Teg:, 1210, Tas0e-

Sik=0— B4 = 90°

Sik=1-8,= = 210°

Sik=2->p;= = 330°

Y

1
T

V16150
El modulo de las raices serd 2¥2.
Existiran tres argumentos.

Sik:O—>B1:w:3O°
Sik=1-p, =20+ 13607 +;'360 = 150°
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_90° + 2 360°
D —
Por tanto, las raices son 2%30", 2%150",
2V 200 = —2V2i.

Y

Sik=2>p, = 270°

DT

?
20

) V2
El modulo de las raices sera ¥/2.
Existiran cinco argumentos.
~300° + 0 - 360°

Sik=0-p= 5 = 60°
Sik:1ﬁﬁziwi132°
Sk oy = 20
S = B
SikZAﬁBSZM:MS"

Por tanto, las raices son ¥ 2., ¥2132,
%ZON, %276“, %348’.

Y

Halla estas raices.
a) Y1—i  b) ¥27(cos 30° + i sen 30°)

4
a) ’V‘/Ems"‘: %
Existen 4 argumentos:
315° + 360°- 0
4

k=0-8= = 78,75°

A=)

315° + 360° - 1

k=1-p,= 7 =168,75°
k=2—>83=%=258,75°
k:3H83:315+4¢:34&75"

. 8 8 8

Las raices son \/578,75", \/5168,75", \/5258,75"
8

Yy ‘/E 348,75°.

|V275 | = ¥27 = 3

Existen tres argumentos.

kzoqsﬂzw:'loo
3

/(11—)82:%:130‘3

k=2 = T2 g

Las raices son 3qg:, 31300 3os0n

@ Comprueba que las siguientes raices
suman cero.

000

a)
b)
a)

A=

Las raices cuartas de —1 + v/3.
Las raices sextas de 64.

Las soluciones de 4/2:,0- son ¥ 2,
%‘\20", %210", %SOOﬂ

V2 (cos 30° + i sen 30°) +

+ V2 (cos 120° + i sen 120°) +
+¥2(cos 210° + i sen 210°) +
+v2 (cos 300° + i sen 300°)

N | =

Las soluciones de ¥/64 son 200 26005 2120%
2180": 2240": 2300"-

2(cos 0° + i sen 0°) + 2(cos 60° +

+ 1sen 60°) + 2(cos 120° + i sen 120°) +
+ 2(cos 180° + i sen 180°) +

+ 2(cos 240° + [ sen 240°) +

+ 2(cos 300° + i sen 300°) =

1 V3 1 43
2(1 SIS i
S B AT S 1 N
2 2 2 2
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@ Calcula las siguientes raices.

4 /16

i

—1 4
b) .

T+

o Yo —in2—301—1)
a) m - 4\/162700

El modulo de las soluciones sera 2.
Existiran tres argumentos.

Sik =0 —

*512270 + 0 - 360 — 675°
4

Sik=1—

—’52:270 + 1- 360 — 1575
4

Sik=2—

—’53:270 + 2 - 360 — 247 5°
4

Sik =3 —

270° + 3 - °
aﬁdzw::{g,?

Por tanto, las raices son 2¢;se, 21575

2247,5": 2337,5"-

[=1+0 =0
R e A

El médulo de las soluciones sera 1.
Existiran dos argumentos.

Sik=0 - p,— >+ 03607 +2"%O = 45°
Sik =1 qﬁzzwzzzy
Por tanto, las raices son 145, 1oos-.

C) 3V*/' = 3\’1270*’
El modulo de las soluciones sera 1.
Existiran tres argumentos.

) 270° . °
SIkZO—)BW:w:()OO
Sik =1, = 28T e
Sik=2 - p, = 270" £ 2:360° +32 1360° _ 300

Par_tanto,.las.raices son. L. losee, Jass:

@ INVESTIGA. Encuentrany z de manera
eeo que dos de las soluciones de ¥z sean
630 Y 6120-. {HAy UNa Unica solucién?
¢Cual es el menor niumero n que puedes
encontrar?
Seaz = r,, la raiz n-ésima de r debe ser 6.
El argumento debe ser multiplo de 30
y de 120.
La solucion no es unica.
El menor nimero que cumple
las condiciones esn = 4.
77 = 1296450
Otra solucion esn = 8.
Z, = 167961650

@ Halla dos nimeros complejos, z y w, tales
ee0 (JUe SU SumMa sea iy 2i sea una raiz
cuadrada de su cociente.

zZ=a-+bi
w=c-+d
@b+ crdy=i-{0_7°,
*C+(1*‘d)1:2/4)
c+di
- —Cc+ (1 —d)i=—4c+d)—
V—Q
I
d=-73
4 . 1.
P == =——
or tanto: z 3/ w 3/

@ INVESTIGA. Calcula el producto de las

eee dos raices de v1 y el producto de las tres
raices de V1. ¢Cuanto vale el producto de
las n raices n-ésimas de la unidad?

Las raices cuadradas de 150N 1, 11g00

y su producto es 1yge = —1.

Las raices cubicas de 150N 1gs, 11200, 12400
Yy Su producto es 1z, = 1.

El modulo del producto de las n raices
n-ésimas es 1.

El argumento del producto de las n raices
n-ésimas sera:
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360°- 0 + 360° - 1 NI 360°-(n—1) _ @ Los afijos de los complejos z; y z, forman

n . n n .o con el origen de coordenadas un tridngulo
_ 360° O+1+ _ +n—1)= equilatero. Calcula z, sabiendo que
n Z =3+ 4i.
360°-n-(n—1 .

=4=180°(n*1) Z,=a-+bi

2n ‘ ‘ .

Z —
El producto de las n raices n-ésimas {|z1 e va*+b*=5
.| =
serd (—1)" .
‘Zz - Zq| =5-
Una de las raices cuibicas de un nimero - V@—=32+b—4=5
complejo es 2 + 4. Halla las otras dos. Va2t 2 =5
y Vie—37+ (b4 =
I 2k
P . N a’+b*= 25}
/ \ a+b>—6a—8 =0
R : L0 ,6atsb= 25}
\ H-H 8%+ b? = 25
|1 L5
- 4 5
— 100b%> — 400b — 275 =0 -

Las otras dos raices tendran el mismo A by =46 - a,=-197
modulo. by =—-06 = a, =497

Hay dos soluciones:

Z, =—197 + 4,6i
Zo = Y2060 T1oe = ¥ 20183.0° - 7, = 4,97 — 0,6i

73 = @63,44“ *Toage = @303,44°

Zv =2+ 4i = V20630

@ RETO. Halla un numero complejo tal
eee (Ue su afijo forme un triangulo equilatero
con el de su conjugado y el de —5.

Sea L la longitud del lado del triangulo
equilatero, uno de los vértices es el nimero
VZ =3>72=0)=—27i = 27 complejoa + biy el otro vértice es

su conjugado, @ — bi.

El nimero 3i es una raiz cubica de
un numero complejo. Calcula las otras
raices y el numero complejo.

Existen otros dos argumentos.

o_ L
270° + 360° - 1 b=L-sen30” =~

Kk=1- =" =210° L3
3 a=—5+L1-c0530°=—5+ 2‘F
270° + 360° - 2
k=2 =—= ° , ) LV3 L.
- b 3 330 El nimero complejo es (— 5+ T\/—) + .
Las otras dos raices son 3x1¢: Y 3330 Todos los triangulos tienen —5 como
el vértice situado mas a la izquierda.
Sabiendo que 3 — 2i es una raiz clbica Si el vértice —5 estuviera situado a la
de un nimero complejo z, halla z. derecha del triangulo, el nimero complejo
5 , seria:
Vz=3-2— .
2 7= B2 =29 26 bz L:send0” =~
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L-vV3 S>XP =3 —X—=3K+9+3 +ix—

=—5-L-c0830°=—5+— —3 +1=0->x2—6x+10=0
) ) L\/— L ()(+2+5f)()(+2_5/)20—’
El numero complejo es( 5— — 5/' S X2 £ 2x — 5ix 4+ 2% + 4 — 10/ + 5ix +
+100+25=0->Xx2+4x+29=0
@ Los vértices del poligono representado
00 son las raices cuartas de un nimero @ Halla las coordenadas de los vértices
complejo. «ec de un hexagono regular, con centro
Y) el origen de coordenadas, sabiendo que
uno de sus vértices es el afijo del nimero
complejo 31gpe.
1 Vi 3150 = (=3, 0)
x V53 5 = (23,2318
2: 9180° +60° 240° 2 i 2
Vi3 S e £
3+ Y240°+ 60° 300° 2, 2
Determina el nimero y sus raices. Ve 3sise = 3¢ = (3. 0)
Las raices son:
3 3V3
Z1:3+3/:3\/§45° V530+60*360*(2 )
Z,= =3+ 3 =3v2us /3
= *3 - 3/ = 3\/5225n Vé 36O°+60° = 3120° = <_—3, ﬁ)
. 2 2
2, =3—3 = 3235
El numero es: @ Un pentagono regular, con centro en
Z = 3245 = —324 see €l origen, tiene uno de sus vértices en
) (—3, —2). Obtén los demaés vértices,
@ Un cuadrado con centro,er_1 el origen _c_ie usando nameros complejos.
ee0 CoOOrdenadas tiene un veértice en el afijo VT3
del complejo 2 + 3i. Halla los otros tres —3-2= 132_“3""”
vértices y el area del cuadrado. Elevamos a la quinta: Z = V13%asas
|«/22 + 32 | — V13 Calculamos el resto de las raices:
\/ﬁ 348,45° 4 k - 360°

5
Sik=0-> 2= \/_6969"
Sik=1-2,= V1314190
V1356310 = (2, 3) Sik =2 - z; = V1321360
\/ﬁmam" =(-3,2 Sik=3 -z, = \/72856?’

a =arc tg(%) = 56,31°

Los vértices son:

\/_23631° =(—2 -3 Sik=4 > 7. = \/—35769
\/732631 3, —2)
El &rea del cuadrado es (2413 = 52172 1. V3.
area del cuadrado es = o2l @ RETO. Seau = —— + —~i. comprueba
@ Escribe una ecuacion de segundo grado °°® quesiz= —2 + 5i,entonces z, u - z

ee0 CUyas solucionessean3 + iy 3 —i.

. ) ) u? - z son las tres raices clbicas de
Haz lo mismo con —2 — 5/y —2 + 5i. y

_ _ un nimero complejo. Demuestra que
Respuesta abierta. Por ejemplo: eso sucede para cualquier nimero z.
K =3 )X =3=0).=0= ¢ Qué tiene de particular.el numero u?
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U= T
Z = V295
U+Z =y V2918 = V29516
U7 = (Tp)? - V2900180 =

= 1o - Y2920180 = V29171
son las raices cubicas de 29429 1ss.-

Esto sucede para cualquier niumero
complejo, ya que las raices cubicas de un
numero complejo tienen el mismo modulo
y Su argumento se diferencia en 120°.

Al multiplicar cualquier nimero por u,
su modulo varia y su argumento
aumenta 120°.

Calcula todas las soluciones complejas
de las ecuaciones.

a)x*+1=0

b) x* —625=0

0 x*—1=0

d) x*+16=0

a x=vV=1=1w
El modulo de las soluciones sera 1.
Existiran cuatro argumentos.

180° + 0 - 360°

Sik=0-p = : — 36°
Sik=1»52=w=m°
Sik:2—>Bgzwz180°
Sik:3—>84:w:252°
Sik=4685=18(yj+—§'3600=324°

Por tanto, las raices son 1., Tise, Trsoes
1252": 1324"-

b) x = V625 = V625,
El médulo de las soluciones sera 5.
Existiran cuatro argumentos.

Sik:2_’B3:O+2f36O:’I8O°
Sik:3—>34:wzzm°

Por tanto, las raices son 5, Seg:, S1g0e,
5270”-

5
X = ﬁ = 5\/10D
El modulo de las soluciones sera 1.
Existiran cinco argumentos.

Sik=0HB1=w:O°

Sik=1»BZ=L+15ﬂ=7z°
Sik=2asa=w=144°
Sik=3%B4=M=21é°
Sik=4HBS=M=288°

Por tanto, las raices son 1g:, 172¢, T1ase,
1216": 1288"-

X = V=16 = V161

El modulo de las soluciones sera 2.
Existiran cuatro argumentos.

180° + 0 - 360°

Sik=0-p, = ., — 45°
Sikzqﬁgzzw:%o
Sikzzﬁ&:w:mo
Sik—3 -, = 1% +43-36O e

Por tanto, las raices SoN 2us:, 21350, 22057, 2315°.

@ INVENTA. Escribe una ecuacion de

segundo grado con coeficientes reales

gue tenga por soluciones estos nimeros

complejos.
a) 1—1i
b) 3—2i

) 0° + 0 - 360° R ierta. Por ejemplo:
Sik=0 - p = — o espuesta abg ta. PO e'J,e plo '
4 a) Como 1 — i es solucion, entonces 1 + |
. 0° + 1- 360° también lo es.
Sik=1—->8,=—""7—"=290°
B2 4 K=+ =0 =i)=x2=2Xx+2
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b) Como 3 — 2i es solucién, entonces
3 + 2i también lo es.
X—@+2Nx—@B—2)=x*—6x+13

Calcula el valor de m para que el polinomio
Xx? — 6x —mtengalaraiz3 — j. Hallala
raiz que falta.
B—iP—6@—i)—m=0-

-8 —6/—18+6i=m—->m= —10

La raiz que faltaes 3 + |.

Calcula el valor de los nimeros complejos p
y g para que el polinomio

X% 4+ px? 4+ gx — 2 tenga las raices iy 2i.
Halla la raiz que falta.
X—NX—2)=x>—3xi —2

=3 —2x —a) =x>+ (—a — 3ix* +
+ (=2 +3iax +2a > a=—1

p=1-—3
g=—2—-3
Laraizque faltaesx =a = —1.

Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) X +ix+1=0

b) ¥ —=2x+3 =0

C) X*+7x—12i=0

d x:+27=0
—itV=1—4 —i++5]
a) x= = -
2 2
e e T Bl 0
! 2 : 2
b x = 2+ V4121 _ 2+2V1-3i R
2 2
S X =1+41-3 x,=1—41-3i
—7 £449 —48  —7 +1
C) X = - = - -
2i 2i
A’X1:3/‘ X2:4/

d) x° = %27 =271 > X = ¥ 2oy

El modulo de las soluciones 3.
Existiran tres argumentos.
90° + 0 - 360°

Sik=0-p= 3

= 30°

Sik =1, = 0 sy
Sik:zﬁgazwzzﬂ)o

Por tal’ltO, X1 = 3300, Xy = 31500, X3 :32700.

@ Calcula para qué valores de a

y b se cumple que la ecuacion
73 4+ az? + bz — 6i = 0 tiene
por soluciones 2 y 3. Halla el resto
de soluciones.
8+4a+2b—6/=0
27+98+3b—é/:O}
—»a=-5—] b=6+5
22— 0B+ N2+ 6+ 5)z— 6/ =
=Z—3Z—2Z—0 =
=27—cz?— 522+ 52c+ 6z — 6c -
> Cc=]

Laotraraizesz =i

Resuelve en los humeros complejos
las ecuaciones.

a) 22 —2z—2+4i=0
by 224+ @4 —2)z2—8 =0
c) z*+ 1022 + 169 =0

2EVA—A(—2+ 4)
a z= =
2
=1+£v¥3—-4 =
:1i\/g306,87 =
=1x(—2+1)

b) 2+ (4—2i)t—9 =0~
A2 EN12 4160

=24/t V3+4i =
=24+ V553 =
=—2+i%(—2—1)

=2 t,=—4

7= V2% =1+

7, = @90"4360" =—1—
2

73 = V4% = 9

7, = ﬁ180°t360" E—T




o) t?+ 10t +169 =0
_ —10£ 4100 — 676
2

-t

=—5+12

t=-5+12 t,=-5—12
Z1= V133 = 2+ 3i

Z, = V1330 = —2 — 3

73 = V1313 = —2 + 3

Zy = V133060 = 2 — 3

@ Escribe una ecuacion de grado cuatro

cuyas soluciones sean 3 +/,3 — |,
con —2 — 5/y —2 + 5i.

Respuesta abierta. Por ejemplo:
X—=3—0+-X—=3+0)-x+2+5)-
‘Xx+2—-5)=0

(x =3+ Nx+2°+25)=0

X —6x +100(x* + 4x +29) = 0

Xt —2x3+ 15x2 — 134x + 290 = 0

El nimero 1 es solucién de la ecuacion
z> + 27> — 3 = 0. Halla las otras
dos soluciones.

1 2 0 -3
1 1 3 3
|1 3 3 0
+ 4/ —
22732+3:0H2:¥H
3+V3i 3—V3i
CHaT T AT T

El nimero 2 + 3i es una de las soluciones
de la ecuacién z8 — 522 + 17z — 13 = 0.
Calcula las otras dos soluciones.
Si2 + 3i es solucion, también lo es 2 — 3i.
z—2—-3\z—2+4+3)=22—47+13
722 —=522+172—13

72—4z7+13
>7z—1=0 —>z=1
Las otras dos soluciones son2 — 3iy 1.

=z—1-

Resuelve las siguientes ecuaciones con
nimeros complejos.

2 L -D6i=-3+2

2 S5

o®

INTERNET

ZAEIT 08—

b) z(—=2 + 6i) + Y

=z(1+7i)

8 g6t 2= 342~
V4 .
=910
- z=6-)(9—10) >
- 7 =55 4]

D) z(1 +7i) > z2(—=2+ 6i) — 11 + i+
+10—8 = z(1 +7i) =
= Z2(=2+6i)—1—7I=z(1+7)
= Z2(=2+6i)—z0+7I)=1+7 >
= Z2(=2+6i—1—-71)=1+7i
14+ 7i

Z=—7—— o 27="1-2
—3—/_)

MATEMATICAS E... HISTORIA.
En la Exposicion Universal de Paris de

A, 1937, en la entrada del pabellon

H
':'-‘IL"

de Matematicas habia un enorme rétulo
con esta formula:

e"+1=0
¢Por qué se eligio esta formula?
a) Demuestra esta igualdad a partir
de la formula de Euler:
cos a +isena = e
b) Calcula el modulo de e usando
la expresion trigonométrica de

un nimero complejo de moddulo m
y argumento a.

Se eligi6 esta formula porque es

considerada la igualdad mas bella, que

relaciona cinco de los nimeros mas

importantes y representativos de las

matematicas: 0, 1, ¢,/ y w. Querian dar a

entender que la exposicion iba a ser igual

de bella y maravillosa.

a) e"=cost+isent =—1—
S>e"+1=—14+1=0

b) z = m(cosa + isena)— z = me® —
= |z| =|me?| > m = m|e”| =
—leY| =1

Esta actividad puede utilizarse para trabajar

el ODS 9, industria, innovacion e
infraestructura
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RETO. Indica una solucion compleja
eee delaecuacionz® + 22 + 1 = 0 cuyo
argumento esté entre 90°y 180°.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Realizamos el cambio de variable: s = Z°.

—1+V3i
52+s+1:0—>s:f‘/§
s:—1+\/§/
7="s 2

|s|=1-¥V1=1
.
a = arctg(—v3) = 120°

120° 4 360° - 1

k=1->8= 3

= Z1 = o

= 160° -

@ RETO. Dada la ecuacion

eee ZZ+ @+ biz+c+di=0,cona,b,c
y d nimeros reales, encuentra la relacion
entre ellos para que sus raices tengan
el mismo argumento.

S —a—Dbitv@+bi)?—4c+di)
2
_ —a—bi+Va?—b?+2abi— 4c — 4di
2
Para que tengan el mismo argumento,
el cociente entre la parte imaginaria
y la parte entera deben coincidir.
a’ — b?+ 2abi — 4c — 4di = 0
a?—b>—4c = O}
2ab — 4d = 0

Como solo tenemos dos ecuaciones

y cuatro incognitas dejamos dos de las
incognitas en funcion de las otras.

(Vac s 2d + vac) VW 1 & ¢

by = VoVt + o — 2¢
b,=—V2vcr+ a7 —2¢
by = —V2vc? + o? + 2ci
by = V2V + &? + 2ci

¢Nos visitan desde lejos?

Alas 20:32 h de ayer,
el radar de
Torrecolina detectd
una presencia
anOmala situada
adkmalsuryékm
al este. Los
habitantes de la zona
aseguraron ver un
destello en el cielo.

El piloto de una avioneta que sobrevolaba la zona
en ese momento confirmé que no vio nada.
Seglin su carta de navegacion, volaba en
direccion al radar con un angulo de 330° y estaba
situado a unos 7 km de distancia.

Las autoridades han comenzado a investigar este
extrafio hecho y no descartan la hipotesis de que
pueda tratarse de una nave proveniente del
espacio exterior.

Y tu, (qué opinas?

Consideramos como origen de coordenadas la
posicion del radar, A, y situamos el destello
reportado por los habitantes en el punto B.
Podemos calcular la distancia desde A hasta By
el angulo a.

v FALTA

r:\" 180116ELt05h31.

! d
0 (V22 + 207 + V2 WV + & — ¢
I
d
L ]
o VVer+ & + c(W2c? + 202 — v2¢)i ﬁ
-
d
> =44+ 6>=52 > d=72km
Vv + @ + c(V2c? + 282 — V2 ¢)i 4
as = d a—g=——>ot—33,7°




A continuacion representamos la posicion de la
avioneta, C. Se observa gue ambas posiciones

practicar

X
FALTA

Por tanto, es bastante probable que el destello en
el cielo que vieron los habitantes de Torrecolina
fuese en realidad la avioneta quesobrevolaba la
zona.

PROBLEMAS APARENTEMENTE
DISTINTOS

@ Calcula el modulo del nimero complejo
z=0,8+ 0,4i.

|z| = 40,82+ 0,4> = 0,894

@ La impedancia mide la oposicién que
presenta un circuito a una corriente. Se
calcula hallando el médulo de un nimero
complejo cuya parte real es la resistencia,
y Su parte imaginaria, la reactancia.

En un circuito con una resistencia
de 0,8 ohmios y una reactancia de
0,4 ohmios, ;cudl es la impedancia?

z=08+04i »

- |Z|=+08+04° = 0,8%
V0 g2 2 Q

@ wultiplica z, = 500,y z, = 100 + 1001,
a) Indica el resultado en forma bindmica.
b) ¢En qué cuadrante se encuentra
el producto?
a) z,- 2, = 50045 - 100245 =
= 50000250 = 50000V2 i
b) Se encuentraenelejeY.

@ En un videojuego, el personaje se
encuentra a 500 m del centro del mapa
y en 45° direccion nordeste. Se desplaza
multiplicando su actual posiciéon por
Z.=.100.4-.100i. ;A qué posicion va?

180116ELt05h30.

¢Qué punto cardinal es?

Sea su posicion actual z” = 5004s-
7' -7 = 50045 - 100V 245 =
= 50000V 25 = 5000092 i
Va a 500002 km del centro hacia el sur.

@ Sea la progresion z, = z,_, - (i + 1)

conzy, =i+ 2.

a) Calcula todos los z; tales que |z| < 10.

b) Dibuja todos esos puntos en un plano.

a) Zozi+2_)|20|:\/g
Zi=0+20+1)=1+3 -
Z,=1+3)0+1)=—2+4 -
Z3=(=2+4)+1N)=—6+2 —
Z, = (=6+200+1)=—-8—4 —

Fad
[¢8)

@ Para dibujar el logotipo de una empresa,

formado por puntos, se han utilizado

numeros complejos. El primer punto es

Zy =i + 2,y los siguientes,

Zi=2Z_1-(+ 1.

a) Siellogotipo mide 10 cm de radio,
jcuantos puntos.lo forman?
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b) Dibuja el logotipo.
a) Zozi+24’|20‘:\/§
Z=0+20+1)=14+3 -

- ‘21‘:: quj
ZL=0+3M0+N=—2+4 >
A"Zz|:@
Zy=(=2+4Ni+1N=—-6+2 —
d ‘23‘:: VCRS

Z;, = (=6+20)0+1)=-8—4 —
d ‘24‘:: VG%E

b)
3
™,

(:PARA QUE SIRVE...? )

) :Qué es un circuito eléctrico y por qué
elementos esta formado?

ES un camino cerrado por donde circula la
corriente. Esta formado por componentes
eléctricos conectados entre si para generar,
transportar o modificar sefales eléctricas.

@ :Qué son laimpedancia y la admitancia
de un circuito eléctrico?

La impedancia de un circuito es la oposicion

de un conductor al flujo de una corriente
alterna.

La admitancia de un circuito es la facilidad
que este ofrece al paso de la corriente.

©) :Qué relacion numérica existe entre
la impedancia y la admitancia?

Son inversas la una de la otra.

] o Averigua las aplicaciones de la impedancia
y la admitancia. Por ejemplo, ;qué es

la impedancia del cuerpo humano?

¢Qué importancia crees que tiene?

Mide la resistencia de los tejidos al paso de
una corriente eléctrica. Permite obtener
informacion sobre los tejidos tales como
hidratacion, porcentaje de grasa...

INTERNET

@ si un circuito eléctrico tiene una

impedancia de Z = 3 + 4j, determina
su magnitud a partir del modulo del
numero complejo y calcula la admitancia
en siemens como un numero complejo.
|z|=5Q

B 1 34

- 3+4 25

(@ En un circuito eléctrico la admitancia es
0,25 S. Calcula su impedancia.
1
7= 0.25 =40
0 Multiplica el numerador y el denominador
en la expresion de la admitancia (Y) por
R — Xj para obtener la parte real de la
admitancia, conocida como conductancia,
y la parte imaginaria, conocida como
susceptancia.
- 1 34
3+4 25

) 3
Conductancia = —S
25

. —4
Susceptancia = —S
P 25
0 Calcula la conductancia y la susceptancia
de un circuito eléctrico que tiene
una impedanciade Z = 6 — 4j.

1 6+ 4
Y = - = N
6 — 4 52
. 6 3
n ncia = — = —
Conductancia 5 % S
: 4 1
Susceptancia = 5 = E S
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