12z a sl o
" ):L= 2a- b, b= 2a- 1
- Vd - = -
iNo tiene perdida! 2=da- 2
Hay infinitas soluciones para este sistema de dos
ecuaciones con dos incdgnitas.

Por ejemplo:
(1,2)= 24)+4-1, 2
(L2)=224+3¢ 1, 2

-
: & : PAG. 151. ;Para qué valores del vector
: director d no se puede expresar la ecuacién
- de una recta con su forma punto-pendiente?
Una hormiga estd sobre una cinta de Mébius de ;Cémo son estas rectas?
un metro de largo vy, justo debajo, al otro lado
de la cinta, hay otra. Ambas empiezan
a moverse simultdneamente, a 10 cm/s
y 5 cm/s, respectivamente. ;Cudnto tardaran y-=b ﬂ(x a)
en encontrarse? ;Y si avanzan en sentidos ch
opuestos? Por tanto, no se puede expresar de esta manera
Al estar en lados opuestos, las hormigas estan cuando las coordenadas del vector director son
(0, d,). Es decir, en rectas verticales.

La ecuacién punto-pendiente de una recta es de
la forma:

inicialmente a 50 cm de distancia.

—_— —_—

o > ( ACTIVIDADES )

Si caminan en el mismo sentido, la mas rapida
debe recortarle 50 cm a razén de 5 cm/s, que e@ Copia estos vectores y calcula

la diferencia de las velocidades. gréficamenteu +v y u-v.
50:5=10 N -
u v

Por tanto, tardaréd 10 s en alcanzarla. \\‘A

—_— - >

} } Z v u

> E é v -
Si avanzan en sentidos opuestos, ambas se U+v v
recortan 15 cm/s, pues se suman las velocidades.
Realiza estas operaciones con vectores.

X = 10 - - —
X = 100- 5t a)(u+v)+w
50 :15 = 3,33 b) U+ (v w)
Por tanto, tardaran 3,33 s en encontrarse. ou+v-w

PAG. 145. Escribe el vector (1, 2) como
combinacién lineal de los vectores (2, 4)

y (-1, -2). ¢Qué observas? ;Puedes
expresarlo como una combinacidn diferente?
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0 Escribe cada vector como combinacion
lineal de los otros dos.

b

(oxl7

©) Copia los vectores a, b’y ¢, y realiza
graficamente las siguientes operaciones.

3 —
/\

a) a + 2b b+ (c+a
b) -C+3a-2b d)2a-¢

a)

(o7

2+ 25

>
a

© comprueba que los vectorés u’y v forman
una base y expresa el vector w en funcién
de ellos.

Los vectores u'y v tienen distinta direccién,
por lo que forman una base.

w=v U
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() Dadalabase B="u, v, a) 9_ k. e 279 _ 6
O T 3 2 3
a) Calculaa=u+vyb=u-v.
R -1 4, -27¢1) 1
b) Indica las coordenadas de b en la base B. b)T = D) k= 4 = >

c) Comprueba que z—?y b forman una base.

o Dados los puntos A(3, -1), B(-1, 2), C (0, 2)
d) Expresa uy v como combinacién lineal y D (-1, -2), halla estos vectores.

deayhb.

a) AB + CD b)2AC- BD c)- BC+ 2AD
a) AB+ CD={ 43)+{-% 4
={-5 1
b) 2AC- BD= 2( 3,3)- (0,- 4)
={ 66)- 0-4)- ( 610
c)- BC+ 2AD=- (1,0)+ 2¢ =4, 1)
={ LO+4{-&-2) (9 2

Dados u = (2, -1) y v = (0, 3), realiza
las siguientes operaciones con vectores.

(S

<y <y
[o%
I
< N
<y

b) b= (1- 1) a)u-3v.. b)Su+Vv ¢ -u+2v
c) Los vectores a'y b tienen distinta a)u- 3v=(2-1) (09=@2-10
direccién, luego forman una base. b) 5u + Vv = (10, -5) + (0, 3) = (10, -2)
d=4¢ Vv, . - . Q) -U+2v=(-21) +(0,6) =(-2,7)
d*s . " a+# 2u"
b=vu v € Dadosu =(0,2); v=(1,-1)
" U= l(3 + b) y w = (0, -1), calcula.
2 a)u?v O Ww?v e) u?lv-2w)
v+ 3 31(5+ By V= 31(5_ B) b) U?(v+w) d) U?w f)-2u?3v
a)u?v=1(0,2)72(1,-1)=-2
€) Dibuja los puntos A(3, 1) y B(-1, -1) y b)a?lv+w)=1(0,2)7((1,-1) + (0, -1)) =
calcula las coordenadas de los vectores AB =(0,2)7(1,-2)=-4
y BA. Después, calcula sus médulos. ow?7v=(0,-17(1,-1)=1
Y dyu?w =(0,2)?(0,-1) =-2
A e)u?{v-2w)=(0,2)?(1,-1)-(0,-2) =
1 =(0,2)?(1,1) =2
X f)-2u7?3v=1(0,-4)7(3-3) =12

G Sefala cudles de los siguientes vectores
AB={-1- 3 1 1)=4-4, 2 son perpendiculares entre si y cudles no.

BA=(3--( 11--1) (42) G=(-1,3 V=(124) W=ex- 1o
|AB|= V(- 42+ ¢ 27 = - >
|§4|=m=\/ﬂ) u?v=-1712+37?74=0

Q Calcula el valor de k para que estos pares Grw = 1?_; +374H % o
de vectores sean paralelos. o 1
a)L7=(3,2))7v=(9,k) v?w =127§+47(%) 0
b) U=(1,4)yv=I(k-2) Son perpendicularés Uy w, vy w .
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& Halla el angulo que forman los siguientes

vectores.

a)a=1(2,-1)yb=(3,2)
b) @a=(52yb=(11)
) ad=(3-1)yb=(23)
d) a=(-1,5)yb = (4,-2)

a)cosan 223221 4,
V22+ 12V3+ 22 W65
" a=603
b) cosa— - 175+2?71 _ -3,
V2+ 22y/12+ 12 V58
" a= 1132
O) cosa = - 372437261
VE 32+ ¢ 12V22+ 3
= —'%0 " a=2179°
d) cosa - 174+ 52¢2)  _
Ve 17+ 52V&8+ {2
= '—% " a=2321

Encuentra tres vectores perpendiculares
y otros tres paralelos a cada uno de
los siguientes vectores.

a)a=(1,1) b) b=(3,2) c) ¢=(0,1)

Indica, para cada apartado, cémo son entre

si los vectores que has calculado.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a)a=(1,1)
Vectores paralelos: (2, 2), (3, 3) y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (-1, 1), (-2, 2)
y (-3, 3)
b) b = (3, 2)
Vectores paralelos: (6, 4), (9, 6) y (12, 8)
Vectores perpendiculares: (2, -3), (4, -6)
y (6, -9)
c) ¢=1(0,1)
Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)

e

Punto medio de Ay B:

Mt 2 3+l 55
2 2

dCM)=|CM|= 2- 0P+ 32=
=45

Halla los simétricos de los puntos A (2, -5)
y B (-1, 3) respecto del punto C (2, -1).
2+ x -4H y on
2 2
El simétrico respecto de A%3).

2,- 2) X=2y=3

2.- 3) -4 x' 3+ yOII
2 2
" x=5y=-5

El simétrico respecto de B5es.5)

Escribe las ecuaciones vectorial

y paramétricas de la recta que pasa por
los puntos A(7, 3) y B(2, 2).

AB = (-5, -1)

Ecuacidn vectorial:

OP = OA + tAB"

" (x,y) = (7, 3) + t(-5, -1)

Ecuaciones paramétricas:

x=- 5t

y=3 t 4

€ Halla las ecuaciones paramétricas de la

(1

recta cuyo vector director esv = (-1, 0)
y pasa por el punto A(3, 2).
=3 t
Xx=3 4
y=2

Calcula las ecuaciones vectorial
y paramétricas de las rectas bisectrices
de los cuadrantes.
Bisectriz del primer y tercer cuadrantes
Ecuacion vectorial: (x, y) = t(1, 1)
Ecuaciones paramétricas:
x=t

4
y=t
Bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes

Vectores perpendiculares: (1, 0), (2, 0) y (3, O8cuacién vectorial: (x, y) = t(1, -1)

calcula la distancia del punto C al punto
medio de Ay B.

€% Dados los puntos A (-1, 3), B (5, 1) y C (0, 3),

Ecuaciones paramétricas:

y=- t*



@ Halla las ecuaciones paramétricas de
la recta que pasa por el punto medio de
A(3, 1) y B(5, -3) y por el punto C(0, 3).

3+5 1- 3

MET, > o= (4,- 1)4"
CM= (4- 4)
. X=4at
y=3 4t

(M)

Halla la ecuacién continua de la recta que
pasa por A(2, -1) y tiene la direccién

del vectord = (2, -1).

Averigua si el punto P(3, 1) esté en la recta.

Calculamos la ecuacién continua de la recta
x- 2 _ y--(1

2 0 -1
Comprobamos si el punto P cumple la
ecuacién de la recta.
3-2_1 1--(1_

2 2 -1

Luego el punto P no pertenece a la recta.

®

Calcula la recta que pasa por el punto
A(2, 7) y forma con el eje de abscisas
un angulo de 60°. Explica como lo haces.

Calculamos la pendiente.
tg6P=m" m= V3

Hallamos la ecuacién punto-pendiente.
y-=1 V3kx- 2

@ Halla la ecuacién explicita de la recta que
pasa por A(2, -3) y tiene la direccién
del vector'v = (-2, 1).

Calculamos la pendiente.
a 1

d 2
Ecuacién punto-pendiente:

y+3 S 2)

1 1
y=- —x+n" -3 5?2+n"

2
" n= 2
Ecuacién explicita:
1
= —x- 2
Y= 3

@‘ Escribe la ecuacién general de la recta que
pasa por A(0, -2) y B(4, -1).
E:(4'1)|| X- O: y__( 2)“
4 1
X

" Z--{-(y 2)=0" x- 4-=8 0

Estudia la posicion relativa de las rectas r
y S a partir de los coeficientes de sus
ecuaciones generales.

o

.i_ 5 .)X=2 t
I’.3—y S.y=3t

Las ecuaciones generales de ry s son:
rix- 3y+ 15=0 ss3Xx+y=6 0
-3

1

1
ComoE ! , las rectas son secantes.

()

Estudia la posicién relativa de dos rectas
que tienen vectores directores

no proporcionales. ;Qué condicién

han de verificar para que las rectas sean
perpendiculares?

Si los vectores directores no son
proporcionales, las rectas son secantes.
Sead = (g, d) el vector director de la
rectar,y sea ¢ =,(@) el vector director
de la recta s.

Las rectas son perpendiculares si el producto
escalar de los vectores es cero.
di?¢+d,?76=0" d?2¢=-d ,?¢"

" E = (-d 2 OD

@ Halla la distancia que existe entre el punto
P (2,-1) y la recta r, cuya ecuacién es

la siguiente:
ox- 1 2-y
T3 T2
Expresamos la recta en forma general.
-1 2-
r;—x3 ==Y o438 0
dP.r) = A+ B+ G _

VAZ+ B

7272+ 37(--1)  §

V224 32
7 7W13

= —= u

Vviz 13
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@ Calcula la distancia que separa la siguiente PRACTICA

recta del origen de coordenadas.
x=3 t
‘y=2 2t

Expresamos la recta en forma general.

x=3 t y- 2
4" - — n
y=2 2 “¥=3

" 2x-4=8 0

Ao+ B+ G
VAZ+ B?

- 270- 10+8 8

V22 + { 17 Vs
_ &5

5

dP,r)

Halla la distancia entre estas dos rectas
paralelas.

riS5x-2y+2=0 y'53
Tomamos el punfd0, 1), que pertenece

alarectar.

X
< =

La ecuacion general de la recta s es
5x- 2y+ 6 .0

_ A%+ B+ G
T VArE
_|570- 271+6] 4
o WEr2 W29

_ 429
T 29

d(P,s)

Calcula el angulo que forman estas dos
rectas al cortarse.

r:y=x-3

x=- 1
-2

s: =¥ 3

r-x+% 3 0 ssx+2y+5 0

| A?A + B?8 |
Cc0Sa = =

VarrBewWar+ @2
|- 1?1+172) 1
Ve 12+ 22W12+ 22 V10

vio,
=Yy " a=7157

€} Determina si los vectorés ¢ y v forman una
base y halla las coordenadas del vector w
respecto de ella en cada caso.
a)i=(10),v=(2,-3) yw=(3-3)
b) u=(3,-3),v=(1-4) yw=(5-2)

a) Forman una base pL:l_%':'1 ! 0

T3
3-3)- a( L0+ b2,- 3)
3=-+a 2b,, _ _ "
3 -3 3II i_ l'i__ﬂl
w=-+Uu Vv

b) Forman una base, pt%les —2

6-2) aB-8) bdL- 4
5=3a+ b 2" p=. 1a=2"

-2 -3 4 P77 49T
" w=2u- v
QA Si los vectores AB TCD son equipolentes,

con A(2, 1) y B(0, -2), calcula el extremo
desconocido en cada caso.

a) C(-5, 7) e) C(7,-5)
b) D(-5, 7) f)D(7, -5)
c) C(0, -2) g) C(0, 0)
d) D(0, -2) h) D(0, 0)
AB={-2, 3
a)CD= @+ 5b- 7)=4-2, 3"
" D( 7,4)
b)CD={-5 a7- b)=4-2 3"
" C{ 3,10
c)CD=@b+2={-2 3"
" D(-2, 5)

d)CD={-a=2- b ( 2 3)"
e)CD= @- 7,b+5)={-2 3"

" D(5,- 8)
f)CD= (7- -a,

" CO- 2
9) CD= (@b)={-2, 3)" D(-2, 3)
hyCD=A{-&-b) ( 2 3" C@23)

C1)

5 b=4-2 3"

@‘ Halla las coordenadas de dos vectores
sabiendo que su suma y su diferencia son:



a) U+ V= (2,3)yu- #(-1,4)
b) u+ v=(1,0) yu- % (0, 1)
C) U+ = (2,5 yu- #(2,-3)
d) u+ v= (6, 10) y u- % (0, 0)

c) Un vector perpendiculan & { 3,4)

esv = (4,3)
Para obtener el vector de médulo 5,

multiplicamos por 5 y dividimos entre
el médulo del vector v .

5(4,3)

Var4+ 32

w= = (4,3)

@‘ Comprueba que los vértices A(2, 1), B(5, 4),

ay x4t ¥ @3 W g gyn
U-=v- ( L.4)
" D’=el10
2" 2
17 3-1
v=23)- e5,So0=e;,—0
+; (1,0) 17
) *g ¥ " 2u= (1"
)L 0,1) o
n U—el—lo
=es 5
11 1-1
V=00 e5,50=e5, %0
o+ 25) . 20=(4,2)"
u-=v (2,‘ 3) -
"u=@21)
V=@5- 1= 04
ayrut® 6100 55 610"
i-=v 00 , =
n u=375)

vV =(10- (35)= (35)

Halla los vectores que se piden
a continuacion.

a) Perpendiculara u = (-2, 1) y de médulo 2.

b) Perpendicular»a u=(3,1)yde mbédulo 1.

c) Perpendiculara u = (-3, 4) y de médulo 5.

a) Un vector perpendiculad & { 2,1)
esv=(L2).
Para obtener el vector de médulo 2,
multiplicamos por 2 y dividimos entre
el médulo del vector v .

go 202 _ 2 4
Viz+ 22 V5' V5
b) Un vector perpendicular=a (3,1)
esv={ 13)
Para obtener el vector de médulo 1,
dividimos entre el médulo del vector v .

€13 _, 1 3
Ve 12+ 32 Vio' vio"©

W:

C(4, 5) y D(1, 2) forman un rectangulo.

Para comprobar que es un rectdngulo, vamos
a estudiar cdmo son los vectores entre si.

AB= (3,3)

Ch={-3, 3)
BC={ 1,1)
AD={ 1,1)

AB es paralelo?CE;) BC es paral% a AD;
a su vez, ABy CD son perpendiculares a BC
y AD.

Por tanto, se trata de un rectdngulo. No es
un cuadrado porque los médulos de
los vectores son distintos.

€]: Divide el segmento AB en tres partes
iguales.

a) A(-2, 3) y B(0, -1)
b) A(1, 1)y B(3, 6)

a) AB= (2,- 4)

P=A %Ké:( 2,3)+ %(2,- 24)

4 5
=e — =0
3'3
2 2
P=A =AB={ 23)+=(2-4)
3 3
3'3
AB= (2,5)
P=A lN§—(11)+—1(25)—
T 37T 377
5 8
=e-,-0
33
2 2
P=A JAB= LD+ 3R5)=
T 733
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@ Comprueba si los puntos A, By C estan
alineados.

a) A(-2, 0), B(1, -1) y C(-5, -1)
b) A(0, 0), B(3, -1) y C(2, -2)

a) AB= (3,- 1) AC=4-3, 1
3 -1
No estan alineados, ! .
0 estan allheados pqe:‘g 1
b) AB= (3,- 1) AC= (2,- 2)

No estan alineados, puges! —;

6 Halla todas las ecuaciones de la recta
que pasa por O (0, 0):
a) Y pasa también por el punto A(-5, 2).
b) Y tiene pendiente m = -2.

c) Y tiene como vector director d = (2, -1).

d) Y pasa por el punto medio del segmento Q

definido por A(3, 4) y B(5, 2).

a) El vector director ds= { 52)y pasa
por el punto O.
=- 5t

X
. Las : 3
Ecuaciones parametrlc}§s= ot

b) Ecuacién punto-pendiente: y2x

p wo oo 2Ly -1
cd=(2-1) m= > y= 2X
d) Hallamos el punto medio.

3+5 4+ 2
M=f , = (4,3
> > p= (4,3)

El vector director de la recta es

OM = (4,3).

X — lll _ —

Por tantoz— 3 3x- 4y= 0.

€f Determina la ecuacién de la recta paralela

ar:3x-y-=-3=0que pasa por el punto
P (0, -4).
El vector director ds= 1, 3).

Ecuaciones aramétric)a<s=- t 3
P y=-+ 3t

-1 -1
@ Halla la recta s paralela a%-— = yT

gue estd a 2 unidades de distancia.
La ecuacion de la rectadxes 3y+ €. 0
Un punto de la recta 4%, 1).

|471- 371+ C| |1+ C|

Vo + 3 5

=2" =9 G=-11

d(P,s)=

Hay dos rectas que cumplen las condiciones.
Sidx- 3y+¢ 0
Sidx- 3y- 11=0

Determina la ecuacién de la recta
perpendicularar:3x-y-3=0
que pasa por el punto P(0, -4).

El vector perpendicular al vector director de r
es(3,-.1)

Ecuacién continua:
X _y+4

37 -1

Halla la ecuacién de la recta que pasa
por P (0, 1) y forma un angulo de 45°
conr:x+y-1=0.

El vector director de la recta res (-1, 1).

La recta que hay que hallar tiene pendiente
m y pasa por el punto (0, 1). Por tanto:

y-=1 mkx- 0)" mx-44=1 O
El vector director de esta recta es (1, m).

Aplicamos la definicién de producto escalar
a los dos vectores directores.

V2 - D?1+ 1?m
cos45 = —= =
2 w2 Wi+ m
_ m- 1
V22V1+ m?
m-=1 Vi+m" m=0

Por tanto, la recta que buscamos es y = 1.
Y

45°

Si representamos gréficamente el resultado,
observamos que también la recta x = 0
cumple los requisitos.



( ACTIVIDADES FINALES )

1. Conoceymanejalas
operacionescon vectores

() (AcTIVIDADES FLASH)

@ A la vista de la

00 siguiente figura,
realiza las
operaciones
indicadas.

a)A_B)+§7
b) BG EF
c) IH+ 2BC g)§7—'— j_l::

d) AB+ f DC  h) 2HI+ 2CD XX
e) HG 2Cj+ 2CB i) AE- AC R
t)AB+ DC )VE+B BE W

’AWAV
\VAVAVA®

/\

S WAVAVANps /8\/a7d

/A%vmvu/»;‘ X
JAV.\VAVAN Y o5~

IA'AY(VA"Z

% A\ . 4%

ANVINN AW AN
e;'A‘\\gv;gr‘ng 7S XA

AN AZRA

! ‘
’%ﬁﬁ%ﬂ& G
N/
AN ‘7 ¥
AL [ 6 A
A Y
d) 2{{7‘\7 . v =YLV, 2, N VA C
NV NKITT NN a
A SRR 4 A
i yans’ i) ANV A
AP A/
RPN LN\ .
B A-/AVA\-A‘ IA_'/'/AVA\-A\ | H
LEIRNT NS LR
2l 0% N\ LM N
TAYAYAT ‘a4 A . e .
VAXQX\% ) @ Realiza graficamente estas operaciones.
T N N -
AN
JAVAVAVAVA YA NN/ L
/ SHLLRN WAV -
JANERY AV ANNVA ,/ \I(




f)
d W\ HEEEEEEN
i L ‘
VAN YAy
- w
A U+V A U-v 9 Zuv -w\/
b) V+w e v-w h) v+2w
Au+w fla-w  i)u-2w 9) |
a)
/
/
NG o]
- ’—" /2—*- V_>
a v N /
- v
h)
) E=
4 \\i v
N W
N W
N\ L v+ 2w
Vit \‘\ v \ /
) )
T \- ¥
gV \V
N
— N
L V -lul-2 ~N
d)
@ Realiza las operaciones con vectores
u eco graficamente.
U-lv
N a
-l v o
\ v
\
e) w
A N a) U+ v
B by2v+d w
viw - -
C) 2w- 4 3v
d) v 20- w
e) 22U+ w
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a)
8
\ TS .
+ Vv 6
5
a4
r
b) [ 12V ¥ -w] i
//’\
\
\\ \\ Asi, el alfil blanco que esta colocado en
\ la posicién (4, 4), para pasar a la posicién
(6, 6), se desplaza dos cuadriculas hacia

la derecha y dos hacia arriba.

) (6,6)-(4,4)=(2,2)

Describe estos movimientos:

a) El rey que estd en la posicién (6, 2)
se desplaza a la posicién (7, 3).

\ b) El rey se desplaza 1 cuadrado hacia

\ la izquierda y 1 hacia arriba.

c) El caballo se desplaza a la posicién (4, 7).
d) La torre se desplaza dos cuadraditos

b - | al+ 3v hacia la izquierda.
a)(7,3)-(6,2)=(1,1)

b) (6,2) + (-1, 1) = (5, 3)
c)(4,7)-(2,6)=(2,1)

d) (5,7)+(-2,0)=(3,7)

<

T |

d)
\ - = @ Dados los puntos A(3, 7), B(4, 9),
\ eoc C(-4, 3) y D(4, 9), ¢son paralelos
\\ los vectores AB y CD?
Los vectoredB = (1,2)y(_Tli= 8,6)
no son proporcionales puesto %ub; 2
e) 6
por tanto, no son paralelos.
\ION \
\ \\ \ @ INVESTIGA. Dibuja un diagrama para
\*2,, T ™ \ eec demostrar que AR BC+ CA= 0
Formula un resultado similar
para cualquier nimero de puntos.
) AB+ BC+ CA= 0"
[0 @ MATEMATICAS Y... AJEDREZ. "B CeB A C O
p eeo Para describir el movimiento de una pieza v
E de ajedrez podemos indicar el nimero de A B Siempre se
= cuadrados que se desplaza hacia la C % van a anular los
derecha y hacia arriba. Si el desplazamiento ‘\\ || puntos dos a dos.
fuese hacia la izquierda o hacia abajo, Y
se indicard con nimeros negativos.
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@ Si (4, 2) es el punto medio del segmento de
extremos (x, 4) y (3, y), icuadnto vale x + y?

Aplicamos la férmula del punto medio.

@2)= EE3AEA w5
" y=0" x+% 5

Calcula las coordenadas del punto B
de forma que los vectores UTAB sean
equipolentes, sabiendo que u = (2, -3)
y A(-1, 2).

B(x y)" AB=

b o XTE2 5=
y- =2 3 a

Ly- 2= (- 3"

-1

Escribeﬁ)s valores distintos
para Ay B tales quéB = (3,- .1)
Respuesta abierta. Por ejemplo:
A(1,5)yB(4, 4)
A(0, -3) y B(3, -4)

Expresa el vector u = (7, 6) como
combinacioén lineal de los vectores
a=1(6,-3)yb=(1,3).

(7,6)= a6,- B)- b( 1,3)"
., 7=6a- b _, 27 19
a= - b=
6=-+3a 3b 15 5

Comprueba si los vectores u = (-1, -3)

y v = (4, 2) forman una base y, si es asf,

halla las coordenadas de los siguientes
vectores respecto de ella.

a)a=1(21)

b) b =(3,-1)

c) ¢=(-2,3)

-3
>
b(4,2)

-1
Forman una base, pu? !

a) 2 )=a{+, 3
2=-+ 4
1=-4a 2b

b) B-3)--a 1, 3)

3=-+a 4b
-3-+ 33 2b

1
—0b= <
a 2

b4, 2)

3" a=1b=1

©

)¢ 23)=al+, 3) b@?2
-2+ a 4, . 8, 9
3=-13a 20° 2= b= 15

Para cada punto medio del
segmento AB, indica dos posibles valores
de los puntos Ay B.

a) M(0, 0) c) M(-1, -4)
b) M(1, 3) d) M(2,-5)
Respuesta abierta. Por ejemplo:
a) A(1, -1) y B(-1, 1)

b) A(2,-1)y B(0, 7)

c) A(3, 5) y B(-5, -13)

d) A(0, 3) y B(4, -13)

Si el punto medio del segmento AB es
M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B.
Luego, obtén A con M(-1, 5) y B(4, -9).

Sea B(x, y).

(3,5)=f9+X,L2ypu
3= 9-;)( X 3

7+y4 y-3 3 B(- 3,3)
5=

2
Sea A(x, y).

4+x -b vy

=f—=
- 1,5) > > p"
-3 4;)( 6

o y4 193" AL 619
5= >

Dos vértices consecutivos de un cuadrado
son A(-2, 3) y B(1, -2). Si sus dos
diagonales se cortan en P(2, 2), calcula
los dos vértices que faltan.

Sean Cy D los vértices que faltan,

C el opuesto a Ay D el opuesto a B.

A+ C ,
2

" C=2P-A

B+ D ,
2
" D=2P-=B

p =

4,4)--( 23)= (61

44)- 1-2) G6)



@ Calcula las coordenadas de los puntos
«co que dividen el segmento de extremos
A(5, -1) y B(17, 8) en tres partes iguales.

Sean Py Q los puntos buscados.

AB 12 9
P=A 7 = (5- &) e?, EO—
=(92)
Q0=A AB ?72=(5- 1) eﬁ,Eo=
3" 3
= (135

Determina el valor de k para que
los puntos A(2, -3), B(9, k) y C(6, -1)
estén alineados.

Los vectores paralelos han de ser

proporcionales.

AB= (7,k+ 3)

ﬂ n
2

AC= (4,2

INIEN

1
k==
2

En el segmento BC marca los puntos Dy E
que lo dividen en tres segmentos iguales.
;Cuanto vale k 80’ + BE* = k$BC?

Sea x = BD. Entonces se cumple que

BE =2 xy BC = 3x

BD+ BB = k?BC"

"X+ (2x)2= k(3x)?" B5x2= 9%kx"
n _— n —_— E
5=9%" k= 9

2. Conoceymanejaelproducto
escalarde dosvectoresysus
propiedades

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Considera que A, B, Cy D son los

eco  Vértices consecutivos de un cuadrado
de lado 1 cm. Calcula los siguientes
productos escalares.

a) ABBC
b) ACDB
C) ADTB
d) ACTB

e

Tomamos el punto A como origen,
por lo que obtenemos las siguientes
coordenadas: A(0, 0), B(1, 0), C(1, 1)
y D(0, 1).

a) AB = (1, 0), BC = (0, 1)
(1,07(0,1)=0

b) AC = (1, 1), DB = (1, -1)
(1,1)?(1,-1)=1-1=0

c) AD = (0, 1), CB = (0, -1)
(0,1)?(0,-1) = -

d) AC = (1, 1), CB = (0, -1)
(1,1)7(0,-1) = -

Siu=(31)yv=(2-1),calcula.

a) u?v o) Cu+3v7iv
b) u?2v d) u?lu-v)
a)u?v=(3,17(2,-11=6-1=5
b)u?2v=(3,1)?(4,-2)=12-2=10

) 2u+3v)7Tv=
=((6,2)+(6,-3)?(2,-1) =
=(12,-1)?(2,-1) =24+ 1 =25

d)u?Ww-v)=(3,1)?((3,1)+(-2,1) =
=(3,1)7(1,2)=3+2=5

El siguiente tridngulo equildtero esta
inscrito en una circunferencia de radio

5cm.
A

B C

Calcula los siguientes productos

escalares.
a) OAVB b) OAPC
a) OA?0B=|0A|?|0B|?cosa =
= 25?cos(- 120)=- 125
b) OA?0C = |OA|?|OC| ?cosa =
= 25?7c0s120 =- 125
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@ Calcula el valor de t paraqle u? v =7
eco sil=(-1,2)yv=(3,t ). Halla
el médulo de los dos vectores.

(-1,2)?2(3,t)="7 -3+2t=7" t=5
U, = V-t 2=
wvi= V3 + 52 =34

3. Normalizavectoresyestudia
la ortogonalidaddedos
vectores

(ACTIVIDADES FLASH )

@ Calcula los vectores unitarios con
0o la misma direccién que estos vectores
cuyo médulo es 5.

a)u= (34)

b)u= (@4,- 3)

c) u= V10 y/15h
={ 2/6,- 1)

Para hallar el vector unitario solo hay
que dividir el vector por su médulo.

a)u=e§,§o
= 4 -3
b)u—eg, 5 o]

5 Y 3
- 2\/_ 1
d)u= 5 5p

@ Calcula un vector perpendicular
00 a cada vector.

a)u=4 1,3) dyu= (30
b)u=@2-5 e u= (21)
c)u= (0,2) yu=4 1,2

Para ser perpendiculares, su producto
escalar ha de ser ceto?v = 0

a)v=(31) d) v=(0,3)
b) V= (52) e)v=" 1V2j
c)v=(@0) fyv=(1)

@ Decide si los siguientes vectores son

perpendiculares o paralelos entre si.
a)a=(2,4)y b=(32)

b) c=(4,-3) y d=(6,8)

"2_ A gy g

No son paralelos.

- 24732 =-+=8 2"
" No son perpendiculares.
4 -3
b) — = ——1"
) 6 8
" No son paralelos.

@,- 3)7(6,8)= 24- 24=0"
" Son perpendiculares.

32! - 18"

Encuentra un vector perpendicular

a = (-3, 2) con médulo 2.

Un vector perpendicular a wes (2, 3).
Para que tenga médulo 2, multiplicamos
por 2 y dividimos entre el médulo de v .
2(2 3) 4 6

Vi3 VERVEN

W=

Demuestra que el cuadriladtero formado
por los puntoA(2,- 2),B(5,3),C(0, 6)
yyD( 3,1 es un cuadrado.
Comprobamos que los lados son
perpendiculares.

AB?AD= 0"

" (3,5)?( 53)=
BC?CD= 0"

" (53735 0
BC?AB=0"

" (- 53)?3,5) =
CD?AD=0"

" (-3, 5?-53)=0
Comprobamos si son iguales los médulos
de los vectores que conforman los lados.

|AB|= V3 + 52 = /34
|AD| = Vi 572+ 32 = V34
|BC|= V- 57+ 3= V34
|CD|= V- 32+ ¢ 52 =34

Por tanto, el cuadrildtero ABCD es un
cuadrado.



@ Calcula el valor de k para que los vectores Para qge Itos vectlore; ssan perpendiculares,
«c0 sean perpendiculares entre si. Su producto escalar debe ser cero.
(16 + 6m, 12-2m) ? (-16 + 6m, -12-2m) =

a)f=(2"<)'z=(1"6) = 36Mm - 256 + 4n7- 144 = 0
b) U =(2,-3),v={(1k) " m=! 10

V= (k, -1) La solucién no es Unica.

» ko, v=(5,-1) 4. Calculael productoescalar,el

moduloyelcosenodel angulo

a) 2 k?@1-%6)- 2 6k=0" k=

@ Halla el perimetro de un tridngulo cuyos

v =m(6, -2) -

wliN we

b) 2- 3?(Lk=2 3k=0" k=

12 1, 2
ez, Zo?k-2) —k- ==0"
c) ,50(, ) 3 5 0

2 10
il 2 _ =Y n
d)e 3,l<o.(5, 3) 3 =% 0

10

n k =-
3

Halla m para que v = (7, -2) y w = (m, 6):
a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.

c) Tengan el mismo médulo.

a) (7,- 2)?(m,6)= Tm- 12=0"
n m_B
T 7
7 2. 3
b); ? m= 21
o) ivi= VP+{ 27
Wi = VmP+ 6
53 =n?+ 36" m=v17

Dados a = (6, -2) y b = (16, 12), calcula
el valor de _m para que Ios vectores
u—ma+byv—ma b sean
perpendiculares. ;Hay una solucién
Unica?

u =m(6,-2) + (16, 12) =

= (16 + 6m, 12 - 2m)

(16, 12) =
= (-16 + 6m, -12 - 2m)

73

vértices estan situados en los puntos

A(l, 2), B(3, 2) y C(-1, 3).

Calculamos los vectores AB, B?y CA.
=(2,0),BC=(-4,1)yCA = (2,-1)

Hallamos el médulo de los vectores.

AB; = VZ+ 0 = 2

BC; = Vi D=

Ch; = VP { 17 =

El perimetro mide:

2+ V17+V5=2836u

Calcula el angulo que forma cada uno
de los siguientes pares de vectores.

a)a=(0,-2)yb=(4,-3)
b) a =e%, 50y b = (3, -1)

) a=(4-3)yb=(11)
d) a="1- V3iyb="1,V3j
(Or‘ 2)?(' '4r 3) _ é n

a) cosa = 275 =3
" a= 30687
1
e—,507(3,- 1)
b) cosa = =12 .
/%37@ V2 260
" a= 255 38°
(' '4: 3)?(1: 1) -7 n
c) cosa= =
) 5v2 5¢/2
" a= 18813
d) cosa - 1,- V3i7LVE 1,
- 272 T2
" a=120°
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@ Halla el valor de k para que los vectores

a=(2,-3)y b= (1, k) formen un angulo
de 120°.
2- 3k,

cos120 = m
w1 2- 3k,

2 Vit KVI3
v 204 13V3

23

Encuentra un vector a que forme

un angulo de 30° con b = (3, -4)

y tal que 7a; =V37;b;.

Seaa = (x,y)el vector pedido.
4?6 a7b

131216l v3lBf
O 3x- Ay \/§ "
TR+ 4 2

" 6x- 8= 75

|a]= V3[b|" Vx+y =5/3"
" X+ y?=75

Resolvemos el sistema de ecuaciones que

hemos obtenido.

cos30F =

e 75+ 8y
6x- 8y = 754 6

X+ y?=75

" e75'g 8y0+ y = 75"

" 42+ 48+ 117= 0"
-42 3W3,

=

9+ 4V3
W X 2 T 2

-12 3V3, 9- 4v3
e O e

Los vectores solucién son:

Halla m y n para que los vectores u = (3, m)

y v = (n, -1) sean perpendiculares y se
verifique que’;u; = 5.

3, m?n,-2) 3n- m=0

VI+m=5" 9+ m?*= 25"

=4" n1=

w|s

n m2=16|| *

m; =- 4“ n, =-

w| s

Determina si el tridngulo de vértices
A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es
rectangulo.

Calculamos los vectores formados
por los vértices del tridangulo.

B = (8, 6), BC = (-12, 16)
y AC = (-4, 22)
Hallamos los mdédulos de los vectores.
|AB| = V64+ 36= 10u
|B¢| = V144t 256= V400= 20u
| AC|= V16+ 484= V/500u

Si el tridngulo es rectangulo, debe verificar

el teorema de Pitagoras.

|acl = 1a8|" + |Bcl’
1G + 20 = 500

Luego el tridngulo es rectangulo.

Demuestra que los puntos A(3, -2),
B(9, 6) y C(10, 5) son los vértices de
un tridngulo rectangulo.

= (6,8)

=(@1Q-1)
AC= (7,7)
AC?BC=7=7 0"

AC yﬁ‘son perpendiculares.

INVESTIGA. Tres de los vértices de
un paralelogramo son A(2, 1), B(6, -1)
y C(7, 1). ;Cudles son las posibles
coordenadas del otro vértice?

Sea D(a, b).

e AB=DC" (4-2) (7- al- b"
" D@,3)

e AC=DB" (50)= (6--a, 1 b)"
" D@A,- 1)

e AC=BD" (50)= (@- 6,b+ 1"
" DAL- 1)



@ Dados los vectores a = (1, 5)

y b= (-4, -3), calcula.

a)d?byb?a

b) ;a;y; :b;

c) El dngulo que forman los vectores a y b.

d) El valor de k para que el vector (3, k) sea
perpendicular al vector a.

e) El valor de k para que el vector (k, -1)
sea paralelo al vector b.

f) Un vector perpendicular al vector b.
a) 4?b=b?a=(1,5)?-4=-3) 19
b)|3|= 1B]=

- 19, a= 138183

C) COSa =

’ 5v26

d) 3, k?15)=3 5k=0" k=- %
k -1, _ i

OTeT T3 T3

f ) Respuesta abierta. Por ejemplo:
Un vector perpendicular a b es
¢= (3-.4

INVESTIGA. ;Qué condiciones tienen
que cumplir los vectores u’y v para que
@+v)?@-v)=0?

Con este resultado, demuestra que, si
un paralelogramo tiene las diagonales
perpendiculares, solo puede ser

un cuadrado o un rombo.

U+ v)?2u- v)=
=Uu+dv- vi- vv
=lal- [vI= o lul=V]

Por tanto, los vectores miden lo mismo.

Siuy'vson los lados de un paralelogramo,
U+ VyU-Vvson sus diagonales. Por

tanto, si las diagonales son perpendiculares
entre si, los médulos miden lo mismo, por lo
que solo puede ser un cuadrado o un
rombo.

Demuestra que el tridngulo de vértices
A(3, 1), B(9, -1) y C(5, -5) es isdsceles.
¢Cuales son sus lados iguales? Calcula
su area.

©

Hallamos los vectores formados por los
vértices del tridngulo.

= (6, -2), BC = (-4, -4)

yAC = (2, -6)

Calculamos los médulos de los vectores.
|AB| = v36+ # vaou

|B¢| = V16+ 16= V32u

|AC| = Va+ 36 = vaou

Como el tridngulo tiene dos lados iguales,
AB 'y AC, es un tridngulo isdsceles.

Calculamos la altura, h, sobre el lado BC
aplicando el teorema de Pitagoras.

2
= \/‘\/4_012- f@p = Va0- =3

= V32u
?
A= B; = ‘/3_22"/3_2= 161

Dos vértices de un tridngulo equilatero son

A(3, 1) y B(5, -2). Calcula cudles pueden

ser las coordenadas del vértice que falta.
= (2,- 3)

La recta que pasa por el tercer vértice,

C(x, y), y por el punto medio de A y B tiene

como vector directdr= (3,2). El punto

medio del vector AB fd&t - %o Asi,

esta recta tiene como ecuacién:
y+ =
X- 4
= 4 - - 1 =
3 5 X- 6y 9=10

Ademés, el médulo de AC es igual que el
modulo de AB.

V13=yc,- 37+ (c,- 12"
" ci- 6cy+ci- 2¢,-=3 0
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
o = 19+ 6c,
X = 4 4||
Ci- 6Cx+ Ci- 2¢,-3 0
3 1
=4 ‘/_ = V3
" 2 2 4
1
X, = 4 3‘2/_ Vo= +5 V3

Serian las posibles coordenadas del punto C.
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