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UNIDAD 1| LIMITES Y CONTINUIDAD

1. INTRODUCCION

Fijate en el comportamiento de la funcién f' (x) = x2 +1 cuando x toma valores cercanos a 2.

\ vz / Si x se aproxima a 2, la funcion toma valores cercanos a 5.
\\ 6 .// Se escribe:
\ lim f(x)=5
\\ 3 y decimos que 5 es el limite cuando x tiende a 2 de f(x) =x"+1.
\ 4
R N También es facil ver que: xlirﬁ,c f(x) =+ y xli”ic f(x) =+

Observa ahora, con atencion, estos otros ejemplos:

(=1 Dom(f)=M{0} Rec(f)=\{o}

X
vt 1 1
% lim —=1 lim —=-1
=l x x=>-1 x
2\ . . 1
\ (Sin embargo, qué valor toma /im — ?
1 \\\ =0 x
~——*  Estudiamos los limites laterales:
F=3—2 -1 12 3 4
s lim — =~ i
\\\ -2 Como ¥ =3 llmﬂ — (No existe el limite)
h1-3 lim — = +o0 x
& x>0" x
- 1 1
Porotro lado: lim —=0 'y Ilim —=0
X—>+0 X X—0 x
1
b f@=py Domlf)= R0} Ree(f)=(0.+)
. .1
¥ ‘?‘ (Existe en este caso lim — ?
'I/ jl x—0 ‘x‘
/1
VARNS lim = +o0
_—— — X =0 o .1
P = = 3lim— =+
4 -3 -2 1 2 3 4 1 x>0 ‘x‘
E lim — =+
x—0" ‘ x‘

o f(x)=x Dom(f)=[0+0) Rec(f)=[0+w)

Y Blim Jx (Tampoco existen los limites laterales en —4).
3 x—>—4
2 J—— . .
. Tampoco existe el limite en x =0
. % lim f(x)=3
4 3 2 12 3 4 x>0 = Alim f(x)
= lim f(x)=0 x0°
2 x—>0°
-3
4 No obstante im v/x =2
x—>4
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2. LIMITES EN EL INFINITO
2.1. COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x —> +x

|¢' Cémo se comporta f(x) cuando x — +o ?‘ Pueden presentarse cuatro casos:

Y

) 7 19 Que f(x) “crezca cada vez mas” sin ninguna cota.
M-t Xli'r:’lm SO =0
L VMeR IKeR tal que six>K= f(x)>M
K x
Kx 2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequeiios y

negativos”.

VMeR IKeNR tal que six>K= f(x)<M

14 3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un niimero I.

lim f(x)=1
Ve>0 3K eR tal que six>K:>‘f(x)—l‘<£
e

S(x)ell-¢,1+¢)

4°) Que f(x) no presente tendencia alguna.

K X
/N N En este caso |B lim f(x)|como f(x)=sen x
va N N X+

Observacion: Las definiciones anteriores son definiciones formales de limites. No es tarea facil la
comprension y uso de éstas, por lo que emplearemos la frase intuitiva que nos proporciona cada
caso junto con su grafica correspondiente. También tendremos en cuenta esta observacion en el
apartado 2.2 y en el punto 3.

2.2. COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x — —

|¢' Cdmo se comporta f(x)cuando x — —0 ?‘ De nuevo pueden presentarse cuatro casos:

Fimmmmmmmmmmmmm . “ fe i
B fx) 1°) Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.

oM I =+
<

YK | VMeR IKeR tal que six<K= f(x)>M

2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequefios y

negativos”.

VMeR IKeR tal que six<K= f(x)<M

3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un niimero 1.

lim f(x)=1
Ve>0 3K eR tal que six<K:>‘f(x)—l‘<5
f()ell-¢,1+¢)

4°) Que f(x) no presente tendencia alguna.

En este caso |A lim f(x)|como f(x)=cos x
¥
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3. LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO
|(; Cdmo se comporta f(x)cuando x — a ?| Pueden presentarse cuatro casos:
¥ |‘: 1°) Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.
| lim f(x) =+
-1
lj'::l\ VYMeR 36>0 tal que siO<‘x—a‘<§:>f(x)>M
fla-d)=fla+é) |- :—: X xe(a-0,a+5)
_—o——""ﬁ y o \; \-.__\__\— x#a
ab % ‘arb

Esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad, y dependiendo de si x se
acerca a a con valores mas pequefios o bien mas grandes que @ tenemos:
Limite lateral por la izquierda en a:

lim f(x)=+0| VM eR 35>0 tal que sixe(a—5,a):f(x)>M

Limite lateral por la derecha en a:

lim f(x)=+0| VM eR 36>0 tal que sixe(a,a+§)3f(x)>M

ad, x? N 29 Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequerios y
——Mi N~ negativos”.
BT ,
fla-b)=fa+d) ,\: lr” {Znu f(x)=
f -

i
f6t - {i( VMeR 35>0 tal que si 0<|x—d|<5= f(x)<M
\:J xe(a—5.a+5)

De nuevo, esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad:
lim f(x)=—-0| VM eR 35>0 tal que sixe(a—&,a):f(x)<M
X—a
lim f(x)=-0| VM eR 36>0 tal que sixe(a,a+8)= f(x)<M
X—a

39 Que los valores de f(x) se aproximen a un niimero 1.

7 lim f(x)=1

)
AT Ve>035>0 tal que si0O<|x—a|<5=|f(x)-|<&
Ot | X xi(aﬂf,uﬂ)') f(x)e(l-¢,1+¢)
: i e
a-o'x g ’a+d

Esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad.:
lim f(x)=1| V&>0 35>0 tal que sixe(a—é',a):‘f(x)—lks
X—a

lim f(x)=1| V&>0 35>0 tal que sixe(a,a+5)=|f(x)-l|<e

s
"
3

4°) Que f(x) no tenga limite en ese punto debido a que los limites

laterales no coinciden o bien a que alguno de ellos no exista.

En este caso |Alim f(x)| como f(x)= %
x—a x—

Propiedad: Una funcion tiene limite en un punto si existen los limites laterales en dicho punto y
ademas coinciden, y reciprocamente.
En caso contrario, NO existe el limite en ese punto.
El limite, si existe, es Ginico.

Depar to de M. iticas 3 Bloque I: Andlisis de Funciones
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Ejemplo: Fijate en las grdficas y en el calculo de los siguientes limites:

a) ) Dom(f)=R Rec(f)=
O\ ¢ lim S(x)=+0 lim f(x)=—
2| ¥=fe) llrlin( f(x)==2

1. 3 li
lim fy=3 [ 2 hm ()
x—>—4"

lz'rqt f(x)=-3
B lz'ng f(x)==-3

3

2ﬂlirrllf(x)=—3

Observa que, sin embargo, f(1) =1
b) Dom(f)=R\{~1L1}; Rec(f)=R\[-1,0) ¢)Dom(g)=R\{2}; Rec(g) = (0, + )

lim flx)=-1 lim f(x)=-1 lim g(x)=0 lim g(x)=+o0
i lin:tl f(x) Ell’rr]l f(x) lz'n% g(x) =4 lirré g(x) =+

4. CALCULO DE LIMITES
El célculo de un limite a partir de la grafica de una funcion es una tarea facil, basta con observar
con atencion dicha grafica. Sin embargo no siempre se dispondra de ella por lo que habra que
recurrir a su expresion algebraica. No obstante, el calculo analitico del limite de una funcién puede
ser facil de obtener, o bien dar lugar a una indeterminacion que se debe resolver del modo

adecuado.
Propiedades: Si h?n f(x) =L y Zi{m g(x) =M
Entonces:
a) li{m [f(x)ig(x)]: LM b) lim f(x)-glx)=L-M
c) m L&) L (Si M =0) dy tim f(xf" ="
KR ot

—0 —0

NOTA: Si L y/o M son limites infinitos 6 M=0, pueden aparecer indeterminaciones en las
expresiones anteriores. Se resolveran de un modo especifico.
Casos de indeterminacion:

a)[ ﬂ b)[%} c)[ﬂ Do) ofoo] ] o ] n (0]

Depar to de M iticas 4 Bloque I: Andlisis de Funciones
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4.1. Calculo de limites cuando x — a
a) Casos inmediatos
Se obtiene el limite calculando  f(a), es decir, lim f' (x) =f (a).

Ejemplos:
d)lifn3 xz :32 =9 b)ll,ngixs:_? C)ll'@m:m:m:5
X X x_ e
: 0% .cosO+e*’
Dlim(5+2x) =5 =1 o) limx =12 i X_cosx+e” B
)lim(5+2x) ) lim D P 1= WLsC o1

Qliml-26+20 —1)=2.2+2.22<1=-9  Wlimx=0 i)limJx=3  j)lim\x=3
X2 x—0" 07 X0
k)liigxlx—3=3 Dilimyx-2=32 m)limvx-2=0 n)lin21\/x—2=£
X =2 X2+ X,

b) Cociente de polinomios

Objetivo: calcular /im PExg siendo P(x) y Q(x) funciones polinémicas.
x—a X

0(a)+0

Sigue siendo un caso inmediato.

Ejemplos:
3 2
1
aylim 238 0 _ 5y T 2O
-l x° —4 -3 o1 2 +1 5

P(a);t 0y Q(a): 0. Indeterminacion %

Se resuelve obteniendo el valor de los limites laterales.

Ejemplos:
a)lim 2 = 6 Indeterminacion. b)lim 27)62 = 6 Indeterminacion.
-3 x =13 0 X3 ( _3) 0
Limites laterales: Limites laterales:
i 2x
lim 2= o ) ey
a3 = Blim - = lim —=5 = oo
, 2x >3 x =3 , 2x X3 (X 3)
lim =+ lim ——— =+
-3 x =3 x—3" (x_3)

P(a)= 0y Q(a)= 0. Indeterminacion %

Se resuelve factorizando el numerador y el denominador.

Ejemplos:
2 3 2
x =5x+6 0 , X —5x"+6x 0 L.
a)lim —————=| — | Indeterminacion. b)lim———————= Indeterminacion.
=2 x°+3x-10 \0 w3y =Tx"+16x—-12 \0
Factorizando: Factorizando:
, (x=3fx-2 , x=3 -1 , o x(x=3)x-2 , X
llmw:hm =— llm%zllm =3
=2 (x+5)x=2) =2x+5 7 =3 (x=3)x—2) 3 x-2
3 2
, x* —=5x" +6x 0 L
¢)lim —————————=| — | Indeterminacion.
=2y =Tx" +16x-12 (0
Factorizando:
Depar to de M. iticas 5 Bloque I: Andlisis de Funciones
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lim w =lim X (gj Indeterminacion.
=2 (x=3)x-2) =2x-2 \0

Limites laterales:

lim =—0 3 2
¥>2" X — , X , x’ —=5x" +6x
x-2 = Alim = 3lim————F———
, X =2 x—2 =2 x7 =Tx" +16x—-12
lim =+
2t x—2

¢) Calculo de limites de funciones definidas a trozos
2x—5 i x<3
Ejemplo: Hallar el limite de la funcién j(x)= —x+7 s5i3<x<6 enl,3y6.

x/6 Si x>6

En x =1 En x =3| Limites laterales
) ( ) lim f(x)= lim (2x-5)=1
lim f(x)=1lim 2x-5)=-3 3 3 Al

¥l f xol 11',¥ flx)= 1[,55 (~x+7)=4 =40 /()

IEn x=6| Limites laterales
lim f(x)=lim (~x+7)=1
X6 X6~
X = lz'rréz Vi (x) =1
it =lim==1 e
fim 1(2)= lim ¢
4.2. Calculo de limites cuando x — +00

a) Casos inmediatos.

En el caso de funciones polindmicas tendremos en cuenta el signo del coeficiente del término
de mayor grado.

Ejemplos:
a) 11'111ac (3x2 —7x)= +00 b) lz'ntz’0 (— 4x7 + 5x)= -0 ¢) ﬁrfw (5)c2 - 30x)= +00

d) lim (x3 75000x2):+oo e) lim /x—3 =+o0 f) lim x> +7 =+
g)lim y3-x =13

X400
b) Cociente de polinomios
©
Surge la indeterminacion —. Se resuelve analizando los términos de mayor grado del

o0
numerador y del denominador.

, . a . a
+0 0—00 sin>m, y b—”>0,0 bien, —-<0

a,x" +..+ax+a, a, .
im = - Si n=m
¥ore b X"+ +bx+b, b,
0 si n<m
Ejemplos:
. 3%+ 2x-1 , 2x* —7x L= 2x 5%+ 1
a) lim ————=+0w b)lim ——————=-0 ¢)lim ————=——
e 10x" =Tx+3 x40 —5x° 4+ 3x -2 oo 6x” 4+ 3x+1 3
4x" +3x+1 . 3x+1 ", 2x+1
d) lim —————=2 e) lim —; = ) lim ————=
xore 2x' 45 xoko §5x7 42 xo0 3y 4+ 5x =2
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4.3. Calculo de limites cuando x — —©

Tendremos en cuenta que:
lim f(x)=tim f(- x)‘
X0

X—>+0

y calcularemos el limite de la expresion resultante.

Ejemplos:

a) ﬁrﬁo (x2 —S5x+ 3)= xﬁ’ﬁc ((— x) - 5(— x)+ 3)= Iilzz?0 (xz +5x+ 3)=

b) xlirfng0 (3x3 +2x— 1): xlirflm (3(— x) +2(-x)- 1): xlirﬁc (— 3%’ —2x - 1) =-©
x—17 , 2(-x)-7 , -2x-17

lim I -
R e e A e T A N A vy

4.4. Limites de funciones irracionales. Indeterminacion 6 e 00—

Se resuelven multiplicando y dividiendo la funcion por la expresion radical conjugada.

Ejemplos:

\/x+ -2 (0 .,
| 6 Indeterminacion.

lim (ﬁ—z)(\/ﬁu): P ) ol =
= (x—1)(\/m+ 2) 2 (-)Wae3+2) 7 (e-1)War3+2)

1 lim Jx+3-2 1

A~>

=lim ——— :> im =—.
x-1 ~/x+3+2 4 x>l x—1 4
b)lim =2 (9] Indeterminacion.
x4 x—4 0

lim (‘/;_2)(‘/;”):11'”; (‘/;)2_22 =lim x—4 P S
2 (x- 4)(& + 2) 4 (- 4)(\/5 + 2) 4 (x— 4)(& + 2) wifx+2 4

Vi-2_1
= lim =—
-4 x—4

c) lzm (\/xT —\/xi— ) ( oo) Indeterminacion.
(\/x +4- \/x —2)(\/x +4+\/x —2) _ lim (M)Z—(\/ﬁ)z 3

lim
AN Ve +4+4x -2 o raedx? -2
2
lim —=~ t4-2' 42 = lim 6 ——0:>llm (Vx +4—/x* - )
Anee «/x +4+«/x o «/x2+4+\/x -2 t®©

d) lim (\/x +x— x): (00 —0) Indeterminacion.
X+

) («/ X +x 7x)(«/ X +x +x) ; (\/ P+ x)z X, Xex=x x (ooj
lim =1lim =1lim =1lim =| — |Indet.
o VP +x+x oo I dx+x O x4x U b \®

Se divide por x el numerador y el denominador:

X

. 1 1 1 ,
lim X = lim = lim =—= lim (\/x +x— x)
v 2wy wome [(2 0 x xowe | 1 2 ko
N +—+1
x X X

X

N\'—
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e)lim
=3\ x+6—

3
. (x+1-4)x+6+3) i (x—3)( x+6+3) iy J643 63
P (4 6-9)Var1+2) P (v-3)Warl+2) R AxHI+2 42

1) lim (\/x2 +x+6+ x): (oo - oo) Indeterminacion.
x>0
Se pasa a un limite en +00:

lim ( (xf+(=x)+6+( x)j = lim (\/ X —x+6- x): (00 — o). Indeterminacion.

(\/xz—x+6—x)(\/x2—x+6+x) im X -x46-8" — lim ——X*0 :(f)

lim
Kok \/xz—x+6+x X —x+6+x H”(’\/x —X+6+x \®©
Se resuelve esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por x :
—-x+6 -x 6 6
—+— —1+— —1 1
lim X = lim - = lim X = ===
Foe \/x —Xx+6+x T \/x2 x 6 x \/1 1+ 6 +1 V1+1 2
_ -4+ -——+—
x X xr X X x
, 2 1
= i X +x+6+x|=——.
x>0 2

Indeterminacion.

g) lim X ( )
A, J;_\/f ~(o—w0)
Wit nis) [t Raf o)

lim

Sl R e S I (CE = ==
lim [X—l—x+2](\/§+m) - lim Jx +4/x-3 =(Ej
oo r3)VamT4va-2) e 3(Va-Tevx-2) (@

Se resuelve esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por ~/x :

Va Va3 R 1_3
\/7 \/7 _l' X X _

= ) S

N R (U BT R E e I |
sWTaa1) 3 Jx-x-3 3

4.5. Indeterminacién 0-co y otros casos de o — o0
o0
Se opera previamente y pasamos a un caso de indeterminacion conocida tipo (6) 9 (—j
o0
Depar to de M. iticas 8 Bloque I: Andlisis de Funciones
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Ejemplos:
2
a) lim Sf LEE Sy (0-00) Indeterminacion.
xowo\ X0 =3 4x
. (5 +x*-20x-4) 5 . (S5x+1 x*-4) 5
lim | ——————— |=== lim | =—.
¥ 4x" —12x 4 o x"-3  4x 4
4
b) li [2 xz IJ = (O -o0) Indeterminacion.
xoro{ X X" +5

2
c) lim (Zx 4 ﬁj = (00— o0) Indeterminacion.

X+ x—3 2
2 2 2
. 2020 +4)-(4x+5)x-3) _ i 484X 4120515 _
ot 2(x-3) ot 2x—6
. Ix+23 7 . (2x*+4 4x+5) 7
lim ————=—= lim - =—.
o 2x—6 2 el x-3 2 ) 2

d) lim

X0

3x? +5x_ 6x* +9x
2x+5 4x—1

o B 5xfax—1)—(6x +9x)2x+5) _ . =31 =50x _ 31
b (2x+5)(4x—1) e 8x2 +18x—5 8

[3x2+5x 6x2+9xJ 31
m|————————|=——.

j = (oo - oo) Indeterminacién.

2x+5  4x—1 8

X400

e) lim (% )2_1 j=[9j Indeterminacion.
oo\ X X" +5 0

Aunque no es una indeterminacion del tipo que estamos estudiando, también se resuelve

operando:

2 —
lim [wjzzz lim (3: o 1):2.
X+ x —-x o+ x X +5

4.6. Indeterminacién 1”
Para resolverla tendremos en cuenta que:

Si ll'rgtl f(x)=1 y ll'n{'t g(x): o (yasea +00 0 bien —o0) entonces:
x> iw x— im
tim g ()£ (x)-1]
lim f(x)g(x) =e ft

x>

Ejemplos:
2 1 3x-1
, X +x— . sy
a) lim | ——— =1 Indeterminacion.
X+ X +2
x-1 2 3x-1
lim (3)(71)[)( x 71] s 3570(x-3) i 3710243 2
rasen ) R = , [ x"+x-1
e o =e” =ttt Y = o fim | S —— =é.
x40 x +2
Depar to de M. iticas 9 Bloque I: Andlisis de Funciones
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Otra forma de resolver esta indeterminacion:

x
Se basa en que lim [1 + fj = e. La idea es buscar esta estructura en nuestro limite:

X+ X

) 3x-1
+x—1
1°) Se suma y se resta 1 a la base: /im 1+%—1
X+ X +2

5 5 3x-1 3x-1
2°) Se opera la base inicial con -1: /im 1+x+x271xZ =lim |1+ xz 3
Xt X +2 il X +2

3x-1

3°) Se necesita un 1 en el numerador del segundo sumando de la base: lim | 1+

Xt X +2
x-3
4°) Se busca tener en el exponente la misma expresion que en el denominador:
_ _3x7-10x+3
x=3 42
¥42 ,\»1+2(3X71) 42
x=3 x=3
, 1 , 1
lim || 1+— =lim || 1+— =¢.
X+ X +2 X+ X +2
x-3 x-3
& 07
¥
L e A
x=2
. (3x+1Y)" N
b) lim =1” Indeterminacion.
x> | 3y
, 3x+1 -2 x=2
lim (xfl)[ 4} lim 222 1 3x+1
e W 2ot =t =ife = lim =3le.
X—>+0 3x
L
, [ x+2 )2 L,
c)lim =1” Indeterminacion.
x—2 2x
1
L (x42 42 o —(x-2) -1 -l 4[ 3 —  4[3
lim——[ X2 =2 o - | 4/ ~ 3
exﬂ'érz[ 2 ):ex"fiz»-(,rfz) :eruzlx(xfl) :ef’i'i P, :L: e — lim X+2 )2 _Ne
Ye e =2\ 2x e
1
R L
, [ x"—=4x-10 )¢ L,
d)lim [7 =1” Indeterminacion.
x—6 xX—
lim . x*~4x-10 1 I *2-5x-6
6 x-6(  x—4 56 (+—2)(x—6) L . . .,
e = e’ De nuevo tenemos una indeterminacion.
(41)(:-6) ‘
Jim 2H1IX0) Jim XL S 2_4 6
L s o 1 , [ x*=4x-10
e 6 gt — o7 =] =e s lim| | =&V
x—6 x—4
Observacién:

Para resolver indeterminaciones del tipo o’ 6 0° es muy util tomar logaritmos y
posteriormente usar la Regla de L"Hopital que veremos en la unidad de derivacion.

Depar to de M. iticas 10 Bloque I: Andlisis de Funciones
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4.7. Comparacién de infinitos
Si lim f(x)=4e y lim g(x)=+w entonces decimos que lim f(x) es un infinito de orden
X+

X400 X+

superior que [im g(x)si:
X—>+00

lim @ =00, o bien lim

A elo) A1)

Escala de infinitos:

ILogaritmos con a > 1 | < |Potencias (de menor a mayor exponente)l < Exponencia]es con a >1

Es decir:
Orden lim log, x < Orden lim x" < Orden lim a*|a >1.
X—>+0 X+ X—>+0
Ejemplos:
3  log.x 3x
Ll) lim Tx = +00 d) lim 7g: =0 g) Iim 67 = 400
x>+ logz x xot0 5§ i 1n(4x—1)
A In(4x -1
p) lim 128X =g @) lim —— = +o0 i tim 11=1) = )_g
x40 Ty x40 3x X400 e
x 7 . , X
&) lim —— =~ iim 2= i) lim, [ x=1)= e
o —log, x PR}
4.8. Infinitésimos equivalentes
Decimos que f es un infinitésimo en a si /im f(x) =0.
Dos infinitésimos f y g son equivalentes en @ si /im @ =1.
xX—a g(x)
Entonces escribiremos f'~g.
Infinitésimos equivalentes mds usuales en a = 0 :
2
sen x~x g x~x e —1~x 1—cosx~% In(x+1)~x

Estas equivalencias también son ciertas si sustituimos x por h(x) con [lim h(x) =0.
x>0

Los infinitésimos equivalentes son muy importantes ya que en el calculo de limites se puede
sustituir un infinitésimo por su equivalente, siempre que aparezca multiplicando o dividiendo.

Ejemplos:
x X 0 1 L
a)lim =lim — =| —|=lim —=—=13 ya que los limites laterales en x =0 son
-0 Tx =0 Tx 0 -0 Tx
nd.
distintos.

—x? — 12 —
b)ll’mLXl:lim 4:lim—x:[0}:ﬁm—x:0.

10 X -0 x =0 2x 0 =0 2
, In(S5x+1 , 5x |0 ,
c)lzm¥=lzm—= —|=liml=1
x>0 tg 5x -0 §x 0 x—0
Ind.
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5. ASINTOTAS
De modo informal podemos definir los siguientes conceptos:
Ramas infinitas: Tramos de la curva que se “alejan” indefinidamente del origen de coordenadas.
Asintota: Recta a la que se “cifie” (aproxima) una rama infinita.
Rama asintética: Rama infinita que se “cifie” a una asintota.

5.1. RAMAS INFINITAS EN x = a. ASINTOTAS VERTICALES
Si

Matemdticas 11

x—a_

‘ll'rr{f(x):+ooéfoo ylo lim f(x)=+o0 o'foo‘

entonces la funcion tiene una rama infinita por la derecha o por la izquierda (o por las dos), y
larecta X =a esuna asintota vertical.

o Situacion de la curva respecto a la asintota:

lim f(x)=—o0

x—a~

lim f(x) =+

xa’

lim f (x) = +o0

Observaciones:

. X . . , .
= Si f (x) = QE g racional, los candidatos a asintotas verticales son los valores de x
X
que anulan el denominador.
» Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales.
Ejemplo 1: Calcula las asintotas verticales de las siguientes funciones:
5 X X +x—6 x -4
b= )=
S 2

a) f(X)=§ o) flx)=—"= d) flx)=

2 x—2 X" +4

x+4
x2-16

Ejemplo 2: ;Cuantas asintotas verticales tiene la funcion f (x) =

5.2.RAMAS INFINITAS CUANDO x — +© (6 X —> —©)
Se pueden presentar tres casos:

RAMA
PARABOLICA

ASINTOTA
OBLICUA

ASINTOTA
HORIZONTAL

-

a) ASINTOTAS HORIZONTALES
Si

‘ lim f(x)=b (be m)‘

X—>+00

entonces la funcion f tiene una rama infinita cuando x — +00 y larecta y =b es una
asintota horizontal en + 0.

o Situacion de la curva respecto de la asintota:
Estudiamos el signo de f(x)—b para valores “grandes” de x (es decir, si x — 400):
2 Si f(x)—b > 0= curva por encima de la asintota.
= Si f(x)— b < 0 = curva por debajo de la asintota.
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b ] EISerT
1()-b>0 ——TG)-b<0
' \
Larecta y=b es asintota horizontal. Larecta y=b es asintota horizontal.
Analogamente si x — —00.
Observaciones:
= Una funcion tendrd, a lo sumo, dos asintotas horizontales, una en +o0 y otraen —oo.
= Si f(x): % es un cociente de polinomios, la funcion tendrd la misma asintota
. o(x

horizontal en +00 y en —oo. Serd necesario que Grado P(x) <Grado Q(x)

Ejemplo: Calcula las asintotas horizontales de las siguientes funciones:

_3x7+1 . x'-4 Cxt+2x+1
o f)=5— BIN)=m g oS —

b) ASINTOTAS OBLICUAS
Si

lim [ £ (x)—(mx+n)|= 0‘

X+

entonces la funcion f tiene una rama infinita cuando x — 400 y larecta y=mx+n es
una asintota oblicua en + .

Para calcularla: | m = lim /) n = lim[f(x)-mx]

x40 X+

o Situacion de la curva respecto de la asintota:
Estudiamos el signo de f(x)— (mx + n) para valores “grandes” de x (si x — +00):
= Si f(x)f (mx + n) > 0 = curva por encima de la asintota.
= Si f(x)— (mx + n) < 0 = curva por debajo de la asintota.

T “_/f'(x)—(mx+n)>0 P

I"Hay una asintota oblicua I Hov una asintots oblicun

Analogamente si x — —00.
Observaciones:

_Plx)

= Si f(x)— 0 ( ) es un cociente de polinomios, la funcion tendra asintota oblicua si
X

Grado P(x)—Grado O(x)=1. La asintota oblicua serd el cociente obtenido al
efectuar la division de polinomios anterior.

= Una funcion tendrd, a lo sumo, dos asintotas oblicuas, una en + o0 y otra en — co.

= Si hay asintota horizontal = No hay asintota oblicua y viceversa.

Ejemplo 1: Calcula las asintotas oblicuas de las siguientes funciones:
2% +5x+3 5%’ -2x"+3

a) flx)==—"— b) flx)==——,

px’

. +1 . . . .
Ejemplo 2: La funcién f (x)ziltlene como asintota oblicua la recta de ecuacion
X+

y =—-2x+2. Determina el valor de p y estudia si la grafica de la funcion corta a
la asintota.
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¢) RAMAS PARABOLICAS (en funciones racionales)
Si Grado P(x)— Grado Q(x)Z 2 entonces hay una rama parabolica “hacia arriba” o

P(x) P(x)

=400 6 lim ——=
(x)

= 0fx)

grado P(x) — grado Q(x) > 2 grado P(x) — grado Q(x) > 2

Hay una rama parabéolica Hay una rama parabélica

“hacia abajo” dependiendo de que [lim

x40 Q

= —o0 respectivamente.

lim f(x)=+o0 lim f(x)=—0

x>0 X400

Andlogamente si x — —o0.

Ejemplo: Estudia si las siguientes funciones tienen ramas parabolicas:
5x° X +3x7 +1

O /)="0 D)=

6. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION
6.1. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Una funcion f es continua en a si lim f(x)= f(a).
Esta definicion implica que se cumplan t;:.: condiciones:
1) Existe f(a) (Es decir, a € Dom(f).)

2) Existe {lﬁ f(x) y es finito.

o

- 3) Ilim f(x) = f(a) (Es decir, 1) y 2) coinciden).

P
Continua en a

Si no se cumple alguna de estas tres condiciones, diremos que la funcion es discontinua en a.

6.2. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO
f es continua en (a, b) si lo es en todo punto de ese intervalo.
f es continua en [a, b] si es continua en (a, b) y, ademas, es continua por la derecha en a y por
la izquierda en b.
Nota:
S es continua por la derecha en a si lim f(x)= f(a).
f s continua por la izquierda en b si lim f(x)= f(b).

x—=b"

6.3. TIPOS DE DISCONTINUIDADES
a) Discontinuidad inevitable de salto finito: Presenta un salto en ese punto.
Existen los limites laterales y son finitos, pero distintos.

jx<2
Ejemplo: f(x)= rosex Dom(f)=R
vls 1 six>2
3f(2)=2
_ lim f(x)=2
Z A 23 Blim f(x)ya que {*7°
AR X2 (x) lim f(x)=1
e x—2+ "
Discontinuidad inevitable de salto finito en x =2.
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b) Discontinuidad inevitable de salto infinito: Tiene ramas infinitas en ese punto.
Uno o los dos limites laterales son infinitos.

Ejemplo: f(x):é Dom(f)=R\{2}

372

lim fx)=—o

lim f(x): +0
x—>2"

Discontinuidad inevitable de salto infinito en x =2.

il lt'm2 £ (x)ya que

¢) Discontinuidad evitable:
En este caso existe lim f(x), pero no coincide con f(a) (tiene ese punto
xX—a

“desplazado™), o bien no existe f' (a) (Le “falta” ese punto).
Ejemplo: (Tiene ese punto “desplazado”)
¥ {3 / x  six#2
-1

4 f(x):{ .

2_ P ——

/ En este caso:

1 : 3/(2)=-1 ytambién Ilim f(x)=2
/ | X x—2

A Sin embargo, ll'm2 fx)= £

-1 1 2 3 4
/ [ i Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en
x =2 y se evita redefiniendo f(2) =2.

Dom(f)=R

Ejemplo: (Le “falta” ese punto)

s 2 _
i E / =" pom(r)=w\{2}
/ x—2
Ziaanatl A Fijate que:
/ A £(2) (La funcidn no esta definidaen x=2)

3 ll'n; f(x) =2 yaque:

2
X 2x= l,mx(x 2)

=limx=2

/ I It
_1 1 2 3 4 Xl*{’; x —_ 2 x—>2 x —_ x—>2
-1 Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en
x =2 y se evita definiendo f(2)=2.

d) Discontinuidad esencial: Alguno de los limites laterales no existe.

¥ 14,4286 Ejemplo:
fil — f®= m[l) Dom(f)=R\{0}
f ) X
/\ “ ‘/‘ \ / Observa que:
/ \ ‘“ ‘ ‘ | /-/ X A £(0) (La funcion no esta definidaen x=0)
0.6 -07 -OX r\ H’ ?2/’0 4 06 0.8 Alim f(x)
/ El' . x>0
_/ I I

f tiene una discontinuidad esencial en x =0

Propiedad: Si f y g son funciones continuas en a, las siguientes funciones también son
continuas en a:

a)ftg b f-g kg keR d)fig sig@#0 e fog

4a

1
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Las funciones polindmicas, racionales, irracionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y
sus compuestas, son continuas en su dominio de definicion.
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Ejemplo 1: Estudiar la continuidad de estas funciones en los puntos que se indican:

3x-2 six<-—1 2x2—6 si x<l
a)f(x)= X2 +dx-1 si—-1<x<2 b) flx)=4 -4 i x=1
1+In(x—1) six>2 2-2x
si x>1
Jx-1
enx=—-lyx=2. en x=1.

Ejemplo 2: Determina los valores de a y b para que las siguientes funciones sean continuas.

x4+l six<1 l+cosx six<0
a) f(x)=qax+3 sil<x<2 b) f(x)=12(a+x) si0<x<l
bx® =2 six>2 b/x* six>1
x*—2x+n

Ejemplo 3: Calcula los valores de m y n sabiendo que la funcion f(x)= posee

X +mx* —14x
una discontinuidad evitable en x = 2.

7. FUNCIONES CONTINUAS EN UN INTERVALO. TEOREMA DE
BOLZANO. TEOREMA DE WEIERSTRASS

Y Teorema de Bolzano:

{0) | Rt Si una funcién fes continua en un intervalo cerrado[a, b] y

Signo( f(a)) # Signo(f (b)), entonces existe al menos ¢ € (a,b)

a ¢/ x | talque f(c)=0.
' // Ejemplo: Probar que la funcién £(x)=x" —3x+40 tiene, al menos,
fa)f---+~ una raiz real y localizarla entre dos valores enteros

consecutivos.

Los dos siguientes teoremas son importantes consecuencias del Teorema de Bolzano:

Teorema de los valores intermedios (Darboux):

Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado[a, b] y k& es
un namero real comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe

f(by) ----------- /

al menos ¢ € (a,b) tal que f(c)=k.

flc)=ki----- o
fla)y-+

Es decir, la funcién f toma todos los valores intermedios entre

f(@y fb)

Ejemplo: Dada la funcion f(x)=x’ —x*>+x, ;se puede afirmar que existe al menos

un punto ¢ en el intervalo [1,2] tal que f(c) =2 ? Razona la respuesta.

Teorema sobre grdficas que se cortan:

¥
f(b) Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b]
g(a)l-- tales que f(a)<g(a) y f(b)>g(b), entonces existe al menos
F)=a(c) ce (a,b) tal que f(c)=g(c).
g(b) I . .
: Es decir, existe un punto en el que las gréaficas se cortan, o dicho de
fla}--4+— 'y otro modo, existe un punto en el que las dos funciones toman el
a 3 b mismo valor.
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Ejemplo: Probar que las graficas de f(x)=Inx y g(x)=e "se cortan en un punto y
localizalo entre dos nimeros enteros.

Teorema de acotacion:
Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces esta acotada en [a, bl

Teorema de Weierstrass:

4a

1
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Y Si una funcion fes continua en un intervalo cerrado[a, b]7
f (d) ------------ I entonces [ alcanza sus valores maximo y minimo absolutos en
f(G ) e— et

A
flax—t\ [ i

5 \\C{f db Es decir, f estd acotada y existen c,de[a,b] tales que
filel="—"— - f@<fM<f(d) Vxelab]

Ejemplo: Indica si la funcion f(x)=Inxestd acotada en [l,e], y si alcanza sus valores
maximo y minimo absolutos en dicho intervalo. En caso afirmativo dibtjala y
localiza estos puntos.
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8. ANEXOS
8.1. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

Supongamos que f(a) <0< f (b)
Sea x, = L;rb .Si f(xl ) =0=Setoma c=x, y hemos acabado.

En caso contrario:
Si f(x,)>0=Sctoma [a,,b ] con a,=a; b =x,= f(a,)<0< f(B).
Si f(x,)<0=Sctoma [a,,b ] con a,=x,;; b =b= f(a,)<0< £ (b,).

+b,
Repito el proceso con x, = Lo .Si f(x,)=0=Setoma c=x hemos acabado.
P p 2 5 2 2 Y

En caso contrario obtengo, de la misma forma anterior, [a,, b, |con f(a, )< 0< f(b,).

Reiterando el proceso, obtenemos una sucesion de intervalos encajados:
< [an’ bn]c [anfl’ bnfl]c [anfl’ bnfz]C s G [“2? bz]c [al’ bl]c [a, b]

L . b-
tales que f(a,)<0< £ (b)) y lim didmetro[a,,b,]= lim T;a =0 (x).
n—+w n—r+0
En estas condiciones, el Teorema de los Intervalos Encajados de Cantor nos dice que:

F‘j[an N bn ] = {C}

Nos queda comprobar que [ (c) =0.
Supongamos que 1o es cierto y que f(c) > 0.
Por ser f continua en x = c, el Lema de Conservacion del Signo nos dice que:

Je>0con f(x)>0paracadaxe(c—¢,c+é¢)

Pero por (*) podemos encontrar 7€ N con [an,bn]c(cfg,c+£) lo que es una

contradiccién con f(a,)<0< f(b,).

Por tanto f(c) =0.

8.2. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS (DARBOUX)

Se define g(x)= f(x)-k

Supongamos que f (a) <k<f (b) (en caso contrario se harfa andlogamente)
f es continua en [a,b] = g es continua en [a,b].

6la)= @)k <0 e
glb)= 10}~k >0 s
Pero glc)=flc)-k= flc)-k=0= f(c)=k.

Ademas, { Jce(a,b) tal que g(c)=0.

8.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA SOBRE GRAFICAS QUE SE CORTAN

Se define (x)= f(x)-g(x).
/'y g son continuas en [a,b] = h es continua en [a,b].

. JHa)=fla)-gla)<Omomen N
Ademas, {h(b)= 7(6)-g(b)>0 i Jcela,b) tal que h(c)=0.
Pero h(c)=/(c)-gle)= f(c)-glc)=0= f(c)=glc)
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