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UNIDAD 9  DERIVADAS Y APLICACIONES 
 

1. TASA DE VARIACIÓN MEDIA 
Se define la tasa de variación media de una función ( )xfy =  en un intervalo [ ]ba,  como: 

 
 

[ ] ( ) ( )
ab

afbfbaTVM
−
−

=,  

Si considero la recta que une ( )( ),, afaA  ( )( )bfbB , ,  
su pendiente es: 

[ ]baTVMtgm ,== α  
 
 

Es usual escribir [ ] [ ],,, haaba +=  siendo 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

→
→+

→

intervalo. del Longitudh
intervalo. delsuperior  Extremoha

intervalo. delinferior  Extremo a
 

Con lo cual: 
 
 
 
 

   [ ] ( ) ( )
h

afhafhaaTVMtgm −+
=+== ,α  

 
 
 
 

Ejemplo: Halla la TVM  de la función ( ) 25 xxxf −=  en:  
a) Los intervalos [ ] [ ] [ ].4,1;3,1;2,1  
b) El intervalo [ ].1,1 h+  
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2. DERIVADA DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO. FUNCIÓN DERIVADA. 
DERIVADAS SUCESIVAS 
Una función ( )xfy =  es derivable en a, si existe el siguiente límite y es finito: 

                                                                
( ) ( )

ax
afxflím

ax −
−

→
 

En cuyo caso al valor de este límite se le llama derivada de  f  en  a, y se escribe ( ).af ′  
 

                                                    
( ) ( ) ( )af

ax
afxflím

ax
′=

−
−

→
   (También se escribe )(a

dx
df

) 

 

Si tomamos hax +=  entonces 
⎩
⎨
⎧

→⇒→−⇒→
=−

00 haxax
hax

con lo cual, la definición anterior de 

derivada de una función en un punto equivale a que exista: 
 

 
( ) ( ) ( )af

h
afhaflím

h
′=

−+
→0

   

 

Ejemplo: Sea la función ( ) .2 xxxf +=  Calcula, usando la definición de derivada, ( ) ( )1,0 ff ′′  y 
( ).3f ′  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Como hemos visto en el ejemplo anterior,  hay que calcular un límite para obtener la derivada de una 
función en cada uno de los puntos en los que se nos pida, lo cual es un trabajo molesto y engorroso. 
Es preferible obtener la función derivada de ( )xf , es decir ( )xf ′ , que nos permita obtener 
fácilmente el valor de la derivada de esa función en un punto “cualquiera” simplemente sustituyendo. 
 

Ejemplo: Halla la función derivada de ( ) xxxf += 2  y úsala para calcular de nuevo ( ) ( )1,0 ff ′′  y 
( ).3f ′  
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También se pueden calcular las derivadas sucesivas de una función: 
Si derivamos dos veces la función ( )xf  (es decir, hacemos la derivada de la función derivada ( )xf ′ ) 
obtenemos la derivada segunda ( )xf ′′ ; si derivamos tres veces obtenemos la derivada tercera ( )xf ′′′  
y así sucesivamente. 
 
Dicho de un modo más formal: 
Si f es una función derivable en todos los puntos de un intervalo abierto ( )ba, , entonces la función: 
 

                                  
( )

( )xfx
baf

′
ℜ→′

a

,:
   se llama función derivada de f . 

 
Si a su vez f ′ es derivable en ( )ba,  obtenemos su derivada ( ) ff ′′=′ ´ : 

                                 
( )

( )xfx
baf

′′
ℜ→′′

a

,:
   que se llama función derivada segunda de .f  

 
Análogamente se pueden definir ) )...,, viv fff ′′′  

 
Sin embargo, para derivar funciones NO es necesario hacerlo resolviendo límites como en el ejemplo 
anterior. 
Existen sencillas reglas prácticas con las que se pueden hallar fácilmente las derivadas de las funciones 
elementales. 
 
Veamos cuales son esas reglas. 

 
3. REGLAS DE DERIVACIÓN 

REGLAS DE DERIVACIÓN 

Suma y resta ( ) gfgf ′+′=′+  ( ) gfgf ′−′=′−  

Producto y 
cociente ( ) gfgfgf ′⋅+⋅′=′⋅  2g

gfgf
g
f ′⋅−⋅′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛  

Producto por 
un número ( ) fkfk ′⋅=′⋅  

Composición 
de funciones  

( ) ( )
cadena la de Regla

ffgfg ′⋅′=′o  
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Ejemplo 1: Halla la función derivada de:

( ) 4) =xfa  
 ( ) 7) =xfb  
 ( ) xxfc 7) =  
 ( ) xxfd 9) =  
 ( ) 7) xxfe =  
 ( ) 17) xxff =  

( ) 97) xxfg =       

( ) xxfh 8) =

( ) 3) xxfi =       

( ) 496) 23 −+−= xxxxfj
( ) xxfk 2) =  
( ) xxfl 14) =  
( ) xxfm 7log) =  

( ) xsenxxfn 2) =  

( ) 2)
x

xsenxfñ =  

( ) ( )22 453) +−= xxxfo  

( ) ( )725 1332) ++−= xxxxfp  
 

( ) 13) += xxfq  
( ) 563) 2 +−= xxxfr  
( ) 32) 3 −+= xxxfs  
( ) 3) xxxft +=  
( ) 3 52) xxxfu +=

( )
xx

xfv 1) =  

( ) xxxfw cossen) ⋅=  
( ) xexxfx ⋅=)  

 

( ) xxxfy 2) ⋅=
( ) ( ) xxxfz 2

2 log1) ⋅+=

( )
1
1) 2

2

−
+

=
x
xxfα  

( )
x

xxxxf 353)
23 +−+

=β

( )
x

xxf log) =χ  

( )
x
xxf

cos
sen) =δ

 
Ejemplo 2: Halla la función derivada de: 

( ) ( )324 3732) +−−= xxxxfa
( ) ( ) ( )7563) 232 +−⋅−= xxxxxfb

( ) ( ) ( )524226 3735) xxxxxfc −⋅−=

( )
1
12) 2 +

−
=

x
xxfd  

( ) 132) += xxfe  

( ) xsenxff =)  
     

( ) 53) −= xexfg  

( ) xxexfh 35 2

) +=  
( ) xxxfi 22

2) −=  
( ) )32log() += xxfj  
( ) ( )xxxfk 4ln) 3 −=  
( ) ( )xsenxfl ln) =  

( ) ( )3 235) += xxfm  

( ) xxfn ln) =  
( ) ( )75) 2 +−= xxsenxfñ  
( ) 12) +⋅= xexxfo  
( ) xexfp x cos) =  
( ) xexfq cos) =  
( ) xxfr 21) +=  
( ) ( ) ( )13cos13) +⋅+= xxsenxfs

 

TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES 
Funciones simples Funciones compuestas 

kxf =)(                   0)( =′ xf              
xxf =)(                   1)( =′ xf   

xkxf ⋅=)(              kxf =′ )(  fkg ⋅=                  fkg ′⋅=′  
nxxf =)(                  1)( −⋅=′ nxnxf  nfg =                     ´1 ffng n ⋅⋅=′ −  

xxf =)(                
x

xf
2

1)( =′  fg =                   f
f

g ′⋅=′
2

1
 

n xxf =)(                
n nxn

xf
1

1)(
−⋅

=′  n fg =                   f
fn

g
n n

′
⋅

=′
−

.1
1

 

xxf ln)( =              
x

xf 1)( =′  ( ) fxg ln=              ( )
f
fxg
′

=′  

xxf alog)( =           
ax

xf
ln
11)( ⋅=′  ( ) fxg alog=          

af
fg
ln⋅
′

=′  

xexf =)(                xexf =′ )(  fexg =)(                 fexg f ′⋅=′ )(  
xaxf =)(                  aaxf x ln)( ⋅=′  faxg =)(                 afag f ln⋅′⋅=′  

xsenxf =)(            xxf cos)( =′  fsenxg =)(            ( ) ffg ′⋅=′ cos  
xxf cos)( =             xsenxf −=′ )(  fxg cos)( =            ( ) ffseng ′⋅−=′  

xtgxf =)(    x
x

xtgxf 2
2

2 sec
cos

11)( ==+=′  ftgxg =)(               ( ) ( ) ff
f

ffftgg ′⋅=
′

=′⋅+=′ 2
2

2 sec
cos

1  
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4. INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA DE LA DERIVADA. APLICACIONES 
 

4.1. Recta tangente a una función ( )xfy =  en un punto ( )( )afa,A  
¿Qué ha ocurrido en la gráfica de ( )xfy =  al tomar este límite “en la tasa de variación 
media”? 
Todas estas rectas son secantes a la función con un punto común ( )( )., afaA  

 
       
 
 
       
 
       
       
 
 
 

Si 0→ih  entonces APi → , con lo cual la recta 
tangente a f en ( )( )afaA ,  se obtiene como 
límite de las rectas secantes. 
 
 

Pero además, la pendiente m  de la recta tangente a la función f en ( )( )afaA ,  es: 

( ) ( ) ( ) ( )af
h

afhaflímtglímtgm
hi

i

′=
−+

===
→→ 0

αα
αα

, es decir: 

 
 
 

El resultado anterior ( )( )afmque ′=  se conoce como Interpretación geométrica de la derivada 
y nos dice que: 

( )( )⎩
⎨
⎧

=
  punto el en  funciónla de 

gráficala a tangente recta la de Pendiente 
  en  funcionuna de Derivada 

afaAf
af

,
 

 

4.2. Recta tangente a una función ( )xfy =  en un punto ( )( )afa,A   
  La ecuación de la recta tangente en su forma punto pendiente es  ( ) ( )axmafy −=− . 

Pero ( )afm ′=   (Por la interpretación geométrica de la  
                                 B                           derivada). 

Por tanto: 
 

( ) ( ) ( )axafafy −⋅′=−  
 

 
 
 
Ejemplo 1: Calcula la función derivada de ( ) 14 23 +−= xxxf  y halla: 

a) Las pendientes de las rectas tangentes en las abscisas 1,1−  y  .3  
b) Las ecuaciones de dichas rectas tangentes. 
 

Ejemplo 2: Calcula la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función ( ) xxxf 42 −=  en el 
punto de abscisa .1−=x  

 
 
 

( )( )⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
←

afaA
puntoelenfdegráficalaa
gentetanrectaladeEcuación

,
 

( )afm ′=

[ ] ( ) ( )
1

1
11 ,

1 h
afhafhaaTVMtgmAP

−+
=+== α

[ ] ( ) ( )
2

2
22 ,

2 h
afhafhaaTVMtgmAP

−+
=+== α

[ ] ( ) ( )
3

3
33 ,

3 h
afhafhaaTVMtgmAP

−+
=+== α
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4.3.Máximos y mínimos relativos (extremos relativos) 
 
Si f  alcanza un extremo relativo en ax = ⇒La recta 
tangente (si existe, es decir, si f  es derivable en a ) a f  
en ese punto es horizontal y tendrá pendiente cero 

( ) .0=′⇒ af   
 
Puntos críticos o singulares: son aquellos en los que 
( ) 0=′ af , es decir, los “candidatos” a máximos o mínimos 

relativos. Los puntos críticos se obtienen resolviendo la 
ecuación ( ) .0=′ xf  

 

Propiedad: (Condición necesaria pero NO suficiente para la existencia de extremos relativos)  
Si f  es derivable en a  y tiene un extremo relativo en a ( ) 0=′⇒ af  

 
Sin embargo, que ( ) 0=′ af  NO implica que tenga un extremo 
relativo en a  como podemos observar en la gráfica de esta función 
(Pero SÍ  proporciona los “candidatos”). 
 
 

Propiedad: Si ( ) 0=′ af  entonces: 
     ( ) aenrelativomáximountienefafSia ⇒<′′ 0)  
     ( ) aenrelativomínimountienefafSib ⇒>′′ 0)  

 

Ejemplo: Estudiar los extremos relativos de la función ( ) 296 23 ++−= xxxxf  
 

4.4.Crecimiento y decrecimiento (monotonía) 
Observa la gráfica adjunta de una función derivable: 

                                    
Si f  es estrictamente creciente en un intervalo 
abierto, las rectas tangentes en los puntos de ese 
intervalo también lo serán⇒  sus pendientes serán 
positivas⇒ 0>′f en ese intervalo. 
Por otro lado, si 0>′f en un intervalo abierto en 
el que f  es derivable⇒  Las pendientes de las 
rectas tangentes serán positivas⇒Las rectas 
tangentes serán estrictamente crecientes⇒ f  es 
estrictamente creciente en ese intervalo abierto. 

 
Análogamente, si f es estrictamente decreciente en un intervalo abierto, las rectas tangentes en los 
puntos de ese intervalo también lo serán y por tanto sus pendientes serán negativas⇒ 0<′f en ese 
intervalo. 
Por otro lado, si 0<′f  en un intervalo abierto en el que f es derivable⇒  Las pendientes de las 
rectas tangentes serán negativas⇒Las rectas tangentes serán estrictamente decrecientes⇒ f  es 
estrictamente decreciente en ese intervalo abierto. 

 

Propiedad: Sea f  una función derivable en un intervalo abierto ).,( ba  
                   a) Si 0>′f  en ),( ba f⇒  es estrictamente creciente en ).,( ba  
                   b) Si 0<′f  en ),( ba f⇒  es estrictamente decreciente en ).,( ba  
                   c) Si 0=′f  en ),( ba f⇒  es constante en ).,( ba                    
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Para determinar los intervalos de monotonía de una función derivable así como sus extremos 
relativos, tendremos en cuenta el signo de la primera derivada de acuerdo con el siguiente esquema 
de la recta real.  

 
En el caso de que existan puntos en los que f  no es continua o no es derivable, también habrá 
que considerarlos al hacer el esquema anterior. 

 

Propiedad: Si a  es un punto crítico de f  (es decir, ( ) 0=′ af )  y           
( )
( ) aenrelativomáximountienef

edecrecientestderechasuaf
crecienteestizquierdasuafa

⇒
<′

>′

⎭
⎬
⎫

.0
.0)

( )
( ) aenrelativomínimountienef

crecienteestderechasuaf
edecrecientestizquierdasuafb

⇒
>′

<′

⎭
⎬
⎫

.0
.0)

 

 

Ejemplo: Estudia la monotonía de la función ( ) .1232 23 xxxxf −+=  Estudia también sus extremos 
relativos a partir de la información proporcionada por la monotonía. 

 
4.5. Convexidad y concavidad (curvatura) 

Para determinar los intervalos de convexidad y de concavidad de una función tendremos en cuenta 
el signo de la segunda derivada de acuerdo con el siguiente esquema de la recta real: 

 
 
         

 
En el caso de que existan puntos en los que f  no es continua o no es derivable, también habrá 
que considerarlos al hacer el esquema anterior. 

 

Por tanto: 
Propiedad: 
                 Si 0>′′f  en un intervalo abierto ),( ba f⇒  es convexa en ).,( ba  
                 Si 0<′′f  en un intervalo abierto ),( ba f⇒  es cóncava en ).,( ba  
 
Además, diremos que f presenta en a  un punto de inflexión si en él la función pasa de ser 
convexa a cóncava o viceversa (la recta tangente atravesará la curva). 

 
 
 
 
 
 
 
 

“Candidatos” a puntos de inflexión: son aquellos en los que ( ) 0=′′ af . Es decir, los posibles 
puntos de inflexión se obtienen resolviendo la ecuación ( ) .0=′′ xf  El cambio de curvatura nos 
asegurará que, en efecto, estamos en presencia de un punto de inflexión siempre que la función sea, 
al menos, continua en  a. También podemos aplicar la siguiente propiedad: 
 

Propiedad:  
   ( ) .0)(0 aenflexiónindepuntountienefafyafSi ⇒≠′′′=′′  
 

Ejemplo: Estudia la curvatura y puntos de inflexión de ( ) .810126 234 +++−= xxxxxf  
 

Propiedad: 
Si: 

0)()1...

...)()(

=
−

=

=′′=′

anf

afaf

y .0)()
≠anf  

Entonces: 
• Si n es par 

⇒ Extremo 
relativo en 

.ax =  
• Si n es 

impar⇒ Punto 
de inflexión en 

.ax =  
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5. DERIVADAS LATERALES 
A los siguientes límites, si existen y son finitos, se les llama: 

 

                                 ( ) ( ) ( )
44444 344444 21

aenfdeDerivada

h
afhaflímaf

h

izquierdalapor
↑

→

− −+
=′

−0

           ( ) ( ) ( )
44444 344444 21

aenfdeDerivada

h
afhaflímaf

h

derechalapor
↑

→

+ −+
=′

+0

 

 

Ambos límites reciben el nombre de derivadas laterales de la función f en .a  
 

Propiedad: 

       f es derivable en ⇔a Existen 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

′

′
−

+

af
af

, son finitos y ( ) ( )−+ ′=′ afaf  

       En cuyo caso, ( ) ( ) ( )−+ ′=′=′ afafaf  

Ejemplo: Comprueba que la función valor absoluto ( ) xxf = , que es continua en ,0=x  no es 
derivable en .0=x Represéntala. 

Solución: ( )
⎩
⎨
⎧

<−
≥

==
0
0

xsix
xsix

xxf  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−

→→→

+

→→→

−

′≠′⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

==
−

=
−+

=′

−=
−

=
−

=
−+

=′

+++

−−

00
10000

10000

000

000 ff

h
hlím

h
fhflím

h
fhflímf

h
hlím

h
fhflím

h
fhflímf

hhh

hhh  

Por tanto, la función no es derivable en .0=x  
 

6. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD 
Si observas el ejemplo anterior está claro que “Una función continua en a  NO tiene por qué ser 
derivable en a ” (podrá serlo o no).  
Si f es continua en a  pero no derivable en ,a  tendremos puntos “angulosos” (con pico) como en las 
dos primeras figuras, o puntos de tangente vertical como en la tercera: 
 

       
Sin embargo: 
Propiedad: 
 Si f es derivable en fa ⇒ es continua en a                    
 

Por tanto:                         
Si f NO es continua en ⇒a NO puede ser derivable en a  
  
Una función derivable tendrá una gráfica “suave” sin “puntos angulosos”. 

 
Ejemplo 1: Estudie la continuidad y derivabilidad de las funciones: 

      ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>+−

≤≤−+
−<++

=

28
2122

112
)

2

2

xsixx
xsix

xsixx
xfa       ( )

⎩
⎨
⎧

−>+

−≤−
=

21
22

) 2 xsix
xsi

xfb  

Ejemplo 2: Determina los valores de a  y  b  para que sea derivable la función:  

( )
⎩
⎨
⎧

>−

≤+
=

12
13

2 xsibx
xsiax

xf  

Función no 
continua en a 
 y, por tanto,  
no derivable  
en a 

Funciones  
continuas en a  pero  
no derivables en a 
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Ejercicios: 
1. Calcula la derivada de las siguientes funciones: 

( ) 13) 245 +−+= xxxxfa   ( ) 53) += xxfb             ( ) xxxfc +=)     

( ) 31) x
x

xfd +=                    ( )
x

xfe
3
4) =                   ( ) xxxff 5) 5 +=       

( )
x

xxfg 562) ++=         ( )
1
1)

−
+

=
x
xxfh               ( ) ( )52 14) xxxfi +=    

 ( ) 21
)

x
xxfj
−

=                    ( ) 73
3
2) 24 −+−= xxxfk    ( ) xe exxfl +=)     

( )
x

xsenxfm =)                     ( )
x
exfn

x

=)                   ( ) xxxfñ 3logln) +=     

( ) xxsenxfo cos) +=          ( ) xtgxxfp += cos)     ( ) xsenxxfq ⋅=)       

( ) xxsenxfr cos) ⋅=  ( )
1
53)

2

+
+

=
x
xxfs    ( ) ( ) xtgxxft ⋅−= 31)    ( )

x
xxsenxfu +

=)  

  
2. Utiliza la regla de la cadena para hallar la derivada de las siguientes funciones: 

( ) ( )62 1) ++= xxxfa                ( ) ( )33) xxfb −=                  ( ) ( )32 1) −= xxfc   
 

( ) ( ) ( )4232) 3 +−= xxxfd        ( ) 32) += xxfe               ( ) xxff 5cos3) =           
 

( ) ( )1274ln) 23 +−−= xxxxfg     ( ) ( )xsenxfh ln) =      ( ) xsenxfi =)       
 

( ) xxfj 2cos) =           ( ) 58 2

) += xexfk                    ( ) ( ) 2732) −⋅+= xx exxfl       
 

( ) ( )xsenxfm cos) =            ( ) ( )xxfn 31log) 5 −=            ( ) xtgxfñ 2) =    
 

( ) xxfo 2cos34) =             ( ) xtgxsenxfp 32) ⋅=         ( ) xxsenxfq 22 cos) +=  
 

 


