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UNIDAD 9| DERIVADAS Y APLICACIONES

1. TASA DE VARIACION MEDIA

Se define la tasa de variacién media de una funcion y = f(x) en un intervalo [a,b] como:

Y
f(b) ______________ | y =f(X)

: TVM[a,b]:M

: b
f(b) - fa)  Si considero la recta que une A(a, f (a)), B(b, f (b)),
| AL N 5 su pendiente es:
" | . m=tga=TVM]a,b]
<~ L X

o @ )

a — Extremo inferior del intervalo.
Es usual escribir [a,b] = [a, a+ h], siendo < a+h — Extremo superior del intervalo.
h — Longitud del intervalo.
Con lo cual:
%
flath)-—-—----—---2

B

Ef(a+h)-f(a) m=itga= TVM[a,a +h]= f(a +hh)—f(a)

i i X
o| a a+h .

Ejemplo: Halla la TVM de la funcién f(x)=5x—x> en:
a) Los intervalos [1, 2]; [1, 3]; [1, 41
b) El intervalo [1, 1+ h]
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2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. FUNCION DERIVADA.
DERIVADAS SUCESIVAS
Una funcion y = f (x) es derivable en a, si existe el siguiente limite y es finito:
o S0)-1(0)
a X—a
En cuyo caso al valor de este limite se le llama derivada de f en a, y se escribe f '(a).

’ X)— a ' . . d
lim f( ) f( )z f (a) (También se escribe l(a))
x—a xX—a dx
x—a=h
Si tomamos x = a + & entonces con lo cual, la definicidn anterior de
x>a=>x—-a—>0=>h—>0

derivada de una funcion en un punto equivale a que exista:

lim fla+ hh)_ fla) _ 7(a)

h—0

Ejemplo: Sea la funcion f(x)=x”+x. Calcula, usando la definicion de derivada, £'(0), /(1) y
/'G)

Como hemos visto en el ejemplo anterior, hay que calcular un limite para obtener la derivada de una
funcién en cada uno de los puntos en los que se nos pida, lo cual es un trabajo molesto y engorroso.

Es preferible obtener la funcion derivada de f (x), es decir f '(x), que nos permita obtener
facilmente el valor de la derivada de esa funcion en un punto “cualquiera” simplemente sustituyendo.

Ejemplo: Halla la funcion derivada de f (x) =x"+x vy Gsala para calcular de nuevo f '(0), f '(l) y
1'6)
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También se pueden calcular las derivadas sucesivas de una funcion:
Si derivamos dos veces la funcion f (x) (es decir, hacemos la derivada de la funcion derivada f '(x))

obtenemos la derivada segunda f "(x); si derivamos tres veces obtenemos la derivada tercera f '"(x)

y asi sucesivamente.

Dicho de un modo mas formal:
Si f es una funcion derivable en todos los puntos de un intervalo abierto (a,b) , entonces la funcion:

f(a,b) >R
x> f(x

) se llama funcion derivada de f .

Siasuvez [’ es derivable en (a,b) obtenemos su derivada (f")= f":
f"i(a,p) >R

. que se llama funcion derivada segunda de f.
x> f"(x)

Andlogamente se pueden definir /™, f™), £7)...

Sin embargo, para derivar funciones NO es necesario hacerlo resolviendo limites como en el ejemplo
anterior.

Existen sencillas reglas practicas con las que se pueden hallar facilmente las derivadas de las funciones
elementales.

Veamos cuales son esas reglas.

3. REGLAS DE DERIVACION

REGLAS DE DERIVACION

Sumay resta (f+g) =f+g (f-g)=/"-g

Producto y , fl1 _fl-g—-f-g

cociente (fg) =fg+f-g g ) PE

Producto por ' ,

un nimero (kf) =k-f

!
Composicién (g Of) = g'(f)-f'
de funciones Regla de la cadena
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TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES

Funciones simples Funciones compuestas
S(x)=k S'(x)=0
S(x)=x S =1
f(x)=k-x S =k g=k-f g =kf
JS(x)=x" S'x)=n-x"" g=/" g=nf""f
(x) = - R
S0 =+x f0=5 g=\s &=y
=4l E— g=4/7 -
X X f'(x) T \/_ g n-”f”’lf
@@=t d=ns gL
_ 1 _ L
f@=log,x  f)=r gle)=log, f  g'=—
fx)=e flx)=¢" gx)=¢é’ g=e-f
f(x)=a" f'(x)=a"-Ina g(x)=a’ "=a’ - f'"-Ina
f(x)=sen x f'(x)=cosx g(x)=sen f g =cos(f) f'
f(x)=cosx f'(x)=—sen x g(x)=cos f g =-sen(f) f
S(X)=tgx f'(x)=1+1g’x= cosl2 —sec’x | &) =1g f (1+tg2f)-f— g;f:se@ (f)-r
Ejemplo 1: Halla la funcion derivada de:
a) f(x)=4 N f(x)=x—6x>+9x-4 ¢) f(x)=Bx+1 ») flx)=x2"
b)f(X):7 k)f(x)=2 r)f(x)=3x2—6x—|—5 z)fx (x2+1) lOg2
OF=TE ) e Y ATPAI
d)f(x)=97x m) f(x)=log, x 0 £(x)=x +¥x S
e)f(x)=x17 n) f(x)=xsen x u) f(x)=v2x +35x B /()=
f)fx):x - ( ) sen x 1 log x
g)f(x):7x9 n)fx v)f(x)zx\/; Z)f( ) ¥
h) f(x)zg\/; 0) f(x)= (3x —5x+4) w) f(x)=sen x -cos x 5) f(x)= sen x
D)=V )= -3 +a+l)] D) fx)=x-e cos x
Ejemplo 2: Halla la funcion derivada de:
a) f(x):(2x4 -3y’ —7x+3)3 g) fx)=e n) f(x)=1n\/;
b) f(x):(fix2 —635).(x3 —5x° +7) h) f(x)=e™ e i) f(x)=sen(x —5x+7)
c)f( ):(5x6—3x2)2 '(7x4—3x2)5 i) f( )—2 - 0) f(x)=x.ez"”
e

C2x-1 J) f(x)=log(2x+3)
4) f( )_ k) f()c):ln(x3 —4x) q) f(x)=ecosx
e) f(x)=2%" 1) f(x)=In(sen x) ) f(x)=~1+2x
1) f(x)=sen Jx m) f(x)=3/(5x+3) s) f(x)=sen(3x+1)-cos(3x +1)
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4. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. APLICACIONES
4.1. Recta tangente a una funcion y = f (x) en un punto A(a, f (a))

/Qué ha ocurrido en la grifica de y = f (x) al tomar este limite “en la tasa de variacion
media”?
Todas estas rectas son secantes a la funcion con un punto comun A(a, f (a)).

nllAP1 :tgal :TVM[a’a+hl]: f(a"'h;l)—f(a)
1

Sty =

m,, =tga, =TVM[a,a+h,]= fla+h,)-f(a)

L Y | h,

m,, =1ga; :TVM[a,a+h3]: f(a+h;l)_f(a)
3

Si h, > 0 entonces P — A, con lo cual la recta

Sath)-—e

| tangente a fen A(a, f (a)) se obtiene como
—1 : ! i limite de las rectas secantes.

0 " €<— t‘.',-i-lh._? athya+hy, X

Pero ademas, la pendiente m de la recta tangente a la funcidén f en A(a, f (a)) es:

f(a+hh)—f(a) = f’(a), es decir:

m=tg a = limtg(a,)=1lim
a;—>a h—0

m=f'(a)
El resultado anterior (que m=f '(a )) se conoce como Interpretacion geométrica de la derivada
y nos dice que:

Pendiente de la recta tangente a la grdfica
de la funcion f en el punto A(a, f(a))

Derivada de una funcion f en a :{

4.2. Recta tangente a una funcion y = f (x) en un punto A(a, f (a))

La ecuacion de la recta tangente en su forma punto pendiente es y — f (a) = m(x - a).
S

Pero m= f '(a) (Por la interpretacion geométrica de la

derivada).
recta tangente .
S Fe)ertle. Por tanto:

fla) - —---- Ecuacion de la recta tangente
y—f(a):f'(a)~(x—a)e a la grafica de f en el punto
Ala, f(a))

Ejemplo I: Calcula la funcion derivada de f (x) = x> —4x” +1 y halla:
a) Las pendientes de las rectas tangentes en las abscisas —1,1 y 3.
b) Las ecuaciones de dichas rectas tangentes.

Ejemplo 2: Calcula la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion f (x) =x>—4x enel

punto de abscisa x = —1.
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4.3.Maximos y minimos relativos (extremos relativos)

3

Y| Miximo relativo Si f alcanza un extremo relativo en x=a =>La recta

tangente (si existe, es decir, si f es derivable en a)a f

en ese punto es horizontal y tendrda pendiente cero

= f'(a)=0.

Puntos criticos o singulares: son aquellos en los que
Minimo relativo S/ '(a) =0, es decir, los “candidatos” a maximos o minimos

>

0 X~ relativos. Los puntos criticos se obtienen resolviendo la

ecuacion f'(x)=0.

Propiedad: (Condicién necesaria pero NO suficiente para la existencia de extremos relativos)

Si f es derivable en a y tiene un extremo relativo en a = f'(a) =0

Y =fix) . . .

Jy/ Sin embargo, que f '(a)=0 NO implica que tenga un extremo

—— relativo en @ como podemos observar en la grafica de esta funcion

/ Punto de inflexién z . « . ’
(Pero SI proporciona los “candidatos™).

de tangente horizontal

o X

Propiedad: Si f'(a)=0 entonces:
a) Si f"(a)< 0= f tiene un mdximo relativo en a

b) Si f"(a)> 0= f tiene un minimo relativo en a

Ejemplo: Estudiar los extremos relativos de la funcion f (x) =x" —6x” +9x+2

4.4.Crecimiento y decrecimiento (monotonia)
Observa la grafica adjunta de una funcion derivable:

- . . . .
Si f es estrictamente creciente en un intervalo

JF =@ abierto, las rectas tangentes en los puntos de ese
intervalo también lo seran = sus pendientes seran
positivas=> f"' > 0 en ese intervalo.

v

Por otro lado, si f” > 0 en un intervalo abierto en
el que f es derivable= Las pendientes de las
rectas tangentes seran positivas—=>Las rectas
> tangentes seran estrictamente crecientes=> f es
estrictamente creciente en ese intervalo abierto.

O T X

Analogamente, si f es estrictamente decreciente en un intervalo abierto, las rectas tangentes en los
puntos de ese intervalo también lo seran y por tanto sus pendientes seran negativas=> f' < Oen ese

intervalo.
Por otro lado, si f' <0 en un intervalo abierto en el que f es derivable=> Las pendientes de las

rectas tangentes seran negativas = Las rectas tangentes seran estrictamente decrecientes=> f es
estrictamente decreciente en ese intervalo abierto.

Propiedad: Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto (a, b).
a)Si f'>0 en (a,b) = [ es estrictamente creciente en (a, b).
b)Si f'<0 en (a,b) = [ es estrictamente decreciente en (a, b).
c)Si '=0 en (a,b) = [ es constante en (a, b).
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Para determinar los intervalos de monotonia de una funcidén derivable asi como sus extremos
relativos, tendremos en cuenta el signo de la primera derivada de acuerdo con el siguiente esquema

de la recta real.
f’>0/ f’<0\ f’:>0/

a
(Maximo relativo) (Minimo relativo)
En el caso de que existan puntos en los que f no es continua o no es derivable, también habra

que considerarlos al hacer el esquema anterior.

Propiedad: Si a es un punto critico de f (es decir, f ’(a) =0) y
a) f'>0a su izquierda (est. crecienle) . o .
= f tiene un maximo relativo en a
f'<0a su derecha (est. decrecienle)

b) ' <0 a su izquierda (est. decreciente)

= f tiene un minimo relativo en a
’ .
f">0a su derecha (est. creczente)

Ejemplo: Estudia la monotonia de la funcion f (x) =2x +3x* —12x. Estudia también sus extremos

relativos a partir de la informacion proporcionada por la monotonia.

4.5. Convexidad y concavidad (curvatura)

Para determinar los intervalos de convexidad y de concavidad de una funcion tendremos en cuenta
el signo de la segunda derivada de acuerdo con el siguiente esquema de la recta real:

f”>0U mf”<0 mf”<0 If”>.‘ﬂi\_/
p a

En el caso de que existan puntos en los que f no es continua o no es derivable, también habra
que considerarlos al hacer el esquema anterior.

Por tanto:

Propiedad:
Si f" >0 enun intervalo abierto (a,b) = [ es convexa en (a,b).

Si " <0 en un intervalo abierto (a,b) = f es céncava en (a, b).

Propiedad:
Si:
f'a)=f"(a) = ...

:fn—l)

y /M@0,
Entonces:
e Sinespar
= Extremo
relativo en
X =d.
e Sines
impar = Punto
de inflexion en
X =ad.

(a)=0

Ademas, diremos que f presenta en a un punto de inflexion si en él la funcion pasa de ser

convexa a concava o viceversa (la recta tangente atravesara la curva).
)fw
l—

Punto de mflexion

/ de tangente horizontal
(e} \\ X —
0 X

“Candidatos” a puntos de inflexion: son aquellos en los que f "(a): 0. Es decir, los posibles

puntos de inflexion se obtienen resolviendo la ecuacion f "(x)z 0. El cambio de curvatura nos

asegurara que, en efecto, estamos en presencia de un punto de inflexion siempre que la funcion sea,
al menos, continua en a. También podemos aplicar la siguiente propiedad:

Y

Punto de
inflexion

Propiedad:
Si f"(a)=0 y f"(a)#0= f tieneun punto de inflexion en a.

Ejemplo: Estudia la curvatura y puntos de inflexion de f (x) =x*—6x° +12x*> +10x +38.
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5. DERIVADAS LATERALES

A los siguientes limites, si existen y son finitos, se les llama:

o) tim @+ 1) =1(a) )= 1im Ll 1)=S(a)
S )=t Sle)= f TS

X
Derivada por la izquierda de f en a Derivada por la dzrecha de fena

Ambos limites reciben el nombre de derivadas laterales de la funcion f en a.

Propiedad:

f es derivable en a <> Existen {f,(w ) Sonﬁnitosyf’(a+): f’(a_)
)
En cuyo caso, f'(a) = f’(cf)z f'(af)

Ejemplo: Comprueba que la funcion valor absoluto f (x):|x|, que es continua en x =0, no es

derivable en x = 0. Represéntala. Y P
Solucion: f(x) _ |x| _) six>0

: -x six<0 5_1__; x

1 i >
e I
— h— h— — f/ 0 )= f’ +

0 g OO S0 S0 1

h—0* h 70" h i

Por tanto, la funcion no es derivable en x = 0.

6. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD
Si observas el ejemplo anterior esta claro que “Una funcion continua en a NO tiene por qué ser
derivable en a ” (podrd serlo o no).
Si f es continua en a pero no derivable en a, tendremos puntos “angulosos” (con pico) como en las

dos primeras figuras, o puntos de tangente vertical como en la tercera:

b Y Y Funciones
! continuas en a pero
5 ! no derivables en a
0| a X O] T X of_— & X
Sin embargo:
Prop t.edad: . . Funcion no
Si f es derivable en a = f es continua en a continua en g
Por tanto: Y, por tanto,
- - - no derivable
Si f NO es continua en a = NO puede ser derivable en a ' ~
Ol [7] X ena
Una funcion derivable tendrd una grdfica “suave” sin “puntos angulosos”.
Ejemplo I: Estudie la continuidad y derivabilidad de las funciones:
2 .
x +2x+1 six<-1 b)f() _9 six<-2
a) fix)=42x+2 si—1<x<2 X)=
) /() , x4+l six>-2
-x +8x six>2
Ejemplo 2: Determina los valores de @ y b para que sea derivable la funcion:
ax+3 six<1
s)=1 .
2x"=b  six>1
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Ejercicios:
1. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=x"+x"=3x*+1 b) f(x)=3x+5 ¢) f(x)=x+x

@) fx)= o & fl)== N 1W)=2+5
O fW=2x 464> ) fly)=2H i) f(x)=4x*(1+ x)
x xX—
j)f(x):1 x2 k)f(x):—§x4+3x2—7 l)f(x):xe+ex
-X
m fx) =2 D=5 Sl =nrslog s
0) f(x)=senx+cosx p) f(x)=cosx+1gx q) f(x)=x-senx
3x% +5 _senx+Xx

r) f(x)=senx-cosx s) f(x)= ) 1) f(x)=(1-3x)-1gx u) f(x)= N

2. Utiliza la regla de la cadena para hallar la derivada de las siguientes funciones:

a) f(x)=(x* +x+1f b) f(x)=(3~x) &) f(x)=(x*-1)
d) f(x)=(2x-3)(2x+4) o) f(x)=+2x+3 /) f(x)=3cos5x
@) f(x)=In(4x’=7x* —2x+1) &) f(x)=In(senx) i) f(x)=+[senx
J) f(x)=cos* x k) f(x)= e D fx)= (2" +x7)-e
m) f(x)=sen(cosx) ) f(x)=log,(1-3x)  A) f(x)=1g2x

0) f(x) = 4o p) f(x) =sen2x-tg3x q) f(x) = sen’x +cos” x
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