6. Sea B(x) = ax + b\/; la funcion de beneficios, en miles de euros, de una
empresa. El beneficio maximo es de 50 miles de euros para x = 100 unidades
producidas. Calcula a y b.

B0 = ax + b\x
Sabemos que B(100) = 50 y B’(100) =0
B(100) = 100a + 10b = 50

b b
2\/} - B’(100)=d+5=0

Resolvemos el siguiente sistema:

B'(x)=a +

100a + 10b = 50

b
a+—=0 — a=-—
20
100( i +10b =50 — i+b—5 — —b+2b=10 — b=10; a= 1
20 2 ’ 2

x
Por tanto, B(x) = sy +10Vx.

7. Con una cartulina rectangular de 2 m X 3 m, se quiere construir una caja sin
tapa. Para ello, se recorta un cuadrado de cada uno de los vértices. Calcula el
lado del cuadrado recortado para que el volumen de la caja sea maximo.

X X
: 0 x
g ' ' —_—
(V] : [ qj“
___E________________,:__ ’7»/
lx D L x 3-2x
X X
3m
El volumen de la caja es:
Vi) =3B -2x) 2-2x) - x, x€ (0, 1D
V(x) = 6x — 10x2 + 4x3
V'(x) = 6 - 20x + 12x7
10 28 1,27 (no vale)
Vi(x) = - 20x + 12x% = =
=0 — 6-20x+12x*=0 — «x 5 <O,39

V"(x) = =20 + 24x; V"(0,39) <0 = x=0,39

Si x=0,39 m, el volumen es maximo.

Unidad 7. Aplicaciones de las derivadas
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REPRESENTACION
DE FUNCIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Descripcion de una grafica

B Copia en tu cuaderno los datos encuadrados en rojo. A partir de ellos, y sin mirar
la grafica que aparece al principio, representa esta funcion sobre unos ejes coor-
denados dibujados en papel cuadriculado.

(La solucion esta en el propio ejercicio).

B Traza unos ejes coordenados sobre papel cuadriculado y representa una curva,
lo mas sencilla posible, que cumpla las siguientes condiciones:

e Ilim f(x)=—oo

x> —oo

e Ilim f(x)=2

x = +oo

o lim f(x)=—c

x— 27

o lim f(x)=+oo

x— 2%

«f(0) = 4 f'(0) = 0

* f(-5)=0; f(1,75) =0

e f es derivable en todo R, salvoen x = 2.

>

\
N\
/

/

—

Unidad 8. Representacién de funciones
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dos anteriores, la siguiente funcion:

B Describe, con la menor cantidad de datos y de forma similar a la de los aparta-

F14
\
)4
S \
o ‘ \
- \
\
\
e Ilim f(x)=-1
X —> —oo
e lim f(x) =-—o
X = +oo

o Iim [f(x)=+eo
X = -3

o Ilim [f(x)=+eo
x— =3"

S99 =0; f(0)=0; f(8)=0
e /7(0)=0
o f(H=4 (4 =0

Representa sobre unos ejes en papel cuadriculado una grafica inventada por ti.
Describela en papel aparte. Dale la descripcion a tu compafiera o compaifiero

para que la represente.

Representa ti la suya.

Comparad cada representacion con la curva original. Discutid las diferencias

que observéis.

¢Hay algiin error en la representacion? ;Hay, acaso, error en la descripcion?

¢Es todo correcto?

pag 297

R

Por ejemplo:

o lim [f(x)=-o0; Ilim [f(x)=2

X = —o0 X = +oo
o lim f(x)=—oc0; [lim [f(x)= oo
x— -4 x— —4"

° f(-4) =0; f1(-4) =0
e /(L =0; /(=0
cf(=1

Unidad 8. Representacién de funciones



B Observa esta grafica:

it i it it it i
I I I I I I
' ' [l [l [l [\
I Y L VI Y L VI AT I\ [\

e Halla la ordenada para las siguientes abscisas:
x=0, x=1, x=3, x=-7, x=12, x =—400, x =13, x=-199
¢ ;En qué puntos no esta definida esta funcion?

e ;Qué tramo de la funcion te bastaria conocer para hacerte una idea exacta de
como es la grafica?

e ;/Te sugiere esta curva algin tipo de simetria o periodicidad?
e f(O=0;, f[(L=1;, fGO =1, [ =1
J(12) = 0; f(=400) = 0; f(13) =1; f(~=199) =1

(En general, f(4k) =0; f(4k+ 1) =f(4k—1) =1 y no existe f(x) en x =4k + 2,
con ke 2).

e La funcion no esta definida en los puntos de la forma x =4k + 2, con ke Z.

e Bastaria con conocer la funcion para x € [0, 2), si supiéramos que es pary que es
periodica de periodo 4.

e Simetria — Es una funcién par (simétrica respecto al eje Y).

Periodicidad — Es periddica de periodo 4.

Pagina 186

1. Halla el dominio de estas funciones:

aA)y=x3-5x%>+7x+3

3x3+5
b)y_x2—5x+4
) _x3+2x
Qy= x2+1

a) Dominio = IR

2 _ _ _5+V25-16 _5+V9 _ 543 x=4
b)x?-5x+4=0 — x > > : <x=

Dominio = R — {1, 4}

) x?+1#0 paratodo x — Dominio =R

Unidad 8. Representacién de funciones
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2. Halla el dominio de:

a)y=Vx?-2x b)y=n(x?+1) Qy=In(x?-1) Dy=—5

A x?>=2x20 — Dominio = (=0, 0] U [2, +c0)
b)x?+1>0 paratodo x — Dominio =R
ADx?-1>0 — Dominio = (—oo, =1) (1, +o0)

dDx?=0 - x=0 — Dominio=R - {0}

Pagina 187

3. Halla las simetrias y las periodicidades; di donde son continuas y donde deri-
vables:

a)y=3xt-_5x2-1 b) y = Vx?-2x
x3 x3-1
C)y_xz—l D y= x?

e)y=senx+1/2 (cos 2x)

a) (=) =301 =502 -1 =3x - 5x2 -1 = f(0)
Es una funcion par: simétrica respecto al eje Y.
No es periodica.

Es continua y derivable en IR.

b) Dominio = (—eo, 0] U [2, +0)

J(=x) = Vx? —2x. No es par ni impar; no es simétrica respecto al eje Y ni res-
pecto al origen de coordenadas.

No es periodica.

Es continua en su dominio.

Es derivable en (—oo, 0) U (2, +o0).
©) Dominio = R —{-1, 1}

3
(S5 —

N = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x p—
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.
d) Dominio = IR — {0}
S0 = —xx—z—l No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y ni respec-
to al origen de coordenadas.
No es periodica.

Es continua y derivable en su dominio.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e) Dominio = IR

8

Sf(=x) = cos (=x) + % (cos (=2x)) = —sen x + % (cos (2x))

No es par ni impar.
Es periodica de periodo 2m.

Es continua y derivable en IR.

Pagina 188

4. Halla las ramas infinitas de:
a) y =3x5—-20x3

x3
VY= a2

ey=m(x*+1)

a)y = 3x> —20x3
lim  f(x) = —oo

X — —oo

dDy=x4—8x2+7

fy=2x"1

lim  f(x) = +eo

X = oo

x4

b)y =
Y x: -1

e Dominio = R —{-1, 1}

lim  f(x) = +eo;

X — —oo

lim
X —> —oo

[0

X

lim
X —> 400

lim  f(x) = +oo;
X —> +oo

lim f(x = too;

x— -1
lim f(x)=—co;  [im [(x) = +eo
x—=> 1 x—=1

\ )

lim  f(x) = —oco
x— -1

‘ Ramas parabolicas

Ramas parabolicas

= +oo

Asintotas verticales: x=-1; x=1

Unidad 8. Representacién de funciones
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x3 x3 12x — 16
Ay= = =x+4+ -
Y (x—-2) x%?-4x+4 X2 —4x+ 4
e Dominio = R — {2}
o lim f(x)=—c0; [im [f(X)= oo

X = —oo X —> 4o

y=x+4 esuna asintota oblicua.

SO = (x+ 4 =

x2—4x+4

o lim [(x) = teo
x— 27 . .
x =2 es asintota vertical
lim f(x) = +oo

x— 2"

12x — 16 N S —(x+4) >0
S —(x+4) <0

Si X — +oo
Si X — —oo

dy=xt-8x2+7
o lim f(x) = +oo \ ‘ [

X —> —oo

X —> +oo

o lim [f(x)=+eo ‘

e)y=mh*+1
e Dominio = IR
lim  f(x) = +oo

X = —oo
B ACY)
lim —— =

X — —co X

lim
X —> —oo X

o lim [f(x)= +eo
X = +oo
[
im —— =
X = +oo X

nx?*+1) _ im 2

x> +oo X2+ 1

lim
X = +oo

e No hay asintotas verticales.
— ‘ —

n(x?+ 1) , 2x

I
S
|

Unidad 8. Representacién de funciones
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f) y=2%-1>0 paratodo x.
e Dominio = IR

e /im f(=0 — yp=0 esasintota horizontal cuando x — —oo.

X —> —oo
X
e [im [f(x)=+eo;  [im &=+°°
X —> +oo X = 40 X

e No hay asintotas verticales.

Pagina 189

5. Halla los puntos singulares y los puntos de inflexion de:
a)y=x3-6x2+9x+5 b)y=m(x*+1)
)y =x3—6x°+9x+5. Dominio = R

o f1(x) =3x*-12x+9
e [((X)=0 — 3x*-4x+3)=0

C42V16-12 _ 4+V4 422 x=3
T 2 T2 T2 <x=1

Signo de f"(x):

f>0 f'<0 I>0 Hay un maximo en (1, 9) y un mi-

_ 1 ~ 3 _ nimo en (3, 5).
o ["(x) =0x—12
S =0 - 6x-12=0 — x=2

Signo de f"(x):
f”< 0 f”> 0

NN/

b)y = n(x* + 1). Dominio = IR

Hay un punto de inflexion en (2, 7).

. 0= 2

x2+1

=0 — 2x=0 —> x=0

Jf"(x) <0 para x<0

f'(x) >0 para x> 0} Hay un minimo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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2 oy 2 42 a2
-f”(x)=2(x +1)—2x-2x _ 2x*+ 2 —4x* _ 2x°+ 2

(x? + 1D? (x? + 12 (x? + 1D?

x=-1
") =0 - 2x?+2=0 > x*=1
S0 x x <x=1

Signo de f"(x):

f//< 0 jv/r> 0 jv/r< 0

Hay un punto de inflexién en (-1, /n 2) y otro en (1, In 2).

6. Halla los puntos singulares de:

a) y=3x5—20a3 b)y=ﬁ
x3 5
O oy Dy =t

a) y = 3x° — 20x3. Dominio = IR
S0 = 15x* - 60x?

x=0
f0=0 — 15x*(x* -4 =0 < x=-2

x=72
Signo de f"(x):

S0 S'<0 f'<0 />0
/ -2 \ 0 \ 2 /

Hay un maximo en (-2, 64), un minimo en (2, -64), y un punto de inflexion en

©, 0.
x? .
b)y= . Dominio = IR —{-1, 1}
x? -1
) = 2x(? =D —x?-2x _ 2x3 - 2x - 2x3_ 2«
(x? = D2 (% — 1?2 (% - 1D?

fx=0 — 2x=0 — x=0

Signo de f"(x):
/>0 />0 /<0 /<0
— - — N T

Hay un maximo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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X2

= (—2)2 Dominio = R — {2}
x —

Ay

3t (x =22 -3 - 2(x = 2) _ 3xP(x—2) = 2x3
(x — 2 (x - 2)3

S0 =

_ 38 —6x? =203 % — 6x?

(x-2)3 (x-2)3

x=0
S@=0 = Xax-60=-0<___
Signo de f"(x0):
/>0 />0 /<0 />0

2 ~ 6

Hay un punto de inflexiéon en (0, 0) y un minimo en (6, 2—27)

d)y = Vx? = 2x . Dominio = (o, 0] U [2, +00)
2x-2  _  x-1

"(x) = =
S 2Vx2 —2x Va2 - 2x

Sx=0 — x-1=0 — x=1¢ Dominio.

No hay puntos singulares.

Pagina 191

1. Representa estas funciones:
a)y=x%t—8x2+7 b) y = 3x% + 4x3 — 36x2 Oy=x*—4x3-2x2+12x
A y=xt—8x2+7
e Simetrias:
f(=x) = x* = 8x% + 7 = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Ramas infinitas:

lim f(x)=+e; [lim [f(x) = +oo

X —> —oo X —> too

e Puntos singulares:

J1(x) = 4x3 — 16x

x=0
S =0 — 4x(x*-4=0 < x=-2
x=2

Puntos singulares: (0, 7); (=2, -9); (2, -9)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=7 — Punto: (0,7)
—Coneleje X = py=0 — xt-8x2+7=0

2o8:Voi-28  8:V36 _8:6 <x2=7 - x=%\7
X X

- N 2=1 >

2 2 2
Puntos: (—\7,0); (-1, 0); (1, 0); (N7, 0)

e Puntos de inflexion:

S0 = 12x% - 16

S0 =0 — 12x2-16=0 — x2=% N X=i'\,%=i 23

e Grafica:

——
[T

=9

b) y = 3x* + 4x3 — 36x2
e Simetrias:

f(=x) = 3x* — 4x3 — 36x2. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +oo;  [im [(x) = +oo

X — —oo X — too

e Puntos singulares:

f1(x) = 12x3 + 12x% — 72x

x=0
f’(x)=0—>12x(x2+x—6)=0< 1+1+ 24 145 x=2
x=—= =_2_ <

2 X =-3

Puntos: (0, 0); (2, —64); (=3, —189)

e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p»=0 — Punto: (0,0)

Unidad 8. Representacién de funciones
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—Coneleje X —» p=0 — x*Gx?+4x-36)=0

x2=0 = x=0

e 6v 5 _ —ia VT 5= 286
6 6 x = —4,19

Puntos: (0, 0); (2,86; 0); (—4,19; 0)

e Puntos de inflexion:
J(x) = 36x2 + 24x — 72
S =0 — 12Bx*+2x-6)=0

2xV4+72  —2+476 x=1,12
X = = C <

6 x=-1,79

Puntos: (1,12; -34,82) y (-1,79; —-107,22)

e Grafica:

50

=200

O y=uxt—4x3 - 2x% + 12x
e Simetrias:
f=x) = xt + 4x3 — 2x% — 12x.

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen de
coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo; [lim [f(x) = +oo
X — —oo X — +oo

e Puntos singulares:
J1(x) = 4x3 — 12x% — 4x + 12
S =0 - 4&>-3x*-x+3)=0 — 4x-D+Dx-3)=0

x=1

< =-1 ¢ Puntos (1, 7); (-1, -9); (3, -9)

x=3

Unidad 8. Representacién de funciones 11
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e Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — »=0 — Punto: (0,0)

—Coneleje X = p=0 — x(x3 - 4x2 - 2x+12) =0
x =0

< x=2
X —4x?2-2x+12=0 - (x=-2)(x%2-2x-6)=0 <xz5,65

= -1,65
Puntos: (0, 0); (2, 0); (3,65; 0); (-1,65; 0)

e Puntos de inflexion:
S0 = 12x% — 24x — 4
S0 =0 — 4Bx?-6x-1)=0
_6+V36+12 _ 6+V48 x =215
X = = C <

6 =-0,15

Puntos: (2,15; -1,83) y (=0,15; -1,74)

e Grafica:

2. Representa las siguientes funciones:
a)y=3x*—4x3-16
b)y=x3-3x
o) y=(1/4) x* - 2x2
a) y =3x* - 4x3 - 16

e Simetrias:

f(=x) = 3x* + 4x3 — 16. No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y,
ni respecto al origen de coordenadas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) =+eo;  [im [f(x) = +oo

X —> —o0 X —> too

Unidad 8. Representacién de funciones
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¢ Puntos singulares:
S0 = 12x3 — 12x2
x=0
") =0 — 12x’(x-1)=0
Vies) @-D=0<T" _|

Puntos: (0, =16); (1, =17)
e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=-16 — Punto: (0,-16)
—Conelegje X — yp=0 — 3xi-4x3-16=0 —
< x=2

3x3 + 2x* + 4x+8=0 — tiene una sola raiz, que estd entre -2 y —1;
pues, si g(x) =3x3 + 2x? + 4x + 8, g(-2)=-16<0 y g(=1)=3>0.

Puntos (2,0) y (k, 0), con k entre -2y —1.
e Puntos de inflexion:

J1(x) = 36x2 — 24x

x=0
[10=0 - 12x(5x—2)=0<x:_2
3
2 —448
P s: (0, =16 =, —
untos: (0, )y(3’ 27)
e Grifica:
\ 2
20
b)y =x3 - 3x

e Simetrias:
J(=x) = —x3 + 3x = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
e Ramas infinitas:

lim f(x) = +o00;  Iim f(x) = +oo
X —oo X —> +oo

e Puntos singulares:
S0 =3x% -3
=1
i - 2 _ —
f0=0 = 3&2-1 O<x=1
Puntos: (-1, 2); (1, =2)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0

—Coneleje X - y=0 - x¥-3x=0 — x&?-3)=0

x=0
< x=-=3} Puntos: 0, 0); (—\/g, O); (\/g, 0)
x=3

e Puntos de inflexion:
J(x) = 6x

1 =0 - 6x=0 — x=0 — Punto (0, 0)

e Grafica:

4 2

Qy= %x - 2x
e Simetrias:

JSE=x) = %x4 — 2x% = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = +eo0; [lim [f(x) = +oo

X —> —o0 X —> too

¢ Puntos singulares:

J1(x) = x3 — 4x

x=0
S0 =0 — x(x2—4)=0<x=—2
x=2

Puntos: (0, 0); (=2, —4); (2, —4)

¢ Cortes con los ejes:

—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0

1

14 Unidad 8. Representacién de funciones
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—Coneleje X — y=0 — xz(%x2—2)=0

x=0

S e

Puntos: (0, 0); (=2V2, 0); (2V2, 0)

e Puntos de inflexion:

f”(X) - sz —4

f10=0 — 3x2—4=0<
4 2\3

Puntos: (_ﬁ, _E); (ﬁy _E)
3 9 3 9

e Grafica:

4
Pagina 193
1. Representa:
3
x
a =
)y 1-x2
x2-2x-8
b)y=——""——
ay= X —x+ —% Dominio = R —{-1, 1}
1—x? 1-x2 ’
e Simetrias:
_x3
fl=x) = N X 5 = —f(x). Es impar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
- X

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintotas verticales:

lim  f(x) = +oo
x— 1"
Asintota vertical en x = —1.
lim  f(x) = —oo
x— —-1% J
lim [(x) = +oo
x— 1"
Asintota vertical en x = 1.
lim f(x) = —oo
x— 1%

e Asintota oblicua:

3
x
F = oxr =

— y=-X es asintota oblicua.
1—x?

1-x
Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —(=x) >0 si x = —oco (curva por encima)

S —(=x) <0 si x — +eo (curva por debajo)
e Puntos singulares:

3?1 = x?) = x3 - (220 _ 3w? - 3ot + 20t —xt + 3x2

(1 —x2)? (1 —x?)? (1 —x2)?

x=0
S =0 — xz(—x2+3)=0<x=—\f3
=3

Puntos: (0, 0); (—\/5, 5_\2/3)7 (\/7, _3_\2/5)

S =

¢ Cortes con los ejes:

Corta a los ejes en (0, 0).

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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. Dominio = R — {0}
x

e Simetrias:

F = xr+2x- 8

No es par ni impar: no es simétrica respecto al eje Y, ni respecto al origen.

e Asintotas verticales:

lim f(x) = +oo
x— 0
i Asintota vertical en x = 0.
lim [(x) = —co
x— 0"

¢ Asintota oblicua:

=x—-2-— — y=x-2 esasintota oblicua.
X

Posicién de la curva respecto a la asintota:

S —(x—=2)>0 si x> —e (curva por encima)

S —(x—=2)<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

So=1+ % > (0 para todo x del dominio.
X

La funcion es creciente en todo su dominio. No tiene puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
-2
_ 1 . — 2_2 — =
Coneleje X - =0 - x .X80<x=4
Puntos: (=2,0) y (4, 0)

— No corta el eje Y, pues no estd definida en x = 0.

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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2. Representa:

x2_9 x3+2x
a)y-x2_4 b)y_ x2+1
2 _
a)y= xz . Dominio =R —{-2, 2}
X% -4

e Simetrias:

x2-9

x2—

JS=x) =

= f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = —co |
X — =27 . .
Asintota vertical en x = 2.
lim f(x) = +oo
x— =2F

lim [(x) = +oo
x— 27 P i
Asintota vertical en x = 2.

lim [f(x) =—oco
x— 2"

e Asintota horizontal:

x%2-9 5
=1—
x%—4 x%-4

— yp =1 es asintota horizontal.

Posiciéon de la curva respecto a la asintota:
J(x)—1<0 si x— —eo (curva por debajo)

Jx) —1<0 si x— +eo (curva por debajo)

e Puntos singulares:

20(x* —4) = 2x(x* - 9) _ 2x(x? -4 -x*+9) 10x
(x2 — 4)2 (x2 — 4)2 (x2 — 4)2

S0 =

=0 — 10x=0 — x=0 — Punto: (0, %)

e Cortes con los ejes:

— Coneleje V¥ - x=0 — y=% — Punto: (0,%)

—Coneleje X — p=0 — X2—9=0<x=

Puntos: (-3, 0) y (3, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:
______ L
—— —-
=2 2
X2+ 2x o
b)y= Dominio = R
x%+1
e Simetrias:
—-x° = 2x . P .
S=x) = —2i1 = —f(x). Esimpar: simétrica respecto al origen de coordenadas.
x2 +

e No tiene asintotas verticales.

e Asintota oblicua:

3
X2+ 2x
=x+ =

x%+1 x2+1

Yy =x es asintota oblicua.

Posicion de la curva respecto a la asintota:
S —x<0 si x> —eo (curva por debajo)

S(x) —x>0 si x— +eo (curva por encima)

e Puntos singulares:

f1(x) = G + 20 + 1D = (3 +2x) - 2x _ 3xt + 3a% + 2002 + 2 - 2% — 4

(x? +1)? (x2 +1)2

xt+ X%+ 2
(x? +1)2

,_ —1+N1-8

=——— — — No tiene solucion.

fl=0 — xt+x2+2=0 — «x 5

No hay puntos singulares.

e Cortes con los ejes:
—Coneleje ¥ - x=0 — p=0 — Punto: (0,0
—Conelefe X - =0 - x3+2x=0 - x&x?*+2)=0 —

— x=0 — Punto: (0,0)

Unidad 8. Representacién de funciones 19
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e Puntos de inflexion:

G+ 2002+ D2 -t + a2+ 2) - 22 + 1) - 2x

S0 = 2+ D )
_ X+ 20t + D) - 4o (ot + x2 + 2) _ 200 —6x _ 2x(x*-3)
(2 + 13 (2 + 13 (w2 +1)?

x=0
J"'@0) =0 < x==3 t Ppuntos: (0, 0); (—\E, —ST\E); (\/3, #)
x =3

e Grafica:

/1 1
Pagina 195
1. Representa:
2 e®
a)y=el—* b)y=P Ay=m(x?*+4)

a)y=el—*
e Dominio: R
e Simetria:
J=x) = e! -x < J(x0). Es una funcién par: es simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fx) = lim f(x) =0

X —> —oo X —> +oo

P . P — y2
y =0 es asintota horizontal. Ademis, como e! =*" >0 para todo x, la curva

se sitia por encima de la asintota.
e Puntos singulares:

f1(0) = =20 - el =

f=0 > 2x=0 - x=0 — Punto (0, e)
e Puntos de inflexion:

[0 = =201 =X 4+ (<200 - (“2x0el ~ ¥ = (22 + 4a2)el —

Unidad 8. Representacién de funciones
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S0 =0 — 4x2=2 — x=i'\f%20,7 %f(%)=el/221,65

Puntos de inflexién: (-0,7; 1,63), (0,7; 1,65)

e Grafica:

y

—-4-3-2-1 123 4

ex
b)y=F

e Dominio: D =R - {0}
e No es simétrica.

e Asintotas verticales:

lim  f(x) = +eo
x— 0"
Asintota vertical: x = 0.
lim  f(x) = +oo
x— 0"

lim  f(x) =0. Ademds, f(x) >0 paratodo x del dominio.
X = —oo

y =0 es una asintota horizontal cuando x — —oo.

lim  f(x) = +o0;  lim &

= +oo, Rama parabdlica.
X —> +oo x40 X

e Puntos singulares:

, eX - x2—e¥ 2x x-e¥x-2) e¥x-2)
S0 = 4 = o = 3

2
S0 =0 - x=2 — Punto |2, 7)

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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Oy=mnx*+4)
e Dominio:
Como x?+ 4 >0 paratodo x, D=IR.
e Simetrias:
J(=x) = In(x? + 4) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
¢ No tiene asintotas verticales.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = Ilim f(x)=+oo

X —> —oo X — too
2x
n(x?+4 x2+4
lim f(_x) = lim (—) = lIim ——=0
X — +o X X —> +oo X X —> +oo 1

Por tanto, no tiene asintotas de ningun tipo.
Tiene ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

2x
x2+4

f)=0 - 2x=0 - x=0 — Punto (0, In 4)

S =

e Puntos de inflexion:

H()=2(x2+4)—2x-2x=2x2+8—4x2= 8 — 2x?
S o7 7 47 e ar e ar

x=-2
Sx) =0 — 8-2x2=0 < I } Puntos: (=2, 8) y (2, n8)

e Grafica:

2. Representa:

a)y=mh(x*-1) b)y=\/§senx + cos x

ADy=hx*-1
e Dominio:

x2-1>0 — Dominio = (—oo, =1) U (1, +o0)

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Simetrias:
J(=x) = In (x* = 1) = f(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas verticales:

lim [(x)=—c0; [lim [(x)=—0c0
x— —-1" x— 1%

=-1 y x=1 son asintotas verticales.

o lim fO) = lim f(x)=+eo

X — —oo X — too
2x
() 2 _ -
iim L gy m&2=D o, 221
X — oo X X — +oo X X — +oo

Tiene ramas parabolicas.

e Puntos singulares:

() = 22
A x? -1

f=0 - 2x=0 — x=0
No tiene puntos singulares, pues la funcion no estd definida en x = 0.
e Puntos de inflexion:

22 -D—2x-2x _ 2x*-2-4x* _ 2x*-2
(x? - D? (x? - 1D? (- 1D?
No tiene puntos de inflexion.

S0 =

e Puntos de corte con los ejes:

—Coneleje X » y=0 - m?-D=0 - x*-1=1
=2
x2=2<x D }Puntos: (—V2,0) y (N2,0)
x:

— No corta al eje Y, pues no existe f(0).

e Grafica:

Unidad 8. Representacién de funciones
pag 318




24

b)y

=@S€ﬂx + CcoS X

Esta definida, y es continua y derivable en todo R.
Es periodica de periodo 2m — solo la estudiamos en [0, 2mw).

No existe lim f(x) — no tiene asintotas ni ramas parabdlicas.
X —> %o

Puntos de corte con los ejes:
— Coneleje V¥ > x=0 — fl0)=1 — Punto (0, D

— Coneleje X - y=0 — V3 sen x+ cosx =0

-1
\/gtgx+1=0 - lgx=—F7==—-—"7" > X=— 0 xX=—c

N 6

Puntos

51 117
0[50

Puntos singulares:

S0 = \/3 cos X — sen x

fo=0 — V3 cosx—senx=0 — \/g—tgx=0 -

x=% — Punto %, 2)
_)thZ\/g< 4m
x=? — Punto

i
3
Puntos de inflexion:

S"(x) = N3 sen x — cos x = —f(x)
S0 =0 & flo=0
Los puntos de inflexion son los de corte con el eje X.

Grafica:

3

2

AN
21 3n \n
2 2

2

[ NON

e )

S

Unidad 8. Representacién de funciones

pag 319



UNIDAD | 8

Pagina 197

1. Representa:

a)y=x—|x=3|+|x+1|

x2+3x
D)y =Ti+1
Ay=|x-5|x

a) Intervienen dos valores absolutos, |x + 1| y |x - 3|, que cambian de signo en las
abscisas x=-1 y x = 3, respectivamente.

Por tanto:

x<—l fx+ll==w-1y |x-3==x+3 = p=x+x-3-x-1=x-4
“1<x<3, [x+1=x+1y |x-3=-=x+3 > y=x+x-3+x+1=3x-2
223, |x+1l=x+1y |x-3l=x-3 5 p=x-x+3+x+1=x+4

Representamos, pues, esta funcion:

x—4 si x<-1
y=x—|x-3+|x+1=93x-2 si -1<x<3
xX+4 si x23
Y h
] -
K3 \X',
5 5
* " / 'i l'
'\}' ‘ 1 .’
- - X
’ " / "
%
N4
LD
Unidad 8. Representacién de funciones 25
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b) El tnico valor absoluto que interviene es |x|. La abscisa en donde cambia de

signo x es 0. Por tanto:

x<0, |x|=-x — I
) Ve i
Y| i
N\ H n2l+ B
N\, i ol
N, . 5
N H
\\ :
N i
X
x20, |x|=x = y= X+ 3
20, y x+1
Y v
' /
: /
: /
: ,/ xT+ 3,
: &= 1
; /
R
R4 1 X
Representamos, pues, esta funcion: % 7
x%+3x //
5 —— s x<0 S
_XT+3x ] x+1 N /
S E T FERF N
X X X . >0 N / [ 1
_ S1 X2 \\ // BN
x+1 \C
N
N 1
X
Unidad 8. Representacién de funciones
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©) El tnico valor absoluto que interviene es |x —5|. La abscisa donde cambia de sig-
no x -5 es 5. Por tanto, analizamos como queda la funcion a la izquierda y a la
derecha de 5:

xX<5 = |[x=5|==x+5 = p=(=x+55x=-x%+5x

x>5 = |x=5=x-5 - y=(x-35x=x°-5x

5l —x%2+5x si x<5
Y x%2-5x si x25

VY |
. |
: |
s |
i/ \!/
L n X
I i
I A
I “ %A: l| \
[ h L
.. :
| '
| '
| :
Unidad 8. Representacién de funciones
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Pagina 204
EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Descripcion de una grdafica
1 |Representa una funcién continua y derivable en R tal que:

lim f(x) = +co, lim f(x)=—c0, f'(2)=0

X —> +oo

f(2) =1, f'(x) 20 para cualquier x.

/

2 |De una funcion y = f(x) tenemos esta informacion:

D=R —{1, 4} lim f(x)=+co; lim f(x)=—c
x— 1" x—1*

lim f(x) =—oo; lirri . J(x) =+o0; lim f(x)=0

x4 X — oo

(si x > +oo, f(x)>0; si x> —oo, f(x)<0)
S'2)=0, f(2)=-1; f'-D =0, f(-1)=-1

Represéntala.

B N et

28 Unidad 8. Representacién de funciones
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s3

s4

lim f(x)=—c, lim f(x)=+
X — =0 X —> +oo

S(x)=0si x=-2, x=0, x=3, x=4

J2) =25 f(0)=0; f(3)=5; f(4) =4

! 3

a b
L1 1 T i
\[/ |
| |
|
|
c d | Wi
/ ’ff//
\ 717
1 /
A 12
p 4 |
A |
P2 |
% [

a) e Asintotal horizontal: y = 2. Asintota vertical: x =0

lim fx) =2, ILim f(x) =2

X —oo X —> +oo

(si x = —oo, flx) <2; si x— +oo, f(x)<2)

lim f(x) =—e0; lim [f(x)=—oo
x— 0~ x— 0%

e f(x) no tiene puntos singulares.

e Decrece en (—eo, 0) y crece en (0, +eo).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Dibuja la grafica de una funcion de la que se conocen las siguientes propie-
dades:

Describe las siguientes funciones indicando sus asintotas y ramas infinitas,
sus puntos singulares y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

29
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b) e Asintotal horizontal: y = -2. Asintota vertical: x = -2

lim [0 =-2; Ilim f(x)=-2

X = —oo X = +oo

(si x = —oo, flx)>=2; si x — +oo, f(x)>=-2)

lim  f(x) = +oo;  [im [f(x) = —eo
2+

X — 2" X = -
e Puntos singulares: f7(0) = 0; f(0) = -1. Maximo en (0, —1)
e Creciente en (—oo, —2) U (=2, 0) y decreciente en (0, +eo).
¢) ¢ Asintota horizontal si x — +ee: y =0

lim f(x) =+o0;  Iim [f(x)=0

X — —oo X — +oo

(si x = +eo, f(x) > 0)
e Puntos singulares:
f(0) =0; f(0)=0. Minimo en (0, 0)
f1(2)=0; f(2)=1. Maximo en (2, 1)
e Decreciente en (—eo, 0) U (2, +0) y creciente en (0, 2).
d) e Asintota vertical: x = 2

lim f(x) = +eo;  [im [f(x) = —oo
x— 2” x— 2"

e Asintota oblicua: y = x
(si x = —oo, f(x) >x; si x—> +eo, f(x) <x)
e No tiene puntos singulares.

e Creciente en (—oo, 2) U (2, +o0).

Funciones polinémicas

Estudia las ramas infinitas y los puntos singulares de las siguientes funcio-
nes, y represéntalas:

2_
a)y=_x2+3x+10 b)y=¥
Ay=(x+1)7*+3 dy=-2x2+12x-9
e)y=x3-9x ) y=-—x3—6x2

a)y=-x+3x+10
e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim (—x?+3x+10) = -0

X — +oo X —> too
lim f(x) = lim (=x?+ 3x + 10) = —oo
X = —oo X —> —oo

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Puntos singulares:

3 49
y'=="2x+3 y'=0 > 2x+3=0 — X=on V=
" . 3 49
y"=-2<0. Maximo: > 4)
e Representacion:
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
-2 | 2 5
l \
_3x?—12x
4
e Ramas infinitas:
2-12
lim o= lim XTI
X —> +oo X —> +oo 4
2-12
lim foo = lim ST
X —> —oo X —> —oo 4
e Puntos singulares:
6x — 12 12 - 24
’=T;y’=0%6x—12=0—>x=2,y= T

y// = % > (). Minimo: (2, -3)

e Representacion:

\ [

SN

Unidad 8. Representacién de funciones
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Oy=(+1D*+3
e Ramas infinitas:

lim f(x)= lim (x+ 1)*+ 3=+

X — +oo X —> too
lim f() = lim (x+ 12+ 3 = +oo
X = —co X — —oo

e Puntos singulares:
y'=2x+1); =0 5 2lx+ D=0 - x=-1, y=3
y"”=2>0. Minimo: (-1, 3)

e Representacion:

\ /

dy=-=2x2+12x-9
e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim (=2x?+12x—9) = —c

X — +oo X —> too
lim f(x)= lim (=2x>+12x—-9) = —c
X —> —oo X — —oo

e Puntos singulares:
yl=_4x+ 12; y’:O - —4x+12=0 — x =3, y=9
y"=—4<0. Maximo: (3, 9)

e Representacion:

O
7

(O8]

—
—
e
T
"

Ui

—
[
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e)y=ux3- 9x
e Ramas infinitas:

lim f(x) = Ilim (x3 - 9x) = +o0

X — too X — too

lim f(x) = lim (x3-9x) =—c

X —> —oo X —> —oo

e Puntos singulares:

x=N3, y=-0N3
I = 2 _ ; =0 2 _ =0 2 -
y'=3x7=9 y'=0 = 3x7=9=0 = x 3<x=_\/§,y=6\/§

e < y"(V3) = 6V3 > 0. Minimo: (3, ~6V3)
’ y"(3) = —6V3 < 0. Maximo: (=3, 6V3)

e Representacion:

[en]

-—§\

N

——

[en)
| —

[==)

H y=-x3 - 6x?
e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim (=x3 — 6x2) = —oo

X —> +oo X = +oo

lim f(x) = lim (—x3—06x?) = +oo

X —> —o0 X — —oo

Unidad 8. Representacién de funciones

pag 328 33



e Puntos singulares:

pl==3x2-12x; y'=0 = Bx?-12x=0 —

=0, =0
N —3x(x—4)=0< z=_4yy=_32

»"(0) = -12 < 0. Maximo: (0, 0)
"= —6x—12
yr=—6x—12 < yI(—4) = 12> 0. Minimo: (—4, —32)

e Representacion:

no

T —

(O8]
Do

Estudia y representa las siguientes funciones:
4

a)y=ux3+3x2 b) y=x3-3x%2+5 c)y=%—%x2+10
4 _ 5
)y =x3 + 3x?
e Ramas infinitas: A /
lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —co
X — +oo X —> —oo
e Puntos singulares:
Ji(x) =3x2+6x; 3x2+6x=0 = xBx+6)=0 l

< x=0, f(0) =0 — (0,0 es un minimo.
x=-2, f(-<2)=-8+3-4=4 — (=2, 4) es un maximo.
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e Representacion:

T —

[
[
|

b)y=x3-3x2+5
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo

X — +oo X —> —oo
e Puntos singulares:
S =3x%2—6x; 3x2-6x=0 = x(B3x—-6)=0

< x=0, fl0) =5 — (0,5 es un Maximo.
x=2, f(2)=1 — (2, D es un minimo.

e Representacion:

T —

[y

4
c)y=%—%x2+10

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +o0;  [lim f(x) = +o0

x=0, f(0)=10 — Maximo en (0, 10).

Unidad 8. Representacién de funciones
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11

< x=-3, f(-3) =-41/4 — Minimo en (-3, —41/4).
x=3, f(3) =-41/4 — Minimo en (3, —-41/4).

X — too X —> —o0
e Puntos singulares: v
4¢3
f/(x)=%—% 2x=x0-9x; X3 -9x=0 - x(x?-9) =0

35
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e Representacion:

1
is

|
[
[

+ B

_sxt - a0

dy o

e Ramas infinitas:

lim  f(x) = —o0; lim f(x) = +oo

X — +oo X —> —o°

e Puntos singulares:
1

160 = é(zoﬁ— 5x%); — (2003 - 5aH = 0

" 64

x=0, f{0) =0 — Minimo en (0, 0).
3 2 _ — ) )
= x%20-50=0 < x =4, f(4) =4 — Maximo en (4, 4).

e Representacion:

|4
\

e)y=x>-5x3
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +eo;  lim f(x) = —oo

X — too X —> —o°

e Puntos singulares:

[0 = 5x% = 1552 5xt—15x2=0 — 5x%x2-3)=0

x=0 = f0)=0

x=V3 o> f(V3) =3 -5V33 =03 - 15V3 = —6\3
x=-3 —>f(—\/§)=—\/§5+5\/§3=—9\/§+15\/§=6\/§

pag 331
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Tiene un maximo en (—\/5, 6\/5), un minimo en (\/5, —6\/5) y un punto de
inflexién en (0, 0).

e Representacion:

T10

fHy=@e-1°%-3x | T
e Ramas infinitas:

lim  f(x) = +oo;  lim [f(x) = —eo

X —> too X —> —o

e Puntos singulares: l h
S0 =3(x—1*=3; 3(x-12-3=0 —

x =0, f(0)=-1 — Maximo en (0, -1)
-1?=1 e ’
> -1 < x =2, f(2)=-5 — Minimo en (2, -5)

e Representacion:

7 |Estudia las ramas infinitas, intervalos de crecimiento y de decrecimiento,
maximos, minimos y puntos de inflexion de las siguientes funciones.
Represéntalas graficamente:

ay=3+@2-x) b)y =2-(x—-3)*
Ay=(x+1°-5 dDy=3-1-x)3
A)y=3+2-x)3 i\

lim f(x) = —oo

e Ramas infinitas < o
lim f(x) = +oo )
) —
Unidad 8. Representacién de funciones
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e Puntos singulares:

S0 =-32-x% 32-x?=0 - x=2; f(2)=3

f/<o f/<0

Signo de f: \ ) \

f es decreciente en IR.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:

[0 =62-x); 6R-x)=0 - x=2; f(2)=3
/>0 /<0

— 77

El punto (2, 3) es un punto de inflexion con tangente horizontal (f”(2) = 0

y 12 = 0.

Signo de f™: 5

e Grafica:
Y
|
|
\
\
\
2 [\ X
|
b)y=2-(x—3)1
lim f(x) = —oo
e Ramas infinitas < N
lim f(x) = —eo
X —> —o0

e Puntos singulares:
S0 = —4(x -3 —4x-3P=0 - x=3; f(3) =2

JS'>0 JS'<0

Signo de [ / 3 \

J es creciente en (—eo, 3) y decreciente en (3, +eoo).

Tiene un maximo en (3, 2).
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Puntos de inflexion:
S0 =120 = 3)% —12(x =32 =0 — x=3; f(3) =2
f//< 0 f//< O
Signo de f™: 5
No tiene puntos de inflexion.
e Grafica:
Y
| \ [ x
| |
Oy=@+1°-5
N\ /
lim f(x) = +eo
e Ramas infinitas < e
lim f(x) = +oo
X —> —oo
e Puntos singulares:
S0 =6(x + 1% 6(x+1P=0 - x=-1; f(-1)=-5
f/< O f/> 0
Signo de [ \ 1 /
Decreciente en (-, —1). Creciente en (=1, +o0).
Minimo en (-1, =5).
Puntos de inflexion:
f1(x0) = 30(x + DY 30(x + D=0 = x=-1; f(=1)=-5
f// > 0 f// > O
Signo de f": \/ ¥ \/
No tiene puntos de inflexion.
Unidad 8. Representacién de funciones 39
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e Grafica:

Y
—1 X
dDy=3-(1-x73
lim f(x) = +eo 7
e Ramas infinitas < v
lim f(x) = —oo
X —> —oo

e Puntos singulares:

S0 =31-x0% 31-x?=0 - x=1; (D=3

S50 />0

Signo de [ / 1 /

/ es creciente en R.

No tiene maximos ni minimos.
Puntos de inflexion:
S0 =-6(1-x); -6(1-x)=0 > x=1;, D=3

_f”<0 f//>0

Signo de [f™: 1

2 NN

(1, 3) es un punto de inflexién con tangente horizontal, puesto que f'(1) = 0.

e Grafica:

T —

(S8
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Funciones racionales
8 | En las siguientes funciones, estudia su dominio, asintotas y posicion de la
curva respecto de estas, y represéntalas a partir de los resultados obtenidos:
) b) y=—r )
ay-= = )=
Ng x2-1 y x2+1 Y x2-1
2 2
x“-1 X x“—x+1
dy = ) y=T, 2 Dy= iyl
ay=
x2-1
e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:
lim f(x)=0; ILim f(x)=0
X — —oo X — +oo
y =0 es asintota horizontal.
(si x = —eo, f(x)>0; si x—> +eo, f(x)>0)
lim  [(x) = +oo |
x = -1" . .
x =-1 es asintota vertical.
lim  f(x) = —oo
x— -1F
lim [(x) = —oo
x—= 17 P .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 17
e Grafica:
(] |
{ )
| Ll
| )
1 ]
U 1
1 1
] ]
I 1 I
1 11
] ]
+ +
| |
] |
1] U
1l I
-1
b)y=
x2+1
e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.
lim fx)=0; Iim f(x)=0
X — —oo X — +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)<0)
Unidad 8. Representacién de funciones a1
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e Grafica:

x
x2-1

Qy=

e Dominio: R —{-1, 1}
e Asintotas:

lim f(x)=0; Iim [f(x)

X = —oo X —> +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

» =0 es asintota horizontal.

lim  f(x) = —oo |
x— —1"

lim  f(x) = +eo
x—-1" ]
lim [(x) = —oo

x—= 1"
lim f(x) = +oo
x— 1

e Grafica:

=0

e Dominio: R — {0}
e Asintotas:

lim f(x) = +eo
x— 0"

x = -1 es asintota vertical.

x =1 es asintota vertical.

x =0 es asintota vertical.

lim f(x) =—o0

x— 0
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y =x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x)>x; si x— +oo, f(x) <x)

e Grafica:
/'7,
5 //
/ ; 4
400 1]
4
)
)4
X
ey =
SR

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim fo) =0, [lim fx)=0

X —> —oo X —> too

(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

e Grafica:

R

2 _ +1
f p=X=x*1
Y xr+x+1

e Dominio:

-1+VN1-4

> — No tiene solucion.

xX2+x+1=0 - x=

D=R
e Asintotas:

im fo=1, hm [f)=1

X — —oo X — +oo
(si x = —oo, fx)>1; si x> +oo, f(x) <D

y =1 es asintota horizontal.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

Representa estas funciones estudiando previamente su dominio, asintotas,
posicion y extremos relativos:

2
a)y=2x+% by=— Qys=

x x3 x2—2x+2
(x +1)?

x2-4 Dy=- -1

8
=2x+ —
a)y=2x

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim [(x)=—o0
x— 07 . .
x =0 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 0"

» = 2x es asintota oblicua.

(si x = —oo, f(x) <2x; si x — +oo, f(x)> 2x)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
fo=2-58
52
, _ Z.X'Z -8 _ 2 _ x=-2
S0 Oe—xz 0 - x 4<x=2
Signo de la derivada:
S>>0 S'<0 S'<0 J'>0
/ -2 \ 0 \ 2 /v

f(x) es creciente en (—oo, —2) U (2, +o0).

es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, -8).

tiene un minimo en (2, 8).
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e Grafica:

<

®

N

2

by=—="—
SCTEE

e Dominio: R - {-1}

e Asintotas:

lim fx)=0; lim fx)=0

X — —oo X = +oo

(si x = —oo, f(x) <0; si x> +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim [f(x)=—oo
x— -1" . R
= -1 es asintota vertical.
lim [(x) = —oo
x— -17

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

= 2@ D220 2@t D | ot D@r+ 2400 | 2+ 2
(x + D (x + D (x + 1?3

=0 — 2x+2=0 —> x=1

Signo de f"(x):
<0 >0 J'<0

\—1/1\

f(x) es decreciente en (—eo, —1) U (1, +o0).

es creciente en (-1, 1).

. L. 1
tiene un maximo en 1, E .

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

1
==
N
\
3
C)y: X =_x+4—'x
x?—4 X% — 4

e Dominio: R —{-2, 2}

e Asintotas:

lim f(x)=—oo]
X = =27 P :
x = -2 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x — 2" )
lim f(x) = —co ]
x = 27 s .
x =2 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 2*

y =x es asintota oblicua.

(si x = —eo, f(x) <x; si x— +oo, f(x)>x)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

£ = 32 —4) —x3 - 2x _ 3ot —12x% — 2x% _ xt - 120 | P - 12)

(% — 4)? (% — 4)? wr-Hr P -D?

x=0
S =0 — x*x*-12)=0 < x=12

x=v12
Signo de f"(x):

/>0 /<0 /<0 /<0 /<0 />0

/_@\—2\0\2\\@/
f(x) es creciente en (-0, —V12) U (V12 +00).
es decreciente en (—\/E, 2) U (=2,2) U (2, \/ﬁ)
tiene un maximo en (—\/E , —3\/3).

tiene un minimo en (V12 3\/3)
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e Grafica:
|
\
\\.— ’
\2T -
‘2
sl N2 4
. \
’ '\\
\
|
2_2x+2 1
d X =x—-1+
)y -1 * X —

e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —o
x— 1" B R
x =1 es asintota vertical.
lim [(x) = +oo
x— 17

y=x-1 es asintota oblicua.

(81 x> —co, flx) <x—1; si x— +oo, f)>x—-1)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x—D?*-1 _ x*-2x+1-1
i =1 - = =
S T T T ey - 12
_oxt-2x _ x(x—2)
(x — 1)? (x—1D?

x=0
fx)=0 — x(x—2)=0<x=2
Signo de f"(x):
/>0 /<0 /<0 />0
/ 0 \ 1 \ 2 /v
Jf(x) es creciente en (—eo, 0) U (2, +oo0).

es decreciente en (0, D U (1, 2).

tiene un maximo en (0, —2).

tiene un minimo en (2, 2).
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e Grafica:

Pagina 205

10

48

Funciones “a trozos”

Representa esta funcion:
2 .
—x“—-2x+2 si x<0
S =9 .
x“=2x+2 six=20
Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos
relativos. ¢Tiene algin punto de inflexion?
Z .
—Xx*—-2x+2 si x<0
f =17 |
xX“=2x+2 si x20

e Si x <0, esuna parabola abierta hacia abajo:
Vértice: f'(x) =-2x-2; 2x-2=0 = x=-1, /(-1 =3

2+V4+8

Cortes con el eje X: —x?2—-2x+2=0 - x?+2x-2=0 > x=-

2
x = 0,73 (no vale por ser 0,73 > 0)
e Si x>0, esuna paribola abierta hacia arriba:
Vértice: f'(x) =2x-2; 2x-2=0 — x=1, flH =1
Cortes con el eje X: x?—-2x+2=0 — x= @ — No tiene solucion.

2
No corta al eje X.
Corte coneleje Y: 0-2-0+2=2 — (0, 2)
e Crecimiento y decrecimiento:

—2x —2 si x<0
2x— 2 si x>0

S0 = {

[(07) = =2 = /(0" Es derivable en x = 0.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Signo de [f"(x):

f>0 f'<0 S'<0 f>0
/ -1 \ 0 \ 1 /

Crece en (—oo, —1) U (1, +c0).

Decrece en (-1, 1).

Tiene un maximo en (-1, 3) y un minimo en (1, 1).

e Puntos de inflexion:

1) = {—2 si x<0
’ 2 si x>0
S0 # f"(07). No existe f7(0).
Signo de f"'(x):
7'<0 />0
0

N\

La funcion es convexa en (—eo, 0) y concava en (0, +eo).

En (0, 2) tiene un punto de inflexion.

e Representacion:

11 |Representa las siguientes funciones. Indica, en cada caso, los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento y los extremos relativos, si los hay:

—x2 si x<1 x2-1 six<1
a) f(x) = b) f(x) =
M {x2—4 six>1 N w-1 sia>1
2% si x<1 e**1l §i x<1
- df(x) =
) f(x) i si x>1 A {Zx—z si x=>1
x
2 .
—-X si x<1
a) flx) =
/ {x2—4 siox>1

Unidad 8. Representacién de funciones
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/[ es continua si x#1 porque son continuas las funciones que la definen.

No es continua en x =1, porque [lim [f(x)=-1# lim [f(x)=-3.
x— 1" x— 1"
) = —2x si x<1 No es derivable en x =1,
S = 2x si x>1 porque no es continua.
=0 - 2x=0, 2x=0 = x=0
Signo de f:
f>0 /<0 />0
/ 0 \ 1 /
Crece en (—o0, 0) U (1, + o) y decrece en (0, 1).
Maximo: (0, 0)

Representacion:

Y
¢

2 .

xc—1 si x<1
b) .

x—1 si x=>1

[ es continua si x #1 porque son continuas las funciones que la definen.

En x=1:

lim fQo)= lim (x>-1)=0

x— 1" x—1
lim f(x) = lim Vx—1=0 [ es continua en x = 1.
x =17 x = 1%
=0
) = 2x st x<1  No es derivable en x =1,
. L si x>1 porque no existe f'(17).
2Nx -1
Sx)=0 - 2x=0 - x=0
Signo de f":
f/<O f’>0 f’>0

\0/1/

Unidad 8. Representacién de funciones
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Crece en (0, +e0) y decrece en (—eo, 0).
Minimo: (0, —1)
Representacion:
I ]
— |
2% si x<1
O f0) =12
— si x>1
X
[ es continua si x # 1, porque lo son las funciones que la definen.
En x=1:
lim flx)= lim 2¥=2
x—= 1" x—= 1"
2 i =1.
lim o0 = lim =2 [ es continua en x =1
x—1* x— 1" X
J) =2
X .
i) = 2 ZM 2 st X<l Noes derivable en x =1, porque
- si x>1 fAD)=/00.
)
No hay puntos en los que [f'(x) = 0.
Signo de f:
S>0 S<0
/ 1 \
Crece en (—oo, 1) y decrece en (1, +e0).
Maximo: (1, 2) (no es derivable en ese punto).
Representacion:
T —
1
Unidad 8. Representacién de funciones 51
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12

eX*t1l 5 x<1

d -
) f(0) {2

X — 2 si x=>1

[ es continua en x # 1, porque lo son las funciones que la definen.

En x=1:
lim flx)= lim e**1=1
x> 1 x> 1 Como lim f(x)# lim f(x),
lim  f) = lim (2x—2)=0 ol ol
x—1* x—>1* J no es continua en x = 0.
=0

1) = —e**1l s x<1 No existe f'(D), porque f es
si &>1 discontinuaen x=1.

No existen puntos en los que f'(x) = 0.
Signo de f":
/<0 />0
\ 1 /

Decrece en (—eo, 1) y crece en (1, +oo).

Representacion:

+—-q

Representa la siguiente funcion:

x3-3x+1si x<0
(x—-1)2 si x>0

ﬂx)={

Estudia sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento, sus extremos re-
lativos y su curvatura.

x3-3x+1 si x<0

f<x>:{(x—l)2 si x>0

e Continuidad:

Si x#0, [ es continua por estar definida por polinomios.

Unidad 8. Representacién de funciones
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Si x=0:
lim x3-3x+1=1
x— 07 Como [lim f(x) =1 = f(0),
lim (x-1%=1 x=0
x— 07

[ es continua en x = 0.

O=0-1%*=1

e Crecimiento y decrecimiento:

) - 3x2 -3 si x<0| f(0)=-3| Como f/(07)#/'(0",
2 -1 si x>0 f(0")=-2] f no esderivable en x = 0.
e Puntos singulares:
3x2-3=0
S0 =0
20-1D=0 - x=1; AL =0
Signo de [f:

S50 <0 f<0 f1>0
S TN\ S

Crece en (—eo, —1) U (1, +e). Decrece en (-1, 1).

Maximo en (-1, 3). Minimo en (1, 0).

e Curvatura:

6.X' si x< O} f”(of) =0 } fl/(of) ¢f/r(0+).

S0 = {2 si x>0 f10") =2

Por tanto, no existe ["(0).
Signo de /™

f/r< 0 f//> 0

0

2 N

Hay un punto de inflexion en (0, 1.

Y

W
™~

—

Unidad 8. Representacién de funciones
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Define por intervalos y representa las siguientes funciones:

a)y = (x—2)| x| by = x|x—1]| Oy=|-x2+1|
1 1
Dy =|x?-4x| e)y=m f)y=—|x_2|

—x%+2x si x<0
Dy =-2xl=1 ", .
X< —2x si x20

Ui

La grafica de la funcion esta formada
por dos ramas de parabola: [

—x%?+x si x<1
by = alw—1]-{ ! /
X —X si x21

=N

La grafica de la funcion estd formada
por dos ramas de pardbola:

x%2-1 si x<-1

Oy=|=x?+1]=7-=x2+1 si -1<x<1

x2-1 si x2>1

x?—4x  si x<0 \ |
dDy=|x?—dx|=7-x2+4x si 0<x<4 \ /
\l/ \!/

x%—4x  si x>4

si x<0 }]\

e)y=L= A1\
|x| l si x>0 1
X [y S ~—
— 1 2
Il
. —— si x<2 /\
Dy:lx—2|= 1 , 2
— si x>2 1
X — [y T —

Unidad 8. Representacién de funciones
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14 | En las funciones del ejercicio anterior, determina los maximos y los mini-
mos de los apartados a), b), ¢) y d) y las asintotas en e) y f).

Maximos y minimos

—x2+ 2x si x<0 2x+2 si x<0
- y'=

=(x—-2 =
Dy = -2l {.XZ—Z.X‘ si x>0 2x—2 st x>0
No es derivable en x = 0.

1_0<—2x+2=0—>x=1 (no vale, porque x < 0)
26-2=0 > x=1, iD=1-2=-1

Signo de y*

r>0 r<0 />O

Maximo: (0, 0)

/ \ / Minimo: (1, =1)

b o 1] X%+ x si x<1 L f2x+1 st <
Y x%-x si x>1 Y 2x—1 st x>1

No es derivable en x = 1.

’—O<_2x+1=0 - x=1/2, f(1/2) = 1/4
Y 2x—1=0 — x=1/2 (novale, x>1)

Signo de y*:
11
y'>0 y'<0 y'>0 Mai

aAxXimo: 2 4)

/ \ / Minimos: (1, 0)
x2-1 si x<-1 2x si x< -1

Oy=|=x?+1=7-x2+1si -1<x<1 — p/=7-2x si -1<x<1

x%2-1 si x>1 2x si x>1

No es derivable en x=-1, nien x=1.
y'=0 = 2x=0 = x=0
Signo de y*

/<0 />0 /<0 />0

Maximo: (0, 1)

\ -1 / \ / Minimos: (-1, 0) y (1, 0)

x?—4x  si x<0 2x —4 si x<0
dDy=|x2—dx|=7-x2+4x si 0<x<4 — p'=9-2x+4 si 0<x<4
—4x  si x> 4 2x—4 si x>4
Unidad 8. Representacién de funciones 55
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No es derivable en x =0, nien x = 4.

2x—-4=0 = x=2 (novale, x<0)
P'=0 5 2x+4=0 > x=2 - f(D=4
2x—4=0 = x=2 (novale, x>4)

Signo de y*

y'<0 y'>0 y'<0 y'>0

Maximo: (2,4)

\ 0/ 2 \2* / Minimos: (0, 0) y (4, 0)

Asintotas
—l si x<0
)y = 1 N X
e = — =
|x| l si x>0
X

1
e Asintota vertical: x =0, porque [im —— = +eo

x—0 x|
P . p 1
e Asintota horizontal: y =0, yaque /im =0 con y>0.
X —> too |x|
Posicion:
~ | N>
L six<2
By - ) x=2
o=z 1 si x>2
X =2
e Asintota vertical: x = 2, porque [lim ———— = +eco,
x—2 Ix - 2|
p . p 1
e Asintota horizontal: y =0, porque [im ——=0 con y>0.
X — too |.X‘ - 2|
Posicion:
5

Unidad 8. Representacién de funciones
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PARA RESOLVER

15 |Representa las siguientes funciones, estudiando:
— Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

— Crecimiento y extremos relativos.

_4x—12 _ x _(x-D(x-3)
VY= a2y D) y= 22 VY= 2
x2 x2+4 x2
d)y_9—x2 ©y= X f)y_(x—S)z
2x3 x4 . x3
LRI Wry-wg DT
. (x—2)?
Dy=—""3
4 — 12
ayy= =12
I w22

e Dominio: R — {2}
e Asintotas:

lim f)=0; lim [f(x)=0

X — —o0 X = +oo
(si x = —co, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim [(x)=—oo
x— 27 . .
X = 2 es asintota vertical.
lim f(x) =—o
x— 2F

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

F10) = 4x =22 = (4 —12) - 2(x=2) _ 4(x—2)—204x—12) _

(x — 2 (x—2)3
_ 4x-8-8x+24 _ —4x+16
(x-2)3 (x-2)3

=0 - —-4x+16=0 — x=4
Signo de f"(x):
f'<o0 f>0 J'<0
\ -2 / 2 \

f(x) es decreciente en (—oo, 2) U (4, +o0).

es creciente en (2, 4).

tiene un maximo en (4, 1).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

T

X

by=—%
Y (x—2)?

e Dominio: R — {2}

e Asintotas:
lim f)=0; Iim [f(x)=0

X — —oo X — +oo
(si x = —oo, f(x) <0; si x— +oo, f(x)>0)

y =0 es asintota horizontal.

lim f(x) = +eo
x— 27 . .
x =2 es asintota vertical.
lim [f(x) = +oo
x— 2"
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

/ _ (x—2)2—x 2(x—-2) _x—2-2x _ -x-2
S (x—2)* (x-2)3 (x—2)3

=0 — —x-2=0 —> x=-2
<0 >0 /<0

Signo de f"(x): = ;

f(x) es decreciente en (—oo, —=2) U (2, +oo0).
es creciente en (=2, 2).
-2, __1)

tiene un minimo en (

e Grifica:

Unidad 8. Representacién de funciones
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- — 2 _
O y= -D&x-3) _ x*-d4x+3 _ . 5, 1
x—2 x—2 x—-2
e Dominio: R — {2}
e Asintotas:
lim  [(x) = +oo
x = 27 P .
x =2 es asintota vertical.
lim f(x) = —oo
x— 2%
y=Xx—2 es asintota oblicua.
(si x— —oo, fO)>x—2; si x—> +oo, f(X)<x—2)
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
fo =1+ —L+
(x = 2)?
JS(x)=0 — (x-2)2+1=0 — No tiene solucion.
f(x) no tiene extremos relativos.
S'(x0) >0 paratodo x — [f(x) es creciente en todo su dominio.
e Grafica:
dy= X 5
- X
e Dominio: R — (-3, 3}
e Asintotas:
lim fx)=-1, lim [f(x)=-1
X — —oo X — +oo
(si x = —oo, f(x) <—1; si x — +eo, f(x) <-1)
y =-1 es asintota horizontal.
lim  f(x)=—oo |
X — =37 . .
= -3 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo
x — —3" ]
lim [(x) = +co
x— 3 . .
x =3 es asintota vertical.
lim f(x) = —oo
x— 3"
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e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(9 =P —x? - (2x) _ 18x—2x3 +2x3 _  18x

(9 - x?)? (9 — x?)? (9 - x?)?
=0 — 18x=0 — x=0
Signo de f"(x):

J'@o =

S'<0 f'<0 >0 >0
\ -3 \ 0 / 3 /r

f(0) es decreciente en (—eo, —3) U (=3, 0).

es creciente en (0, 3) U (3, +o0).

tiene un minimo en (0, 0).

e Grifica:
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
t 3 t
1 1
1 1
-3 13
1 1
_______ N A B
+ +
1 1
1 1
T T
1 1
2
X°+ 4 4
DV TN Y

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim f(x) = —o
x— 0 . .
x =0 es asintota vertical.
lim  [f(x) = +oo
x— 0"

Yy =x es asintota oblicua.
(si x = —oo, f(x) <x; Si X —> +oo, [(x) > x)

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

Sw=-1-4
X

=2
i — 2 4 =
=0 — x*—4 o<x=2
Signo de f"(x):
f>0 f<0 f<0 S>0

/—2\0\2/

Unidad 8. Representacién de funciones
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JS(x) es creciente en (—oo, =2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, —4).

tiene un minimo en (2, 4).

e Grafica:

W

2
£ y= X
YT 3

e Dominio: R — {3}
e Asintotas:
im fo=1, Iim [f)=1

X — —oo X — +oo

(si x = —oo, fx) <1; si x> +oo, f(x)>1)

y =1 es asintota horizontal.

lim f(x) = +oo

xS X =3 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo

x— 3"

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

2x(x = 3)? —x? - 2(x=3) _ 2x(x-3) —2x* _

"(x) =
4 (x—3)4 (x—-3)3
_ 2x% - 6x —2x% _  —6x
(x—3)° (x—3)3

=0 - —-6x=0 — x=0
Signo de f"(x):
f'<0 f>0 J'<0
\ 0 / 3 \

[0 es decreciente en (—oo, 0) U (3, +o0).

es creciente en (0, 3).

tiene un minimo en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

|t

™~
iy
U/
3
2x3 2x
)y = = 2x —
&y x2+1 x2+1

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

y = 2x es asintota oblicua.

(Si x = —oo, f(x) >2x; si Xx — +oo, f(x) < 2x).

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

6x%(x? + 1) = 2x3 - 2x _ 6x* + 6x? —

4a* _ 2x* + 6x?

S0 =

(x? + 12 (x? + 1?
S0=0 = 2x*&x*+3)=0 - x=0
Signo de f"(x):
f(x) >0 para todo x # 0.

f(x0) es creciente en todo R.

e Grafica:
Vi
7
/,
//
4
hyy=—-2=
YT R

e Dominio: R — (-2, 2}
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e Asintotas:

lim  [(x) = +oo ]

X = =2
x = -2 es asintota vertical.

lim  f(x) = —oo
x— =2% )

lim f(x) =—eo ]
x— 27

X =2 es asintota vertical.

lim  f(x) = +eo

x— 2" )
)

lim f(x) = +co;  [im f— = —oo

X — —oo x— —oo X .
e Ramas parabdlicas

lim [f(x)=+oo; [lim —— =

X — +oo X — 40 X
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:
) = 43 =4 —xt - 2x _ 4x0 — 1603 — 2x° _ 2x0 — 16x3 _
(x? — 4)? (x? — 4)? (x? — 4)?
_ 2x33(x? - 8)
(x? — 4)?
x=0
S =0 — 2x3(x*-8)=0 < x=-\8
x =8

Signo de f"(x):

/<0 />0 />0 /<0 /<0 />0

\ 8 /v -2 / 0 \ 2 \ V8 /
f(x) es decreciente en (—eo, —\8) U (0, 2) U (2, V8).
es creciente en (—V8, —2) U (=2, 0) U (V8 +oo).
tiene un minimo en (-V8, 16) y otro en (8, 16).

tiene un maximo en (0, 0).

e Grafica:
\ . /
\ /
Nl
/ \ 2 4
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3
x+ 2

Dy=
e Dominio: R —{-2}

e Asintotas:

lim  [(x) = +eo
X —> =27
x = -2 es asintota vertical.
lim [(x)=—oco
x— =2*
X
lim f(x) = +eo;  [im & = —o0
X = —oo X = -0 X
Ramas parabolicas
3 A 9]
lim f(x)=+oo; [im —— = +oo
X —> 4o x— 4o X

e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

3xi(x +2) =3 _ 38+ ot -8 | 2x% + 6x?

(x + 2)? (x + 2)2 (x +2)?

S ) =

x=0

S =0 5 2D =0<_

Signo de f(x):
/<0 f>0 f>0 />0
~ 7 — v

J(x) es decreciente en (—oo, =3).

es creciente en (=3, —2) U (=2, +0).
tiene un minimo en (=3, 27).

tiene un punto de inflexién en (0, 0).

e Grafica:
N ke
\ , 20
N\ L 38
HEmy|
T/
-4 2
[
|
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e Dominio: R — {1}

e Asintotas:

lim f(x) = —o
x—= 1" . .
x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1*

Yy =Xx-3 es asintota oblicua.
(Si x— =00, fx) <x—3; si x— +eo, flx)>x—3).
e Crecimiento, decrecimiento, extremos relativos:

1 (x-—12%-1 x% - 2x
7 =1 - -
T R R

x=0
S@=0 = xx-=0<_ _,
Signo de f"(x):
S>0 S'<0 S'<0 f>0

/0\1\2/

S(x) es creciente en (—eo, 0) U (2, +eo).

es decreciente en (0, 1) U (1, 2).
tiene un maximo en (0, —4).
tiene un minimo en (2, 0).

e Grafica:

a) Halla las asintotas de la grafica de la funcion definida para x>0 por:
1+ x?

J(x) =

b) Halla las regiones de crecimiento y de decrecimiento de f indicando sus
maximos y minimos locales y globales, si los hay.

c) Esboza la grafica de f.

Unidad 8. Representacién de funciones
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a) Ilim f(x)=+e — x=0 esasintota vertical.
x— 0*

S =x+ LI y =x es asintota oblicua.
X

(Si x — +oo, f(x) > x).

2
b =1-L -1
X X

x=-1 (no vale)

SO=0 - x*-1=0<_
(x =-1 no vale, pues f(x) estd definida solamente para x > 0).
Signo de f"(x):
/<0 />0
0 \ 1 /

JS(x) es decreciente en (0, 1.

x=1

es creciente en (1, +o0).
tiene un minimo (local y globaD) en (1, 2).
no tiene un Maximo.

<)

En las siguientes funciones se pide:
e Dominio de definiciéon, asintotas y posicion de la curva respecto a ellas.
¢ Intervalos de crecimiento y de decrecimiento y extremos.

¢ Representacion grafica.

1 3 -2x
a)y_x2—2x—3 b)y-=
2
- x2_2 - X
Ay=x X )y x +2
1
a)y_xz—Zx—S

e Dominio:

x2-2x-3=0 = x=-1, x=3. Dom =R - {1, 3}

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintotas verticales:
1
lim —S———— =+
x—1m XF—-2x-3
x =—1. Posicion 1
lim —S———=-
x> 1t X“—=2x-3
1
lim —S————F=-c
x—>3 X°—=2x-3
x = 3. Posicion 1
lim ——————=+c
x—3" X°—2x-3
e Asintota horizontal:
0 I !
= orque [lim —S—————=
y =0, porqu S T o3
Si x— +o0, >0
Posicion
< Si x— -0, >0
~ LN
-1 el
e Intervalos de crecimiento, de decrecimiento y extremos:
—2x + 2 1
=T -0 5 2x+2=0 - x=1, f()=-——
VT S —3)2 » S 4
Signo de y*
y/>0 \y/>0 y/<0 y/<0
t 1
/ -1 / 1 \ 3 \ Maximo: |1, _Z)
Intervalos de crecimiento: (—eo, —1) U (-1, 1)
Intervalos de decrecimiento: (1, 3) U (3, +o0)
Y
Jit X
1} A N 13 X
Unidad 8. Representacién de funciones 67
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by =

3 - 2x

e Dominio: IR —{0}

e Asintotas verticales:

x— 0 X
x = 0. Posicion
. 3-2

e Asintota horizontal:

lim 3 -—2x
X — 4o

=-2, y=-2.

Si x = oo, p> -2
Posicion < S y< 5
i X — —oo, p<—

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:

_ 2x-3-2x) -3

! - - =

x2 x?2

Signo de y" Es negativa en todo su dominio.

La funcion es decreciente en su dominio.

No tiene maximos ni minimos.

7T\
N X|
[ _2
N
\
Oy=x%- %
e Dominio: IR —{0}
e Asintota vertical:
2
lim (xz -=

x— 0 X
x = 0. Posicion
p (2 2)_
lim |x%——|=—o0

x— 0" X

e Asintota horizontal no tiene, porque  /im

X —> too

pag 363

2

X

= +oo0,

Unidad 8. Representacién de funciones



UNIDAD | 8
e Tampoco tiene asintota oblicua, porque:
lim @= lim x—iz = too
X — too X X —> foo X
e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento:
2 2x3+2
Y22t = /=0 = 209+2=0 - x=-1, f(-D =3
X X
Signo de y*
yr< 0 y/> 0 y/> 0
\ -1 / 0 / Minimo: (-1, 3)
Intervalos de crecimiento: (=1, 0) U (0, +o0)
Intervalos de decrecimiento: (—oo, —1)
Y [
\
\ [
/
4
/
7 /
] X|
|
2
X
dy=
)y X+ 2
e Dominio: R —{-2}
e Asintotas verticales: x = -2
2
X
lim = —oo
L x—>-2- X +2
Posicion <
) x?
lim = +oo
x— -2t X +2
22
e Asintota horizontal no tiene, porque  /im = oo,
X—>te0 X T2
e Asintota oblicua:
x? x+2
- y=x-2+
—x?% - 2x x—2 Y x+2
—2x
2x + 4
4
Unidad 8. Representacién de funciones 69
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La recta y =x— 2 es una asintota oblicua.

e Crecimiento y decrecimiento:

L 2x(x+2)—x? x%+4x

@+2? (x+2)?
x=0;, y=0
=0 = x?+4x=0
y < x=—4; y=-—
Signo de y*
Y'>0 Y'<0 y'<0 , »'>0 Y 4
-4 -2 0 P
/' \ \ /' V4
) \b 7’ ’
Crece en (—oo, —4) U (0, +o0). % X
Decrece en (—4, —2) U (=2, 0). K .
Maximo: (-4, —8) ,/'/'/ \
y/
Minimo: (0, 0) ,y’
/
Estudia y representa las funciones siguientes:
1 e~
D= xZ2+1 b)y—x2+3
4
Dy=x+ e dy=Vx?+1

1
) y=——
Vx2 + 1
e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Asintota horizontal: y =0
1
lim ————==0 (con f(x) >0 si x — too)
x— 0 Vx2 + 1
e Crecimiento:
P X )=0 > x=0 > x=0, y=1
y = = H y = _x = x = , y =
2x2+1 AxZ+1
Signo de la derivada:
yl> O VV,< 0
2 - L
/ 0 \
Crece en (—oo, 0) y decrece en (0, +e0).
Maximo: (0, 1)
e Representacion: 1
7 S~~~
e T
—4 _] =
X
hy=—
)y x?+3
e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.
e Asintotas horizontales:
, e , (x0) .
lim —5——=+oo; [lim S +eo rama parabolica.
X 40 X2+ 3 X = 40 X
X
lim ————=0 — y =0 asintota horizontal hacia —e (con f(x) >0
X X7+ 3
cuando x — —eo)
e Crecimiento:
e P+ 3+ e¥ 2 e¥(x?+ 2x +3)
(a2 + 3)2 (a2 + 3)2
) 2+ V412
=0 > x*+2x+3=0 — X=
No tiene solucion. No hay puntos singulares.
La funcion es creciente en su dominio. No tiene maximos ni minimos.
e Representacion:
2
//
1 -
7
L
-1 | 4 3
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e Dominio: IR —{1}

x(x—12+4 _ X3 —2x2+x+4
(x— 1? (x—1?

e Asintota vertical: x =1

[

lim |x+——=| =+
x— 1" (-X'—Dz
lim |x+——=| =+
x— 1" (X—DZ

e No tiene asintota horizontal:

lim x+———= =+
X — +oo (.X'—l)z

e Asintota oblicua: y = x
Si x — +eo S0 > x
Posicion
<Si X — —oo S0 > x
e Crecimiento:

Puntos singulares:
_ 8
(x— 1)

> x-1=2 - x=3, 3 =4

=0 - 1 =0 > (x-13=8 -

! = 1 L !
Y - (.X'— 1)3 Y
>0 /<0 />0
/ 1 \ 3 /
Crece en (—eo, 1) U (3, +e0) y decrece en (1, 3).
Minimo: (3, 4)

Signo de f:

e Representacion:

Do

T~
S
.
.

Unidad 8. Representacién de funciones
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dy=VxZ+1
e Dominio: R
e No tiene asintotas verticales, ni horizontales.
e Asintotas oblicuas:
2
X xc+1
m=lim JQ= lim ——— =
X — +o X X — +oo X
Va2 +1-2x)(\x2 +1 +x
n= lim (Nx?+1-x)= Ilim ( ) )=
X = +oo X — +oo V2 +1+x
I ! 0
= m _— =
x> teo \Nx2 + 1 +x
Yy =x es asintota oblicua hacia +eo.
) V2 + 1 N0+
m= lim ———= lim ————=—
X = —oo X X —> +oo —X
n= lim (x>+1+x)= lim (x>+1-x=0
X — —oo X — +oo
¥y =—x es asintota oblicua hacia —eo.
e Puntos singulares:
2x
y'= = ; /=0 - x=0, flO=1
22 +1 a2+ 1
<0 >0
Signo de la derivada: L(;L
Crece en (0, +o0) y decrece en (—eo, 0).
Minimo: (0, 1).
e Representacion:
N\ )
N\ )%
RDPA
-2 -1 2
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Estudia y representa las siguientes funciones:
a) y = V4 — a2
Ay= Va2

a) y = V4 - x?

e Dominio: [-2, 2]
e Asintotas: no tiene.

e Puntos singulares:

—2x =X
N4 —x2  V4-x2
f=0 - x=0
Signo de f'(x):

S =

f>0 /<0

2 0N ?

b)y=Vx?-x
D y=1-x2

S0 es creciente en el intervalo (=2, 0) y decreciente en el intervalo (0, 2).

Tiene un maximo en (0, 2).

e Corta el eje X en (=2, 0) yen (2, 0).

e Grafica:
2
-2 2
by =Vx?—x

e Dominio: (—oo, 0] U [1, +c0)

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +eo

X — —oo
S0 X2+ x
lim ——= lim ————=-1
x— -0 X X oo T
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Iim [feo+x]= tim [Na?+x —x] =

X —> —oo X —> +eo

- Im [Vx2+x—x][\lx2+x+x]=
S e )

x%+ x — x? x

= - =" - lim — 1
x> teo VX2 + X+ X x> 4o Va2 4 x4 x 2

y=-x+ % es asintota oblicua cuando x — —eo (f(x) < —x+ %)

lim  f(x) = +oo
X = +oo
2 _
iim L gy I mx
x— 40 X X = +oo X
lim [f)—xl= lim [Na?-x —x]=
X = +oo X — too

iim [Vx? — x — x [N = x + ] _

X — oo (Va2 — x + x)

2

. x? —x —x? —x
= lim

== " - lim ——
x— oo VX2 —x + X x— 4o Vx2 —x + X

-1
2
y=x- % es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) <X - %)

e Puntos singulares:

2x—1

"(x) = ——
S 2Vx?% — x

FO=0 = 2x-1=0 — x=%

No tiene puntos singulares (en x = % no estd definida f(x)).

Signo de f"(x):

f'<0 no existe />0
\ 0 1 /

J(x) es decreciente en (—eo, 0].

es creciente en [1, +oo).

e Pasa por (0,0 y (1, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

/
/4
N
N

1
\\\ + ,/!

C)y - lez = x2/3

e Dominio: R

e Simetria:

Sf=x0) = Vx? = Sf(x). Es par: simétrica respecto al eje Y.

e No tiene asintotas.

e Ramas infinitas:

lim f(x) = lim [(x) = +oo

X —> —oo X —> +oo

lim f(_x)=

x— 4o X

0

e Puntos singulares:

2

33x

f’(x) - %x—l/ﬁ =

Ramas parabolicas.

No existe f'(0) — f(x) no es derivable en x = 0.

S0 es decreciente en (—oo, 0) y creciente en (0, +eo).

e Pasa por (0, 0).

e Grafica:

Do

—_

d)y =31 -2

e Dominio: R
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e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

Iim  f(x) = Ilim f(x) = —eo

X — —oo X = +oo

lim —f 0 = lim

x—> -0 X x40 X

S0 0 Ramas parabdlicas.

e Puntos singulares:

—-2x

f'(x) = ——=—=—= — f(x) noesderivableen x=-1 nien x=1.
3301 - 2

f0)=0 -5 2x=0 - x=0
Signo de f'(x):
S>0 S>0 S'<0 f'<o
Pt N
f(x) es creciente en (—oo, 0), es decreciente en (0, +o0); tiene un Maximo en
0, D.
e Corta al eje X en (-1, 0) y en (1, 0).

e Grafica:

A

20 | Dibuja la grafica de las siguientes funciones:
a)y=x+|x+2|

b)y =2x—|x—-3|

Oy =|x|+[x-3|

dDy=x|x-1|

Ay=x+|x+2|

Como |x+2| =0 & x=-2, estudiamos [ a la izquierda y a la derecha de
—2 para definirla por intervalos.

Unidad 8. Representacién de funciones
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—x -2 X+ 2 0 -2 si x <=2
SO=V s i xz2

b)y = 2x — |x - 3|

Estudiamos la funcion para valores menores y mayores que 3.

—x+3 x-3 {2x—(—x+5)=3x—5
Restamos:
- 3 - 2x—(x—-3)=x+3
3x—3 si x<3
f<x>_{x+3 si x>3
Y
6
4 /
/
NV
/
X
/

Ay = x| +|x -3

Como |x]|=0 en x=0 vy |[x-3] =0 en x =3, estudiamos f a la izquierda
y a la derecha de esos puntos.

- | X | x X+ (=x+3)=-"2x+3
0 3 Sumamos: x+(x+3)=3
~x+3 i —x+3 i x-3 x+ (x-3)=2x-3

—2x+3si x<0
S =43 si 0<x<3
2x—3 si x>3

Unidad 8. Representacién de funciones
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\ [ [Y /
\ /
2 4 X]
dy=x|x-1]
Estudiamos fa la derecha y a la izquierda de x = 1.
a1 x—1 x(=x+1) =2 +x
Multiplicamos: 5
N 1 N x(x—1) =x"-x
—x?+xsi x<1
0 =
/ x?—x si x>1
e y=—x?+x es una paribola abierta hacia abajo:
Vértice: 2x+1=0 — x=- fl) :
értice: —2x = x=— fl=|=—+
' 2 \2) 74
Cortes con OX: —x2+x=0 = x(—x+1)=0 = x=0, x=1
e y=x%—x esuna paribola abierta hacia arriba:
1
Vértice: 2x—1=0 — x= 0 (no vale, ya que debe ser x> 1)
x=0 (no vale)
Cortes con OX: x?—x=0 — x(x-1=0
@-D=0<"
Y Y Y /
1 V="xz+x l| y='x4_xl
/ yi=x|x+1]
. X A 1
/, kS % 1 /
/ : ! / X
s % /
- X /
/ \
/
Representa grificamente:
1
a =
byy - 1251
x%+1

8
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VY2

si x<0

.. . . —X =
Definimos la funcién por intervalos: f(x) =

si x=20

1 -1

-X -2 x+2:

Si x<0, y=
e Dominio: IR —{-2}

e Asintota vertical:

lim  f(x) < ST <=2, L = e

X2 Si x>-2, flx) > —oo
X =—2 es una asintota vertical.

e Asintota horizontal:

y =0 es asintota horizontal hacia —e (f(x) > 0).

Y

l
|
/

—_—

1 .
x =2

Si x20, y=
e Dominio: R —{2}

e Asintota vertical:

lim f(x) < S <2 0= e

x—2 Si x> 2, flx) = +eo

e Asintota horizontal:

lim ! =0
X —> too x—Z

y =0 es asintota horizontal hacia +eo (f(x) > 0).
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|
I
La orafica d __ b
a grafica de y ] -2 es:
R
| |
/ \
1= S

—
By

|2x|

b =
)y x2+1

—2x

i1 si x<0
J©o = 2x

—— si x20

x“+1
Si <0 B —2x )
ix ,y—x2+1.

e Dominio: IR

Asintotas horizontales:

—2x

lim =0

X —> —o0 x2+ 1

e Puntos singulares:

e No tiene asintotas verticales.

Definimos la funcion por intervalos:

y =0 es asintota horizontal hacia —ee (y > 0).

J'Co =

Unidad 8. Representacién de funciones

2(x*+ D+ 2x - 2x 2% -2+4x*  2x%*-2
(x? + 1? (x? + 1? (x? + 1?
pag 376

UNIDAD

8

81



82

x=1 (novale, 1>0)

2x2 -2
Sl =0 $W=O<x=—l, JE=D =1

Signo de f™
f>0 f'<0
/ -1 \ 0

Maximo en (-1, 1).

Y
~_ 11
// \
X
-1 .
Si >0 2x
1x_7 = ———_—_—
Vi1

e Dominio: IR
e No tiene asintotas verticales.
e Asintotas horizontales:

2x

lim =0
X — +oo x2+1

y =0 es asintota horizontal hacia +e (y > 0).

e Puntos singulares:

,()_2(x2+1)—2x-2x_ —2x% +2
S0 = (x2 + 1)2 B (x2 + 1)2

= -1 (no vale, -1 <0)

S@=0 = 2x2e2=0 <"

Signo de f*
/>0 /<0
o _7 TN

Maximo en (1, 1).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Y
-
/ —
. ] X
2x|
La grafica de y = | es:
g y 21
Y
~ [t
" N\ | /1 T~
-1 I X

522 |Considera la funcion f(x) = x%|x—3|:

a) Halla los puntos donde f no es derivable.
b) Calcula sus maximos y minimos.

c) Represéntala graficamente.

x2(=x + 3) six<3}_ —x3+3x2 si x<3
x2(x—3) si x=3 x3-3x% si x23

a) [0 = {

Si x# 3, tenemos que [(x) es derivable. Su derivada es:

3x2+6x si x<3
3x2—6x si x>3

S0 = {

Por tanto:
13 =-9 } JUCREFLED)
f1(3H=9 S no es derivable en x =3 (Punto (3, O)).

b fx)=0 — Bx*?+6x=0 si x<3

=0 0,0
5x(—x+2)=0<z=2 : EZ 4;

3x?-6x=0 si x>3 — ninguno

Unidad 8. Representacién de funciones
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s23

Como f(x) =0 paratodo x, tenemos que:

[(x) tiene un minimo en (0, 0) y otro en (3, 0), y tiene un maximo en (2, 4).

Q) lim f(x) =+, [im f(x) = +oo
X — —oo X — +oo

Uniendo todo lo anterior, llegamos a la grafica:

8
™~

I,
—

[N
™~

2x%2+1

La recta y = 2x + 6 es una asintota oblicua de la funciéon f(x) = ~—F "

Halla el valor de k y representa la funcion asi obtenida.

e Hallamos k:

Si y=2x+ 6 esasintota oblicua, tenemos que:

tim @=2; lim [f(x)—2x]1=06
x> teo X X = +oo
Por tanto:
2x2+ 1

i Ly 2L
X —> Heo X X — +oo X —k‘x

2 2 1 2 2 1-2 2 2oy
lim [f(x) —2x]1= [lim N 2 + i
X e x>+l X—F D ren &

2kx + 1

= h’m x—=2/€=6 N k:?)

X —> +oo X—/e

También podriamos efectuar la division:

2x2 +1 x—k

—2x2 + 2kx 2x + 2k
2kx + 1
2kx +  2k?
1+ 2k?

La asintota oblicua es y = 2x + 2k.

2x+2k=2x+6 — 2k=6 = k=3

Unidad 8. Representacién de funciones
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2x2+ 1

Por tanto, f(x) = ~_3

e Dominio: R — {3}

e Asintotas:

lim f(x) = —oo
X =3
x = 3 es asintota vertical.
lim  [f(x) = +oo
x — 3"

y=2x+ 6 es asintota oblicua.

(Si x— —oo, flx) <2x+6; si x— +oo, f(x)>2x+6)

e Puntos singulares:

dx(x—3)—Qx2+ 1) _ 4% — 12x—2x% -1 _ 2x% —12x -1
(x—3)? (x—3)? (x—3)?

S0 =

f0=0 — 2x*-12x-1=0 —

12 +V144 + 8 x=06,08, f(6,08) = 24,32
> xR T
4 x=-0,08, f(-0,08) =-0,33

Signo de f"(x):
>0 /<0 f'<0 f>0
/ -0,08 \ 3 \ 6,08 /

f(x) es creciente en (- oo; —0,08) U (6,08; +00).

es decreciente en (=0,08; 3) U (3; 6,08).
tiene un maximo en (-0,08; —0,33).

tiene un minimo en (6,08; 24,32).

e Grafica:

\ 7
o A
4
24 .
231 !,
224
;rl
B
’}\ 1215
R7ZANA
Y awi|
I’( |

Unidad 8. Representacién de funciones
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Considera la funcion:

1 . <0
S(xX)=9x2%2+1 St
—x+1 six20

En el intervalo (-, 0], estudia la existencia de puntos de corte con los ejes,
si la funcion crece o decrece, la existencia de puntos de inflexion y si tiene
asintotas. Dibuja la grifica en todo R.

1 Qi x<0

o) = —x2+1 siox
-x +1 si x20
1

e Si x€ (o, 0), y=x2+l

Si x=0, y==x+1=1

Cortes con los ejes: x=0, y=1 — (0, D

y=0
e Crecimiento y decrecimiento:

, —2x —2x
y 2+ 12 (x2+1)2

Signo de f"(x):

/>0
/ 0

La funcion es creciente.

e Puntos de inflexion:

6x2 -2 6x2 -2

fe0 =

Signo de  f"(x):

f 0 >0 S <0

2+1P (2+12

x2+1

N\
4

—/

I

Punto de inflexion:

0

= (-0,58; 0,75)

pag 381

= 0 No tiene solucion. No corta a Y.

=0 - 2x=0 = x=0, flOO=1
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e Representacion:

—
N

8
Dada la funcion f(x) =ax + b + = calcula a y b para que la grafica de f

pase por el punto (-2, —6) y tenga, en ese punto, tangente horizontal. Para
esos valores de a y b, representa la funcion.

f(x)=ax+b+%; f’(x)=a—%

e Pasa por (=2, -6), f(-2)=—-6 — —2a+b—4=—6} —2a+b=—2} a=2
a=2

e Tangente horizontal — f(-2)=0 — a—-2=0 b=2

8
Para estos valores, queda: f(x) = 2x + 2 + =

e Dominio: R — {0}

e Asintotas:

lim  f(x) = —oo

x=0 x =0 es asintota vertical.
lim  f(x) = +oo

x— 0"

8
S =2x+2+ = — y=2x+ 2 es asintota oblicua.

(Si x— —oo, f(x) <2x+2; si Xx— +oo, flx)>2x + 2)
e Puntos singulares:

8 2x%-8
feo=2E T

. _ 2 _ 2 _ x=_27f(_2)=_6
F)=0 — 2x2-8=0 — «x 4<x=2,f(2)=10
Signo de f"(x):

S>0 S<0 S<0 S>>0

P UL N

Unidad 8. Representacién de funciones
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Jf(x) es creciente en (—eo, =2) U (2, +o0).
es decreciente en (=2, 0) U (0, 2).
tiene un maximo en (=2, —06).
tiene un minimo en (2, 10).

e Grafica:

o) y=xlnx dy=(x-1e”~

e y=e™ fy=x2e™
x3

) " x h)y=m(x*-1)

a)y=ex—x

e Dominio: R (ya que e¢¥# 0 para todo x).
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = —oo; lim @=

+eo  — Rama parabdlica
X — —oo X — —oo X

lim  fx) = lim Lx =0
X = +oo X —> +oo €
y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

, eX—xe¥ e*(1-x) 1-x
f(x)= er = er = eX
=0 — 1-x=0 — x=1

f>0 f'<0

Signo de f'(x):

/ ! \

Unidad 8. Representacién de funciones
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JS(x) es creciente en (—eco, 1).

es decreciente en (1, +o0).

]
1, —.
e

e Corta a los ejes en el punto (0, 0).

tiene un maximo en

e Grifica:

—

/
by < 1%

e Dominio: (0, +oo)

e Asintotas:

lim  f(x) = -0 — x=0 esasintota vertical.
x— 0"

B In x
Iim ——=0
x40 X

y =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).

e Puntos singulares:

, A/x) - x—Inx 1-Inx
S0 = 2 T T2

=0 — Ihx=1 — x=e¢
Signo de f"(x):
/>0 /<0
0 N

J(x) es creciente en (0, o).

es decreciente en (e, +o0).

1
tiene un maximo en (e, —|.
e

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

—

Ady=xinx
e Dominio: (0, +oo)

e Asintotas:

B B Inx
Iim xlnx= Ilim =
x— 0" x— 0" 1/x

No tiene asintotas verticales.

lim  f(x) = +o0;  [lim _f(_x)=

X —> +oo x—+eo X

+eo  — Rama parabolica

e Puntos singulares:
1
S0 = lnx+x~;= nx+1

1
S=0 - hx=-1 — x=e’1=?

Signo de f"(x):
<0 />0

0\%/

1
S(x) es decreciente en |0, ?)

es creciente en |—, +oo

1

e

tiene un minimo en

e Corta al eje X en (1, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Grafica:

il
N
N

dDy=-De"
e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x)= lim (-x—De ™= lim — =0

X
X = —oo X —> +oo x>+ €

» =0 es asintota horizontal cuando x — —e (f(x) < 0).

lim  f(x) = +oo;  lim @ = +o0o — Rama parabdlica
X —> +oo x— 40 X

e Puntos singulares:
f)=e¥+(x-DeX¥=e*1+x-1 =xe*
Sx=0 - x=0
Signo de f"(x):

<0 />0
~ '

f(x) es decreciente en (—eo, 0).

es creciente en (0, +o0).
tiene un minimo en (0, —1).
e Corta al eje X en (1, 0).

e Grafica:

~——

-1
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e)y= o

e Dominio: R
e Asintotas:
No tiene asintotas verticales.

lim flx)= Ilim f(x)=0

X —> —oo X —> +oo

e Puntos singulares:

S0 = 2xe

Signo de f"(x):
fr> 0 f/< 0

flo=0 - 2x=0 — x=0

0N

f(x) es creciente en (—eo, 0).

e Grafica:

es decreciente en (0, +o0).

tiene un minimo en (0, 1).

f) y= xZ =X
e Dominio: R
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

X = +oo X — +oo €

lim  f(x) = +o0;  [lim —

lim  f(x) = +o0;  lim f(_x)
X — —oo X — -0 X
X%

pag 387

= lim

X
X —> 4o €

=0 es asintota horizontal (f(x) >0 para todo x).

=—oco — Rama parabdlica

» =0 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 0).
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2
. X

e Puntos singulares: y=—
e

2xe¥ —xte’ e (Qx—x?)  2x-—x?

S =

e¥ e¥ e’

fx)=0 — 2x-x’=0 — x(Z—x)=O<x=o
x=2

Signo de f"(x):

JS'<0 S0 S'<0

\ 0 / 2 \

JS(x) es decreciente en (—oo, 0) U (2, +o00).

es creciente en (0, 2).

tiene un minimo en (0, 0).

4
tiene un maximo en |2, —2)
e
e Grafica:
\
\4
A~ T
X3
8y = n x

e Dominio:
Imx=0 — x=1. Ademais, ha de ser x> 0.

Dom = (0, 1) U (1, +e0)

e Asintotas:

Iim  f(x)=0

x— 0*

lim  f(x) = —eo

x— 1"

lim  f(x) = +oo

x— 1"

x =1 es asintota vertical.

X
lim  f(x) = +o0;  lim S +eo — Rama parabdlica
X — +oo X — +eo X

Unidad 8. Representacién de funciones
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¢ Puntos singulares:

3x2 Inx—x3 - (1/x) _ 3x2 In x — x?% _ x2Bnx-1)
(In x)? (In x)? (In x)>

J'Co =

x =0 (no vale)
nx=1/3 — x=e3

f@=0 - x*Glnx-1)=0<_

Signo de f"(x0):
f/<0 f/<0 f/>0

NN S

f(x) es decreciente en (0, 1) U (1, e¥/3).

es creciente en (el/3, +oo).

tiene un minimo en (el/3, 3e).

e Grafica:
5 | []
0 \[/
21105
N ls
\
\
\

hy=mhkx*-1
e Dominio: (—oo, —1) U (1, +o0)
e Asintotas:

lim f(x) = - — x=-1 es asintota vertical.
x = -1

lim  f(x) =—e — x=1 es asintota vertical.

x— 1"
lim  f(x) = +o0;  lim [ =0
X — —oo x— -0 X
Ramas parabdlicas
lim  f(x) = +eo; [lim S 0
X —> +oo X — 4o X

e Puntos singulares:

2
) = —

x2-1

=0 — 2x=0 — x=0

No hay puntos singulares (x =0 no pertenece al dominio).

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Puntos de corte con el eje X:

me?-1D=0 — x*-1=1 - x*=2<_

Puntos: (—\/?, 0) vy (\E, 0)

e Grafica:

N

no

27 |Estudia los maximos, los minimos y los puntos de inflexion de las siguien-
tes funciones y represéntalas graficamente:

e¥—e™>
ay= —
eX+e™
b)y-T

e —e™ - . . L1
a)y=——— =senh x. Esta funcién se denomina seno hiperbdlico de x.
2

, _ eX 4+ =X
S0 —

[ =0 — e¥+e*=0 — no tiene solucion —
— no hay maximos ni minimos

S'(0) >0 paratodo x — [f(x) es creciente
X —X
. frix) = ¢
S 2

S0 =0 - &X-e*r=0 — ex—§=0 - e¥»-1=0 —

- =1 - 2x=0 - x=0 — y=0
Signo de f"(x):
f//<o f//>0
NN/

Hay un punto de inflexién en (0, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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28

e Grafica:

o~

T —

X4 o™X . . . £1s
by = % = cosh x. Esta funcion se denomina coseno hiperbdlico de x.

\ _ eX — o™X
S0 —

=0 - ee'—-e¥=0 - x=0 - y=1

Signo de f"(x):

/<0 />0
. Hay un minimo en (0, D).
e¥+e™

. [0 -
S"(x) =0 — No tiene solucion. — No hay puntos de inflexion.

e Grafica:

et
e
—

—

Halla los valores de a, b y ¢ para los cuales la funcion:
ax?+bx+c
X)=——F——
S x2-4
tiene como asintota horizontal la recta y =—1 y un minimo en (0, 1).
Si y=-1 es asintota horizontal, debe ser:

2
axc+ bx+c

lim fx)=-1 - lim ——S———=a=-1 — a=-1
X — too X — +oo X% —4

Unidad 8. Representacién de funciones
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Para que tenga un minimo en (0, 1), debe ser f(0) =0 y f(0) = 1:

QRax + b)(x? —4) — 2x(ax? + bx + ¢©)

[0 = 242
—4b b
f(O)—T—O - _Z_O - b=0
2
=1 - %=1 - _C—4=1 — c=-4
—x2-4

Por tanto: f(x) = R

29 |Estudia el dominio de definicion, las asintotas y los extremos de cada una
de las siguientes funciones y, con esa informacion, trata de encontrar su
grafica entre las siguientes:

1 Jn\ () 4 l\ ; :\\ |
Ay = sen x 5 NAED
//"—_ \p/ H H
b) ry=x e” _ T T 21
T | |_ I/’\ 2
Ay= sen% [AHA ; ,l
dy=Vx & N
)y ~ y
N\ T 1L 4
e)y= Va2 + 1 \‘\ "/'/ / v N
his 3
_ o B)
f)y=sen?* x
(R (D)
% O/
o) I"
N
L~ T 2~L3 T b

senx=0 — x=0+7k ke Z

D=R —{nkl, ke Z

e Asintotas:
x =Tk, ke Z son asintotas verticales.

No hay mas asintotas.

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Extremos:

—COS X
S0 = ——=
sen? x

x=m/2+ 2nk
flo=0 — cosx=0<x=3n/2+2nk } (ke 2)

Signo de f"(x) en (0, 2m):

<o />0 />0 <o
0 \ % / T / 3775 \ 21

J(x) es periddica de periodo 2m.

(x) es decreciente en (0, | U
i =

m Zn).
2

es creciente en (1, TC) @] (TI:, n
2 2
tiene un minimo en (%, 1).

tiene un maximo en (—, —1).

e Grafica — @

b)y=xe*
e Dominio: R
* Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

_ _ _ _ —-X _ -1
lim f)= Ilim —-xe ™= [lim —= Iim — =0
X —> —o0 X — too X — +oo % x = +oo €%

» =0 es asintota horizontal cuando x = —co (f(x) < 0).

lim f(x) = +eo;  [im f(—X) =

X —> 4o X — 40 X

+eo  — Rama parabdlica

e Extremos:
S0 = e+ xer =e¥(1 + x)
S0=0 - 1+x=0 - x=-1
Signo de f"(x):
/<0 />0

\—1/

Unidad 8. Representacién de funciones
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JS(x) es decreciente en (—oo, —1).
es creciente en (=1, +oo).
. . ( —1)
tiene un minimo en |—1, —|.
e
e Grafica — @
)y =sen %
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:
1 X
"(x) = = cos —
S0 > >
f(x0)=0 — cos%= - %=%+nle — x=m+2mk
f(x) es periddica de periodo 4.
Signo de f"(x0):
/>0 /<0 />0
0 / T \ 3n / 4m
JS(x) es creciente en (0, © U (3m, 410).
es decreciente en (T, 3m).
tiene un maximo en (7, 1).
tiene un minimo en (3w, —1).
e Grafica — @
dy=x
e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
(0
lim f(x) =—oc0;  [im f— =0
X —> —oo x— -0 X 1
Ramas parabolicas
y A €9
lim f(x) = +eo;  [im ~—— =0
X —> 4o X —> 400
o Extremos:
1 .
S0 = —— — [f(x) no es derivable en x = 0.
3x2
f(x) >0 para todo x # 0.
J(x) es creciente.
e Grafica — @
Unidad 8. Representacién de funciones 99
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) y=sen

e)y=\Nx?+1

e Dominio: IR
e Simetria:

S0 =f(x) — [f(x) es par: simétrica respecto al eje Y.
e Asintotas:

No tiene asintotas verticales.

lim f(x) = +oo
X —> 4o

() 241
lim f—= lim XTI
X — 40 X X — 40 X

lim [fo-x= tim Na2+1-a]= lim (Vx2+1-x) (V2 +1 + x) _

X —> +oo X = +oo X —> +oo Va2 + 1+ x

x2+ 11— x? 1

= lim ——— = Iim —
x40 Nx2+1 +x x— 4o Y2 +1 + x

=0

y =x es asintota oblicua cuando x — +eo (f(x) > x).
Por simetria:

» =—x es asintota oblicua cuando x — —eo (f(x) > —x).

e Extremos:

2x _ X
2Va2+1 Va2 +1
fo=0 — x=0

Signo de f"(x):
/<0 S0
~ " _“

JS(x) es decreciente en (—oo, 0).

J'Co =

es creciente en (0, +oo).
tiene un minimo en (0, 1).

e Grafica — @

2 x

e Dominio: R
e Asintotas: No tiene.
e Extremos:

S1(x0) = 2 sen x cos x = sen 2x

Unidad 8. Representacién de funciones
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=0 - sen2x=0 — 2x=0+7nk — x=%/e, ke Z
J(x) es periddica de periodo .
Signo de f"(x) en (0, m):

>0 f'<0

Dl N

Jf(x) es creciente en (0, %)
es decreciente en (%, n).

tiene un Maximo en (%, 1).
tiene un minimo en (0, 0) y otro en (7w, 0).

e Grafica — @

30 |Halla los puntos de corte con los ejes, los maximos, los minimos y los pun-
tos de inflexion de las siguientes funciones definidas en el intervalo [0, 27],
y represéntalas:

a)y=1-2cos x
b)y=1+ 2sen x
C)y = sen x—cos x

d)y = sen x + cos x

a)y=1-2cosx
e Dominio: [0, 2n] (nos la definen en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 - y=-1 — Punto (0, -1

1
—Coneleje X - y=0 = 1-2cosx=0 — cosx =— -

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

S = 2sen x
x=0
S =0 = senx=0 <x=n
X =21
Unidad 8. Representacién de funciones ) 101
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Signo de f'(x):
f>0 /<0
0 / T \ 21

J(x) es creciente en el intervalo (0, ©) y es decreciente en el intervalo (w, 2m).

Tiene un maximo en (7, 3), un minimo en (0, —1) y otro minimo en (27w, —1).
¢ Puntos de inflexion:

S(x) = 2cos x

x:_
S =0 = cosx=0 < o
2

Signo de f"(x):

N a

f// > O f” < O f// > 0
0 T 3n 21
\/ 2 /\ 2 \_/
. . n
Puntos de inflexiéon: |—, 1| y - 1
e Grafica:
3
/ N\
T i 3n 2n

/ 4 i \

;

b)y=1+ 2sen x
e Dominio: [0, 2n] (esta solo definida en este intervalo).
e Cortes con los ejes:

— Coneleje ¥ - x=0 - y=1 — Punto (0, D

1
—Coneleje X - y=0 = 1+2senx=0 — senx = —— -
x=T
6 7n 11n
< 1im Puntos a 0) y (T’ 0)
T

Unidad 8. Representacién de funciones
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e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:
f'(x) = 2cos x
T
X3
/ - =
f'x) =0 — cosx O< 3
x = —_
2
Signo de f"(x):
S>>0 f'<o S>>0
0 T 3n 2n
T i T 3m
J(x) es creciente en |0, E) U (37, 2w| y decreciente en > 37)
. . T . 3n
Tiene un maximo en E’ 3), Y un minimo en 7, —1).
e Puntos de inflexion:
[f"(x) = —2sen x
x=0
[ =0 — senx=0 <x=n
X =27
Signo de f"(x):
f‘//< O f‘//> 0
NN T
Puntos de inflexién en (0, D), (r, D y en (2w, 1).
e Grafica:
3
2
1 /
T T an 2m
L 2 2
C) Y = Sen x — cosx
e Dominio: [0, 2r] (nos la definen en este intervalo).
e Cortes con los ejes:
—Conelegje ¥ - x=0 - y=-1 — Punto (0, -1)
Unidad 8. Representacién de funciones
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— Coneleje X - y=0 = senx—cosx=0

LT
tgx=1< 4 Puntos

x:S_n

4

e Maximos, minimos, crecimiento y decrecimiento:

51

500

o
4’)Y

S(x) = cos x + sen x

3n
YT
f’(x)=0—>cosx+senx=0—>1+tgx=0< -
x = e—_—
4
Signo de f"(x0):
S>>0 /<0 >0
0 3n 7 2n
J(x) es creciente en |0, 3% U (7775, 27t) y decreciente en 3771, 7775)

Tiene un maximo en

T
37, \E), y un minimo en

7-0)

4 )
e Puntos de inflexion:
S"(x) = —sen x + cos x = —(sen x — cos x) = —f(x)

Los puntos de inflexion son los puntos de corte con el eje X.

e Grafica:

[

R

dy=senx+cosx para 0<x<2m

e f(x) = cos x —sen x

S0 =0 = cosx=senx — tgx=1 < 5
x:_

Unidad 8. Representacién de funciones
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Signo de f'(x):

/>0 /<0 />0

0 T 5T 21
/v u \ on /
Hay un maximo en %, \/E), y un minimo en 57113’ —\/E)

o Puntos de inflexion:

f"(x) = —sen x — cos x

[ =0 = senx=—-cosx — lgx=-1 < 74‘“
X

Signo de f"(x):

S>0 /<0 S>>0
0 3n L 2n
N ENCS E N
. . 3n
Hay un punto de inflexion en e 0] y otro en E 0].

e Grafica:

TN

Pagina 207

CUESTIONES TEORICAS

ué podemos decir del grado de una cion polinémica que tiene dos
31 |¢ demos decir del grado de una funcion polinémi tiene d
maximos y dos minimos relativos?

En esa funcion, ¢puede estar uno de los minimos mas alto que el maximo?

e Si tiene dos maximos y dos minimos relativos, y es polindmica, su derivada
tiene, al menos, cuatro raices; es decir, f’(x) serd, al menos, de grado 4.

Por tanto, f(x) sera, al menos, de grado 5.

Unidad 8. Representacién de funciones
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32

33

34

e Si, podria haber un minimo mas alto que un maximo. Por ejemplo:

El minimo de x, estd mds alto que el
maximo de x,,.

/N
/xo X

¢Cuantos puntos de inflexion puede tener como maximo una funcioén
polinoémica de cuarto grado?

Si f(xx) es un polinomio de cuarto grado, f'(x) serd un polinomio de tercer grado y
["(x) serd un polinomio de segundo grado.

Asi, f"(x) tendrd, a lo sumo, dos raices.

Por tanto, f(x) tendrd, como maximo, dos puntos de inflexion.

x

Comprueba que la funciéon f(x) = % tiene dos asintotas horizontales
distintas.

x_+ T st x<0
S(x) = X

si x=20

x+1

Por tanto:

lim f(x)= Iim —~— =_1 — y=—1 es asintota horizontal cuando x — —es.
X — —oo x> Xt 1

lim f(x)= Iim —~— =1 — y=1 es asintota horizontal cuando x — +eo.
X = +oo x—+eoX + 1

x+1
La funcion f(x) = 1 no esta definidaen x=1 nien x=-1; sin

-1

embargo, tiene solo una asintota vertical. Justifica esta informacion.

_ox+1 _ x+ 1
S = T T G D= D
lim f(x) = —oo
x— 1

x =1 es asintota vertical.
lim +.f(x) = +oo

x—1

1 1
lim fx)= Ilim —=—-—
x— -1 x> -1X—1 2

En x = -1 hay una discontinuidad evitable, no hay una asintota.

Unidad 8. Representacién de funciones
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35 | s;Cuantas asintotas verticales puede tener una funcion? ;Y horizontales?

e Asintotas verticales puede tener infinitas. (Como ejemplo, podemos considerar la

funcién y = 1 , cuya grafica esta representada en el ejercicio 17, en la grafica 2).
sen x

e Asintotas horizontales puede tener, como maximo, dos: una cuando x — —eco y
otra cuando x — +oo,

s36 | Da un ejemplo de una funcién que tenga un minimo en x =1 y que no sea
derivable en ese punto. Represéntala.

—-x+1 si x<1

x—1 si x2>1

y=lx-1| ={

J=0

£ >0 ¢1} — Hay un minimo en x =1, en (1, 0).
X para x

f(x) no es derivable en x =1, pues f/(1) =-1=(1"=1.

La grafica es:

Ju—

s37 |Da un ejemplo de una funcion que sea derivableen x=1 con f'(1)=0 y
que no tenga maximo ni minimo en ese punto.

Por ejemplo, y = (x— 1)3.

S0 =3x-1D? - f(1=0

f') >0 para x#1 — [f(x) es creciente.
En x =1 hay un punto de inflexion.

La grafica es:

S A4l 2VI2T416

—4

Unidad 8. Representacién de funciones
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s38

s39

Si es posible, dibuja una funciéon continua en el intervalo [0, 4] que tenga, al
menos, un maximo relativo en el punto (2, 3) y un minimo relativo en el
punto (3, 4). Si la funcion fuera polinémica, ;cuil habria de ser, como mi-
nimo, su grado?

f(x) debe tener, al menos, dos maximos y
) AU A dos minimos en [0, 4], si es derivable.

Si f(x) fuera un polinomio, tendria, como
minimo, grado 5 (pues [f’(x) se anularia,
al menos, en cuatro puntos).

\'_‘
[NCY

PARA PROFUNDIZAR

Dada la funcion f(x) = , se pide:

x+1
Va2 +1
a) Dominio de definicion, asintotas y posicion de la curva respecto de estas.

b) Maximos y minimos relativos, e intervalos de crecimiento y de decreci-
miento.

c) Dibuja la grafica de f.

a) » Dominio: R (porque x?+1>0 paratodo x).

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales, porque el denominador no se anula para ningin
valor de x.

Asintotas horizontales:

B x+1 ~ -x+1

Iim ——= lim ——=-1
x— - Vx2+1 x—teo Vx2 + 1

B x+1

Iim ——=1

x =+ \x2 41

y =-1 es asintota horizontal cuando x — —eo ( f(x) > -1).

y =1 es asintota horizontal cuando x — +eo (f(x) > 1).

V.X'Z 1-— 1 Z—X
b) f7(x) = ) e 2Vx2 + 1 _ x2+1-x%-x __l-x
(x2+ 1) Vx2 +1)3 V(x2 +1)3

=0 = 1-x=0 — x=1

Unidad 8. Representacién de funciones
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Signo de f"(x):
/>0 /<0
/ 1 \
f(x) es creciente en (—oo, 1).
es decreciente en (1, +co0).
tiene un Maximo en (1, \/E)
o)
1
)
40 |Determina las asintotas de estas funciones:
) V1-x b) x+Vx2+1
a = -
Y 3x Y X
1-x
Dy 3x
Dominio: (—eo, 0) U (0, 1]
e Asintota vertical:
o Nl-x Si x<0 p— —oo
lim = +oo0 < )
x—>0 23X Si x>0 y— +eo
e Asintota horizontal:
1—
lim -0
x> -0 X
y =0 es asintota horizontal hacia —ee () < 0)
-—
Unidad 8. Representacién de funciones
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x+Vx? +1
by=s——

X
Dominio: IR — {0}
e Asintota vertical:

ll’m ———— =t
x—=0 X

e Asintota horizontal:

o x+Vxt+1
lim —————=2
X — +oo X

y =2 es asintota horizontal hacia +eo (y > 2).

x+VxZ+1 —x+VxZ+1
X —> —oo X —> +oo —X

y =0 es asintota horizontal hacia —ee (y < 0).

Pagina 207

AUTOEVALUACION

x+VxZ+1 <Six<0 Yy —> —oo

Si x>0 p— +oo

im ——= Ilim ———=1-1=0
X

1. Se considera la funcion f(x) = x3 + 2x + 4. ;Tiene maximos y/o minimos?
¢Tiene algiun punto de inflexion? Estudia su curvatura y represéntala.

S =x3+2x+ 4

o f1(x) =3x%+2
/=0 — 3x?=-2 — no tiene solucion.
S'(x) >0 paratodo x — [f(x) es creciente.
No tiene maximos ni minimos.

e ["(x) = 0x
f"=0 - 6x=0 — x=0, f(0)=4

110 pag 405

Unidad 8. Representacién de funciones



Signo de f"(x):
f//< O f//> O
NN/

Hay un punto de inflexién en (0, 4).

e Ademids, [lim f(x)=—oco; [im f(x) = +co
X — —oo0 X —> +oo

e Grafica:

/
/

2. Dibuja la grafica de una funciéon f de la que sabemos:

lim f(x) = +oo; lim f(x)=-3; lim f(x) =—oo;
x—>-3

X — +oo X — —oo

J'(=5)=0; f'(0)=0; f(-5)=0; f(0)=2

Y

6
3. Estudia las asintotas y los puntos singulares de f(x) = xz—f

graficamente.
6x
S =—

e Dominio: R

e Asintotas:

No tiene asintotas verticales, ya que x? + 4 # 0.

Unidad 8. Representacién de funciones
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Tiene tangente horizontal en los puntos (-5, 0)
/ 2 y (0, 2). En el primero tiene un maximo, y en el
segundo, un punto de inflexion.

y represéntala

8




6x

Horiz t 1 . = lim ———=0.
orizontales: y =0, ya que x> 4o X2+ 4
Si x = +oo (x)>0
Posicion < . f =
Si x = -0 fl) <0 =

e Puntos singulares:
0 = 0(x2 +4) — 6x - 2x  —6x? + 24
S = (x2 + 4)2 - (x2 + 4)2
o o2 _ x==2, f(-2)=-3/2
fx) =0 — —6x2+24=0 <x=2,f(2)=3/2

Signo de f"(x):

/<0 />0 /<0 Minimo: |-2, —%)
-2 2
N / . N ;
Maximo: |2, —
2
e Representacion:
Y|
1
-2 -1 1 2 X

4—x2% si x<2

4. Representa la funcion: f(x) = X
x—2 six=22
Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento y sus extremos.

4-—x% si x<2

X—2 six=22

-

—2x six<?2
[ = ) No es derivable en x = 2.
1 siox>2

Para x < 2, la grifica es una pariabola con vértice en (0, 4).
Para x> 2, es una recta.

fl)=0 -5 2x=0 - x=0

S0 es creciente en (—oo, 0) U (2, +o0).

0)=2
SO < Es decreciente en (0, 2).

Tiene un maximo en el punto (0, 4) y un minimo en (2, 0).

Unidad 8. Representacién de funciones
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Representacion:
Y
AR A
2 ]
X
l
2
x%—6x+
5. Estudia y representa la funciéon y = x—SS
e Dominio: IR —{3}
. . . Xx%2—-06x+5
e Asintotas verticales: x =3, porque [im —————— = too
x—3 x-3
o x2-6x+5
lim ————— = 4o
o x— 3 x -3
Posicion ) X2 6x+5
lim —————=—c0
x— 3" x-3
e Asintotas horizontales:
) ; x2-06x+5 ; x2-6x+5
No tiene, porque [lim ——————=+c0 y [im —————=—00
X — +oo x-3 X — —oo x-3
e Asintotas oblicuas:
o Dividendo ) resto
Expresamos la funcion de la forma —————— = cociente + ———
Divisor divisor
x2—-6x+5 —4 ; )
—————=x-3+ — y=x-3 es la asintota oblicua.
x-3 x-3
Si x = +oo, flx)<x-—3
Posicion < ) /!
Si x = —oo, fl)>x-3
Y| A A
/ 4
1,3 X
/ (
)43 ¥
e Puntos singulares:
L Qx-0)(x—3)—(x*-6x+5 x?-0x+13
(x — 3)? (x — 3)?
Unidad 8. Representacién de funciones 113
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7. Halla los maximos y los minimos de la funciéon f(x) =

6 £V-16

p'=0 = x?2-6x+13=0 = x=——" (no tiene solucién).

2

Signo de )" la derivada es positiva en todo el domi- Y
nio. La funcién es creciente. No tiene maximos ni
minimos.

]

Corta a los ejes en los puntos

0, —%) 1,0y (5, 0). /L

.
v
7
.
7
.
v
.
A

6. Dibuja una funcién continua en R que tenga un minimo relativo en (1, 6) y

N

un maximo relativo en (6, 2). Si es un polinomio, ¢cual sera, como minimo, su

grado?

v

6

ex
¢Tiene asintotas? Haz una grafica aproximada de esta funcion.
_ (x+ 1)? S 2x+ D e —(x+ D e¥  —xi+1

S0 T - [ =

(ex)Z eX

Buscamos los puntos en los que se anula la derivada:

—.X'2+1 .X‘=—1, f(—1)=0
=0 > ————=0 > x?+1=0
S e " <x=1,f(1)=—j

Estudiamos el signo de f"(x):

f1<0 J'>0 S'<0 Maximo |1, i)
e

\ ) / 1 \ Minimo (-1, 0)

(x+1)?

La funcion tendrd, como minimo, cuatro puntos sin-
gulares, y para ello, su grado debe ser, al menos, 5.

Unidad 8. Representacién de funciones
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Asintotas:

e No tiene asintotas verticales, ya que e* # 0.
e Horizontales:

Y
o e+ D? ; .
lim —————=0 — y=0 esasintota hacia +eo.
X+ €

(x + 1)?

lim ———— = +co. No tiene asintota hacia —ee. 111 X
X = —oo e

8. Dibuja la grafica de f(x)=|x + 3| - x.
Definimos la funcién por intervalos:
(x-3)-xi @+3)-x —2x—-3si x<-3 .

3 si x>-3 1

-3

S = {

9. ¢Qué grifica corresponde a f(x) =

a)

B x+1
lim =1
X — -0 —X

B x+1
lim =1
X+ X

e Asintota vertical: x =0
e Asintotas horizontales: y=-1 e y=1

La grafica de [ esla a).
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