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UNIDAD 6  FUNCIONES REALES. PROPIEDADES GLOBALES  
 

1. CONCEPTO DE FUNCIÓN. DOMINIO Y RECORRIDO 
Recuerda que hay distintas formas de expresar una “función”. 
 

Enunciado o descripción verbal: A cada número se le hace corresponder su doble. 
 

Tabla de valores:                                Expresión analítica de la relación          Gráfica: 
 o fórmula matemática:      
   
       xy 2=   o bien:   xxf 2)( =  
       
   De este modo: 
               422)2( =⋅=f ,      
               8)4(2)4( −=−⋅=−f     
                     … 
             
   Esto es un ejemplo de FUNCIÓN. 
 
 
 

Son distintas formas de expresar una relación entre dos magnitudes de manera que a cada valor de 
la variable x le corresponde un ÚNICO valor de la variable y. 

 
Al único valor de  y  que le corresponde a  x  se le llama imagen de x. 
Al valor de x cuya imagen es y, lo llamamos original de y o  antiimagen de y. 

 

En el ejemplo anterior:    
⎩
⎨
⎧

⇒=
9 es 18 de antiimagen La

18 es 9 deimagen  La
18)9(f  

 

Una FUNCIÓN entre dos conjuntos numéricos A y B es una correspondencia que asigna a cada 
elemento x de A, a lo sumo, un único elemento y de B. 

x→  Variable independiente. 
y→Variable dependiente (depende de x). 
A→Conjunto inicial (donde toma valores la variable independiente). 
B→Conjunto final (donde toma valores la variable dependiente). 
 

Dominio de una función: Conjunto de valores que toma la variable independiente x. Se denota 
por Dom(f) y es un subconjunto de A. También se llama campo de existencia de la función. 
 
Recorrido o imagen de una función: Conjunto de valores que toma la variable dependiente y. Se 
denota por Rec(f) o también Im(f). Es un subconjunto del conjunto final B. 
 
Si el conjunto inicial y final de una función es ℜ , se llama función real de variable real. 
Se escribe: 

)(
)(:

xfyx
fDomf

=
ℜ⎯→⎯

a
       ( ) ℜ⊂fDom  

Nos ocuparemos exclusivamente de este tipo de funciones. 
 

Ejemplo:  

               
2)(

:)
xxfx

fa
=

ℜ⎯→⎯ℜ

a
                                 

[ )
xxfx

fb

=

ℜ⎯→⎯∞+

)(

,0:)

a
 

  

Notación: ( )∞+=ℜ+ ,0      [ )∞+=ℜ+ ,00       ( )0,∞−=ℜ−    ( ]0,0 ∞−=ℜ−       ℜ=ℜ∗ \{ }0  
 

Ejercicio: Dada la función ( ) .122 +−= xxxf  
a) Calcula la imagen de 2x =  y 3.x −=  
b) Calcula la antiimagen de 4 y de 25. 

NÚMERO 
(x) 

SU DOBLE 
(y) 

-2 -4 
-1 -2 
0 0 
1 2 
2 4 
3 6 

… … 
x 2x 
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TIPOS DE FUNCIONES: 
 

( )

( )⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧
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32ln)(
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72)(

12
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272)(
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xtgxfRICASTRIGONOMÉT

xxfASLOGARÍTMIC

xfLESEXPONENCIA

TESTRASCENDEN

xxfESIRRACIONAL

x

xxfRACIONALES

xxxfSPOLINÓMICA

SALGEBRAICA

FUNCIONES

x

 

Podemos tener funciones como  ( )
x

exxf
x

cos
)4ln(

3
2 +−

=  mezcla de varios tipos de trascendentes. 

Recuerda: Una gráfica corresponde a una función cuando cada recta paralela al eje de ordenadas 
corta a la gráfica, a lo sumo, una sola vez. 
 
 
 
  
      
            Sí es función               No es función                          Sí es función              No es función 
 
CÁLCULO DE DOMINIOS:  
Si la función viene dada por su expresión matemática es conveniente obtener su dominio para así 
saber dónde está definida. 
 
El dominio de una función debe estar formado por los valores de x para los que tiene sentido 
sustituir en su expresión analítica. 
 
En el cálculo de dominios debemos evitar los valores de x que: 
  Anulan denominadores (división por cero). 

Dan lugar a raíces de índice par de números negativos. 
Dan lugar a logaritmos de números no positivos. 
 

Ejemplos: 
( ) 2) 2 ++= xxxfa     

( )
x

xxfb 13) −
=  

( )
7
32)

+
−

=
x
xxfc  

( ) ( )( )53
)

−−
=

xx
xxfd

( )
9
54) 2 −

−
=

x
xxfe  

( )
9
54) 2 +

−
=

x
xxff  

( )
127

74) 2 +−
−

=
xx

xxfg

( )
64

125) 23

2

−++
+−

=
xxx

xxxfh

( )
107

23) 24 +−
+

=
xx

xxfi

( )
107

23)
24 +−

+
=

xx
xxfj

( ) xxfk =)  

( ) 1) −= xxfl  

( )
1

1)
−

=
x

xfm  

( ) xxfn 23) −=  

( )
x

xxfñ
23
72)

−
+

=  

( ) 25) 2 −= xxfo     

( ) 225) xxfp −=

( ) 25) 2 += xxfq

( ) 4 2 127) +−= xxxfr

( ) 3 2 127) +−= xxxfs

( )
127

1)
2 +−

=
xx

xft

( )
32

4)
+
−

=
x

xxfu  

( )
xx

xxfv
5
3) 2 −

−
=  

( ) ( )115ln) −= xxfw

( ) 9log) 2 −= xxfx

( )
1
1ln)

−
+

=
x
xxfy  
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2. MONOTONÍA Y EXTREMOS. ACOTACIÓN 
2.1. MONOTONÍA 

 
• f  es estrictamente creciente en un intervalo abierto ),,( ba si 

para cualquier pareja de números reales ( )badc ,, ∈   se  
cumple  que ( ) ( ).dfcfdcsi <⇒<  

 
• f  es estrictamente decreciente en un intervalo abierto 

),,( ba si para cualquier pareja de números reales 
( )badc ,, ∈   se  cumple  que ( ) ( ).dfcfdcsi >⇒<  

 
• Si f  es estrictamente creciente o estrictamente decreciente 

en un intervalo abierto ),,( ba  diremos que f  es  
estrictamente monótona en ).,( ba  

 
2.2. EXTREMOS RELATIVOS Y ABSOLUTOS 

 
• f  tiene un máximo relativo (o local) en a  si existe un 

entorno de a , ( )rara +− , , en el que:                  

                        
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

<⇒>
<⇒<

afxfaxsi
afxfaxsi

 

 
• f  tiene un mínimo relativo (o local) en a  si existe un 

entorno  de a , ( )rara +− , , en el que:  

          
( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

>⇒>
>⇒<

afxfaxsi
afxfaxsi

 

 
•  Si f  presenta un máximo o un mínimo relativo en   a  

diremos que f  presenta un extremo relativo en a . 
 

• f  tiene su máximo absoluto (o global) en a  si:  
        ( ) ( ) ( )fDomxafxf ∈∀≤  
 

• f  tiene su minino absoluto(o global) en a  si: 
        ( ) ( ) ( )fDomxxfaf ∈∀≤  

• Si f presenta un máximo o un mínimo absoluto en a  
diremos que f  presenta un extremo absoluto en a . 

 
Fíjate:  

               Podemos encontrar mínimos relativos con valor mayor que máximos relativos y viceversa. 
               Un extremo absoluto puede alcanzarse en uno o varios puntos distintos o bien no alcanzarse. 

  
Extremos relativos→Concepto local              Extremos absolutos→Concepto global 

     
2.3. FUNCIONES ACOTADAS 
 

• f  está acotada superiormente si existe un número real 
M  tal que:             

            
                       ( ) ( )fDomxMxf ∈∀≤  
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• f  está acotada inferiormente si existe un  número real 

N  tal que:   
( ) ( )fDomxxfN ∈∀≤  

                                               
                                                              

                            
• f  está acotada si lo está superior e inferiormente, es 

decir, existen  dos números reales M y N  tales que: 
          

( ) ( )fDomxMxfN ∈∀≤≤  
 

 
Observa:  
En las figuras anteriores, la menor de las cotas superiores (llamada supremo) coincide con el 
máximo absoluto de la función. Del mismo modo, la mayor de las cotas inferiores (llamada 
ínfimo) coincide con el mínimo absoluto. 
 
Sin embargo, puede que una función esté acotada superiormente y/o inferiormente y sin embargo 
no tener máximo ni mínimo absolutos como en el siguiente ejemplo. 

 
      
        Cota superior: M = 1.8 
        Cota inferior: N = -1.8 
        Sin embargo no tiene extremos absolutos ni relativos. 
 
 

 
3. SIMETRÍA Y PERIODICIDAD 

3.1. FUNCIONES SIMÉTRICAS 
 

• f  es simétrica respecto del eje de ordenadas (OY) si:            
         

( ) ( ) ( )fDomxxfxf ∈∀=−  
 

Se dice que f  es una función par. 
                    

• f  es simétrica respecto del origen de coordenadas O(0,0) si:            
            

( ) ( ) ( )fDomxxfxf ∈∀−=−  
 

Se dice que f  es una función impar. 
 

Ejemplo 1: Estudia las simetrías de las siguientes funciones: 

                    a)                                            b)                                    c)                                  

         

 
 
 
Ejemplo 2: Estudia, analíticamente, si estas funciones presentan algún tipo de simetría.
                    ( ) 26) xxxfa −=     ( ) xxxfb 2) 3 −=    ( ) xxxfc 2) 5 +=    ( ) 23) xxxfd −=              

                                                     

  -x                         x     

    f( -x)     f( x)         

 -x                                     x    

    f( x)   

 f( -x)     
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3.2. FUNCIONES PERIÓDICAS 
f es periódica de periodo T, si existe un número real T tal que:   

( ) ( ) ( )fDomxxfTxf ∈∀=+  
  Fíjate: 2T, 3T… también son periodos de T. 
  A T se le llama periodo principal. 
 

 
 

4. OPERACIONES CON FUNCIONES 
Dadas dos funciones f  y g, se define:   
 Suma de f  y  g: ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf +=+  ( ) ( ) ( )gDomfDomgfDomx ∩=+∈∀  

Diferencia de  f   y  g: ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf −=−  ( ) ( ) ( )gDomfDomgfDomx ∩=−∈∀  
Producto de k ℜ∈  y  f: ( )( ) ( )xfkxkf ⋅=  ( ) ( )fDomkfDomx =∈∀  

 Producto de  f  y  g: ( )( ) ( ) ( )xgxfxgf ⋅=⋅  ( ) ( ) ( )gDomfDomgfDomx ∩=⋅∈∀  

 Cociente de  f  y  g: ( ) ( )
( )xg
xfx

g
f

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 ( ) ( )gDomfDom

g
fDomx ∩=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈∀   con ( ) 0≠xg  

 

Ejemplo 1: Si ( ) 253 2 +−= xxxf  y  ( ) ,4+= xxg  calcular: 

  gfa +)     gfb −)     fc 3)    fd −)    gfe ⋅)    
g
ff )     gfg 32) +    

f
h 1)  

Ejemplo 2: Si ( ) 22 −= xxf  y  ( ) ,
4−

=
x

xxg  calcular: 

  gfa +)     gfb −)    gfc ⋅)    fd ⋅3)    
g
fe)     gff 35) −    

g
g 1)    gh −)  

5. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES 
Consideremos las funciones ( ) xxf =   y   ( )

x
xg 1
= . 

              16                           A 16 le hemos aplicado f : ( ) 41616 ==f . 

      ( ) xxf =                     A  4 le hemos aplicado g: ( ) .
4
14 =g  

                4                                
 
    ( ) xxg /1=  
 

                    1/4                                                      
                                                                                                                                                       16 
Pretendemos construir una nueva función que transforme 16 en 1/4 directamente: 

         ( ) xxf = ( )( ) ( )
x

xgxfg 1
==⇒  ( )( )

4
1

16
116 ==⇒ fg                        ( )( )

x
xfg 1
=o  

Esta nueva función se representa por fg o y se denomina composición de f  y  g.                    1/4 
                                                                                                                                    
                                        ( )( ) ( )( )xfgxfg =o     ( ) ( ) ( ) ( ){ }gDomxffDomxfgDom ∈∈= /o  
Observación:  

→fg o Se lee  f  compuesta con  g. 
→gf o Se lee  g compuesta con  f. 

En general, fggf oo ≠ , es decir, no cumple la propiedad conmutativa. 

( ) ( )( ) ( )
4
141641616 ==⎯→⎯=⎯→⎯ gfgf gf     

 
                      fg o  

Esta función ( ) xxf cos=  es 
periódica de periodo π2=T  
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Ejemplo: Si ( ) xxxf 52 −=    ( ) .xxg =  
a) Obtén ( )( )9fg o  sin calcular la función .fg o   

( )( ) ( )( )
( )

( ) 6363699
369

====
=
↑

gfgfg
f

o  

b) Calcula ( )( )9fg o obteniendo previamente .fg o  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) xxxfgxxxxgxfgxfg 555 222 −=⇒−=−== oo  

( )( ) 6369599 2 ==⋅−=⇒ fg o  
c) Calcula .gf o  

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) xxxxxfxgfxgf 55
2

−=−===o  
Observa: fggf oo ≠  

 

Ejercicio: Obtén gf o , fg o , ff o  y  gg o  en los siguientes casos: 
a)  ( ) 12 += xxf     ( ) .3xxg =  
b) ( ) 14 += xxf     ( ) .2xxg =  

c) ( ) 12 += xxf     ( ) .
1

1
−

=
x

xg  

d) ( ) 2+= xxf     ( ) .1
x

xg =  
 

6. FUNCIÓN INVERSA 
Dada la función ( ) 32 −= xxf  busco otra función que “actúe al revés”. 
                   4                                                                                           5   
                      
 
           ( ) 32 −= xxf                                                                               ( ) ?1 =− xf  
 
                      5                                                                                                   4 
 
Para obtenerla seguimos los siguientes pasos: 

1º) Escribo: 32 −= xy                                                                                     f  

2º) Despejo x:  
2

3+
=

yx             1−f  

3º) Cambio x  por  y  y viceversa: 
2

3+
=

xy  

4º) Cambio y por ( ):1 xf −  ( )
2

31 +
=− xxf  

A 1−f  se le llama función inversa (o recíproca) de la función .f                        
 
No todas las funciones tienen inversa. Únicamente las que son inyectivas.       
 

Propiedad 1: Las gráficas de f  y  1−f  son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer 
cuadrante, es decir, la recta xy =  . (Observa la gráfica del ejemplo anterior). 

 

Propiedad 2: ( )( ) ( )( ) xxffxff == −− oo 11 . En este caso la composición es conmutativa. 
 

En el ejemplo anterior: 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) xxffxxxxfxffxff

xxffxxxxfxffxff

=⇒=
/
/

=
/+/−

=−==

=⇒=−+=−
/
+

/=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

==

−−−−

−−−

oo

oo

1111

111

2
2

2
33232

333
2

32
2

3

 

   Recuerda: 
f  inyectiva  si     

)()( yfxf =  
yx =⇒  

 

 
Inyectiva 

 
No inyectiva 

 

( ) 32 −= xxf  

       
 4                            5 
      
               ?¿ 1−f  
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Ejemplo 1: Calcula 1−f  en los siguientes casos y comprueba que iffff == −− 11 oo . 
a) ( ) 63 −= xxf  

( ) 313

333

66

;666

+=⇒+=

+=⇒+=⇒−=
− xxfxy

yxyxxy
 

 

Veamos que  iffff == −− 11 oo  

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) xxx

xfxffxff

xxx

xfxffxff

=/−/+=−+=

=+==

==/+/−=

=−==

−−

−−−

6666

6)(

66

6

33

311

3 33 3

3111

o

o

 

b) ( ) 52 −= xxf  

c) ( )
62

1
+

=
x

xf  
d) ( )

2
1

−
+

=
x
xxf  

e) ( ) 132 += xxf  
 

Ejemplo 2: Si ( ) 2xxf =  obtén, si es posible, 1−f . 
 

                     
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒=

−

−

xxf

xxf

xy

xy

yx

yx
xy

1

1
2   ¿Cuál elegimos? 

                          Esto ocurre porque f  no es inyectiva. 
                          En este caso podemos descomponer  f   en dos tramos en los que       
                          sí lo es y tendrá su inversa respectiva en uno de ellos: 

 
( ) 2xxf =  en [ )+∞,0 ( ) xxf =⇒ −1  

( ) 2xxf =  en ( ]0,∞− ( ) xxf −=⇒ −1  
 

Observa las gráficas en cada tramo: 
 

                                                            
 

Fíjate:  
( ) ( ) abfbaf =⇒= −1    

 
 
 
 
 
 
 
 
 

f 

f -1 

 

Recuerda: 
xxi =)(  es la 

función identidad 

  No es una función 

f 

f 

f -1 
 

f 

f -1 


