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UNIDAD 6| FUNCIONES REALES. PROPIEDADES GLOBALES
1. CONCEPTO DE FUNCION. DOMINIO Y RECORRIDO

Recuerda que hay distintas formas de expresar una “‘funcion”.

Enunciado o descripcion verbal: A cada nimero se le hace corresponder su doble.

Tabla de valores: Expresion analitica de la relacion Grdfica:
. o formula matemdtica:
NUMERO | SUDOBLE y=2x
x) 0 y=2x obien: f(x)=2x 21
2 -4
-1 -2 De este modo:
0 0 f(2)=2-2=4, 1
1 2 f(4)=2-(~4)=-8
2 4 .
3 6
Esto es un ejemplo de FUNCION.
X 2x

Son distintas formas de expresar una relacion entre dos magnitudes de manera que a cada valor de
la variable x le corresponde un UNICO valor de la variable y.

Al tinico valor de y que le corresponde a x se le llama imagen de x.
Al valor de x cuya imagen es y, lo llamamos original de y o antiimagen de y.

) _ Laimagende9es18
En el ejemplo anterior:  f(9) =18 = .
La antiimagen de 18 es 9

Una FUNCION entre dos conjuntos numéricos A y B es una correspondencia que asigna a cada
elemento x de 4, a lo sumo, un Unico elemento y de B.

x— Variable independiente.

y—> Variable dependiente (depende de x).

A — Conjunto inicial (donde toma valores la variable independiente).

B — Conjunto final (donde toma valores la variable dependiente).

Dominio de una funcién: Conjunto de valores que toma la variable independiente x. Se denota
por Dom(f) y es un subconjunto de A. También se llama campo de existencia de la funcion.

Recorrido o imagen de una funcién: Conjunto de valores que toma la variable dependiente y. Se
denota por Rec(f) o también Im(f). Es un subconjunto del conjunto final B.

Si el conjunto inicial y final de una funcion es ‘R, se llama funcién real de variable real.
Se escribe:
f:Dom(f)——>NR

x b y=f(x
Nos ocuparemos exclusivamente de este tipo de funciones.

Dom(f)c R

Ejemplo:
a) [ R—>NR by f:[0,+0)—R

x> f(x)=x x> f(x)=+x
Notacion: R* =(0,+0) R =[0,+0) R =(-0,0) R, =(-0,0] KR =R\{0}

Ejercicio: Dada la funcion f (x) =x>—2x+1.
a) Calcula la imagende x=2 y x=-3.
b) Calcula la antiimagen de 4 y de 25.
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TIPOS DE FUNCIONES:

POLINOMICAS — f(x)=2x" +7x—2

3x-2

2x’ +1

FUNCIONES IRRACIONALES — f(x)=~2x—-7

EXPONENCIALES — f(x)=2"""

TRASCENDENTES{ LOGARITMICAS — f(x) = In(2x +3)

TRIGONOMETRICAS — f(x) = tg(x +4)

3

, In(x*> —4)+e* o
Podemos tener funciones como f° (x) =————— mezcla de varios tipos de trascendentes.
COSX

Recuerda: Una grafica corresponde a una funcion cuando cada recta paralela al eje de ordenadas
corta a la grafica, a lo sumo, una sola vez.

Y
velocidad /
m :
I " tiempo

St es funcion No es funcion St es funcion No es funcion

CALCULO DE DOMINIOS:
Si la funcion viene dada por su expresion matematica es conveniente obtener su dominio para asi
saber donde esta definida.

El dominio de una funcion debe estar formado por los valores de x para los que tiene sentido
sustituir en su expresion analitica.

En el calculo de dominios debemos evitar los valores de x que:
Anulan denominadores (division por cero).
Dan lugar a raices de indice par de nimeros negativos.
Dan lugar a logaritmos de numeros no positivos.

Ejemplos:

a) f(x)=x"+x+2 i)f(X)=—3x+2 q) f(x)=+x> +25
3x—1 xt=7x* +10 A2

b)f(x): 35 42 r)f(x): x =Tx+12

X _—
d)fx):(; D f(x)=vx-1 Vx? =Tx+12

x—3)(x—5) ) -
e)f(x)=4f_; m)f(x):«/x_l 0 S ()= 2x+3
x* =
_ n) f(x)=~3-2x _x-3
f)f(x):if_i_; ) ( )_ et T V)f(x) x2_5
4x—7 NIW= Ry w) f(x)=In(5x-11)
g)f0j2x2—7x+12 0) f(x)=+x*-25 x) f(x)=logx* -9
h) f(x)= 5x7 = 2x+1 ) f(x)= 252 ») f(x):lnx—H
X +4x* +x-6 x—1
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2. MONOTONIA Y EXTREMOS. ACOTACION
2.1. MONOTONIA

IES Padre Poveda (Guadix) - Matemadticas Aplicadas a las CCSS 1

e [ es estrictamente creciente en un intervalo abierto (a, b), si
para cualquier pareja de numeros reales c,d € (a, b) se
cumple que sic<d = f(c)< f(d)

e [ es estrictamente decreciente en un intervalo abierto
(a,b),si para cualquier pareja de nameros reales

c,d e(a,b) se cumple que sic<d= f(c)> f(d).

e Si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente

en un intervalo abierto (a,b), diremos que f es

estrictamente mondtona en (a, b).

2.2.EXTREMOS RELATIVOS Y ABSOLUTOS

3
Y| Maximo relativo e [ tiene un mdximo relativo (o0 local) en a si existe un

entorno de a, (a—r, a+r),en el que:
{six<a:>f(x)<f(a)
six>a= f(x)< f(a)

e [ tiene un minimo relativo (o local) en a si existe un

3
Y[ Minimo relativo entorno de a, (a -r,a+ r), en el que:

{six<a:>f(x)>f(a)
six>a= f(x)> f(a)

> e Si f presenta un maximo o un minimo relativo en a

diremos que f presenta un extremo relativo en a.

e [ tiene su mdximo absoluto (o global) en a si:

f(x)< fla) ¥ xeDom(f)

Y X0 ABSOLUTO

e [ tiene su minino absoluto(o global) en a si:

fla)< f(x) ¥ xeDom(f)

m@ A?OL[‘TO e Si f presenta un maximo o un minimo absoluto en a

R Gy B O Oy

! L I I L L
N 123¢56789n0"
Fijate:
Podemos encontrar minimos relativos con valor mayor que méximos relativos y viceversa.
Un extremo absoluto puede alcanzarse en uno o varios puntos distintos o bien no alcanzarse.

diremos que f presenta un extremo absoluto en a.

Extremos relativos — Concepto local Extremos absolutos — Concepto global
2.3. FUNCIONES ACOTADAS
K 3
1} e [ estd acotada superiormente si existe un namero real

M tal que:

f(x)SM VxeDom(f)

0 X
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-~
E e [ estd acotada inferiormente si existe un niimero real
N tal que:
N< f(x) VxeDom(f)
Nf---2
O X

e f estd acotada si lo esta superior e inferiormente, es
decir, existen dos nimeros reales My IV tales que:

N<f(x)<M V¥ xeDom(f)

0 X

Observa:

En las figuras anteriores, la menor de las cotas superiores (llamada supremo) coincide con el
maximo absoluto de la funcidon. Del mismo modo, la mayor de las cotas inferiores (llamada
infimo) coincide con el minimo absoluto.

Sin embargo, puede que una funcion esté acotada superiormente y/o inferiormente y sin embargo
no tener maximo ni minimo absolutos como en el siguiente ejemplo.

Cota superior: M = 1.8
Cota inferior: N =-1.8
Sin embargo no tiene extremos absolutos ni relativos.

3. SIMETRIA Y PERIODICIDAD
3.1. FUNCIONES SIMETRICAS

S} f(x) e f essimétrica respecto del eje de ordenadas (0Y) si:

f(—x):f(x) ‘v’xeDom(f)

1
1
1
]
|
|
1 -
-X x Se dice que [ es una funcion par.

e f essimétrica respecto del origen de coordenadas 0(0,0) si:

x| ‘k_‘__‘«'““";{ x f(_ X) B _f(X) e Dom(f)
f--"="="- S(-x) Se dice que [ esuna funcion impar.

Ejemplo 1: Estudia las simetrias de las siguientes funciones:

a) Y b) Y ) ¥

A~ | :

Ejemplo 2: Estudia, analiticamente, si estas funciones presentan algun tipo de simetria.

a) f(x)=x*—x* b) flx)=x’-2x ¢) f(x)=x"+2x d) f(x)=x"-x°

v
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3.2. FUNCIONES PERIODICAS
[ es periédica de periodo T, si existe un namero real T tal que:

f(x+T):f(x) VxeDom(f)

Fijate: 2T, 3T... también son periodos de T.
A T se le llama periodo principal.

Esta funcion f(x) =COoSX es
periodica de periodo T =2rx

/\,/’\,/,\,

4. OPERACIONES CON FUNCIONES

Dadas dos funciones f' y g, se define:

Sumadef y g (f+g)x)= f(x)+g(x) ¥ x&Dom(f +g)=Dom(f) Dom(g)
Diferencia de f y g: (/ ~g)x)=/(x)-g(x) ¥ x e Dom(f ~g)=Dom(f) Dom(g)
Productode k cR y f: (kf)(x)z k-f(x) V xe Dom(kf)z Dom(f)

Productode f y g: (f-g)x)=/(x)-glx) ¥ x & Dom(s - g)=Dom(f) Dom(g)

Cociente de £y g @@p% v xeDom[Q:Dom( ) Domlg) con g(x)#0

Ejemplo 1: Si f(x)=3x2—5x+2 y g(x)=x+4, calcular:
a)f+g b f-g o3f d)-f ef-g f)g g)2f+3g h)%

Ejemplo 2: Si | (x) =x’-2y g(x) = , calcular:

a)f+g b f-g of-g d)3-f e)g f)5f-3g g)é h)-g

5. COMPOSICION DE FUNCIONES
Consideremos las funciones f (x) = \/; y g(x) =—

i 1+6 A 16 le hemos aplicado f: f(16)=\/E=4
f(x) = 3 X A 4 le hemos aplicado g: g(4) l
v 4
/ 4\ 1
Y 16— £(16)=4——g(f(16))=g(4) =
glx)=1/x ~_ 7 4
/3
1/4 gef
16
Pretendemos construir una nueva funcién que transforme 16 en 1/4 directamente: \
1 1 1
—Jx = g(f()=glx )= = g(£(16)=——=1 o FYx)=
1=V = gl =gbfx)=—= = glrlt6) === (e 1))
Esta nueva funcion se representa por g o f y se denomina composicién de /'y g. / 1/4\

(gofNx)=g(f(x))] Dom(ge f)=1{xe Dom(f)/ f(x)e Dom(g)}

Observacion:
go f —Selee f compuesta con g.

fog—Selee g compuesta con f.
En general, fog # go f, es decir, no cumple la propiedad conmutativa.
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Ejemplo: Si f(x)=x"-5x g(x)= Jx.
a) Obtén (g ° f)(9) sin calcular la funcién go f.

(g0 £)9)=2(/(9)) T 2(36)=+36=6

1036
b) Calcula (gof)(9)obteniendopreviamente gof.

(go/)x)= g/ (x))=glx* =5x)=Vx> = 5x = (g0 /o) =" =5x
= (g0 f)9)=v9>-5-9=36=6

¢) Calcula fog.
(fog)n)=/(g(x))= f(Vx)= (W ~svx =x-5Vx
Observa: fog#go f

Ejercicio: Obtén fog,gof,fof y gog enlos siguientes casos:
@) fx)=2x+1 glx)=x".
b fx)=x*+1 g(x)=x"

o fl)=r+1 gl

X

1
-1
B f)=Nxr2 glo)=—.

6. FUNCION INVERSA

Dada la funcion f (x) =2x—3 busco otra funcion que “actie al revés”.

Recuerda:
f inyectiva si
fx) =1

=>x=y

Inyectiva

No inyectiva

4 5
v }x)ig‘ v
flx)=2x-3 4 5
* \_/
/ 5 \ of 7
Para obtenerla seguimos los siguientes pasos:
1°) Escribo: y=2x-3
+3
2% Despejox: x = yT
_l_
3°) Cambio x por y y viceversa: y = al 5 3
+ T
4°) Cambio y por f ' (x): f (x) 2 5 3 7

-1 er . 7 sz "'
A [ sele llama funcién inversa (o reciproca) de la funcion f.
No todas las funciones tienen inversa. Unicamente las que son inyectivas.

Propiedad 1: Las graficasde f y f ! son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer
cuadrante, es decir, la recta y =x . (Observa la grafica del ejemplo anterior).

Propiedad 2: ( fof™ Xx) = ( flof Xx) = x. En este caso la composicion es conmutativa.

En el ejemplo anterior:

2 yJ
2x—3+3 _Z_x_
2 2

(f"f_lxx):f(f_](x))zf(x+3j:2x+3—3:x+3—3:x:>(fof‘lxx):x

(o s )o)=r"(r(x))= £ (2x-3)= x= (7o f)n)=x
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Ejemplo 1: Calcula ™" en los siguientes casos y comprueba que ' o f = fo f™' =

@) f(x) B Recuerda:
i(x)=x esla
3 3 .
Y=Xx-—6=>x =y+6=>x=3/y+6; funcién identidad

y=Ax+6= 1" (x)=VYx+6
Veamos que f_IOf f of =i
(7o )= ()= ~6)=
=x’—6+6 \/_ X
(7o )= 107" (e) = W+6)-

:({/E)B—6:x+6—6:x

b f(x)=2x-5 x+1
| 9 fx)="7 /]
o flx)

2x+6 e f (x)=23“‘

Ejemplo 2: Si f(x) = x7 obtén, si es posible,

x=yy {y Jx {fl(X)=\/;
x==y S )=

Esto ocurre porque f no es inyectiva.

En este caso podemos descomponer f en dos tramos en los que
si lo es y tendra su inversa respectiva en uno de ellos:

y =x'= (Cudl elegimos?

. No es una funcion

f(x)=x" en [0.400) = £ (x)=x
fx)=x" en (-0,0]= £ (x)=—x

Observa las graficas en cada tramo:

K
/" 41 e
’
a4 fl f -
/’, ,’
’ ’
i 2 .~
2 ’/ 1 /’
’ f ',/
’
(/ ’
0 ¥z T
2 Lo 2 1 2 2 4
¢ ’ . |
f
e 2 ’ 2
’ ’
1, I,
Fijate
fla)=b=17()
Departamento de Matemdticas 7 Bloque II: Anadlisis de Funciones

Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 6: Funciones Reales. Propiedades Globales



