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UNIDAD 6| DETERMINANTES

1. DETERMINANTE DE ORDEN UNO

Dada una matriz cuadrada de orden uno A= (a 11)3 se define el determinante de A,y se

escribe det(A) o bien |A| , como el ntimero real:

det(A) = |A| = |a11| =a,

2. DETERMINANTE DE ORDEN DOS

a, 4y

Dada una matriz cuadrada de orden dos A :( j, se define el determinante de A

) A4y

como el namero real:

det(4)=|d|=|"

dy Ay

Ejemplos: A=|> " det(A4) 2
emplos.: = (] =
Jemp 305 3

B=[14 ‘12] det(B):‘M _2‘:14.1—(—2)-(—7):0

-7 -7 1

3. DETERMINANTE DE ORDEN TRES

Dada una matriz cuadrada 4 de ordentres 4=|a,, a,, a,; |,se define el determinante
a3 Ay A

de A como el nimero real:
det(A) = 0,00y + A1 0305, + Q130505 — Q130,05 — A)Ay305, — A),Ay,A55

Es facil de recordar si utilizamos la REGLA DE SARRUS:
Productos que “suman” Productos que “restan”

i i

/./.
r e [,

I 2 -1 1 2 -
Ejemplo: A=|3 1 2|= def(4)=[3 1 2/=3+8+3-(-2-2+18)=14-14=0
2 -1 3 2 -1 3
31 2
Ejercicio 1. Calcula el siguiente determinante: 2 —1 3 Solucion: 5.
I -1 1
30 -2 1 1 1
Ejercicio 2. Resuelve las siguientes ecuaciones: @)| 1 x  2/|=0 b)|1 x 1[{=0
-1 1 x 11 x°
Solucion: a) x =2; x = —% byx=1; x=-1.
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4. DETERMINANTE DE ORDEN SUPERIOR

Dada una matriz cuadrada 4 y un elemento cualquiera a ; - Definimos:

Menor complementario de a; : Determinante de la matriz que se obtiene al suprimir en A la

fila 7 y la columna j. Se representa por M .

Adjunto del elemento a;: A; = (— 1)”’ M.

y g

C s+ par:>(—1)”j:1
Es decir, o
si i+ ) impar=>(-1)" =-1

2 -1 1 2
. : 6 1 0
Ejemplo: Dada la matriz 4= L1 3 calcula M, ,M,,M,;, y M,, y sus
2 -1 01
respectivos adjuntos.
-1 1 2 2 1 2 2 -1 2 2 -1 1
M, =|-1 -1 3/=-3; M, =3 -1 3/=5 M,=]3 -1 3=-1, M,,=3 -1 —-1l=-1
-1 0 1 2 01 2 -1 1 2 -1 0

Adjuntos: 4, =3; A, =35, Ay=1, A4,=-1

CALCULO DE UN DETERMINANTE DE ORDEN SUPERIOR. DESARROLLO
POR LOS ELEMENTOS DE UNA LINEA (FILA O COLUMNA)

El determinante de una matriz A es igual a la suma de los elementos de una linea cualquiera
multiplicados por sus adjuntos:

det(4d)=a,- A, +a,-A,+...+a,-A,| (Desarrollo por una fila)

det(4)= a;A;+a,;-4,,+...+a, - 4,| (Desarrollo por una columna)

Ejemplo: Calcula el determinante de la matriz A4 del ejemplo anterior.
Si desarrollamos por los elementos de la segunda fila,

det(A): Ay Ay +ayy - Ayy + a3 Ay + Ay Ay =
=1:346-5+1-1+0-(-1)=3+30+1+0 =34

Observacion: Conviene desarrollar por una linea que tenga el mayor nimero de ceros, ya
que de este modo se calculan menos adjuntos.

5 2 -2 3
. _ 0 0 4 -6
Ejemplo: Calcula el determinante de la matriz 4 = 0 5 ! 3
-7 -4 0 -1
Desarrollamos por los elementos de la primera columna,
0 4 -6 2 -2 3
M, =12 1 3/=-64 M, =0 4 —6=36=4,=-644, =-36
-4 0 -1 2 1 3

det(4)=a,, - 4, +a, - A, =5-(-64)+(~7)-(-36)= —68

Comprueba que se obtiene el mismo resultado si se desarrolla por la segunda fila.
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5. PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES. APLICACIONES:
METODO DE GAUSS

Dada una matriz cuadrada A4 :
P.1.5i una fila o columna es combinacion lineal de otras = det(A) =0.

En particular, si una fila o columna es proporcional a otra = det(A) =0.

1 4 -4 1 4 -4
Ejemplos: det(4)=[2 1 =02 1 1 |=0
3 5 -3 1+2 441 —4+1
1 23 1 2 31
det(B)=2 1 6.5,p 1 32=0
369 36 33
P.2.Si todos los elementos de una fila o columna son cero = det(4)=0.
7 00
Ejemplo: det(4)=|1 -1 0/=0
4 20

P.3.Si se suma a una fila o columna una combinacion lineal de otras filas o columnas el
determinante no varia.

-3 1 -1
Ejemplo: det(d)=| 0 4 1|=-34
1 -1 3
-3 1 —1+3-(-3)+21 |-3 1 -8
0 4 1430424 |=| 0 4 =34
1 3+431+2-(-1) |1 -1 4

C;+3C+2GC,

P.4.S5i se intercambian entre si dos filas o columnas el determinante cambia de signo.

1 0 2 0 1 2
Ejemplo: | 2 -3 1|=-3 —92% 5 -3 2 [|=3
-1 10 1 -1 0

P.5.5i todos los elementos de una fila o columna se multiplican por un nimero k,
entonces el determinante de la nueva matriz queda multiplicado por ese niimero k .

a,  4p 4 k-a, a, a;
A=|a, a, ay B=\k-a, a, a,|= det(B) =k- det(A)
a3 Gy Ay k-ay ay, as;
5 1 0 2.5 1 0
Ejemplo:det(4)=|3 2 4/=64; det(B)=[2-3 2 4{=128; det(B)=2-det(4)
I -3 0 2.1 =3 0

Como consecuencia de esta propiedad: det(k - 4)=k" -det(4) siendo ord(A4) = n.

P.6.Si los elementos de una fila o columna se descomponen en dos sumandos, su

determinante puede descomponerse en suma de los determinantes de dos matrices, del
siguiente modo:
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a+a" b c¢| la b ¢ |[d b c
d+d" e fl=ld e fl+|d" e f
g+g h i| |g h il |g h i
I+2 1 3 {1 1 3 2 1 3
Ejemplo: 3+4 0 2|=3 0 2[+4 0 2
2+1 2 -1 2 2 -1 (1 2 -1
| 43 - 21 ’ 2 ’
P.7. det(At ) = det(A), es decir, el determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta
1 0 3 1 2 3
Ejemplo: det(4)=2 -2 —1|=21 det(4')=j0 -2 1]=21
3 1 2 3 -1 2
q 1
P.8. det(A ): m

P.9.Si A es triangular = det(d)=a,,-a,,-...-a
P.10. det(l,)=1

P.11. det(A-B)=det(4)-det(B)

P.12. det(4*)=[det(4)]

nn

Ejercicio: Sean A y B son matrices cuadradas con det(A)z 2,det(B)= 3 y ord(A)=ord(B)=3.
Caleula: @) [4B| b)[24] ¢)|4’| d)|4'B4| e)|47'B| 1)|4°|

CALCULO DE UN DETERMINANTE POR EL METODO DE GAUSS
e Aplicando las propiedades de los determinantes obtenemos una matriz triangular.
e También puede utilizarse para conseguir ceros en los elementos de una fila o columna
y desarrollar por ella.

3 5 =26
1 2 -1 1
Ejemplo: Halla el determinante de la matriz A = 5 4 1 con el método de Gauss.
37 5 3
35 -2 1 2 -1 1 1 2 -11
1 2 -1 1 35 -2 6H3 10 -1 1 3
det(4)= _ - " _
2 4 1 S5|reR 2 4 1 ngjg 0 0 3 3|A+R
37 53 37 53 0 1 80
I 2 -11 1 2 -1 1
0 -1 1 3 0o -1 1 3
- = - ~1-(~1)-3-(-6)=-18
0 0 3 3|A-35 |0 0 3 3
0 0 9 3 0 0 0 -6
2 -1
Ejercicio: Halla el determinante de lamatrizB=|3 2 —1| con el método de Gauss.
I 5

Solucion: det(B) =77.
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6. CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ POR DETERMINANTES

Menor de orden k de una matriz A: Cualquier determinante de orden k formado por elementos
pertenecientes a k filas y k columnas de la matriz A4 .

Propiedad: rang (A) =Orden del mayor menor no nulo (distinto de cero).

21 -1 3
Ejemplo 1: Calcula el rango de lamatriz 4={1 0 1 2
31 01

Solucion:
A lo sumo tiene rango 3 ya que dim(A) =3x4

Como =-120= rang(A) > 2 (es al menos 2).

Se comprueba si tiene rango 3: (se mantiene la submatriz anterior de orden 2)

2 1i -1 2 13
1O 1=0 pero || 0 2/=4%0= rang(4)=3
31 0 31 1
3 2 4
Ejemplo 2: Calcula el rango de lamatriz 4 =3 2 1
6 4 8
Solucion:
A lo sumo tiene rango 3 ya que Ord (A) =3
3 2 4
Como =0 pero 1‘ =90 rang(A) > 2 (es al menos 2).

Se comprueba si tiene rango 3:

Sin embargo, det(A) =0= rang(A) =2 (Observa que F; =2F))

1 0 1
Ejemplo 3: Dada lamatriz A=|2 1 m |, halla m para que rang(A) =2.
0 3 0
Solucion:
0
Como { =l= rang(A) es al menos 2.

Ademas, det(A) = 6—3m (Compruébalo)
Como rang(A)=2=>det(4)=0=6-3m=0=6=3m=>m =2

Ejerciciol: Calcula el rango de las siguientes matrices seglin el valor del parametro m .

1 3 0 I m 1
m 0 4
a)A=|1 m -1 b) B = coC=|1 1 m
3 0 6
0 2 m m 1 1
Solucion:
a)Si m#1 y m#z2=rangA)=3 b)Si m#z2=randB)=2 ¢)Si m#1 y m#-2=rang(C)=3
Si m=10 m=2=rang(A)=2 Si m=2=rangB)=1 Si m=-2=rang(C)=2
Si m=1=rang(C)=1
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Ejercicio 2: Calcula el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro a .

31 -4 6 1 2 3 1 -2 1
a)A=|1 1 4 4 byB=|7 1 1 c)C=|1 a 3
1 0 -4 a a 2 3 5 -1 a
Solucion:
a)Si a#l=rangA)=3  b)Si a#1=rang(B)=3 o)Si az—4 y az7=rang(C)=3
Si a=1=rang(A)=2 Si a=1=rang(B)=2 Sia=—-4 0 a=T=rang(C)=2

7. CALCULO DE LA INVERSA POR DETERMINANTES

Dada una matriz cuadrada A, se define la matriz adjunta de A como:

Adj(A) = (A,j) < Sus elementos son los adjuntos de la matriz 4

\Propiedad: A tiene inversa siy solo si det(A) #0

Por tanto, si det(4)# 0, se tiene que |4~ = ———|Adj(A)|’
( ) q det(A)[ ]( )]
Ejemplo: Determina si las siguientes matrices tienen inversa y, en caso afirmativo, calculala.
1 0 1
a)A=| 2 1 1
-1 2 2
Solucion:

Como det(A) =5 +# 0= A tiene inversa
Se obtiene la matriz adjunta de 4 y su traspuesta:

v | 1‘20 v 2 1| _q ‘2 1‘:5
11 2 2 12 _ 1 2 13 . 1 2
0 1 1 1 0 Menores de
M21:2 ‘:_2 M,, ‘_1 2‘:3 23_‘_1 2‘:2 orden 2
M =0 1=—1 M =l 1‘=—1 M =1 0‘—1
31 1 1 32 2 1 33 2 1
Elementos de la matriz adjunta (Aij es el adjunto del elemento a;; ):
A4,=0; A,=-5 A4,=5
A4,=2; A,=3; A,=-2
4, =-1, A4,=1, A4;=1
0 -5 5 0o 2 -1
Conlocual: Adj(4)=| 2 3 -2|=[4dj(4)]'=|-5 3 1
-1 1 1 5 =2 1
. 0o 2 -1 0 2 4
Portanto: 4'=—|-5 3 1|=|-1 % 1
> 5 -2 1 1 2 &
1 0 3
hB=|1 2 -1 Como det(B) =0 = B no tiene inversa
4 8 -4
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2 -1 3
Ejercicio: Comprueba que la matriz 4 =| 1 0 1 |tiene inversa. Calctlala.
4 -2 -1
Solucion:
. 2 =7 -1 ‘72 %
A'=—=| 5 -14 1= ‘75 2 ‘71
7
2 0 1) (2 0 2

MATRICES INVERTIBLES EN FUNCION DE LOS VALORES DE UN PARAMETRO

I 0 m
Ejemplo: Dada la matriz A=|m 1 1 | sepide:
I 1 -1

a) Halla los valores de m para los cuales la matriz 4 NO tiene inversa.
b) Halla su inversa para m = 1.

Solucion:
a) Como det(A4)=m>—m—2

=-1
Si A no tiene inversa = det(4)=0= m* —m -2 =0:>{m 5
m=

Por tanto, A no tiene inversa (es singular) si m=—-1 6 m=2.

-2 1 -1 1

L
2

=1
2
b) Sim=1 A7 __1 2 -2 0|=|-1 1 0| (Compruébalo)
2 0 -1 1 0 4 3
-1 -1 3
Ejercicio: Dada lamatriz A=| 0 2 k |. Averigua para qué valores de k la matriz
k 0 4
tiene inversa. Halla su inversa para k = 2.
Solucion: k # -4, k # 2.
84 -8) (33
Sik=2:>A_l:—i 4 -10 2|=|4 5 &
R R A

a, 4@ - 1 a, -—a
Observacion: Si A =( ! IZJ y Aesregular =47 = ( 2 ’ZJ
ay a4y det(A)\ —a,, a,

2 7
Ejemplo: Calcula, si existe, la matriz inversa de 4 = ( 5 3].

Solucion:
det(4)=41# 0= 4 tiene inversa.

S (3 =T (& 7

Por tanto: A~ = —( = 451 421

415 2) | 2
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