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              Derivación 
 
      f                            f´ 
 
               Integración 
    Derivación e integración   
       son procesos inversos. 

UNIDAD 3  INTEGRAL INDEFINIDA 
 

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCIÓN E INTEGRAL INDEFINIDA. 
PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA 
Dadas dos funciones ( )xf   y  ( )xF  definidas en un dominio D, decimos que: 

( )xF  es una primitiva de ( )xf  si   
( ) ( )xfxF =′  

Ejemplos: 
a) Si ( ) ,2xxf = entonces ( ) 2xxF =    ya que  ( ) ( ).2 xfxxF ==′  
b) Si ( ) ,cos xxf = entonces ( ) xsenxF =    ya que  ( ) ( ).cos xfxxF ==′  
c) Si ( ) ,cos xxf = entonces ( ) xsenxF += 5    ya que  ( ) ( ).cos xfxxF ==′  

 
Fíjate en el último ejemplo: Si la función primitiva tiene una constante, ésta “se pierde” al 
derivar ( ).xF   
Por tanto: 

  Si ( )xF  es una primitiva de ( ) ( ) kxFxf +⇒   también lo es 
  
Es decir, todas las primitivas de una función se diferencian en una constante. 
  
Integral indefinida de  f : Es el conjunto formado por todas las primitivas de la función .f  

 

                      ( ) ( )∫ ℜ∈+= kconkxFdxxf → Integral indefinida de f  respecto a x  

   ∫→Símbolo integral 

   ( )→xf Integrando 
   →dx Indica la variable respecto a la que estamos integrando 
   →k  Constante de integración 
 

A pesar de ser operaciones inversas, la derivación y la integración NO tienen el mismo grado de 
dificultad: 

Derivación: De modo mecánico se calcula la derivada de cualquier función 
“complicada”. 

Integración: Existen funciones sencillas, cuya integral no se puede expresar con    
                     funciones elementales, como por ejemplo: 

∫ dx
x

xsen
 

Propiedades de la integral indefinida: 

a) ( )[ ] ( )xfdxxf =′∫  

b) ( ) ( ) ℜ∈+=′∫ kkxfdxxf  

c) ( ) ( )[ ] ( ) ( )∫∫ ∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf    

d) ( ) ( )∫ ∫⋅=⋅ dxxfkdxxfk    
 

Ejemplo: Comprueba que ( ) 5xxF =  y ( ) 75 += xxG  son primitivas de la función ( ) .5 4xxf =  
Solución:  

( ) ( ) ( )xfxFxxF =′⇒=′ 45 , por tanto, F es una primitiva de  f. 
( ) ( ) ( )xfxGxxG =′⇒=′ 45 , por tanto, G es una primitiva de  f. 

                       Fíjate:  F y G  se diferencian en una constante. 
 

¡¡Cuidado!! 
( ) ( ) ( ) ( )∫ ∫∫ ⋅≠⋅ dxxgdxxfdxxgxf
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2. INTEGRALES INMEDIATAS 

 
 

Otras integrales inmediatas: 
kxdxxxtg +=• ∫ secsec                  kxecdxecxxg +−=• ∫ coscoscot  

 

k
a
xarcsendx

xa
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
• ∫ 22

1       k
a
xdx

xa
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−

−
• ∫ arccos1

22
 

 
 
 
     

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS 
Funciones simples Funciones compuestas 

∫ = kdx0   

∫ += kxdx   

∫ −≠∀+
+

=
+

1
1

1

nk
n
xdxx

n
n  k

n
fdxff

n
n +

+
=′⋅

+

∫ 1

1

         

∫ += kxdx
x

ln1
 ∫ +=

′
kfdx

f
f ln  

∫ += kedxe xx  ∫ +=′ kedxfe ff       

∫ += k
a

adxa
x

x

ln
 ∫ +=′⋅ k

a
adxfa

f
f

ln
 

∫ +−= kxdxxsen cos   ( )∫ +−=′⋅ kfdxffsen cos  

∫ += kxsendxxcos                ( )∫ +=′⋅ kfsendxffcos  

∫∫ == dxxdx
x

2
2 sec

cos
1

 

   ( ) kxtgdxxtg +=+= ∫ 21                   

( )∫∫ =⋅=
′

dxffdx
f

f ´sec
cos

2
2  

   ( ) kftgdxfftg +=′⋅+= ∫ 21  

∫∫ == dxxecdx
xsen

2
2

cos1
 

  ( )∫ +−=+= kxgdxxg cotcot1 2            

( )∫∫ =⋅=
′

dxffecdx
fsen

f ´cos 2
2  

   ( ) kfgdxffg +−=⋅+= ∫ cot´cot1 2  

∫ +=
−

kxarcsendx
x21

1
             ∫ +=

−

′
kfarcsendx

f
f

21
 

∫ +=
−

− kxdx
x

arccos
1

1
2

     ∫ +=
−

′− kfdx
f

f arccos
1 2

 

∫ +=
+

kxarctgdx
x21

1
 ∫ +=

+
′

kfarctgdx
f

f
21

 

k
a
xarctg

a
dx

xa
+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

+
• ∫

11
22
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Ejemplo: Halla una primitiva de la función ( ) xxxf 22 += , sabiendo que esa primitiva se anula 
para .1=x  
Solución:  

( ) ( ) kxxxFkxxdxxx ++=⇒++=+∫ 2
3

2
3

2

33
2  

Como ( ) 3
4

3
1 0101 −=⇒=++⇒= kkF    Por tanto: ( ) .

3
4

3
2

3

−+= xxxF  

 Ejercicio 1: Dada la función ,12)( 3 +−= xxxf calcula: 
a) La primitiva cuya gráfica pasa por el punto ).1,2(A  
b) La primitiva que se anula para .2=x  

 
Ejercicio 2: Determina )(xf  sabiendo que ,24)( xxf =′′′  ,0)0( =f  1)0´( =f  y .2)0( =′′f  

   
3. MÉTODOS BÁSICOS DE INTEGRACIÓN 

 
3.1. INTEGRACIÓN INMEDIATA Y POR DESCOMPOSICIÓN 
Función integrando→  Se expresa (si no es inmediata) como combinación lineal de funciones 

que sabemos integrar de modo inmediato, aplicando las propiedades de 
la integral indefinida. 

 
 Ejercicio 3: Calcula las siguientes integrales: 

∫ dxa 2)           ∫ dxxb 3)                ∫ dxxc
3

)               ∫ dxxd 72)           ∫ − dxxe 3)      

∫ dx
x

f 4

7)     
( )∫ −

dx
x

g 33
1)      

( )∫ −
dx

x
h 42

7)      ∫ dxxi 2
1

7)          ∫ dxxj
4
5)    

∫ dxxk 7)    ∫ dxxl 74)          ∫ dx
x

m
3
4)              ∫ +

dx
x

n
2

1)       ∫ +−
− dx
xx

xñ
63

32) 2    

( )∫ dxxseno 2)    ∫ dxep x4)        ∫ + dxeq x 74)            ∫ dx
x

r
3 2

1)        ∫ dx
x
xs

3 5
2)    

( )∫ +−+− dxxxxxt 37232) 245   ∫ +
dx

e
eu x

x

1
)         ∫ dxxxv 3)        ∫ dx

x
xsenw

cos
)   

∫ −
++− dx

x
xxxx

2
253)

23

     ∫ ++
++ dx

exsenx
exxy x

x

23

22 2cos3)      
( )

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ dxx

xxsen
xsenz cos

cos
2)  

 
Ejercicio 4: Calcula: 

∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+− dx

xxx
a 52

cos
5) 2      

( )
∫

− dx
x

xxb
2

2)      ∫ +
+ dx
x
xc 21

3)            ( )∫ + dxxd
2

2)                         

∫
− dx
x
xe 1)                              ∫

+ dxf x

xx

3
69)           ∫

++ dx
x

xxg 34)
3

   ∫ +
+ dx

x
xh 21

34)                           

∫
+ dx

x
xxi

3
5)

33

                  ∫ −
−+− dx

x
xxxj

1
435)

24

          ∫ +
++− dx

x
xxxk

1
253) 2

23

       

∫ dxxtgl 2)                              ∫ +
dx

x
xm

5
)                               ∫

+− dx
x
xxn 2

24 105)             

∫ ⋅
dx

xxsen
ñ 22 cos

1)                ∫ dxxo 2cos)                             ∫
−+ dx
x

xsenxp
cos

22cos3)
2
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Otros cambios de 
variable  
• Integral tipo: 

    dxxa∫ −
22

 
   Cambio: tsenax =   
   Ejemplo: 

      
sentx

dxx

3

9
2

=

∫ −
 

 
• Integral tipo: 

    dxax∫ −
22

 
   Cambio: txa cos=   
   Ejemplo: 

      

t
x

dx
xx

cos

2

4

1

22

=

−
∫

 

 
• Integral tipo: 

    dxxxsen
mn

cos∫  
Cambios: 
a) n impar: 
   xt cos=  
b) n par m impar: 
   xsent =  
c) n y m pares: 
   Se aplica: 

2

2cos12 x
xsen

−
=

2

2cos1
cos

2 x
x

+
=  

    

3.2. INTEGRACIÓN POR SUSTITUCIÓN (CAMBIO DE VARIABLE) 
Dada ( )∫ dxxf   “NO INMEDIATA” 

1) Realizamos el cambio de variable:  

  

( )

( )dxxgdt

xgt

′=
⇓

=

         o bien:        

( )

( )dttgdx

tgx

′=
⇓

=

 

   
2) Sustituimos en el integrando y calculamos la nueva integral. 
3) Deshacemos el cambio de variable. 

 
Ejemplos:  

kxarctgktarctg
t

dt
t

dt
dtdxxdtdxx

txtx
dx

x
xa +=+=

+
=

+
=

=⇒=
=⇒=

=
+ ∫∫∫ 2

22

242

4 2
1

2
1

12
1

)1(22/21
)

 

=+⋅−=−=−=
−=⇒=−

=−
=− ∫∫∫ ktdttdtt

dtdxxdtdxx
tx

dxxxb
2

3

2
2

2
3

2
1

4
3

4
3

4
3

4/4
21

213)

 kxkx +−−=+−−= 322 )21(
2
1)21(

2
1

2
3

 
 

kxktktdtt
t
dt

t
dt

dtdxx
tx

dx
x

xc ++=+=+====
=
=+

=
+ ∫∫∫∫ − 2

2
1

2

2
822

2
8

8
2)

2
1

2
1

2
1  

 
Ejercicio 5: Calcula estas integrales usando un cambio de variable:  

( )
∫ dx

x
xa

8ln)             ∫ ⋅ dxexb senxcos)         ∫ ⋅ dxxxsenc cos) 2        ( )∫ − dxxd 524)   

∫ + dxxxe 2312)     ∫
−

dxf
x

x

91
3)             ∫

−
dx

x
xg

41
)               ∫ + dxxeh x21)   

 
( )∫ +

dx
xx

i 3ln1
1)      ∫ dx

xx
j

2cos
1)      ∫ +−

dx
xx

k
94

1) 2           ∫ +−
− dx
xx

xl
82

52) 2   

∫
+ dx

xtg
xtgm

21)          
( )
∫

+ dx
x

xn
2ln1)          ∫ dx

x
xsenñ 5cos

)                    ∫
−

dx
x

o
216

1)  

∫
−

+ dx
xe
xsenep

x

x

cos
)     ∫

− dx
x

eq
x 3)               ∫

−
dx

x
r

217
1)               ∫ − dxxs 21)   

∫ +
dxt x

x

21
2)                 ∫ dx

x
eu

xtg

2cos
)  

 
3.3. INTEGRACIÓN POR PARTES 
Dadas dos funciones ( )xuu = , ( )xvv =  derivables en un dominio D. 
Por la fórmula de la diferencial de un producto: 

( ) duvvuddvuduvdvuvud ⋅−⋅=⋅⇒⋅+⋅=⋅ )(  

( ) ∫ ∫∫∫ −⋅=−⋅=⇒ vduvuvduvududvIntegrando  

 
Es decir: ∫ ∫−⋅= vduvuudv →  

 
Se utiliza siempre que ∫vdu  sea más fácil de calcular que ∫ .udv  

Fórmula de integración 
por partes 
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Ejemplos:  

kxekexedxexe
evdxedv

dxduxu
dxxea xxxxx

xx
x +−=+−=−=

=⇒=

=⇒=
= ∫∫ )1()  

kxxsenxdxxsenxsenx
xsenvdxxdv

dxduxu
dxxxb ++=−=

=⇒=
=⇒=

= ∫∫ cos
cos

cos)  

kxxkxxxdx
x

xxx
xvdxdv

dx
x

duxu
dxxc +−=+−=

/
/−=

=⇒=

=⇒=
= ∫∫ )1(lnln1ln

1ln
ln)  

=
−

−=
=⇒=

−
=⇒=

= ∫∫ dx
x

xxarcsenx
xvdxdv

dx
x

duxarcsenu
dxxarcsend

2
2

1
1

1
)    

                                kxxarcsenxdx
x

xxarcsenx +−+=
−−

−
−= ∫ 2

2
1

12
2  

=
+

−=
+

−=
=⇒=

+
=⇒=

= ∫∫∫ dx
x
xxarctgxdx

x
xxarctgx

xvdxdv

dx
x

duxarctgu
dxxarctge 22

2

1
2

2
1

1
1

1
)

    kxxarctgxkxxarctgx ++−=++−= 22 1ln)1ln(
2
1  

)f  A veces hay que repetir la integración por partes: 

( ) =−−−=
−=⇒=

=⇒=
= ∫∫ dxxxxx

xvdxxsendv
dxxduxu

dxxsenx cos2cos
cos

2 2
2

2            

                          =
=⇒=

=⇒=
=+−= ∫ xsenvdxxdv

dxduxu
dxxxxx

cos
cos2cos2  

                                ( ) kxxxsenxxdxxsenxsenxxx +++−=−+−= ∫ cos22cos2cos 22  
 

)g  También puede ocurrir que al integrar una o dos veces, se obtenga una integral igual que la 
de partida (integración por partes en forma cíclica): 

=
−=⇒=

=⇒=
=−=

=⇒=
=⇒=

= ∫∫ xvdxxsendv
dxedueu

dxxsenesenxe
xsenvdxxdv

dxedueu
dxxe

xx
xx

xx
x

coscos
cos

    ( ) ∫∫ −+=+−−= dxxexesenxedxxexesenxe xxxxxx coscoscoscos  

Si llamo ( ) ( )
2

coscos2cos xxseneIxsenxeIdxxeI
x

xx +
=⇒+=⇒= ∫  

( ) kxxsenedxxe
x

x +
+

=⇒ ∫ 2
coscos  

 
Ejercicio 6: Calcula estas integrales usando la integración por partes: 

 

∫ dxxsenxa)                  ∫ dxxxb ln)                ∫ dxxxc ln) 2             ∫ dxxsend 2)      

   

∫ dxxarctgxe)            ∫ dxxxf cos) 2           ( )∫ − dxexg x1)          ∫ dxeh arcsenx)  
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3.4. INTEGRACIÓN DE FUNCIONES RACIONALES 

Consiste en integrar:
( )
( )∫ dx
xQ
xP

. 

Suponemos que ( )( ) ( )( ),xQgradxPgrad <  ya que en caso contrario efectuamos previamente 

la división de polinomios:
( )
( ) ( ) ( )

( ) ,xQ
xRxC

xQ
xP

+= con lo cual: 

 

( )
( ) ( ) ( )

( )∫ ∫∫ += dx
xQ
xRdxxCdx

xQ
xP

 

 

A continuación estudiaremos las raíces del denominador ( ) :xQ   
 

Caso 1º: Las raíces son reales y simples (distintas) 
Si nba ,...,,  son las raíces de ( )xQ y: 

( ) ( ) ( ) ( )nxbxaxxQ −⋅⋅−⋅−= K   
Entonces es posible la descomposición: 
 

( )
( )

knxNbxBaxAdx
nx

Ndx
bx

Bdx
ax

A

dx
nx

N
bx

B
ax

Adx
xQ
xP

+−++−+−=
−

++
−

+
−

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++

−
+

−
=

∫ ∫ ∫

∫ ∫

lnlnln LL

K

     

                 
Ejemplo:  

( ) ( )

kxx
x
dx

x
dxdx

x
dx

x
dx

xx
x

xx

+++−=
+

+
−

=
+

+
−

=
−+ ∫∫∫∫∫
+⋅−

2ln
3
21ln

3
1

23
2

13
1

2
3/2

1
3/1

*2
21

2
43421

 

     *Descomponemos el integrando en fracciones simples:      

                  

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )12

21
12

212
21

2 −++=⇒
+⋅−
−++

=
+

+
−

=
−+
+⋅−

xBxAx
xx

xBxA
x

B
x

A
xx

x

xx
43421

 

        Obtenemos A  y :B  

             

( ) ( )
2
3/2

1
3/1

23/2322
3/1311

21

2 +
+

−
=

−+
⇒

⎭
⎬
⎫

=⇒−=−⇒−=
=⇒=⇒=

+⋅−

xxxx
x

BBxSi
AAxSi

xx
43421

 

 
Caso 2º: Las raíces son reales y múltiples 

Se hace igual que el anterior, pero teniendo en cuenta que si a es una raíz múltiple     
de multiplicidad k, entonces pondremos: 
 

( ) ( )k
k

ax
A

ax
A

ax
A

−
++

−
+

−
K2

21  

 
Ejemplos:  

( ) ( )
( ) ( ) ∫∫∫∫∫∫∫ =

−
+

+
−

+
=

−
+

+
−

+
+∗=−−−

+

−⋅+

38
5

12
1

18
3

3
8/5

1
2/1

1
8/3

35
1) 22

31

23

2

2

x
dx

x
dx

x
dxdx

x
dx

x
dx

x
dx

xxx
xa

xx
44 344 21

    ( ) kx
x

xkx
x

x +−+
+

++=+−+
+

⋅++= 3ln
8
5

12
11ln

8
33ln

8
5

1
1

2
11ln

8
3  
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*Descomponemos de nuevo el integrando en fracciones simples:    

           

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

⇒
−⋅+

++−+−⋅+
=

−
+

+
+

+
=

−−−
+

−⋅+

31
1331

31135
1

2

2

2

31

23

2

2

xx
xCxBxxA

x
C

x
B

x
A

xxx
x

xx
44 344 21

 

  ( ) ( ) ( ) ( )22 13311 ++−+−⋅+=+⇒ xCxBxxAx  
        Obtenemos ,A B   y  .C  

  

( ) ( )
( ) 3

8/5
1
2/1

1
8/3

35
1

8/33310
8/516103

2/1421

2

31

23

2

2

−
+

+
−

+
+

=
−−−

+
⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=⇒+−−=⇒=
=⇒=⇒=
−=⇒−=⇒−=

−⋅+

xxxxxx
x

ACBAxSi
CCxSi
BBxSi

xx
44 344 21

 

 

( )
( ) ( )

k
x

x
x

dx
x
dxdx

xx
dxdx

xx
xb

x

+
−

+−=
−

−
−

=
−
−

+
−∗=+−

−
∫∫∫∫∫

−

2
32ln

2
3

22
3

244
5) 22

2

2

2
43421

 

     *Descomponemos el integrando:    

( )
( )

( )
( )

( ) BxAx
x

BxA
x

B
x

A
xx

x

x

+−=−⇒
−

+−
=

−
+

−
=

+−
−

−

25
2

2
2244

5
22

2

2

2
43421

       

        Obtenemos A  y :B   

( )

( )2
2

2 2
3

2
1

44
5

123
32

2

−
−

+
−

=
+−

−
⇒

⎭
⎬
⎫

=⇒+=−⇒=
−=⇒=

−

xxxx
x

ABAxSi
BxSi

x
43421

 

 Ejercicio 7: Calcula: 
Raíces reales simples en el denominador. 

∫ +−
+ dx

xx
xa

65
3) 2    ∫ +−−

− dx
xxx

xb
33

2) 23

5

   ∫ +−−
+ dx

xxx
xc

44
44) 23    ∫ +

− dx
e
eed x

xx

1
3)

2

 

 
Raíces reales múltiples en el denominador. 

∫ −+−
+ dx

xxx
xa

27279
2) 23

2

      ∫ −
dx

ee
b xx 3

1) 2  

 
Ejercicio 8: 

1. La figura muestra la gráfica de la función .f  Si F es una primitiva cualquiera de f , 
razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones: 

a) F presenta un máximo relativo en bx =  y un 
mínimo relativo en ax =   y .cx =  

b) F es estrictamente decreciente en ).,( ba  
c) F es estrictamente creciente en ).,( +∞c  

 
 

2. La figura muestra la gráfica de la función 
.f Determina, a partir de la figura, la monotonía 

y los extremos relativos de cualquier primitiva 
F de .f  

  

     a                              b                c 


