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UNIDAD 3 | INTEGRAL INDEFINIDA

1. PRIMITIVA DE UNA FUNCION E INTEGRAL INDEFINIDA.
PROPIEDADES DE LA INTEGRAL INDEFINIDA

Dadas dos funciones f (x) y F (x) definidas en un dominio D, decimos que: ~ Derivacion
7 T
F(x) es una primitiva de f(x) si f \/f
F'(x) =/ (x) Integracion

Ejemplos: Derivacion e integracion

a) Si f(x) = 2x, entonces F(x) =x’ yaque F'(x) =2x= f(x) SOn procesos inversos.
b) Si f(x)=cos x,entonces F(x)=senx yaque F'(x)=cosx= f(x)
¢) Si f(x)=cos x,entonces F(x)=5+senx yaque F'(x)=cosx= f(x).

Fijate en el ultimo ejemplo: Si la funcion primitiva tiene una constante, ésta “se pierde” al

derivar F (x)
Por tanto:

Si F(x) es una primitiva de f(x)= F(x)+k también lo es

Es decir, todas las primitivas de una funcion se diferencian en una constante.

Integral indefinida de f: Es el conjunto formado por todas las primitivas de la funcion f.

I f(x)dx=F(x)+k conkeR|—> Integral indefinida de / respectoa x

I — Simbolo integral

£(x)— Integrando

dx — Indica la variable respecto a la que estamos integrando
k — Constante de integracion

A pesar de ser operaciones inversas, la derivacion y la integracion NO tienen el mismo grado de
dificultad:
Derivacion: De modo mecanico se calcula la derivada de cualquier funcion
“complicada”.
Integracion: Existen funciones sencillas, cuya integral no se puede expresar con
funciones elementales, como por ejemplo:

Isen X dx

b
Propiedades de la integral indefinida:

a) U xdx]’:fx

b [ f(x)dx ()+k ke®R

c) '[ ) dx J‘f dx+.fg
d [k flx dxkjf )dx

;i Cuidado!!
[ 7(x)-glx)dx = [ flx)dx- [ g(x)dx

Ejemplo: Comprueba que F (x) =x"y G(x) =x’ +7 son primitivas de la funcién f (x) =5x".
Solucion:
F'(x) =5x'=> F'(x) = f(x), por tanto, F' es una primitiva de f.
G'(x)=5x* = G'(x)= f(x), por tanto, G es una primitiva de 1.
Fijate: F'y G se diferencian en una constante.
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2. INTEGRALES INMEDIATAS

TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS

Funciones simples

Funciones compuestas

joclx:k
jdx=x+k

n+l n+l
jx"dx=;‘+l+k Vn#-1 If”fdx—}{ﬂ +k

jldx=1n|x|+k
X

I%dlenm—i—k

J.exdxzex—i-k J.eff'dx e/ +k
a* , a’

Ia"dx: +k a - fldv=——+k
Ina Ina

jsenxdx=—cosx+k

jcosxdx=senx+k

_[ 12 dxzj-seczxdx=
cos” x

=.[ 1+tg2x)ix=tgx+k

77 dx = Isecz(f)-f'dx:

j1+tg f)fldx=tg f+k

J- ! dx = Jcosec xdx =

Isei:fdx jcosecz(f)-f'dx:

= [(l+cotg?f) £ dx=—cotg f+k

en’x
I( +cotgx x=—cotg x+k
1

dx arcsen x+k

=

dx =arcsen f +k

jL

dx =arccos x +k

J'—l
Vi-x®

dx =arccos f +k

L

I ! sdx=arcig x+k
1+x

f’
I1+f2 dx=arctg f+k

Otras integrales inmediatas:
Othxsecx dx=secx+k

OJcotg X cosecx dx =—cosec x+k

1 X
. I— dx = arcsen| — |+ k I dx arccos +k
\/a2 - {aj \a ( j

1 1 X
. dx=—arctg| — |+k
jc12+)c2 a g[a}
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Ejemplo: Halla una primitiva de la funcion f (x) = x” +2x, sabiendo que esa primitiva se anula

para x =1.

Solucion:
3

3
I(xz +2x)afx:x?—i-x2 —1—/(:>F()c):x?—i-x2 +k

Como F(1)=0=1+1+k=0=k=—% Por tanto: F(x):?+x 3

Ejercicio 1: Dada la funcion f(x)=x’ —2x+1, calcula:
a) La primitiva cuya grafica pasa por el punto A4(2,1).
b) La primitiva que se anula para x = 2.

Ejercicio 2: Determina f(x) sabiendo que f"(x)=24x, f(0)=0, f'(0)=1y f"(0)=2.

3. METODOS BASICOS DE INTEGRACION

3.1.INTEGRACION INMEDIATA Y POR DESCOMPOSICION

Funcion integrando—> Se expresa (si no es inmediata) como combinacion lineal de funciones
que sabemos integrar de modo inmediato, aplicando las propiedades de
la integral indefinida.

Ejercicio 3: Calcula las siguientes integrales:

a) [ 2dx b) [ 3xdx ¢) j % dx d) [2x7 dx o) [x7 dx

f)Ix%dx g)jﬁdx h)j()c_%ydx i)j7x5 dx j)I%\/;dx

0 [V7x dx 1) [Nax7 ax m)j%dx n |
X

i J- 2x-3

oA W
x°=3x+6

x+2

0) Isen(2x) dx p) je“ dx q) .[64”7 dx r) J-— dx

dx v)J-x%/; dx W)J-senx dx

COSX
2 2x
X)J-x 3x” +5x+2dx y)J-3x +cosx+2e dx Z)I( sen(2x) +cosxj e

x° +sen x+e** Senx cosx

) (267 =3x* +2x7 = 7x+3) dx u)jlf
e

Ejercicio 4: Calcula:

5 2 5 Jx —2xf 3
a)J.(coszx_;jLﬁJ dx b)jﬁuldx C)jljx)i dx d)'|-(\/;+2)z dx

— AR X +4x+3 4+3x
‘ o Y AEYH ok d
)J. f)J. g)J. . )J'l—l—xz
x +4/5x° xt=5x? +3x 4 O —3x% 45540
)| ——— dx dx i o
)j > )I )J- x*+1
4 _5x2 410
D|te? x d K -5xP+10
),[g x dx m)jx+5 I ”)I = .
ﬁ).[% dx O)Jcoszx dx )J‘3COSX+2 2sen’ X
sen x-CoS x cosx
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3.2.INTEGRACION POR SUSTITUCION (CAMBIO DE VARIABLE)
Dada [ f(x)dx “NO INMEDIATA"

1) Realizamos el cambio de variable:
t = g(x) x = glt)
U o bien: U
dt = g'(x)dx dx = g'(¢)dt

2) Sustituimos en el integrando y calculamos la nueva integral.
3) Deshacemos el cambio de variable.

Ejemplos:

Otros cambios de
variable X
o Integral tipo: a) .[ 1 n
+Xx
[Va —x dx

Cambio: x = a sen t

Ejemplo: b [3x1-2x" dx =

I 9—xzdx

X :t:>x4 :t2
2xdx=dt=xdx=dt/?2

:I dt2 :l.[ dtz :larctgt+k:larctgx2+k
20+¢7) 291+ 2 2
1-2x° =¢
—dxdx=dt = xdx=—dt/4

= —J-%dt = —%J.t;dt =—

x = 3sent :_%(1_2)52)%+k:—%1¢(1—2x2)3 +k

o Integral tipo:

3
4 %

,foz—azdx 8+x =t dt
ambio: a = x cos ¢ €) | TT—— == tzdt——+k Wt +k=28+x> +k
lc“jjem;lo: t J. 8+ X 2x dx = J. J. j /

Ejercicio 5: Calcula estas integrales usando un cambio de variable:

2 a) Ime dx b) jcosx- e™ " dx c) jsenzx-cosx dx d) J‘(4x—2)5 dx

cost
o Integral tipo: e) .[ZX v 1+ 3x2 dx f) I

n m
[ sen"x cos x dx

5 dx 9| \/1’6_4 dx h) [xe™ dx
- -X

1 1 1 2x-5
ambios: )| ———— d Y| ———+d |——d l
ac)?i_zlpa“ Z)'[ x(1+1nx) ’ J)j\/;COSZ\/; * )-[xz—4x+9 ) J‘x —2x+8
b)n par m impar: 1+tg x (1+1nx)2 - sen x 1
Zsen x n) |———dx i) 0) | ——=dx
c);)’mpares: J. \/tgx j X J.COS X J.\/16—)62
Se aplica: Jx _

e’ +senx
1—cos2x
senzx: p)J.

2 \je —COSX

) 1+cos 2x et~

cos x =— t)j1+2xdx u)j

3.3.INTEGRACION POR PARTES

Dadas dos funciones u = u(x), V= v(x) derivables en un dominio D.
Por la formula de la diferencial de un producto:

du-v)=u-dv+v-du=u-dv=du-v)—v-du
Integrando = Iudv =Id(u-v)—jvdu = u-v—Ivdu

r)jﬁdx s)J.\/l—)c2 dx

dx
cos’ x

) = y Formula de integracion
Es decir: ju v=u ~v—jv U= por partes

Se utiliza siempre que Ivdu sea mas facil de calcular que _[ udv.
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Ejemplos:

u=x=du=dx

cz).[)ce)r dx = =xe)‘—jexdx=xex—ex+k=ex(x—1)+k
dv=e'dx=>v=e¢e

u=x=du=dx

b) J.xcosx dx = =xsenx—fsenxdx:xsenx+cosx+k

dv=cosxdx=v=senx
1
=lnx=du=—d
c)J-lnxdx:u i ! xx:xlnx—jxldx:xlnx—x+k:x(lnx—1)+k
dv=dx=v=x *

u = arcsen x = du = ——dx|

X
d) Iarcsenx dx = 1—x? =xarcsenx—j

1-x2

dx =

dv=dx=v=x

= xarcsen x—j —2x dx=xarcsen x+N1-x> +k
—24J1-x*
=arctgx =>du= d 10 2
e)_[arctgxdx:u wass y 1+x° :xarctgx—j xzdxzxarctgx——J- xzdxz
1+x 29 1+x

dv=dx=>v=x
= xarctg x—%ln(l+x2)+k = xarctg x—In\1+x> +k

f) A veces hay que repetir la integracion por partes:

u=x>= du=2xdx

szsen x dx= =—x’cos X — j2x(— cosx)dx =

dv =sen x dx = v=-cosx

u=x=du=dx B

=—x’cos x+2jxcosxdx =
dv=cosxdx=v=senx

=—x’cos x+2(xsen x—J.senxdx):—x2 cos x+2xsen x+2cosx+k

g) También puede ocurrir que al integrar una o dos veces, se obtenga una integral igual que la
de partida (integracion por partes en forma ciclica):
u=e =du=e" dx

J.e)‘ cosx dx=

x‘ =¢e'senx— J. e'senxdx=

u=e" =>du=e" dx
dv=cosxdx=v=sen dv=senx dx=v=-cos
=e'senx— (— e’ cosx+ je’” cosxdx) =e'senx+e’ cosx —'[ex cosx dx

e*(sen x +cosx)

Si llamo / :J.e'r cos x dx = 21 = e*(senx +cosx)= I =

2
N Iex cos x dx — ex(sen x+cosx)+k
Ejercicio 6: Calcula estas integrales usando la integracion por partes:
a) .[xsenx dx b)jxlnx dx c)Ilenx dx d) .[senz x dx
e) Ix arctg x dx ) sz cosx dx 2) I(x —l)ex dx h) je“m’“’”" dx
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3.4.INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES
P(x)

dx .
O(x)

X
Suponemos que grad (P(x)) < grad (Q(x)), ya que en caso contrario efectuamos previamente

Consiste en integrar: j

la division de polinomios: P(x) =C (x)+ R(x) ,con lo cual:
0(x) 0(x)

P (eoms (RO
IQ(x)dx_jc(x)dx | (x)d

A continuacion estudiaremos las raices del denominador Q(x):

Caso 1°: Las raices son reales y simples (distintas)
Si a, b,..., n son las raices de Q(x) y

O(x)= (x—a)- (x—b)-...-(x-n)

Entonces es posible la descomposicion:

I%dxz I(xila + )fb +...+x]i[nj dx =

=I A dx—i—j B dx+---+j N dx:A1n|x—a|+Bln|x—b|+---+N1n|x—n|+k
x—a x=b X—n

Ejemplo:
[—=— a<| I3 dv+ | 2/3 _1 = —j Ly —1+2 1n|x+2|+k
X +x-2  Fx-1 x+2 x+2 3
%/_/
(x=1Hx+2)
*Descomponemos el integrando en fracciones simples:
I 4, B :A(x+2)+B(x_l):>x:A(x+2)+B(x—1)
X +x-2 x-1 x+2 (x—l)-(x+2)
(x=1M{x+2)

Obtenemos A vy B:
Six=1=1=34=A4=1/3 X 1/3 2/3
= _
Six=-2=>-2=-3B=B=2/3

= +
X +x-2 x—-1 x+2
%,_/
(x—l)»(x+2)
Caso 2°: Las raices son reales y multiples

Se hace igual que el anterior, pero teniendo en cuenta que si @ es una raiz multiple
de multiplicidad k, entonces pondremos:

4 4 S A
x—a (-af = e-af
Ejemplos:
X’ +1 3/8 1/2 5/8
a)-[x —x*—5x-3 J‘x+1 J.x+1 I;d __-[x+1__-[ x+1 I
(o) (x-3)
1 5
=—1n|x+1|+— —t= 1 x— 3|+k——ln|x+l| +=Infx—3|+k
x+1 2(x+1) 8
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*Descomponemos de nuevo el integrando en fracciones simples:

X +1 A B C  Alx+1)-(x=3)+B(x-3)+C(x+1)
32 = + >t - P =
O -x?-5x=3 x+1 (x+1f x-3 (x+1) - (x—3)

(x+1)2-(x—3)

= x> +1= A(x+1)-(x=3)+ B(x - 3)+ C(x +1)
Obtenemos 4, B y C.
Six=-1=>2=-4B=B=-1/2
Six=3=10=16C=C=5/8
Six=0=1=-34-3B+C = A4=3/8

x*+1 3/8 —=1/2 5/8
32 - + >t
x’—x"=-5x-3 x+1 (x+1) x—3
(v+1)(x-3)

x=5 dx -3 dx dx
b)jx2—4x+4 dx;jx 2 '[(x—Z)zdx:J.x_Z_3j(x_2)2 .
(x-2)"

*Descomponemos el integrando:

2x—5 = 4 + B Z:A(x_z)szx—S:A(x—2)+B
C—dx+d x-2 (x-2) (x-2)
(x-2)
Obtenemos 4 y B:
Six=2=B=-3 x-5 1 -3
. = - + 2
Szx:3:>—2=A+B:>A:1} X —4x+4 x-2 (x-2)
%/_/

(x-2)°
Ejercicio 7: Calcula:
Raices reales simples en el denominador.

x+3 x' =2 4x+4
dx b d. d.
)J. -5x+6 )jx3—3x2—x+3 ’ C)J.x3—x2—4x+4 y )J. 1+e

Raices reales multiples en el denominador.

x*+2 1
a dx b) | ———dx
)J.x3—9x2+27x—27 )jezx—3ex

Ejercicio 8:
1.La figura muestra la grafica de la funcién f. Si F es una primitiva cualquiera de f,
razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) [F presenta un maximo relativo en x =5 y un
minimo relativoen x=a y x =c.
b) F es estrictamente decreciente en (a,b).

o

X

a ‘ b c ¢) F es estrictamente creciente en (c¢,+00).

2.La figura muestra la grafica de la funcion
f.Determina, a partir de la figura, la monotonia
y los extremos relativos de cualquier primitiva .

Fde f. N/ NS
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