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UNIDAD 2| DERIVADAS Y APLICACIONES

Matemadticas 11

1. TASA DE VARIACION MEDIA

Se define la tasa de variacién media de una funcion y = f(x) en un intervalo [a,b] como:

TVM[a,b]= f(bb) fla)
! a
f( b) - fla)  Si considero la recta que une A(a f (a)), B( ( ))

fla)- e | su pendiente es:

; : : m=tga=TVM]a,b]
< X
o| « b

a —> Extremo inferior del intervalo.
Es usual escribir [a,b] = [a, a+ h], siendo < a+h — Extremo superior del intervalo.

h — Longitud del intervalo.
Con lo cual:

N
flath)f-------------=: y =/

Ef(a+h)-f(a) m=iga= TVM[a,a + h] = f(a hl h}?—f(a)

o «a ath .

Ejemplo: Halla la TVM de la funcién f(x)=5x—x> en:
a) Los intervalos [1, 2]; [1, 3], [1 41
b) El intervalo [1, 1+ h]
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2. DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. FUNCION DERIVADA.
DERIVADAS SUCESIVAS
Una funcion y = f (x) es derivable en a, si existe el siguiente limite y es finito:
o S0)-1(0)
xX—>a xX—da
En cuyo caso al valor de este limite se le llama derivada de f en a, y se escribe f '(a).

lim
xX—>a x —_ a

=f '(a) (También se escribe %(a))

x—a=h
Si tomamos x = a + & entonces con lo cual, la definicidn anterior de
x>a=>x—-a—>0=>h—>0

derivada de una funcion en un punto equivale a que exista:

lim fla+ hh)_ fla) _ 7(a)

h—0

Ejemplo: Sea la funcion f (x) =x Calcula, usando la definicion de derivada, f '(1) y f '(3).

Como hemos visto en el ejemplo anterior, hay que calcular un limite para obtener la derivada de una
funcién en cada uno de los puntos en los que se nos pida, lo cual es un trabajo molesto y engorroso.

Es preferible obtener la funcion derivada de f (x), es decir f '(x), que nos permita obtener
facilmente el valor de la derivada de esa funcion en un punto “cualquiera” simplemente sustituyendo.

Ejemplo: Halla la funcion derivada de f (x) =x y Usala para calcular de nuevo f '(1) y f '(3).
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También se pueden calcular las derivadas sucesivas de una funcion:
Si derivamos dos veces la funcion f (x) (es decir, hacemos la derivada de la funcion derivada f '(x))

obtenemos la derivada segunda f"(x); si derivamos tres veces obtenemos la derivada tercera f"(x)

y asi sucesivamente (también se escribe y', ", y"...).

Dicho de un modo mas formal:
Si f es una funcion derivable en todos los puntos de un intervalo abierto (a,b), entonces la funcion:

f':(a,b) >R o
se llama funcién derivada de | .
x> f'(x)
Siasuvez [’ es derivable en (a,b) obtenemos su derivada (f")= f":
f"i(a,p) >R

. que se llama funcion derivada segunda de f.
x> f"(x)

Andlogamente se pueden definir /™, f™), £7)...

Sin embargo, para derivar funciones NO es necesario hacerlo resolviendo limites como en el ejemplo

anterior.

Existen sencillas reglas practicas con las que se pueden hallar facilmente las derivadas de las funciones

elementales.

Veamos cuales son esas reglas.

3. REGLAS DE DERIVACION

REGLAS DE DERIVACION
Sumay resta (f+g) =/'+g (f-g)=r-g
Producto y ' S , fl-g-f-g
cociente (f-g)Zf'-g+f-g' g - g?
Producto por ' ,
un numero (kf) =k-f
Composicion ( ), ( ) ;
de funciones gof)=g\f) S f (x)z con f(x)=y
yf u,naén Regla de la cadena ( ) f ’(y )
reciproca
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TABLA DE DERIVADAS DE FUNCIONES ELEMENTALES
Funciones simples Funciones compuestas
S =k S'(x)=0
S(x)=x S =1
f()=k-x fi(x)=k g=k-f g=k-f
S =x" S'x)=n-x"" g=/" g=nf"-f
1 p_ 1 /
S0 =+x S = g=\f =/
2x 2.7
1 1
f(x):% f'(x)= g=§/7 g'= e
n.nlxnfl n.n fﬂ_l
! 1 ! f’
f(x)=Inx f(x):; g(x)zlnf g(x):7
, 1 1 , '
f@=log,x  [()=t el)=log,f  g'=—L
x Ina f-Ina
fx)=e flx)=¢" gx)=¢' gx=e -f
f(x)=a" f'(x)=a"-Ina gx)=a’ g'=a’-fIna
f(x)=senx f'(x)=cosx g(x)=sen f g =cos(f)- 1’
f(x)=cosx f'(x)=—sen x g(x)=cos f g =-sen(f)- '
f)=1gx fx)=1+g'x=—=sec’x | 8X)=18 f ¢=(rigf) =L =sel (f)-1
cos® x cos f
S(x)=cotg x f'x)= _1 =-cosec’ x g=cotg f ‘= _j: = —cosec’ (f)f’
sen’x sen” f
f(x)=secx f'(x)=tg x-secx g=sec f g =tg f-sec(f)-f
f(x)=cosecx f'(x)=-cotgx-cosecx | g=cosec [ g'=—cotg f-cosec(f) 1"
12 1 — [ f,
f(x)=arcsen x f'(x)= g =arcsen f g'x)=
1-x? 1-f*
f(x) = arccos x f'(x)= ! g(x)=arccos [ giy- 1 -
1-x° I-f
f(x)=arctg x f'(x)= 1 g(x) =arctg f g'(x)= A
8 1+ x° 1+ /7
-1 — _f’
_ ) — g=arccotg f r_
f(x)=arccotg x f'(x) o g 15/
Derivacién potencial - exponencial: Ejemplo:
y= f(x)g(x) y=x" =Iny=Inx"" =Iny=Inx-Inx = Iny = (Inx)’
1°) Se aplican 1ogar.itmos a los dos miembros y L' _ 2Inx =y =y 2Inx = 2lnx
se usan sus propiedades. ¥ X
2°) Se derivan ambos miembros. = " I 2
3°) Se despeja y” y se sustituye y por su valor. Y=
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4. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA

cQué ha ocurrido en la grificade y = f (x) al tomar este limite “en la tasa de variacion media”?

Todas estas rectas son secantes a la funciéon con un punto comin A(a, f (a)).

m,p =18, =TVM[a,a+hl]=f(a+h}ll)_f(a)

Jtla+hy)

My, =iga, =TVM[a,a+h)= f(“h}zl)—f(a)

My, =1ga, =TVM[a,a+h)= f(a”;;)—f(a)

Sla+in)

Sla+in)
¢ Si A, = 0 entonces P — A, con lo cual la recta
J) . L tangente a fen A(a, f (a)) se obtiene como
] : : : . limite de las rectas secantes.
§) a <— a+lf13 :1+Jn'1.24;1+;‘1I X

Pero ademas, la pendiente m de la recta tangente a la funcion f en A(a, f (a)) es:

fla +hh)_f(a) = f"(a), es decir:

m=1tg a = limtg(e,)=lim
a;—a h—0

m=f"(a)

El resultado anterior (que m=f '(a )) se conoce como Interpretacion geométrica de la derivada y nos

dice que:

Pendiente de la recta tangente a la grdfica

Derivada de una funcion f en a= .,
de la funcion f en el punto A(a, f(a))

5. RECTAS TANGENTE Y NORMAL A UNA FUNCION EN UN PUNTO
5.1. RECTA TANGENTE A UNA FUNCION y = f(x) EN UN PUNTO A(a, f(a))

La ecuacion de la recta tangente en su forma punto pendiente es y — f (a) = m(x - a).
[

Pero m= f '(a) (Por la interpretacion geométrica de la

derivada).
recta tangente

A Fdees  PoOT tanto:

fla)p ——-—--- Ecuacion de la recta tangente

y—f(a)=f'(a)~(x—a)e ala grdfica de f en el punto
Ala, f(a))

a
5.2. RECTA NORMAL A UNA FUNCION y = f(x) EN UN PUNTO A(a, f(a))

La ecuacion de la recta normal en su forma punto pendiente es y — f (a) = m'(x - a).

i Las rectas tangente y normal son perpendiculares entre si.
Condicion de perpendicularidad:
! ! 1
recta tangente mm=-1=>m=——= —T
¥~ fla)=Flafx-a) m a
flay------ /
: Por tanto: L,
: 1 Ecuacion de la recta normal
: rectalno[mal) Y= f(a) == f'(a)(x ~a) <« qala grdfica de f en el punto
R
. o A(a, f(a))
a
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Ejemplo 1: Sea f (x) = \/tg(ij . Calcula la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la
graficade f en el punto de abscisa x = e*. (Navarra. Junio 2005)
Solucién: Tangente: y = e “x  Normal: y= —etxte’ +1

Ejemplo 2: (2013-M3-A-1) Sea f(x)= lnL(x) para x >0, x # 1.Calcula la ecuacion de la recta

tangente y de la recta normal a la grafica de f* en el punto de abscisa x =e.
Solucion: Tangente: y =e Normal: x=e

6. DERIVADAS LATERALES
A los siguientes limites, si existen y son finitos, se les llama:

(N fla+h)-f(a) (N fla+h)-f(a)
f(a )— lim f(a )— lim P

h—>0" h h—>0"

Derivada por la derecha de f en a. Derivada por la izquierda de f en a.

Ambos limites reciben el nombre de derivadas laterales de 1a funcion f en a.

Propiedad:

[ es derivable en a <> Existen {f’gf), son finitas yf'(cf): f’(af)
A

En cuyo caso, f'(a)= f'(a+)= f'(a_)

Ejemplo: Estudia la derivabilidad de f (x)=3 3x*—x’ en x=0 obteniendo el valor de sus

I derivadas laterales.
2 Solucion:

_ 2 13 2 13

0 m | f(o_)z i 1l0+h) f(O): h,m 1 ) it ) \/3h h -0 /3h I _ 3/7_
o ’ h—0" h h—0" h—)()

. _ 3/ 2 g3 2 13

f( +)= ll'mif(OJrh) /9 = ll'mf( ) il ) 3h h 0 m3 3 3 o lim3 7—1 =00
h—0" h h=0" h /HO* /Ho+ h 0"\ &

= f'(O_);t f’(0+) y ademas no son finitas = f no es derivableen x=0.

Ejercicio: Obtén las derivadas laterales de g(x)= en x=0. ;Qué conclusion sacas? ;Es g

X
+ 6%
continua en x = 0? ;Se debe exigir que haya continuidad para estudiar la derivabilidad?

7. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

Si observas el ejemplo anterior esta claro que:
“Una funcion continua en a NO tiene por qué ser derivable en a ” (podrd serlo o no).
Si f es continua en a pero no derivable en a, tendremos puntos “angulosos” (con pico) como en las

Demostracién: dos primeras figuras, o puntos de tangente vertical como en la tercera:
f derivable en a =

_ Y Y Y
Hllmif( x) f(a)—f'(a)

St |/

(En caso contrario, O] a X O [ X O i X

Funciones
continuas en a pero
no derivables en a.

Ind. K = No finito) ~ Sin embargo:
0 Propiedad:
— lim f(x)= f(a) ropted ad: " Funcion no
o Si f es derivable en a = f es continua en a i
= f continua en a. ! f ! f ! continua en a
Por tanto: V l; or .tanlflo,
‘ no derivable en a

Si f NO es continua en a = NO puede ser derivable en a o] T x -

Una funcion derivable tendra una grafica “suave” sin “puntos angulosos”.
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Ejemplo I: Estudie la continuidad y derivabilidad de las funciones:

(l—xz)2 six<2 2x si x<?2
2) f(x)=1 3¢ ' b f(x)=1 x-5 :
2ty six>2 2x> —10x si x>2
(Canarias. Junio 2006)
1+—2 six<l
Ejemplo 2: (2012-M6-A-1) Sea la funcion derivable f:R—>R definida por f (x) = X 22
a+— six2>1

Jx
Calcula los valores de a y b. Solucion: a=1/4;b=1/2.
1
1 , ) x—h{x)+a si —<x<2
Ejemplo 3: (2011-M1-B-1) Sea f:|—,4 |— R la funcion definida por f(x)z e .

¢ bxrl-In2 si 2<x<4

Calcula a y b para que f sea derivable en el intervalo (l/ e, 4). Solucion: a=0,b=1/2.
Ejemplo 4: Estudia la derivabilidad de: @) f (x) =[x =2| b)f(x)=x|x=2| ¢)f(x) = ‘xz - 4\ .
Ejemplo 5: Estudia la derivabilidad de f(x)=2x+ ‘— x>+ 1‘ . Esboza la graficade f.

8. APLICACIONES DE LAS DERIVADAS
8.1. MAXIMOS Y MINIMOS RELATIVOS (EXTREMOS RELATIVOS)

o

Y| Miximo relativo e [ tiene un mdximo relativo (o local) en a si existe un

entorno de a, (a—r, a+r),en el cual:
six<a= f(x)< f(a)
six>a= f(x)< f(a)

e [ tiene un minimo relativo (o local)en a si existe un

O e X

b
Minimo relativo entorno de a, (a —-r,a+ r), en el cual:
six<a= f(x)> f(a)
six>a= f(x)> f(a)
0 t; < e Si f presenta un maximo o un minimo relativo en a
diremos que f presenta un extremo relativo en a.
b . .
A Si f alcanza un extremo relativo en x=a =>La recta

tangente (si existe, es decir, si f es derivable en a)a f
en ese punto es horizontal y tendrd pendiente cero
= f'(a)=0.

Puntos criticos o singulares: son aquellos en los que
f '(a) =0, es decir, los “candidatos” a maximos o minimos

Minimo relativo » relativos. Los puntos criticos se obtienen resolviendo la

0 X' ccuacion f'(x)=0.

Propiedad: (Condicién necesaria pero NO suficiente para la existencia de extremos relativos)
Si f esderivable en a y tiene un extremo relativo en a = f '(a) =0

» =f6) . N
/ Sin embargo, que f '(a):O NO implica que tenga un extremo
T Poano de mftexion relativo en a como podemos observar en la grafica de esta funcion
de tangente horizontal (Pero SI proporciona los “candidatos™).
Q) X
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Propiedad: Si | '(a) =0 entonces:

a)Si f” (a) < 0= f tiene un maximo relativo en a
b) Si f"(a)> 0= f tiene un minimo relativo en a

Ejemplo I: Estudiar los extremos relativos de la funcion f (x) =x’ —3x+2

Ejemplo 2: Estudiar los extremos relativos de la funcion f ( ):
Solucion: Maximo relativo en x = 2 con valor (2) =17T=>M (2 17)

Solucion: Maximo relativo en x =—1con valor f (— 1) =4=>M (— 1, 4)

Minimo relativo en x =1con valor f (l) =0= m(l, 0)

X —9x? +24x-3

Minimo relativo en x =4 con valor (4) 13=> m(4 13)

8.2. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO (MONOTONIA)

e [ es estrictamente creciente en un intervalo abierto (a, b), si para

cualquier pareja de nimeros realesc, d € (a, b) se cumple que

sic<d= flc)< f(d).

o [ es estrictamente decreciente en un intervalo abierto (a, b),si

para cualquier pareja de nimeros realesc, d € (a, b) se cumple

que sic<d = f(c)> f(d).

e Si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente en un
intervalo  abierto (a,b), diremos  que f es

estrictamente mondtona en (a, b).

Observa la grafica adjunta de una funcion derivable:

Si f es estrictamente creciente en un intervalo
abierto, las rectas tangentes en los puntos de ese
S =@ intervalo también lo serin—=> sus pendientes seran
positivas=> f" > 0 en ese intervalo.
Por otro lado, si f'> 0 en un intervalo abierto en el
que f es derivable= Las pendientes de las rectas
tangentes seran positivas— Las rectas tangentes
seran estrictamente crecientes=> f es estrictamente

O

X creciente en ese intervalo abierto.

Analogamente, si f es estrictamente decreciente en un intervalo abierto, las rectas tangentes en los

puntos de ese intervalo también lo seran y por tanto sus pendientes seran negativas= /' < Oen ese

intervalo.

Por otro lado, si f' <0 en un intervalo abierto en el que f es derivable= Las pendientes de las

rectas tangentes seran negativas = Las rectas tangentes seran estrictamente decrecientes=> f es
estrictamente decreciente en ese intervalo abierto.

Propiedad: Sea f una funcion derivable en un intervalo abierto (a, b).

a)Si f'>0 en (a,b) = [ es estrictamente creciente en (a, b).
b)Si f'<0 en (a,b) = [ es estrictamente decreciente en (a, b).
c)Si f'=0 en (a,b) = [ es constante en (a, b).
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Para determinar los intervalos de monotonia de una funcidén derivable asi como sus extremos
relativos, tendremos en cuenta el signo de la primera derivada de acuerdo con el siguiente esquema
de la recta real.

f”>0/ f"f—ﬂ\ | f’}&/

a
(Maximo relativo) (Minimo relativo)
En el caso de que existan puntos en los que f no es continua o no es derivable, también habra
que considerarlos al hacer el esquema anterior.

Propiedad: Si a es un punto critico de f (es decir, f '(a) =0) y

a) f' >0 a su izquierda (est. creciente) . . .
. ) = f tiene un mdximo relativo en a
f'<0asuderecha (est. decreczente)

b) f' <0 a su izquierda (est. decreciente) ) . .
= f tiene un minimo relativo en a

f'>0a su derecha (est. creciente)

Ejemplo I: Estudia la monotonia y los extremos relativos de las siguientes funciones:

2 f(x)=2c =32 by f(x)=2"2 o (x):%z(ﬂ

¢) (2013-M2;Sept-B-1)
Solucion: a) Estr. creciente en (— oo,O)U (l,+oo); Estr. decreciente en (0,1)

Maximo relativo en x =0 con valor f (0) =0=>M (0,0)
Minimo relativo en x = 1con valor f(l) =-1= m(l,—l)

b) Estr. creciente en (—oo, —2)u(2, +oo); Estr. decreciente en (— 2,0)u (0,2)
Maximo relativo en x =—2 con valor f (— 2) =4=>M (— 2,—4)
Minimo relativo en x =2 con valor f (2) =4= m(2,4)

c) Estr. creciente en (O, \/E ); Estr. decreciente en (JZ ,+ OO)

Maximo relativo en x = \/; con valor f(\/;): el = M(\/z, eil)

Ejemplo 2: Halla a y b para que la funcion f (x) =x’ +ax’ +bx+1 tenga un minimo relativo
en el punto P(2,—15).
Solucién: a=0;b=-12. f(x)=x"—12x+1

Ejemplo 3: Determina p y q para que la grafica de f (x)= x*+ px+gq pase por A(— 2,1) y
tenga un minimo relativo en x = —3.
Solucion: p =6;q=9. f(x)z x> +6x+9

Ejemplo 4: Halla un polinomio moénico de tercer grado sabiendo que alcanza un minimo relativo en
x=1 y que la recta de ecuacion y=x+1 es tangente a la grafica en el punto de
abscisa x =0.
Solucién: f(x)=x* —2x* +x+1

8.3. CONVEXIDAD Y CONCAVIDAD (CURVATURA)
Yah e [ es convexa en un intervalo abierto (a,b), si para
cualquier pareja de numeros reales c¢,d e(a, b) se

cumple que, la cuerda que une los puntos C(c, f(c))

fd) y D(d, f(d)) se mantiene “por encima” de la grafica
fe) de la funcién.
) < fl-a)c+ad)<(1-a)f(c)+af(d) O0<a<l
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Definicion equivalente
f es convexa en x; si
en un entorno de Xy,
(xxg—r, x9+r), la grafica
de la funcion se
mantiene “por encima”
de la recta tangente a f°
en x,.

Y,

!

|

ol X, X

f es concava en xyen

caso contrario.
Y

* e [ es concava en un intervalo abierto (a,b), si para

v
fe
fid)

Cle. fle)

cualquier pareja de numeros reales c¢,d € (a, b) se
cumple que, la cuerda que une los puntos C(c, f(c)) y
D(d, f(d)) se mantiene “por debajo” de la grafica de la
funcion.

f1=a)e+ad)>(1-a)f(c)+af(d) 0<a<l

Para determinar los intervalos de convexidad y de concavidad de una funcion tendremos en cuenta
el signo de la segunda derivada de acuerdo con el siguiente esquema de la recta real:

f”>0U mf”<0 mf”<0 If”>.‘ﬂi\_/
p a

En el caso de que existan puntos en los que f no es continua o no es derivable, también habra

O 7 af:b_‘{;

que considerarlos al hacer el esquema anterior.

Por tanto:
Propiedad:
Si " >0 en un intervalo abierto (a,b) = f es convexa en (a, b).

Si f" <0 en un intervalo abierto (a,b) = [ es concava en (a,b).

Ademas, diremos que f presenta en @ un punto de inflexion si en (a, f (a)) la funcién pasa de ser
convexa a concava o viceversa (la recta tangente atravesara la curva).

Punto de inflexion
de tangente horizontal

3

Punto de
inflexion

ol N

“Candidatos” a puntos de inflexion: son aquellos en los que f "(a): 0. Es decir, los posibles

v
/
O X

puntos de inflexion se obtienen resolviendo la ecuacion f "(x): 0. El cambio de curvatura nos

asegurara que, en efecto, estamos en presencia de un punto de inflexion siempre que la funcion sea,
al menos, continua en a. También podemos aplicar la siguiente propiedad:

Propiedad:
Si
fl@)=f"(a)=...

:fn—l)

y @ =o.
Entonces:
e Sinespar
= Extremo
relativo en
X =ada.
e Sines
impar = Punto
de inflexion en
X =d.

(@)=0

Propiedad:
Si f"(a)=0 y f"(a)#0= f tieneun punto de inflexién en a

Ejemplo 1: Estudia la curvatura y puntos de inflexion de f (x) =x*—6x° +12x* +10x +8.
Solucion: Convexa en (— oo,l)u (2,+oo); Concava en (1,2)
Punto de inflexion en x =1 con valor f(l) =25=Ph (1,25)

Punto de inflexion en x =2 con valor f (2) =34=P, (2,34)
Ejemplo 2: Estudia la monotonia y curvatura de las siguientes funciones. Esboza sus graficas.
a) f(x)=x* +3x b) f(x)=x*-2x°
Solucion: a) Estr. creciente en (— oo,—2)u (0,+oo); Estr. decreciente en (— 2,0)
Méximo relativo en x = -2 con valor f(~2)=4= M(-2,4)
Minimo relativo en x =0 con valor f (0) =0= m(0,0)
Convexa en (— 1,+oo); Concava en (— oo,—l)
Punto de inflexion en x =—1 con valor f(— 1) =2= P(— 1,2)
b) Estr. decreciente en (— oo,%); Estr. creciente en (%,-i-oo)
3 27

Minimo relativo en x =2 =1.5 con valor f(3)=-2~-1.7=m(3,~2)
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Ejemplo 3: (2004-M3-B-1) Sea f: [0,27[] R la funcion definida por f ( )

a)
b)

¢)

Convexa en (—00,0)U (1, +0); Concava en (0,1)

Punto de inflexién en x =0 con valor ( ) 0=~A (0,0)

Punto de inflexion en x =1 con valor f ( ) -1=P ( )
*(cos x + senx).

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f .

Halla los extremos relativos (locales) y absolutos (globales) de f'.
(2008-M5-A-1) Calcula los puntos de inflexion de la grafica de f.

Solucién: a) Estr. creciente en (0, %) (374, 277); Estr. decreciente en (%4,3%)

Ejemplo 4:

b) Maximo relativo en x =%, con valor f(%) =e” = M, (%,e%)
Minimo rel. y absoluto en x =374 con valor f(3A) =7 = m(3%,—e3% )
Méximo absoluto en x = 27 con valor f(277)=e" = M, (27:, ez”)
©) R (726" ) P (%2 7).
Calcula a,b y ¢ para que f(x)z x’ +ax® +bx+c corteal eje X en x =1 y tenga un

punto de inflexién en B(3,2).
Solucién: a =-9;b=24;c=-16. f(x)=x"—9x* +24x-16.

8.4. OPTIMIZACION DE FUNCIONES
En matematicas y en otras disciplinas cientificas se trata con frecuencia de optimizar una funcion
(hacer maximos o minimos unos costes, un volumen o area, unos beneficios...).
Para resolverlos:
1°) Construimos la funcidon a maximizar o minimizar y se expresa con una sola variable.
2°) Se hallan los maximos y/o minimos de esa funcion. Si f es continua en un intervalo cerrado

[a, b] , habra que tener en cuenta el valor que toma la funciéon en a y b.

3°) Se interpretan los resultados rechazando los no posibles por la naturaleza del problema.

Ejemplo 1:

Ejemplo 2:

Ejemplo 3:

Ejemplo 4:

Ejemplo 5:

Ejemplo 6:

Ejemplo 7:
Ejemplo 8:

Hallar dos ntimeros positivos cuya suma es 20 sabiendo que su producto es maximo.
Solucion: x =10; y =10.

Una empresa quiere fabricar cajas de carton sin tapa con piezas cuadradas delm. de
lado recortandoles las cuatro esquinas. Calcular las dimensiones de los cortes para

3
obtener un volumen maximo. Solucién: x = yym;V, . =%,m

Hallar las dimensiones del rectdngulo de mayor area que se puede inscribir en una

circunferencia de 30 cm. de diametro. Solucion: x=y=1 5J2cm Un cuadrado.

De todos los tridngulos isosceles de 30 cm. de perimetro, ¢cual es el de area maxima?
Solucion: Equilatero de 10cm de lado.

Determina el cilindro de mayor volumen que puede inscribirse en una esfera de radio

3cm. Solucion: v = \/gcm; h= 2\/§cm.

(2006-M2;Sept-B-1) Un alambre de longitud 1m. se divide en dos trozos, con uno se
forma un cuadrado y con otro una circunferencia. Calcule las longitudes de los dos
trozos para que la suma de las areas de ambos recintos sea minima.

Solucién: Primer trozo = ¥, ,; Segundo trozo=7,,,

Halla el punto de la parabola y = x* mas cercano a A(3,0). Solucion: P(1,1)

Un espejo rectangular mide 1m de alto y 70cm de ancho. Se rompe un pico con forma
de tridangulo rectangulo de catetos 9cm y 6cm. ;Como hay que cortar el espejo para que
siga siendo rectangular y tenga area maxima? Solucion: x =% cm; y = 98cm.
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9. TEOREMAS SOBRE FUNCIONES DERIVABLES
9.1. TEOREMA DE ROLLE

Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).

Si ademés f(a)= f(b)= Existe c € (a,b) tal que f'(c)=0.

Interpretacion geométrica:

Y
L
Y fe) =2
: f@) =f) -
fla) =foy-¥------- T |
iy T
o % 3 o+ = T

Hay al menos un punto P(c, f (c)) de la grafica de la funcion en el que la recta tangente es

horizontal (su pendiente es cero), con ¢ € (a,b).

Ejemplo 1: Comprobar que la funciéon f (x) =gsen x cumple las hipotesis del Teorema de Rolle
en el intervalo [0,7[], y encontrar el valor ¢ € (0,72') tal que f '(c) =0.
Solucion: ¢ =7

Ejemplo 2: Comprobar que la funcién f (x) =x>=5x+6 cumple las hipédtesis del Teorema de
Rolle en el intervalo [2,3]. Encontrar el valor ce(2,3) tal que f° '(c) =0. Solucion: c=%.

Ejemplo 3: Prueba que la ecuacion xe* = 2, tiene una tnica solucion en el intervalo (0,1).

Ejemplo 4: Prueba que la ecuaciéon x° = 3x —1, tiene una tinica solucion en el intervalo (— 1,1).

9.2. TEOREMA DEL VALOR MEDIO DE LAGRANGE (INCREMENTOS FINITOS)

Sea f una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b).

f()-fla)_ .,
7—f(0)-

= Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

Interpretacion geométrica: ;

S| -+
O

£®))

¥

5
Hay al menos un punto P(c, f (c)) de la grafica de la funcion en el que la tangente a la curva es
paralela a la cuerda que une los puntos A(a, f(a))y B(b, f(b)).

Ejemplo 1: Dada la funcién f : [0,27[]—) R definida por f (x)z 2x+sen x, comprueba que
cumple las hipoétesis del Teorema del valor medio y halle todos los puntos a los que
hace referencia. Solucion: ¢, =%, y ¢, =3%.

Ejemplo 2: ;Se puede aplicar el Teorema del valor medio a la funcion f (x) = |x| en [— 1,2] ?
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Ejemplo 3: Aplicando el Teorema de Lagrange, demuéstrese que para x > 0 se verifica:

arctg 2x —arctg x < T
+ X

(Castilla y Leén. Junio 2005)
Solucion:

Se considera la funcion f (x) = arctg x en el intervalo [x, 2x] .

J continua en [x, 2x] y derivable en (x, Zx) ? dce (x, 2x) tal que

VM
arct 2x— < arct x 3 1

S (2x)- flx) 7(e)=

X X 1+¢°

Como:

2 2 ) ) 1 1 arct 2x— < arct x 1
x<c=>x <c=l+x <l+c" = < = <

1+¢?

1+ x° X 1+ x7
Observacion: (Formula de los Incrementos Finitos)
a — Extremo inferior del intervalo.
Si escribimos [a,b] = [a, a+ h], siendo {b =a +h — Extremo superior del intervalo (b -a = h).
h — Longitud del intervalo.

Entonces c=a+68-h con 0<@ <1,y el teorema del valor medio tendra la forma:

f(a + h) = f(a)—l— f'(a + 9h) -h| < Férmula de los incrementos finitos

Y nos proporciona el valor de la funcién en un entorno de a.

Ejemplo 1: Usando la formula de los incrementos finitos obtén una aproximacion de \/5 .
Solucion:
Se considera la funcién f(x)= Jx en el intervalo [64, 69]. Fijate: h=5.
f continua en [64, 69] y derivable en (64, 69) F:[;? 3 0e (O, 1) tal que

: . _ I P S I -
f(69)_f(64)+f(64+95)5:@_@+2m5~8+2_8:\/@ 8.31

Ademas, podemos acotar el error cometido:

1 1 1
< < ya que V64 <+/64 + 50 <+/81 (raices exactas mas cercanas).
V81 We4+50 64

. . 1 1
Ejemplo 2: Usando la formula de los incrementos finitos demuestra que 9 <J66-8<—.

Solucion:

Se considera la funcién f(x)= Jx en el intervalo [64, 66]. Fijate: h=2.
f continua en [64, 66] y derivable en (64, 66) = 3 e (O, 1) tal que
FIF

, . _ b, L.
f(66)_f(64)+f(64+29)s:n/%_\/?ﬂzmz B+

| | 11 1 |
Ademas V64 <+/64 +50 <81 > < < S <—
J81 WJ64+20 o4 9 Jea+20 8

Sumando 8 en los tres miembros de la desigualdad y teniendo en cuenta *:

1 1 1 1 1 1 1

—+8<8+—=<—+8=>—+8</66 <—+8=>—<~66-8<—

9 \J64+20 8 9 8 9 8
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9.3. TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO O DE CAUCHY

Fijate:
Si ademas

Ao)- g(a)}

Es decir, en esos dos

puntos las tangentes son
paralelas ya que tienen la

Sean f y g dos funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b).

= Entonces existe ¢ € (a,b) tal que

(1(6)- Fla)g'@) = (&(6)- gla) o)
Interpretacion geométrica: f(b) f( ) o ( )
Si gla)=g(b) y g'(c) 0= glb)-g¢la) ~ g'le)

Existen dos puntos (c, f(c)) y (¢, g(c)) de las curvas f(x) y g(x), tales que la pendiente de la tangente
a la curva f{x) en el primer punto es k veces la pendiente de la tangente a la curva g(x) en el segundo
punto.

= f'(c)zkg'(c) con keR.

Ejemplo 1: Comprueba si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones

misma pendiente.

f (x) =x’y g(x) = x —3en el intervalo [0, 3] y, en caso afirmativo, hallar el valor del
punto intermedio c. Solucion: ¢ = V3.

Ejemplo 2: Comprueba si se cumplen las condiciones del teorema de Cauchy para las funciones
f (x)z senx vy g(x)z cos x en el intervalo [%, %] y, en caso afirmativo, hallar el

X valor del punto intermedio c. Solucién: ¢ =7,.
9.4. REGLA DE L'HOPITAL

Si dos funciones f y g son derivables en un entorno de a y:

lim f(x)=0 lim g(x)=0

Entonces:
Si existe lim f’(x) = Existe lim & = (gj y ademas son iguales:
xX—a g (x) xX—a g(x) 0
S _ o L)

lim =lim
X—>a g(x) xX—a g’(x)

Observaciones: 1*) La Regla de L"Hopital puede también aplicarse a indeterminaciones de la forma

too |
—— e igualmente cuando x = 400 0 X — —©.
+ o

También es valida en el calculo de limites laterales.
2%) También es aplicable a indeterminaciones del tipo 0 - oo, ©”,17,0°.

. 0 .o
Para ello deberemos transformar en cocientes de la forma 6 o bien —.
o0

Ejemplol: Calcula, aplicando la regla de L Hopital, los siguientes limites:

X -X x -X
, —e , senx , e —e " —2x ., x—senx
a) lim b) lim c)lim — d) lim ———
x—0 senx x—0 X x—0 xX—senx x—0 X
, x—senx , gx—x , ; , 1 1
e) lim —_— f)lim g) lim \x” Inx h) lim ——
=0 senx =0 x —sen x=0" =0l senx Xx
(2018-M6-A-1)
1
N s ~ ., tgx-5 , arcsenx
i) lim Inx* J) lim LEX7I k) lim ———
X—>+00 x—0

H% secx+4 g x

Soluciones: a) 2; b) 1, ¢) 2;d) 0;¢e) 0; ) 2, 2) 0; h) 0;9) 0, ) 1, k) 1.

, X—asenx . .
Ejemplo 2:(2005-M3-A-1) Se sabe que lln(1) ———— es finito. Determina el valor de ¢ y calcula
X—> X
el limite.
Solucion: o =1 y el limite toma el valor 0.
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10.REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para llevar a cabo la representacion grafica de una funcién estudiaremos los siguientes puntos:
1.Dominio de la funcion.
2.Puntos de corte con los ejes. (Esto nos permitira, ademads, conocer el “signo de la funcion”).
3.Simetrias.
4.Periodicidad.
5.Continuidad, discontinuidades y asintotas.
6.Monotonia. Extremos relativos.
7.Curvatura. Puntos de inflexion.
8.Si es necesario, calculo de otros puntos de la grafica construyendo una tabla de valores.

Ejemplos: Representa graficamente las siguientes funciones:

2
X 4 2 2 2 1-x
a)f(x)z— b) f(x)zx —-6x" ¢) f(x)lex —10x d) f(x)ze Y e) f(x)zl — f)f(x)zsenx
x—1 I+x
Soluciones:
174y
16
a) ‘ . b ¢ . .
off : 2 o 13
12
1"
v 10-
o .
8
7
4 S8
o
.
2 3
-2 -2
| 2y |
d) e : :
v i i
| |
i 21 i
i 14 i
| |
| |
0 X ' o ' X
2 1 0 1 2 2 4'1 i 2
| i
| -14 |
! !
! !
i 2] i
| |
! !
) i |
24y
1
0 X
lome -ami2 E 2 o 2 v\iz/fv
-1
-2
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Ejercicio: Representa graficamente las siguientes funciones:

Q) f(x): x2x3_1 b) f(x)z x c) f(x): ln(x2 —9) d) f(x):x“efx e) f(x)zcos(x)
Soluciones:
a) ¢

d)
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