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UNIDAD 1|LIMITES Y CONTINUIDAD

1. INTRODUCCION

Fijate en el comportamiento de la funcion f (x) = x2 +1 cuando x toma valores cercanos a 2.

-4 -3 -2 -1 [ ,1 2 3 4

Si x se aproxima a 2, la funcion toma valores cercanos a 5.

Se escribe:

lim f(x)=5

x—2

y decimos que 5 es el limite cuando x tiendea 2 de f (x) = x> +1.

También es facil ver que: [lim f (x) =+ y lim f (x) = +00

X—>+00 X—>—00

Observa ahora, con atencion, estos otros ejemplos:

) (== Dom(f)=R\{0}  Rec(f)=R\[0}

X
v .1 .1
lim—=1 lim —=-1
=1 x x—>-1 x
2 . ) , 1
. Sin embargo, qué valor toma lim — ?
1 x>0 x
% Estudiamos los limites laterales:
4= =l 1 3 4 1
1 lim — = —o© 1
X0 x , . .
-2 Como = Alim— (No existe el limite)
, x—0 x
-3 lim — =400
=0T x
-4

1
Por otro lado: [lim —=0 'y [lim —=0

X—>+0 x X—>—0 x

1
b) f(x)= I Dom(f)=%R\{0} Rec(f)=(0,+)
(Existe en este caso /im 1 ?
x—0 |x|
j lim 1. +00
% x—=0" |x| , 1
= Flim— =+

4 3 2 A4 1 2 3 4 1 x—>0|x|

1 lim — =+

> x—0" x|

O f(x)=vx Dom(f)=[0+0) Rec(f)=[0+x)

A

A ll'n_14 Jx (Tampoco existen los limites laterales en —4).
x>

2
/ Tampoco existe el limite en x =0
i Iim f(x)=1

-4 -3 -2 -1 1 2

3 4 x—0" - E lr
lim fy=0[ = 2 im S )

x—0*

No obstante [lim \/; =2

x—4
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2. LIMITES EN EL INFINITO
2.1. COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x — +x

|¢' Como se comporta f(x) cuando x —> +o0 ?‘ Pueden presentarse cuatro casos:

1°) Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.

lim f(x)=40

X—>+0

VMeR IKeR tal que six>K= f(x)>M

2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequerios y

negativos”.

lim f(x)=-

X—>+00

VMeR IKeR tal que six>K = f(x)<M

3% Que los valores de f(x) se aproximen a un nimero |.

lim f(x)=1

X—>+0

Ve>0 3K eR tal que six>K:>|f(x)—l|<6
f(eli=¢,1+2)

v 4°) Que f(x) no presente tendencia alguna.

X—>+0

) /A\\v “\\ /; En este caso |A lim f(x)|como f(x)=sen x

Observacion: Las definiciones anteriores son definiciones formales de limites. No es tarea facil la
comprension y uso de éstas, por lo que emplearemos la frase intuitiva que nos proporciona cada
caso junto con su grafica correspondiente. También tendremos en cuenta esta observacion en el

apartado 2.2 y en el punto 3.
2.2. COMPORTAMIENTO DE UNA FUNCION CUANDO x — —»

¢ Como se comporta f(x) cuando x — —o0 ?‘ De nuevo pueden presentarse cuatro casos:

=) 19 Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.
P bl lim f(x)=+00
YK VMeR IKeR tal que six<K= f(x)>M

X K

2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequerios y

negativos”.

lim f(x)=—o0

X—>—0

VMeR IKeR tal que six<K= f(x)<M

3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un nimero 1.

Iim f(x)=1

Ve>0 3K eR tal que six<K:>|f(x)—l|<8
f()eli=e, 1+&)

4°) Que f(x) no presente tendencia alguna.

‘ En este caso |# lim f(x)|como f(x)=cosx
X—>—00
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3. LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

|¢' Como se comporta [ (x) cuando x — a ?| Pueden presentarse cuatro casos:

19 Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.

lim f(x) =400

VMeR 36>0 tal que si O<|x—a|<§:>f(x)>M
%f—/

xe(a—6, a+5)
x#a

ad % aké

Esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad, y dependiendo de si x se
acerca a a con valores mas pequefios o bien mas grandes que a tenemos:
Limite lateral por la izquierda en a :

lim f(x)=+0| VM eR 36>0 tal que sixe(a—5,a):f(x)>M

x—a

Limite lateral por la derecha en a:

lim f(x)=+40| VM eR 35>0 tal que sixe(a,a+5):>f(x)>M

IR 2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequerios y
— —-Mph :_ 2 negativos”.
fla-d)=fla+d) |- ': I‘ lvl_’g f(x)=—
1 ~
f@).--{l VMeR 36>0 tal que si0<|x—a|<§:f(x)<M
| | S S —
\ ! xe(a—5, a+J)

De nuevo, esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad.:
lim f(x)=—-0| VM eR 36 >0 tal que sixe(a—5,a):>f(x)<M

X—a

lim f(x)=-0| VM eR 36>0 tal que sixe(a,a+5):>f(x)<M

‘Tr
I+g 3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un nimero 1.
Aa+é ) —<-— - — - - = lim f(x)=1
I ___________ Xx—a
7

Ve>0 30>0 tal que si0<

x—a|<5:>|f(x)—l|<8

% xe(a—é', a+5) f(x)e(l—g, l+g)

X#a

Sa-0) -~
I—z‘---/ L

T
a-d'x g ‘a+d

Esto implica la existencia de los limites laterales y su igualdad:
lim f(x)=1| V&>0 36>0 tal que Sixe(a—é,a):|f(x)—l|<g

X—a

x—a”

IZ L 49) Que f(x) no tenga limite en ese punto debido a que los limites

laterales no coinciden o bien a que alguno de ellos no exista.

-3 -2 = 711 % 3 4 5 6 . 1
m En este caso |Alim f(x)| como f(x)= 5
j x—a xX—

Departamento de Matemdticas 3
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Propiedad: Una funcion tiene limite en un punto si existen los limites laterales en dicho punto y

ademas coinciden, y reciprocamente.
En caso contrario, NO existe el limite en ese punto.
El limite, si existe, es unico.

Ejemplo: Fijate en las grdficas y en el calculo de los siguientes limites:

a) Dom(f)=R Rec(f)=NR
O————\ 7| lim f(x) = 400 lim f(x) =—0

AR lim f(x)=-2

x—>—-4" ’
e =3

Nt e [0
A R x——4"
- N lim f(x)=-3
x—=1" ’
=31 =-3

lim fy=—3] /()

x—1*
*l Observa que, sin embargo, f(1) =1

b) Dom(f)=R\{~11}; Rec(f)=R\[-1,0) c)Dom(g)=R\{2}; Rec(g)=(0, + )

lim flx)=-1 lim f(x)=-1 lim glx)=0 lim g(x)=+o0
i lz'n_11 f(x) Ell'rrlz f(x) lz'n? glx)=4 Zz'rré g(x)=+o0

4. CALCULO DE LIMITES

El célculo de un limite a partir de la grafica de una funcion es una tarea facil, basta con observar
con atencidon dicha grafica. Sin embargo no siempre se dispondrd de ella por lo que habra que
recurrir a su expresion algebraica. No obstante, el calculo analitico del limite de una funcién puede
ser facil de obtener, o bien dar lugar a una indeterminacion que se debe resolver del modo
adecuado.

Propiedades: Si lim f(x)=L y lim g(x)=M
Entonces:
a) lim [f(x)ir g(x)] =L+tM b) lim f(x)-g(x)=L-M
c) lim f{x) _ L (Si M #0) d) lim f(xfY ="
x—){ioo g(X) M x—){ioo

NOTA: Si L y/o M son limites infinitos 6 M=0, pueden aparecer indeterminaciones en las
expresiones anteriores. Se resolveran de un modo especifico.
Casos de indeterminacion:

a){ 5} b)H c)[ﬂ D] ofo-=] ] o b w 0]

0 0

Departamento de Matemdticas 4 Bloque I: Analisis de Funciones
Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 1: Limites y Continuidad
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4.1. Calculo de limites cuando x — a
a) Casos inmediatos

Se obtiene el limite calculando [ (a ), es decir, lim f (x) =f (a )

Ejemplos:
Dlimx* =3 =9 pylim——=-10 ) limBxrd =344 =425 =5
x—3 -2 x—5 3 x—7
g > 0%-cosO+e”
lim(5+2x)" =5"=1  e)limx=1 lim X SOSXFC =
d)H)( ) ) i Nt In(x+1)+x*+1  Inl+0’+1

lim—26 +2¢ —1)=2.242.2-1=9  W)limx=0 ilimJx=B  j)lim|x =3
x—2 x—0" x—=0" x—=0

k)lz'llog\/x—3:3 l)ll’ig?\/x—?_zﬂ m)lz'lgg\/x—2=0 n)lz'nzhlx—Zzﬂ

b) Cociente de polinomios

Objetivo: calcular lim % siendo P(x) y Q(x) funciones polindmicas.
xX—a x
Caso 19 Q(a)# 0

Sigue siendo un caso inmediato.

Ejemplos:
3 2
aiim 822 3 gy YA 0,
o1 x' -4 -3 o x ] 2

P(a);t 0y Q(a): 0. Indeterminacion %

Se resuelve obteniendo el valor de los limites laterales.

Ejemplos:
2 6 2 6
a)lim Y| 2| Indeterminacion. b)lim —X2 =| — | Indeterminacion.
>3 x =73 0 x—3 (x_3) 0
Limites laterales: Limites laterales:
, 2x
lim 2 — o lim > =
x=3 X — , ¥=3 (x - 3) g 2
= Alim = Ilim > =+
, 2x -3 x—3 i 2x x—3 (X—3)
lim = 400 lim > =+
-3 x — 3 x—3" (x 3)

P(a): 0y Q(a)z 0. Indeterminacion %

Se resuelve factorizando el numerador y el denominador.

Ejemplos:
2 3 g2
a)limxz;x—F6 = 0 Indeterminacion.  b)lim— al 25 X ox = 0 Indeterminacion.
-2 x"4+3x-10 \0 =3 x =Tx" +16x-12 \0

Factorizando: Factorizando:
, (x=3)fx-2 o x—-3 -1 , o xlx—=3fx-2 , X
lim w =lim =— lim ( )( 2) =lim =3
x—2 (x-|—5)(x_2) x—2 x+5 7 x—3 (x_3)(x_2) x—3 _x_2
3 2
, x> —5x" +6x 0 o,
c)lim — > =| — | Indeterminacion.
=2 x7 =Tx"+16x—-12 0
Factorizando:
Departamento de Matemdticas 5 Bloque I: Analisis de Funciones

Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 1: Limites y Continuidad



IES Padre Poveda (Guadix)

Matematicas 11
x(x=3)x-2) X
li = =
x—>2 (X_3)(x_2) x—2 x—z
Limites laterales:
fim 2 - X x’ —5x +6x
X = Blim = Blim — :
, =2 x—2 =2 x  =Tx"+16x—12
lim = +00
=2 X —
¢) Calculo de limites de funciones definidas a trozos
2x-5  six<3
Ejemplo: Hallar el limite de la funcion f(x)z —x+7 si3<x<6 enl,3yb6.
x/6  six=>6
En x=1 En x =3| Limites laterales
lim f(x) = lim (2x —5) =1
lim f(x)=lim (2x~5)= -3 o o = Blim f(x)

lim f(x)z lim (—x+7)=4 13
x—3* x—3"

En x =6| Limites laterales
lim f(x)= lim (~x+7)=1
x—6~ x—6"

li =1
lim f(x)z lim =1 :‘%f(x)

4.2. Calculo de limites cuando x — +©
a) Casos inmediatos.

En el caso de funciones polindmicas tendremos en cuenta el signo del coeficiente del término
de mayor grado.

Ejemplos:
a) lim (3x2 — 7x): +00 b) lim (— 4x* + Sx): -0 ¢) lim (5)62 - 30x)= +00
d) lim (x* —5000x>)=+0 ) lim Nx—3 =+o0 £) lim X +7 = +o0

X—>+00

g)lim N3—-x =14

X—>+o0
b) Cociente de polinomios

Surge la indeterminacion —. Se resuelve analizando los términos de mayor grado del
o0

numerador y del denominador.

, . a . a
+0 00— sin>m, y —+>0,0 bien, <0
m bm
, ax"+..+ax+a a )
lim —— ! e - si n=m
xov0 b X"+ 4+ bx+ b, b,
0 si n<m
Ejemplos:
.30 +2x -1 , 2x* = 7x ;=2 450+
a)lim ————=+w0 b)Ilim ——————=-0 ¢)lim ————=——
o+ 10x" —Tx+3 x>t —5x7 4+ 3x -2 e 6x° +3x+1 3
. 4x +3x+1 , 3x+1 , 2x+1
d) lim —————=12 e) lim —; =0 lim ————=
xoto 2x' 45 x>0 §5x% 42 xo+0 3x° +5x -2
Departamento de Matemdticas 6 Bloque I: Analisis de Funciones
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4.3. Calculo de limites cuando x — —©

Tendremos en cuenta que:
lim f(x)= lim f(-x)
X—>—00 X—>+00

y calcularemos el limite de la expresion resultante.

Ejemplos:

a) lim (x2 —5x+ 3): lim ((— x) =5(=x)+ 3): lim (x2 +5x+ 3):
b) lim (3)63 +2x—1)= lim (3(— x) +2(- x)—l)z lim (— 3x’ —2x—1)= -
c) lim —2x 7 _ lim 2(2_ x)-7 = lim ——22x—7 =

s 3x7 4 2x =1 v 3(—x) +2(=x)—1  xo 3x7—2x-1

4.4. Limites de funciones irracionales. Indeterminacion 6 e 00— 00

Se resuelven multiplicando y dividiendo la funcion por la expresion radical conjugada.

Ejemplos:
\/x+ -2 [oj o
— | Indeterminacion.
x—>l x—1
lim («/x+3—2)(«/x+3+2)=h,m («/x+3 —2? _ lim x—1 _
S -)Wars+2) P e-)Waes+2) 7 (e-1)Wae3+2)
:h'm;:l:][mﬁzl
=l Jx+3+2 4 x—1 x—1 4"
b)lim Jx-2 = (gj Indeterminacion.
x4 x — 0
Wroleo) Wofo22 L eea 1

lim =—
Pr-alre2) e lae2) e e
Jx-2 1

im .
4 x—4 4
c) lim (\/x2 +4—x7 - 2): (00 —o0) Indeterminacion.

N e i ¥ B U M

lim

¥ i +4 437 =2 e 1 dx -2
2 2

lim X +4-x 42 = lim 6 :i:O: lim (\/x2+4—\/x2—2)20.

X \/x +4 +\/x Xk \/x +4+\/x -2 t® X
d) lim (\/x +x - x): (00 — 0) Indeterminacion.

) (\/x2 +x—x)( X +x+x) ) (\/xz +x)2 -, XHx-x X [ooj
lim =[lim =lim———=lim———=| — |Indet.
oo VX +X+x eI dx+x Y Hx4x TPV Hxx @

Se divide por x el numerador y el denominador:

1
lim ——2———=Iim = lim ———— ——: lim \]x2+x—x):—.
X—>+00 [x Fx4x O /.X + x X—>+00 1 +1 X—>+0 2

Departamento de Matemdticas 7 Bloque I: Analisis de Funciones
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, +1-2 0
e)lim =| — | Indeterminacion
=3 x+6-3 \0

o~
%3
—_
=
+
(@)
|
[98)
=
=
+
(o)
+
[98)
=
=
+
+
[\
R
=
%

(x+1-4)Vx+6+3) (r-3)Wx+6+3)  Jx46+3 6 3
lim =lim =lim——=—==
x3 (x+6—9)(«/x+1+2) x3 (x—3)( x+1+2) I Ax+1+2 402

f) lim (\/x +x+6+ x): (00 — o) Indeterminacion.
X—>—0
Se pasa a un limite en +00:

lim [\/(— xf +(=x)+6+(- x)) = lim (\/ X' —x+6- x): (c0 —o0). Indeterminacion.

Iim (\/xZ_x+6—x)(w/x2—x+6+x) —l’ x —x+6—x* —x+6 (Ooj
e VP —x+6+x X —x+6+x H“”\/x —X+6+x \®

Se resuelve esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por x :

-x+6 -x 6 6

—+— -1+ _1 1
lim X = lim X X = Ilim X = -
A \/x —Xx+6+x T IxX x 6 x O \/1 1,6 J1+1 2
— -+ —+— ——+—+1
X x X X x X X

= lim (\/x2 +x+6+x)= ——

X—>—0

g) lim Vx-1-+x-2 (OO—OO)
e x—yx=3  (0-o)
i (\/x 1—x— 2)(\/x 1++x— 2)(\/;c+\/_) _ll,m[(\/ﬁ)z—(\/x_ﬂﬂ(\/;h/ﬁ):
= (= x=3)Jx +x—3) V-1 +4x—2) SR

[-t-xv2)Va+a=3)  reix3 ‘[fj

lim lim

oo g e3Wa—t4vr—2) 7 3WxT4vx-2)

Se resuelve esta indeterminacion dividiendo numerador y denominador por +/ x :

f Jx- x 3 3
\/— \/— I+, —— I+, [1-—
= lim U lim X

lim =
VAT N 3 x—1+\/x—2 31t 12
\/; \/; X X X X X X

I i N S e S

WienT) 3 o -3

Indeterminacion.

o0

4.5. Indeterminacion 0-co y otros casos de 00—

) ) . L 0 o
Se opera previamente y pasamos a un caso de indeterminacion conocida tipo (6 ol— |
o0

Departamento de Matemdticas 8 Bloque I: Analisis de Funciones
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Ejemplos:
2
a) lim SiH_l x4 = (O . oo) Indeterminacion.
xovo | X7 =3 4x
. [(5xX+x*-20x—-4) 5 . (S5x+1 x*-4) 5
lim 3 =—=lim | —F——- ==,
X0 4x —12x 4  xoowo| x" -3 4x 4

4 J—
b) lim (2 xz IJ = (O . oo) Indeterminacion.
oo\ X X +5

, 2x* =2 , 2 x*-1
lim | — =+00 = lim | ——; = +00,
ot | X7 +5x o | X X745

, 2x*+4 4x+5
c)l -
x—3 2

J = (oo — oo) Indeterminacion.

2 2 2
. 22 +4)~(4x +5)x-3) _ o 4 +8—dx +12x—5x+15 _
X—>+0 2()6—3) x—>+00 2x—6
. Tx+23 7 . (2x*+4 4x+5) 7
lim =—= lim - =,
xot0 Qx —6 2 X—>+00 x=3 2 2
2 2
d) lim 3X +5x_ 6x +9x = (oo — oo) Indeterminacion.
xoro | 2x+5 4x -1
2 2 2
lim (3x +5xX4x 1) (6x +9xx2x+5)  lim 321x S0x _ 31
X (2x+5)4x—1) i 8x2 +18x—5 8
. (3x*+5x 6x°+9x 31
= lim - =——
oo | 2Xx+5 4x -1 8
e) lim 2 : );_1 = 0 Indeterminacion.
oo\ X X" +5 0
Aunque no es una indeterminacion del tipo que estamos estudiando, también se resuelve
operando:

2
lim (M]:Z:Hm (g )g lj:Z.
X—>+0 x —x xo+o\ x x4+ 5

4.6. Indeterminacion 1”
Para resolverla tendremos en cuenta que:

Si ll'n{a f(x)zl y ll'n{a g(x): o (yasea +00 0 bien —o0) entonces:

i <)1)
lim  f(x)® =e "t

40

Ejemplos:
) 1 3x-1
, X +X— .,
a) lim | ——— =1% Indeterminacion.
X—>+0 x“+2
2
L e B N G VL) L
e —e X +2 —e X +2 = = Zlm —2 =e .
X—>+0 X +2
Departamento de Matemdticas 9 Bloque I: Analisis de Funciones
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Otra forma de resolver esta indeterminacion:

, 1y . .
Se basa en que lim [1 +— | =e. Laidea es buscar esta estructura en nuestro limite:
X

X—>+00
) 1 3x-1
: +x—
1°) Se suma y se resta 1 a la base: [im | 1+ % -1
X—>+0 x°+2
JErx-log 2 a x=3\""
2°) Se opera la base inicial con -1: lim =lIlim |1+
X—>+00 X +2 X400 X +2

3°) Se necesita un 1 en el numerador del segundo sumando de la base: lim | 1+—; >
X—>+00 X —+

x=3
4°) Se busca tener en el exponente la misma expresion que en el denominador:
_ _3x2-10x+3
2
~ _x-3 X“+2
42 |y +2(3X_1) ¥242
x=3 x=3
, 1 1
lim || 1+— = lim || 1+— =e.
X—>+00 X +2 X—>+0 X +2
x-=3 x-3
- - )
— e -
-2
. (3x+1Y o
b) lim ( =1" Indeterminacion.
X—>+00 3x
3x+1 x=2
lim (x-2) ( —1j lim 2= 3x+1
exﬁJrao 3x :er~>+x3r _ez _\/_:> l :%-
x>+ 3x
L
, [ x+2 )2 o,
c)lim =1" Indeterminacion.
-2\ 2x
1
L1 (x42 . —x+2 o —(x-2) = | 4 3 — 43
lim——| —-1 Il 1 - - _
eXL"%xfz[Zx ):ex'fﬁzx(x—z) :exi7;2x(x—2) :ef’l’%zx —et :L: e — lim xX+2 )2 _ Ve .
4\/2 e =2\ 2x e
x*—4x—10 )6
d)lim| ———— =1 Indeterminacion.
x—6 x—4

, 1 [ x"—4x-10 X2—5x—6

L= T B e e

X6 X— — 16 (x— — N . . .1
e =" = @% De nuevo tenemos una 1ndeterm1nac1on.

lz'm% lim— 7 x —4x 10 6 3
et ama)a6) _ jisex—d — 52 :1/ \/_:>llm =e \/;

Observacién:
Para resolver indeterminaciones del tipo o’ 6 0° es muy util tomar logaritmos y
posteriormente usar la Regla de L "Hopital que veremos en la unidad de derivacion.
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4.7. Comparacion de infinitos
Si lim f(x)=+00 y lim g(x)=o0 entonces decimos que Zim f(x) es un infinito de orden
X—>+0

X—>+00 X—>+00

superior que im g(x)si:
X—>+00

N—"

lim f(x) = =00, 0 bien lim g(x) =0.

X—>+0 g(x) X—>+00 (x

Escala de infinitos:

Logaritmos con a > l| < |P0tencias (de menor a mayor exponente)| < ‘Exponenciales con a > 1‘

Es decir:
Orden lim log, x < Orden lim x" < Orden lim a*| a > 1.
X—>+00 X—>+00 X—>+00
Ejemplos:
. Tx . log;x , *
a) lim = 400 d) lim —2>==0 g) lim ——— =+
X—>+00 10g2 X xot0 5§ X —>+00 111(4)(?-1)
i In(4x—1
b) lim log,x _, e) lim —— = +o0 h) lim #:0
X—>+00 7x3 x40 3x X—>+0 e’
x i 3X7 ~ 77 ( x [ 5 _ )_
c)lims—:—oo f) lim —=0 l)xli’ﬁoz x” —=1)=+0
b0 _long x40 D
4.8. Infinitésimos equivalentes
Decimos que [ es un infinitésimo en a si lim f (x) =0.
X—>a
. - . —y X
Dos infinitésimos f y g son equivalentes en a si /im f( )= 1.
x¥—a g(x)
Entonces escribiremos f ~g.
Infinitésimos equivalentes mds usuales en a =0 :
2
X
senx~x  1gx~x e —l~x l—cosx~? In(x+1)~x

Estas equivalencias también son ciertas si sustituimos x por /(x) con lim h(x)=0.

x—0

Los infinitésimos equivalentes son muy importantes ya que en el calculo de limites se puede
sustituir un infinitésimo por su equivalente, siempre que aparezca multiplicando o dividiendo.

Ejemplos:
, semx ., X 0 , 11 .
a)lim ———=1lim — =|—|=lim —=—= 17 yaque los limites laterales en x =0 son
-0 Tx x=0 Tx 0 -0 T7x 0
Ind.
distintos.

x—0 X =0 x =0 2x

_ —x? 42 _
b)lim cosx—1_ lim 4 —lim — X = {9} —lim —X = .

c)lim —————= =lim —
x—=0 tg S5x x>0 S5x

In (5x+1)_[' Sx :[O}:ll'mIZL
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5. ASINTOTAS

De modo informal podemos definir los siguientes conceptos:

Ramas infinitas: Tramos de la curva que se “alejan” indefinidamente del origen de coordenadas.
Asintota: Recta a la que se “cifie” (aproxima) una rama infinita.

Rama asintotica: Rama infinita que se “cifie” a una asintota.

5.1. RAMAS INFINITAS EN x = a. ASINTOTAS VERTICALES
Si

lim f(x)=+00 6 —o0 y/o lim f(x)=+00 6 —o0

X—a

entonces la funcion tiene una rama infinita por la derecha o por la izquierda (o por las dos), y
larecta x =a es una asintota vertical.

e Situacion de la curva respecto a la asintota:

Y Y
Y a =

| _ N
; o a X a o X
o v é / \
lim f(x) = 40 lim f(x) = -
lim f(x) = 400 lim f(x) = —o0 x—>a” X—oa
x—a x—a lim f(x) = —00 ll”/n+ f(x) = 40
Observaciones:

. Plx . . .
»Si f (x) = Q& g racional, los candidatos a asintotas verticales son los valores de x
X
que anulan el denominador.
= Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales.

Ejemplo 1: Calcula las asintotas verticales de las siguientes funciones:

5 X X +x—6 x’ -4
a) fix)=—— D) flx)=—7—"—= o) flx)=—— d) flx)=
V)= DS of)="—— D)=
. , , . ) ., x+4
Ejemplo 2: ;Cuantas asintotas verticales tiene la funcién f (x) = 2—16 ?
x —

5.2. RAMAS INFINITAS CUANDO x — +®© (6 x — —®)
Se pueden presentar tres casos:

ASINTOTA
HORIZONTAL

ASINTOTA
OBLICUA

RAMA
PARABOLICA

a) ASINTOTAS HORIZONTALES
Si

lim f(x)=b (beR)

entonces la funcién f tiene una rama infinita cuando x — +o0 y larecta y =b es una
asintota horizontal en + 0.

e Situacion de la curva respecto de la asintota:
Estudiamos el signo de f (x)—b para valores “grandes” de x (es decir, si x — +00):
= Si f (x)— b > 0 = curva por encima de la asintota.
= Si f(x)—b < 0= curva por debajo de la asintota.
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Larecta p=Db es asintota horizontal. Larecta y=b es asintota horizontal.
Analogamente si x — —o0 .
Observaciones:
= Una funcion tendra, a lo sumo, dos asintotas horizontales, una en +00 y otraen —o0.

= Si f (x): PEX; es un cociente de polinomios, la funcion tendra la misma asintota
Olx

horizontal en +00 y en —o0. Serd necesario que Grado P(x) < Grado O(x).

Ejemplo: Calcula las asintotas horizontales de las siguientes funciones:

0 f b fr)= "t o p)= L

()= 22+ _ X -4
x*=2x+1 x—3

-2
x —

b) ASINTOTAS OBLICUAS
Si

TG =0

entonces la funcion f tiene una rama infinita cuando x — 400 y larecta y =mx +n es

una asintota oblicua en + co.

Para calcularla: | m = lim M n = lim|[f(x)—mx]

X>H0 X X—>+00

e Situacion de la curva respecto de la asintota:
Estudiamos el signo de f’ (x)— (mx + n) para valores “grandes” de x (si x — +00):

% Si f(x)—(mx+n)> 0 = curva por encima de la asintota.
=Si f (x)— (mx + n) < 0 = curva por debajo de la asintota.

/,//’/ f(x)—(mx+n)>0 ot ™

1 Hay una asintota oblicua ]

Hay una asintota oblicua
Andalogamente si x — —0.

Observaciones:

. Plx . S . . . .
=Si f (x)= QE ; es un cociente de polinomios, la funcion tendrd asintota oblicua si
X

Grado P(x)—GradO Q(x)zl. La asintota oblicua serd el cociente obtenido al

efectuar la division de polinomios anterior.
= Una funcidn tendra, a lo sumo, dos asintotas oblicuas, una en + o0 y otra en — 0.
= Si hay asintota horizontal => No hay asintota oblicua y viceversa.

Ejemplo 1: Calcula las asintotas oblicuas de las siguientes funciones:

2x* +5x+43 5x° =2x* +3
O fW)=T )=

2
. x”+1 . , -
Ejemplo 2: La funcién f (x)zp—ltlene como asintota oblicua la recta de ecuacion
X+

y =—2x+2. Determina el valor de p y estudia si la grafica de la funcion corta a
la asintota.
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¢) RAMAS PARABOLICAS (en _funciones racionales)

Si Grado P(x)—Grado Q(x)z 2 entonces hay una rama parabolica “hacia arriba” o

“hacia abajo” dependiendo de que [lim ngg =+00 6 [lim P(x)
X

X—>+00

grado P(x) — gradoO(x) = 2

‘ grado P(x) — grado Q(x) 2 2
|

Hay una rama parabdlica

Hay una rama parabolica

lim f(x)=+0 lim f(x)=—o0
X—>+0 X—>+0
Analogamente si x — —o0.

Ejemplo: Estudia si las siguientes funciones tienen ramas parabdlicas:

P - 5x? > +3x7 +1
a)f@ﬁ% b)f(x)z%

6. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION
6.1. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Y A

Una funcién [ es continua en a si lim f(x)= f(a)
xX—a
Esta definicion implica que se cumplan tres condiciones:

1) Existe f(a) (Es decir, a € Dom(f).)
2) Existe lim f (x) y es finito.

- > 3) Ilim f(x) = f(a) (Es decir, 1) y 2) coinciden).
Continua en a e

Si no se cumple alguna de estas tres condiciones, diremos que la funcion es discontinua en a.

6.2. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO
f es continua en (a, b) si lo es en todo punto de ese intervalo.

f es continua en [a, b] si es continua en (a, b) y, ademas, es continua por la derecha en a y por
la izquierda en b.
Nota:

f es continua por la derecha en a si lim f(x) = f(a).

x—a*

f es continua por la izquierda en b si lim f(x)= f(b).
x—b~

6.3. TIPOS DE DISCONTINUIDADES

a) Discontinuidad inevitable de salto finito: Presenta un salto en ese punto.
Existen los limites laterales y son finitos, pero distintos.

- Ejemplo: f(x)= {f sszl;j; Dom(f)=R
N ‘
| — 3/(2)=2
2 e 1 ; 3 4 : Iin;7 f(X): 2
4 A lim, f{x)ya aue ll’n; flx)=1

Discontinuidad inevitable de salto finito en x = 2.
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b) Discontinuidad inevitable de salto infinito: Tiene ramas infinitas en ese punto.
Uno o los dos limites laterales son infinitos.

o Ejemplo: f(x)= 12 Dom(f)=R\{2}
X—
-—3-‘2_-1“:-1 ; 3 4 5 6 = ﬂ f(2)
=\ | lim f(x)=—o0
- Blim f(x)ya que {*°
m f(x = +00
x—>2"

Discontinuidad inevitable de salto infinito en x =2.

¢) Discontinuidad evitable:
En este caso existe lim f(x), pero no coincide con f(a) (tiene ese punto

xX—a
“desplazado”), o bien no existe f (a) (Le “falta” ese punto).
Ejemplo: (Tiene ese punto “desplazado”)

Y 13 x Ssix#2
f(x)= . Dom(f)=%R

N -1 six=2
' En este caso:

1 ; 3/(2)=-1 y también 3lim flx)=2
. K X—>

; : : ; ; Sin embargo, /im f(x) = f(2)
-1 1 2 3 4 x—2
e l Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en

x =2 y se evita redefiniendo f(2)=2.

ik O
-

PR Fijate que:
! A f(2) (La funcién no esta definida en x =2)

Dom(f)=R\{2}

1 : Ilim f(x) =2 ya que:
i K x—2
2
: x =2x ., x(x-=2 ,
1 1 2 3 4 li —:lzm(—):llmx=2
x—2  x— 2 X2  x— 2 x—2
-1 Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en

x =2 vy se evita definiendo f(2) =2.

d) Discontinuidad esencial: Alguno de los limites laterales no existe.
A Ejemplo:

_ f(x)= senej Dom(f)=%R\{0}

Observa que:
' " A £(0) (La funcién no esta definidaen x =0)
.2 0.4 0.6 0.8 Ell’mf()(f)
Alim f(x) yaque: 0
=0 A lim f(x)
g x—0"

f tiene una discontinuidad esencial en x =0

-0.6 -0.4 -0,

’_

Propiedad: Si f y g son funciones continuas en a, las siguientes funciones también son
continuas en a:

a)ftg Db f-g ok-g keR d)flg sigla)2z0 e)fog

Las funciones polinomicas, racionales, irracionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y
sus compuestas, son continuas en su dominio de definicion.
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Ejemplo 1: Estudiar la continuidad de estas funciones en los puntos que se indican:

3x-2 six<-l1 2x* -6 si x<1
a)f(x): x*+4x—1 si—1<x<2 b)f(x)z -4  six=1
1+1n(x—1) six>2 2-2x .
si x>1
Jx -1
en x=—lyx=2. en x=1.

Ejemplo 2: Determina los valores de @ y b para que las siguientes funciones sean continuas.

x4+l six<l I+cosx six<0
a) f(x)={ax+3 sil<x<2 b) f(x)=142(a+x) si0O<x<l
bx’ =2 six>2 b/x* six>1
x> —2x+n

Ejemplo 3: Calcula los valores de m y n sabiendo que la funciéon f(x)= posee

X +mx® —14x
una discontinuidad evitable en x = 2.

7. FUNCIONES CONTINUAS EN UN INTERVALO. TEOREMA DE
BOLZANO. TEOREMA DE WEIERSTRASS

¥ Teorema de Bolzano:
f(b) Si una funcion fes continua en un intervalo cerrado [a, b] y
Signo( f(a)) # Signo( f (b)), entonces existe al menos ¢ € (a,b)
x| tal que f(c)=0.
/ Ejemplo: Probar que la funcién f(x) = x’ —3x+40 tiene, al menos,
f(a)--- una raiz real y localizarla entre dos valores enteros
consecutivos.

Los dos siguientes teoremas son importantes consecuencias del Teorema de Bolzano:

Teorema de los valores intermedios (Darboux):

£( J) ______________ Si una funcion f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y k es
un numero real comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe
FE)=hl e al menos ce(a,b) tal que f(c)=*k.

Es decir, la funcion f* toma todos los valores intermedios entre

Fa)-
i L fa)y fO).

a c b

Ejemplo: Dada la funcion f(x)=x"—x>+x, ¢se puede afirmar que existe al menos

un punto ¢ en el intervalo [1,2] tal que f(c)=2? Razona la respuesta.

Teorema sobre grdficas que se cortan:

v
F(b) Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo cerrado [a, b]
g(a)}--- tales que f(a)<g(a) y f(b)>g(b), entonces existe al menos

F(E)=g(c) ' ce(a,b) tal que f(c)=g(c).

b . . , :
9(b) | Es decir, existe un punto en el que las graficas se cortan, o dicho de
f(ad-- , 'y otro modo, existe un punto en el que las dos funciones toman el
a c b mismo valor.
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Ejemplo: Probar que las graficas de f(x)=Inx y g(x)=e "se cortan en un punto y
localizalo entre dos nlimeros enteros.

Teorema de acotacion:
Si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b], entonces estd acotada en [a, b].

Teorema de Weierstrass:

¥ Si una funcion fes continua en un intervalo cerrado|a, b],

f(d)
fb)

entonces [ alcanza sus valores maximo y minimo absolutos en

!

f(a)

Es decir, f estd acotada y existen c,d E[a, b] tales que

fOLfN)Sf) Vxelab)

f(c)

Ejemplo: Indica si la funcion f(x)=Inxestd acotada en [l,e], y si alcanza sus valores

maximo y minimo absolutos en dicho intervalo. En caso afirmativo dibijala y
localiza estos puntos.

Departamento de Matemdticas 17 Bloque I: Analisis de Funciones
Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 1: Limites y Continuidad



IES Padre Poveda (Guadix) Matemadticas I1

8. ANEXOS
8.1. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE BOLZANO

Supongamos que f(a)<0< f(b).

+b
Sea x, = aT. Si f(x1 ) =0=Setoma c=Xx, y hemos acabado.

En caso contrario:
Si f(x,)>0=Setoma [a,,b,] con @, =a; b, =x, = f(a,)<0< f(b,)
Si f(x,)<0= Se toma [a,,b,] con a, =x;; b, =b= fla,)<0< f£(b).

a, +b

Repito el proceso con x, = .Sif (x2 ) =0=Setoma ¢ =x, y hemos acabado.

En caso contrario obtengo, de la misma forma anterior, [a2 ,b, ] con f (a2 ) <0< f (b2 )

Reiterando el proceso, obtenemos una sucesion de intervalos encajados:
- G [an’ bn]c [an—l’ bn—l]C [an—Z’ bn—Z]C - G [aZ’ bZ]C [al’ bl]c [a’ b]
tales que f(a,)<0< f (b)) y lim didmetrola,,b,|= lim bz;na =0 ().

En estas condiciones, el Teorema de los Intervalos Encajados de Cantor nos dice que:

+00

Nla,.b,]=1c}

Nos queda comprobar que f (c) =0.
Supongamos que no es cierto y que f (c) > 0.
Por ser f continua en x = c, el Lema de Conservacién del Signo nos dice que:

Je>0con f(x)>0paracadaxe(c—eg,c+e)

Pero por (*) podemos encontrar neNcon [a,,b,|C(c—&,c+g) lo que es una
contradiccién con fl(a,)<0< £(b,).

Por tanto f(c)=0.

8.2.DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE LOS VALORES INTERMEDIOS (DARB oUXx)
Se define g(x)= f(x)—k.
Supongamos que f (a) <k<f (b) (en caso contrario se haria andlogamente)

f es continua en [a,b] = g es continua en [a,b].

g\a =f a)—k <O Teorema
0 el -0

Pero g(c)= f(c)-k= flc)-k=0= f(c)=k.

8.3. DEMOSTRACION DEL TEOREMA SOBRE GRAFICAS QUE SE CORTAN
Se define 4(x)= f(x)-g(x).

f y g son continuas en [a,b] = & es continua en [a,b].

i h(a): f(a)—g(a)< () Teorema -
Ademas, {h(b) _ f(b)— g(b) >0 o dce (a, b) tal que h(c) =0.

Pero h(c)= f(c)-glc)= /(c)-glc)=0= flc)=g(c)

Ademas, {
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