PUNTOS, RECTAS Y PLANOS
EN EL ESPACIO
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Puntos alineados en el plano

= Comprueba que los puntos A(5, 2), B(8,3) y C(13, 5) no estan alineados.

AB=(3,1); BC=(5,2)

No tienen las coordenadas proporcionales; luego no estan alineados.
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Rectas en el plano

= Para hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que aparece a continacion,
toma el vector 1_5 (1, 4) para situarte en ella y el vector dG, 2) para deslizar-
te por ella.

Halla también su ecuacion implicita.

5,2
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Ecuaciones parameétricas:

=1+ 5A
[y =4+ 2\

Ecuacion implicita:

—2x=-2—10A
5y =20 + 10A
-2x+5y=18 - 2x-5p+18=0

= Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de la recta s.

La recta s pasa por el punto (-1, 0) y tiene la direccion del vector 5(1, -D.
Ecuaciones parameétricas:

%x =—1+A

[y = -A
Ecuacion implicita:

Sumando las dos anteriores: x+y=-1 - x+yp+1=0
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1. Representa los puntos siguientes: z
P(S’ 2’ 3)’ Q(3a _Za 5)1 R(la 4’ 0)3
$(0,0,4) y 1(0,6,3). X

PG, 2,3)
Q@3,-2,5)
R(1, 4, 0)
S(0, 0, 4)
70, 6, 3)

2. Sitia sobre unos ejes coordenados un
punto P. Proyéctalo, P’ sobre el pla-
no XY. Sigue el proceso hasta determi-
nar las coordenadas de P. (Observa
que el unico paso arbitrario es decidir
la situacion de P").

P@3,5,2)
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1. Dados los puntos A(1, 7, 3), B(-1, 3, 0), C(3,-4,11) y D(1, 0,-5):

a) Halla las coordenadas de los vectores: A_B, EC, JD, ﬁA, AC

b) Halla el punto medio de cada uno de los siguientes segmentos: AB, BC, CD,

AC, AD
DAB = (=2, —4, -3) BC = (4, -7, 11) CD = (=2, 4, -16)
DA=(0,7,8) AC=(2,-11,8)
3 -1 11
b)MAB=(0’ 5,?) MBC=(1’7’7) MCD=(2’ —2, 3)
M, = (2, 3 7) My, = (1, % —1)

2. Obtén las coordenadas del punto medio de los segmentos:

a)de extremos (3,-5,1) y (-3, 1, 13).

b)de extremos (-5, 1,7) y (4, 2, 0).

3-3 5+1 1+13)_ .
a)( S T ) 0, -2,7)

b)(—5+4 1+2 7+o)=(i§1)
2 T2 2 2722

3. Obtén las coordenadas de los puntos que dividen cada uno de los segmentos
del ejercicio anterior en tres partes iguales.

0 Dado un segmento de extremos P y Q:

5R=5P+%P@=5P+%(5Q—5P)=5P+%6Q—%5P=
R
_ 00 +20pP
» _ 00 +20pP
3
05 =0p+ 2 pp =209+ 0P
6} 3 3
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Segun esto, los puntos que buscamos son:

o 531 13); 23,5, D _ ,-3,5)

2(=3,1,13)+ 3,5, D

=(-1,-1
3 -1,-1,9

b) (4, 2, 0) +32(—5, 1,7 _ (_27 % 14)

24,2, 00+ (-5,1,7) =(1 5 1)
3 "373

4. p(1,-3,5), Q(0,7,2) y R(-1, 5, 6) son los vértices de un triangulo.

a) Calcula las coordenadas del punto medio de cada lado.

b)Recuerda que el baricentro (punto donde se cortan las medianas del trian-
gulo) esta sobre cada mediana, a % del vértice y a % del punto medio del la-
do opuesto.

Calcula el baricentro del tridngulo anterior a partir de uno de los vértices. Re-
pitelo para los otros dos y obtendras el mismo resultado.

P(1,-3,5) 17
VR o= (3.2.3)
_[1
R(—l, 5, 6) MQR - _E, 6, 4

0(0,7,2)

b) A partir de P: (ver ejercicio 3)

. 20M,,+OP 4=
o0 - OR _ (=1, 12, 8)3+ a,-3,5 _ (07 3, %)
3

A partir de Q:

20Mpp + 00 _ (0,2, 1D+(0,7,2) _ (O 5 ﬁ)

oG =
3 3 3

A partir de R:

. 20M,, + OR -~
oo~ PO =(1,4,7)+3( 1’5’6)=(o,3,?)
3
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5. Localiza el baricentro del triangulo de vértices A(2,-1, 3), B(0, 4, 1), C(1, 1, 0).

A Hallamos el punto medio, M, del lado BC:

M=(1,z,i)
272 2

El baricentro, G, esta sobre la mediana, a

M % de A ya % de M (ver ejercicio 3):

. 20M+0A _
e - (5 D+ 1,3)=(1,i7i)
3 3 33
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1. Halla las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por:
9 P(1,0,-3) y Q(1,4,-3) d RO,2,3) y 5(0,2,1)

a) Vector direccion: AB = (3,4, 1)

2-3\
Ecuaciones paramétricas: = 4\

=5+)\

b) Vector direccion: MN = 4, -4,-8) //1,-1,-2)

=5+A
Ecuaciones paramétricas: =1-A
=7-2A
¢) Vector direccion: P_Q =0, 4,0
=1
Ecuaciones paramétricas: =4\
=3
d) Vector direccion: RS = 0, 0, -2)
=0
Ecuaciones paramétricas: =
=3-2A
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2. Obtén las ecuaciones paramétricas, la ecuaciéon en forma continua y las ecua-
ciones implicitas de la recta que pasa por estos puntos: (-5, 3,7) y (2,-3, 3)

Vector direccion: (2, =3, 3) — (=5, 3, 7) = (7, =6, —4)

Ecuaciones paramétricas:

= 2+7A
=-3-0A
= 3-4A

Ecuacion continua:

x—2=y+3=z—3
7 -6 —4

Ecuaciones implicitas:

xX-2_y+3 3 _
7T~ Twriz=Tyral Oox+7y  + 9=0
x;z_z_—43 L x+ 8=72-21 éx + 7z2-29=0

3. Localiza seis puntos, ademas de los dados, de la recta anterior.

Dandole valores a A, obtenemos:

-2 - (-12,9,1D
-3 - (19,15, 15

(Para A =0 y A =-1, obtenemos los puntos que teniamos).

A=1 - 9,9 -D
A=2 - (16,-15,-5)
A=3 - (23,-21,-9)
A=4 - (30,-27,-13)
A

A

4. Comprueba si alguno de los puntos que se dan a continuacién pertenecen o no
alarectadada 7r:

x=5-A
z= 4
5—2)\=3 - )\=1
AOvr, pues z#4 B: 3A=3 - A=1 BO~r
4=4
5-2A= 15 - A=-5
C: 3A=-15 - A=-50 cUOr DOvr pues z#4
4=4
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1. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x= 1-5\ x=1 x=3+2\ =-1-06A
a) Jy= 2+3\ y=1 b)y=1- A y= 3+3A
=5+ A Hz=A z=5 z= 5
D P=(1,2 -5 d =531
0=0,1,0 d,=0,0,1

PO =(0,-1,5)

-5 0 0
M’=(3 0—1); |M'|=-5 - ran(M') =3 - Lasrectas se cruzan.

1 1 5
O™
M
MHP=(3 1,5 d, =@ -1,0
0=(-1,3,5 d, = (6,3,0
PO = (4, 2,0)

2 -6 -4
M= (—1 3 2 ); ran M) =ran (M) =1 - Las dos rectas coinciden.

0 0 0
[

M

2. Estudia las posiciones relativas de los pares de rectas que aparecen en estos
apartados. Cuando se corten, calcula el punto en que lo hacen:

x=A x=3 x= 3+A x= =2\
a)[y=A\ y=3 b) =2-A = 3+ 2\
z=0 z=A z= =_1

2) P = (0,0, 0) d,=(,1,0
0=G3,30 d,=,0,D
PO=(3,3,0

1 0 3
M= ( 1 0 3); ran (M) = ran (M') =2 - Las rectas se cortan.

0 1 0
OoOod
M
Hallamos el punto de corte:
A=3
A =3[ Se cortan en el punto (3, 3, 0).
0=n
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b P=(3, -2 1) d, =a,-1,0
0=(0,3 -1 d,= (2,20
PO =(-3,5,-2)

1 -2 -3
M= (—1 2 5 ); ran (M) =1, ran (M') =2 - Las rectas son paralelas.

0 0 -2
Ooooda

M
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1. a) Halla las ecuaciones paramétricas y la ecuacion implicita del plano que pasa
POI' P(l, 7, _2), Q(49 59 0) Y R(6, 3, 8)-
b) Halla otros tres puntos del plano.

c) Calcula n para que A(1, n, 5) pertenezca al plano.

a) El plano es paralelo a P_Q =(3,-2,2) ya Q_i? =(2,-2,89//1,-1,4

=4+3\+ |
Ecuaciones paramétricas: =5-2\—-
z = 2\ + 4

Ecuacion implicita:
Un vector normal al plano es: (3, -2, 2) x (1, -1, 4) = (-6, =10, -1) // (6, 10, 1
La ecuacion es: 6(x—4) + 10(y —5) + 1(z—0) = 0, es decir: 6x+ 10y +z-74=0

b) (%7 0, 0); (o, 3—57 0); 0, 0, 74)

©) Sustituimos en la ecuaciéon: 6 -1 +10 - n+5-74=0 - 6+10n+5-74=0

_ 03

10=6 —
n=03 "7

Pagina 165

1. Estudia la posicion relativa del plano y de la recta:

x= 2+3\
Tt2x—y+3z=8 r: [Jy=-1+3A\
z= - A

Hallamos los puntos de corte de 7 y Tt
22 +30) = (=1 +3N) +3(-A\) =8
4+0A+1-3A-3A=8 - OA=3 - No tiene solucion.

La recta y el plano son paralelos, pues no tienen ningin punto en comun.
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2. Dados estos tres planos, estudia la posicion relativa entre cada dos de ellos:
2x-y+3z=8 x+3y—z=5 2x+6y—2z=5

¢Tienen los tres planos algiin punto comiin?

B - g0

2X= ¥ *32=85 qe cortan en una recta.
x+3y—- z=50
_ =50

x+3y- z >F Son paralelos.

2x+ 6y— 2z =5[]
~ _g0

2x— y+3z=8 O Se cortan en una recta.
2x+ 6y—2z=5[]

No hay ningin punto comun a los tres planos. V
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1. Escribe las ecuaciones implicitas y paramétricas de las siguientes figuras:

® 7 ® 7

PLANO Y- Z EJE X

a) x siempre vale 0.

» puede tomar cualquier valor.

z puede tomar cualquier valor.

=0
T x=0 - TC =)\
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b) x puede tomar cualquier valor.
y siempre vale 0.

z siempre vale 0.

Il
oS O >

Oy =
Bex: -0 - Eex
=0

X
I

¢) z puede tomar cualquier valor.

El plano Tt en su interseccion con el plano XY determina la recta » de ecuacion:

rx—y=0
Asi, en el espacio XYZ:
=A
T[.x—y=0 — TC =)\
z=H

d) Calculamos la ecuacion de la recta en el plano XZ:
r pasa por A(4,0) y B(0,3) - AB = (-4, 3)
D=4 -4
" Eﬁ - 3 . A= %

x=4—iz
3

r: 3x + 4z =12 en el plano XZ.

En el espacio XYZ la recta no toma valores en y, por tanto, y = 0. Luego la
ecuacion de la recta 7 en el espacio XYZ es:

Oy=o =4 — 4\
- — . =O
PBx + 4z =12 - = 3\

e) x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.

y siempre vale 7.

mty=7 - Tt

I
= >

4

f) » puede tener cualquier valor.
Calculamos la recta que determina el plano Tt en su interseccion con el plano XZ:
7 pasa por A4, 0) y B, 3).
Por el apartado d):
r: 3x + 4z =12 en el plano XZ.
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Asi:
— 4\

= &

TE3x+4z=12 - T [y
z = 3\

I
o

. Representa las figuras dadas por las siguientes ecuaciones:

x=A x=A x=A
a)z=4 b) y=u o dy=A dOy=0
z=4 z=4 z=4
Oy = Oy = x=3
Oln e Ho¥-o 2y=0 h) Oy=0
z 0= Zz=A+}
x=3 x=A x+y+z<1
. - . - _ x20
i) =4 ) =u KHDx+y+z=1 D >0
z=5 z=p z20

jAtencion! Una de ellas representa un punto y otra, todo el espacio. Hay una
que tiene dos parametros, pero actiian como si solo hubiera uno.

a)z=4 - z siempre vale 4. z
x e y pueden tomar cualquier
valor.
Y
X,
ﬁx =X - x puede tomar cualquier valor.
b) =U - p puede tomar cualquier valor.
Eé =4 - z siempre vale 4.
Es el mismo plano que el del apartado anterior.
He=A—0_ . ) . )
o _\ x e y siempre toman el mismo valor.
z=4 - z siempre vale 4. |2

Como solo hay un parametro, es una recta (pa-
ralela al plano XY).
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=X - x puede tomar cualquier valor.
d =0 - y siempre vale 0.
z=4 - z siempre vale 4.

Como solo hay un parametro, es una recta.

Como y =0 siempre, es una recta del pla-

no XZ.
X
Oy=0 o .
o 4 Es la ecuacion implicita de la recta anterior.
DZ =
z
=0 - x siempre vale 0.
) 0z=0 - =z siempre vale 0.
» puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del eje Y.
X
Z
2y=0 - y siempre vale 0.
x puede tomar cualquier valor.
z puede tomar cualquier valor.
Es la ecuacion del plano XZ.
X

=p
(7
I

> O W

+M - sihacemos A +p=p, pOR, tenemos:

N
I

- X siempre vale 3.
-y siempre vale 0. - Nos movemos en el plano XZ.
- 2z puede tomar cualquier valor.

I
T O W

:

Como solo hay un parimetro, es una recta.
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=3 - «x siemprevale3 T ..
)] =4 - y siempre vale 4.
z=5 - =z siempre vale 5.
5 p 5 A .“"

Es un punto.

o

s Y
X
=N - x puede tomar cualquier valor.
i =M - y puede tomar cualquier valor.
z=p - z puede tomar cualquier valor.
Representa todo el espacio.
RDx+y+z=1
Calculamos las intersecciones con los ejes:
Eje X: z
Oy =
7Y - x-1 - 00
=0
Eje V-
=0 L o1 L 01,0
DZ _ O » Y
Eje Z:
Ux =0
0" - z=1 - (0,0, D
v=20

DOx+y+2z<1 - Describe la region limitada por el plano anterior, cuyas coor-
J denadas estan por debajo de é€l.

Hxz0
X 2
| \
E y=20 Las tres variables tienen que ser positivas.
%z 20 /
Z
Representa la region comprendida entre la
parte positiva de los planos XY, YZ, XZ y
el plano x +y + z=1.
Y
X
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Puntos

1 Las coordenadas de los puntos representados en esta
figura son:

(Os o, 3)3 (Oa 3, 3); (3, 3, 3); (31 o, 3); (3’ o, 0)3
(3, 37 0); (0, 3’ 0); (01 S/Za 3); (0’ 31 3/2); (3, 3/2’ 0);
3, 0,3/2)

Asocia a cada punto sus coordenadas.

A0, 0, 3); B(O, 3,3); CG, 3,3 D@G,0,3); EG, 0,0 FG,3,0; GO, 3,0
P(0, 3/2, 3); Q(0, 3, 3/2); R(@3,3/2,0); S(3,0,3/2)

2 Comprueba silos puntos A(1,-2,1), B(2,3,0) y C(-1,0,—4) estan alineados.

AB (1,5, -1 E

N Sus coordenadas no son proporcionales. Luego los puntos no es-
AC (=2, 2, -5)

tan alineados.

— —

3 Hallalos puntos Py Q tales que AQ = %Aﬁf y AP= %AQ, siendo A(2,0,1)

YB(S,?),—Z).
e Si QO(x, y, 2), entonces A_Q(x—Z,y,z—l):
33 _(9 9 —9)_
24B =2 3 ==, 2, == -2 -1
5 5(3,3, 3) 55 s x=2,9,z-D
9 19 0O
X-2== -5 x=-=
O
5 5 0
) 5 o2, 2, 2)
5 O 57575
O
-_2 _ 40
z-1 5 > oz 50
e Si P(a, b, ¢), entonces A_15(ol—2, b, c—1):
2202 32 202 2 _(66—6)_
£40=%2 . 24B=£4B= = 3 =2, 2 2= —2,b,c—1
3497375 5 533915 5 5)-@-2bc-D)
6t—2=g - a=£%
5 5 %
po O Dp(gg,i)
5 0 5755
O
P
5 5 0
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4 Halla el simétrico del punto A(-2, 3, 0) respecto del punto M(1, -1, 2).

oA Sea A'(x,y, z2) el simétrico de A respecto del punto M.

Como M es el punto medio del segmento AA’, entonces:
. _ +3
M X=2 V'O Z)_q 4 2
"'¢ 2 ) 2 ) 2 ( ’ ) )
x—2 yt3

z
=z = =1 x= =] =5 ==2 z=/4
4 2 ’ y 5’ 2

2
Por tanto: A'(4, -5, 4)

5 Calcula a y b para que los puntos A(1, 2,-1), B(3,0,-2) y C(4, a, b) es-
tén alineados.

AB (2, -2, -1) _

— Para que estén alineados ha de ser: 3_a-2_brl
ACB,a-2,b+ 1) 2 -2 -1
Por tanto:

a-2_3 | a-2=-3 - a=-1
-2 2
b +1 = é — b = __5 -1 — b = i
-1 2 2 2
Rectas
6 Halla las ecuaciones paramétricas de los ejes de coordenadas.
=A =0 =0
Eje ox - =0 E]e oYy - =A E]e oz - =0
=0 =0 . = )\

7 Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por los puntos A(-3, 2, 1) y
NEEW)
Un vector direccion de la recta r es A_B(%, %, —1).
Tomamos el vector 8(1, -1,-2)// AB.

e Ecuacion vectorial:

(x, y,2)=(=3,2, 1D+, -1, -2)

e Ecuaciones paramétricas:

=3+ A
= 2- A
= 1-2A
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e Forma continua:

x+3_V-2 =z-1
1 -1 -2

e Forma implicita:

XI5=% - Xx-3=p-2 5 x+yp+1=0
XI5=Z_21 - 2x-6=z-1 - 2x+z+5=0

8 Comprueba si existe alguna recta que pase por los puntos P(3, 1, 0), Q(0,-5,1)
y R (6’ _59 1)-

Pg 3,-6, D Las coordenadas no son proporcionales, luego los puntos no es-
AC (3, -6, 1D tan alineados.

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(-4, 2,5) y es para-
lela al eje OZ.

w O

Si es paralela al eje OZ, tiene como vector direccion (0, 0, 1.
e Ecuacion vectorial:

(x, y, 2 = (-4, 2,5 + N0, 0, D)

e Ecuaciones parametricas:

- 4

N

+ A

e Forma continua:

x+4 _y-2 =z-5
0 0 1

e Forma implicita:

x=-4 - x+4=00
y= 2 - py=-2=0Q

10 Escribe las ecuaciones de la recta que pasa por el punto P(1,-3, 0) y es pa-
S ralelaalvector ux v, siendo u(l1,-1,2) y v(2,0, 0).

ux v=1(0,4,2//021

e Ecuacion vectorial:

(x, 9,2 =(1,-3,0 + A0, 2,1
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e Ecuaciones paramétricas:

=1
=-3+2A
=A

e Forma continua:

x-1_Y+3 _=z-0
0 2 1

e Forma implicita:

= X
+

|

=1 > x—-1=0
23= - y+3=2z - y-2z+3=0

11 Estudia la posicion relativa de las siguientes rectas y halla el punto de corte,
§ cuando sea posible:

x—1 y+2 =z-1 x+2 y-3 =z-2

Wr:—3 2 4 YA T 2 3

b) 7+ x_—ll =y;l =z;2 s:x;4=y14=z;5

d)r: x;I =%=§ sE;:g:g\
z=4+8\

D d (3,24 P(1,-2,1)
d(-1, 2, 3); P(-2,3,2)
PP'(-3,5,1)

3 -1 -3
M’=(2 2 5) - |M'|=-51#20 - las rectas se cruzan.

4 3 1
oo

M
D d.(-1,2, D; P, 1,2)
d(4,1,2); P4,4,5)
PP'(3, 3, 3)

-1 4 3 51
M= 3 - |M’|=OyD1 2D=3¢0 - ran (M) =ran (M) =2 -
3

M — Las rectas se cortan.
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Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

=1- A =4 + 4
7 =1+2A s: =4+ U
=2+ A =5+2U

I— A=4+4p Sumandola12yla3%:3=9+064 - U=
1+2\=4+ p[J Sustituyendoenla1®:1-A=4-4 - A=1
2+ A=5+2

Sustituyendo A =1 en las ecuaciones de » (o bien W =-1 enlas de s), obte-
nemos el punto de corte: (0, 3, 3).

o d(21,3); PO, 1,-D
d(1,-2,0 % (0,3,-D = (2,1, 3)

Tienen la misma direccién, y el punto P O 7, pero P Us, luego las rectas son
paralelas.

d di2, 3,4
d.(4,6,8)

Tienen la misma direccion.

Veamos si el punto P(1, 0, 0) O 7, pertenece también a s:

3+40=1 o =-1/2
3+6A=0 - A=-1/2] POs
4+8 =0 - =-1/2

Por tanto, las rectas » y s coinciden, son la misma recta.

12 Obtén el valor de a para el cual las rectas r y s se cortan, y halla el punto
s de corte:
2x-1 y+3 =z-2

3 -2 0

rix=y=z—a s:
U En s, divide por 2 el numerador y el denominador de la primera fraccion.

rx=y=z-a - cT;(l,l,l); P, 0, a)

GX-12 _Y¥3_z-2 5(3

(L
3/2 2 0 PR O)’ P(z’ 3 2)

2
1 32 1/2
M=(1 =2 -3 -~ ran (M) =2
1 0!2-a
I
M
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Para que las rectas se corten, ha de ser ran (M") = 2, es decir, |M'| = 0:

IR 0 - a-3

Ja—21 _
2

Para hallar el punto de corte, escribimos las rectas en forma paramétrica:

E=l+_5
=A DX 5 T5H
7 = A s O
=3-2
Z3 4 EJ’ 3-21
Dz=2
1,3, FH
}\—2+2p%
A=3-2p H -1=3-20 - p=-1
3+ A= H A=-

Sustituyendo A = -1 en las ecuaciones de » (0 U =-1 en las de s), obtenemos
el punto de corte: (-1, -1, 2).

13 Halla los valores de m y n para que las rectas r y s sean paralelas:

X =5+4\
X -1 z+3
r:Jy=3+ A s;E=yT= -
z= — A
d.(4,1,-D

_ Las coordenadas han de ser proporcionales:
d.(m, 3, n)

- m=12, n=-3

4 1 -1
(El punto P(0,1,-3) Os; pero P UOr; luego las dos rectas son paralelas si m = 12
y n=-3).

14 a)Halla el vector director de la recta determinada por los planos:
Ha — =0
O Y -
0o y+tz= 2
b) Escribe las ecuaciones paramétricas de 7.
D d=(,-1,0x%x©,1,1D=(1-1,1
b) Obtenemos un punto de la recta haciendo y = 0:

x=0U

O El punto (0, 0, 2) pertenece a la recta.
z=2[
=-A
Ecuaciones paramétricas: =-A
=2+A

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio 0



X +1
15 Dada la recta 5= 14 T~ exprésala como interseccion de dos planos.
§=z - Xx=2z - x-2z=0
+
§=y11 L =2p+2 o x42p+2=0
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16 Halla las ecuaciones de los siguientes planos:

S a) Determinado por el punto A(1, -3, 2) y por los vectores u(2,1,0) y

v(-1, 0, 3).
b) Pasa por el punto P(2,-3, 1) y cuyo vector normal es n(5, -3, —4).

c) Perpendicular a la recta S~ - % Y que pasa por el punto (1, 0, 1).
D UX V=210 %103 =@3,-61

3x-D-6(y+3)+(z-2)=0
3x—6y+z-23=0

b)5(x—-2) -3y +3)—4=z-1D =0
Sx—=3y—4z-15=0

o) n(2, -1, 3)
2-D-@-0+3(z-1=0
2x-y+3z-5=0

17 Halla las ecuaciones paramétricas e implicitas de los planos OXY, OYZ,

OXZ.
Plano OXY:
=A
Paramétricas: =H Implicita: z=0
=0
Plano OYZ:
=0
Paramétricas: =A Implicita: x=0
z=H
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Plano OXZ:

Paramétricas: Implicita: y =0

I
= o >

18 Escribe las ecuaciones paramétricas de los planos:
a)z=3 b) x =-1 Ay=2

-1

A o)

M

b)

a)

I

I

o

= N>

I
w = >

19 ;Cual es el vector normal del plano x = -1?
Escribe las ecuaciones de una recta perpendicular a ese plano que pase por
A(2,3,0).
El vector normal al plano x=-1 es n(1, 0, 0).

=2+A
Recta: [y =3
=0

20 Calcula m y n paraquelos planos 0: mx +y—3z—1=0y B:2x+ny—2-3=0
S sean paralelos. ;Pueden ser coincidentes?

ng(m, 1, -3) ,
N Las coordenadas han de ser proporcionales:
nB(Z’ n, =1

m_1_=3 | -6 n=+
2 n -1 3

Asi, quedaria:
oa:bx+y—-3z-1=0 - Ox+y—-3z-1=0
[3:2x+%y—z—3=0 - O6x+y-3z-9=0

Los planos son paralelos, no coincidentes. No pueden ser coincidentes pues los tér-
minos independientes no son proporcionales a los anteriores.

21 Escribe la ecuacion del plano que pase por los puntos (0, 0, 0), (2, 2, 0) y
S a,1,2).

(2,2,0x(1,1,2)=(4,—4,0 - n(l,-1,0)
P(0, 0, 0)
El planoes: x—y=0

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio Q



22 Determina la ecuacion del plano que contiene al punto P(2, 1, 2) y ala recta:

S y-3 =z—-4
X-2=Tgm =5

Si contiene a la recta, contendra al punto Q(2, 3, 4) y serd paralelo a d (1, -1, -3).
También serd paralelo a P_Q 0,2,2)//0,1, D.

Un vector normal al plano es: (1,-1,-3) % (0,1, D =(2,-1, D

La ecuacion del planoes: 2(x—-2)-(p-D +(=z-2)=0

2x—-y+z-5=0

23 Comprueba que las rectas:

-1 Ox — =
xz =y=z-2 s:Dx 2z= 5

" dx-2y =11

son paralelas, y halla la ecuacion del plano que las contiene.

4.2, 1,1; P(1,0,2

d.=(1,0,-2) x (1, -2, 0) = (-4, -2,-2) // (2, 1, 1)

Las rectas 7 y s tienen la misma direccion. Ademas, P(1, 0, 2) U r», pero P [s.
Luego las rectas son paralelas.

Obtenemos un punto, Q, de s haciendo y = 0:

—_2z=50 x=110
X -2z SD X lllj 0(11, 0, 3)
x =11 0O z= 30

El plano que buscamos sera paralelo a CI;(Z, 1,D ya P—Q(lo, 0, 1. Un vector nor-
males: (2,1, 1) x (10,0, 1) = (1, 8, -10)

La ecuacion del planoserd: 1 - (x-1D+8- (-0 —-10-(z-2)=0
x+8y—-10z+19=0

24 ;Son coplanarios los puntos A(1, 0, 0), B(0,1,0), C(2,1,0) y D(-1,2,1)?

A_é = (—1, 1, 0) 1 1 0
AC=(,1,0) 1 1 0D=—2¢0
AD = (=2, 2, 1) 2 21

Los puntos 70 son coplanarios.
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PARA RESOLVER

25 Los puntos A(1,3,-1), B(2,0,2) y C(4,—1,-3) son vértices consecutivos de
un paralelogramo. Halla el vértice D vy el centro del paralelogramo.

R R R LR R L e Sea D(x, y, 2) el otro vértice:
BA=CD - (-1,3,-3)=(x—4,p+1,z+3)
‘M x-4=-1 - x= 3
’ , y+1= 3 - y= 20 D@3, 2, -0
. H z+3=-3 - z=-6
[ AR -

Si M es el centro del paralelogramo, es el punto medio de AC:

M= 4+1,_1+5,_5_1)=(2,1,—2)
2 2 2 2

26 Calcula b para que las rectas » y s se corten. ;Cudl es el punto de corte?
S x—1 y+5 =z+1 x y-b =z-1
r: = = KH = =
2 -3 2 4 -1 2

d,(2,-3,2); P(1,-5, -1
d (4, -1,2); PO, b, D
PP'(~1, b + 5, 2)

2 40 4
M'= (—3—11 b+5 ) — Para que las rectas se corten, ha de ser |M'| =0 (para
que ran (M) = ran (M) = 2).

|M/|=4b+44=0 - b=-11

Para hallar el punto de corte, escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

= 1+2A = 4l
r [y =-5- 3\ s: =-11-p
=-1+2A 1+2p

1+ 2\ = 4
-5 — 3\ = -11 — p[J Restando la 3% ecuacion a la 1¢: 2 = -1 + 2

-1+2\=1+2u

4 -1
M= é A= H = i
2 2 2
Sustituyendo A = el en las ecuaciones de r (o MW= % en las de ), obtenemos

el punto de corte: (6, %, 4).
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27 Determina el valor de a para que las rectas r y s sean coplanarias:

S =
x y-a =z x=1+A
V:T=T=6 S: y = 1—)\
z=-1+A

Halla el plano que las contiene.
d(1,1,0% PO, a,0)

d.(1, -1, 1; P(1,1,-D
PP(1,1-a,-1)

1 1 1
M=(1 -1 1-a| - Paraque lasrectas sean coplanarias, ha de ser |M'| = 0.
0 1 -1

|M’|=ﬂ+2=0 - a=-2

Un vector normal al plano es: CT; X CT; =(1,1,0x,-1, D =01, -1,-2)
El plano que las contiene es: 1(x—1) - 1(y - D —-2(z+ 1) =0
xX—y—-2z-2=0

28 ;Se puede construir un triangulo que tenga dos de sus lados sobre las rectas
S rys?

x =2\
=y=z+1 s: =—1+A

z=A

x—1
2

r:

Estudiamos la posicion relativa de las rectas:

a2, 1,1); P(1,0,-1)

a2, 1,1

Las dos rectas tienen la misma direccion. Ademds, P(1, 0, -1) O 7, pero P Os

PA=1 - A=1/2
puestoque: [F1+A =0 - A=1
=1

Por tanto, las rectas son paralelas. Luego 70 se puede construir un tridngulo que
tenga dos de sus lados sobre las rectas 7 y s.

29 Estudia la posicion relativa de la recta: r: =2 =" yelplano
§ Ttx—-y+z-3=0. B

3+ 2\
7 =-1+A
=-A
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Ttx—y+z-3=0
B+20) - +MH+ () -3=0
3420 +1-A-A-3=0
1=0
La recta es paralela al plano (pues no tienen ningin punto en comun).
Dadas la recta » determinada por los puntos A(1,1,1) y B3, 1,2), yla
recta:

s Ox— 2z-1=0

. E y -2=0
estudia su posicion relativa y halla, si existe, la ecuacion del plano que las
contiene.

4. =AB=(2,01; A1, 1,1
d =(1,0,-2)x(0,1,0) = (2,0, 1); AOs

E Las rectas son paralelas.
S

Obtenemos un punto de s haciendo z = 0:

U
0 P, 20
O

[N

X =
y=

El plano que buscamos es paralelo a CT; ya A_};(O, 1, -D.
Un vector normal al plano es: n= CT;, x AP = 2,0, D) x(,1,-1) =(1, 2,2
El planoes: -1 - (x-D+2-(y-D+2-(z-D =0
-xXx+20)+2z-3=0
03x+ay+ z=1

Dadalarecta r: sz +6y—22-6

a) Halla, para cada valor de a, las ecuaciones paramétricas de 7,

b) Discute la existencia de valores de a para que la recta 7, esté€ incluida en
elplano x+y+z=1.

p3x+ z=l-ayg 3’CJrZ:l—“J/DS ando: 4x =4 — (a +
d>2x—22=6—6y% x—z=3—5y% umando: 4x (a+ 3y

o=1— a;rS
z=x—3+3y=1—”23y—3+3y=—2+ 9;6’)/
=1-(a+ 3N\
Va: = 4\
=2+ -\

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



bx+y+z=1

1-(@+3N+4A-2+OQ - =1
1—alN—3N+4N—-2+9A—al =1

(10 = 2a)\ = 2

10-2a=0 - 10=2a - a=>5

eSi a=5 - Llarecta es paralela al plano.

eSi a#5 - Llarectay el plano se cortan en un punto.

Por tanto, no existen valores de a para los que la recta esté contenida en el
plano.
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S

Halla la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1, 3, 2) y B(-2, 5, 0)

x= 33— A
yes paraleloalarecta [jy= 2+ A
=-2-3A\

El plano sera paralelo a A?S(—S, 2,-2) ya (T(—l, 1, -3).
Un vector normal al plano es: (=3, 2, -2) x (-1, 1, =3) = (-4, —7,-1) - n(4, 7, 1)
El planoes: 4(x—- 1D +7(y-3) +1(z-2)=0

4x+Ty+2-27=0

Estudia la posicion de las siguientes rectas y halla, si es posible, el plano que
las contiene:
x-2 y-1 =z x—1 y-1 =z+2

ri—— =—— =— s
1 -1 2 -1 1 -2

d(1,-1,2) P(2,1,0)
d(-1,1,-2)

Las rectas tienen la misma direccion. Ademas P(2,1,0) O 7, pero POs; luego las
rectas son paralelas.

Un punto de s es Q(1, 1, -2).

El plano que buscamos es paralelo a CT; y
a PQO(-1, 0, -2).

Un vector normal al plano es:
n'=(1,-1,2) x(-1,0,-2) = (2,0, -1

El planoes: 2(x—2)+0(y— 1D - 1(z-0) =0

2x—z—-4=0
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34 Halla la ecuacion del plano que contiene a la recta

S -
x=2+3\ x-3 y+1 =z
r: Jy=—1— A\ Yyes paralelo a: s: ==
z= A > 2 -

El plano serad paralelo a J;(S, -1, ya J;(S, 2, -3).
Un vector normal al plano sera: n=@G3,-1,1 % (5,2 -3) =1, 14, 11)
Un punto del plano es (2, -1, 0).
Por tanto, el planoes: 1(x-2) + 14y + D + 11(z-0) =0
x+ 14y +11z+12=0

35 Calcula el valor de m para que los puntos A(m, 0, 1), B(0, 1, 2), C(1, 2, 3)
S y D(7,2,1) estén en un mismo plano. ¢Cuil es la ecuacién de ese plano?
Hallamos la ecuacién del plano que contienea B, C y D.

El plano serd paralelo a BC(1,1,1) ya CD(6,0,-2), es decir,a (1,1, D) ya (3,0, -1).
Un vector normal al plano es:

(1,1, D%x3,0,-1)=(-1,4,-3) - n(,—4,3)
La ecuacion del plano es: 1(x—0) —4(y -1 +3(z—=2) =0
X—4y+3z-2=0
Para que A pertenezca al mismo plano, ha de ser:

m—-4-0+43-1-2=0 - m+1=0 - m=-1

-1 -2 +1
36 Dado el plano Tt 2x — 3y + 2 = 0 y la recta xl =y1 =z2 ,

halla la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al
plano TU
El plano sera paralelo a (2, -3, 1) ya (1, -1, 2).
Un vector normal al plano es: (2, -3, D x (1, -1, 2) = (-5,-3, D - H(S, 3, -1
El punto (1, 2, 1) pertenece al plano.
La ecuacion del planoes: S(x—D+3(y-2)-1(z+1) =0

Sx+3y—z-12=0

37 Estudia la posicion de los siguientes planos:

S
x+2y— z2—-3=0 2x—y+z-3=0 x— y+ z—1=0
a) 3y+2z2—1=0 b)[] x—y+2-2=0 ) [(3x+ y—-2z =0
x+ y+ z=2=0 3x—y+z—-4=0 2x +2y—-3z+4=0
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xX+2)— z=3 1 2 -1
a) 3y +2z=10 M'=|0 3 2
111

X+ y+ z=2

3
1
2
|[M|=8 - ran (M) =ran (M) =3 - Los tres planos se cortan en un punto.
3
2
4

La 32 columna es —1 - 22; y la 42 columna se obtiene sumando la 12 y la 32.

I I I
M

2x—-y+z=3 2 -11
M =

b) x—y+z=2 1 -11
Ax—y+z=4 3 -1 1
[

M

Luego ran (M) = ran (M') =2 - Los tres planos se cortan en una recta.
1
0
—4

D; _11D=4¢0y [M|=0 - ran (D=2

-1 1
E 1 0D=—12¢O - ran (M) =3
2 —4

o) 3x+ y—-2z= 0
2x+ 2y — 3z =4

x— y+ z=1 (1 -1 1
M =

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningiin punto comun a los tres.

38 Escribe la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,-3,2) y B(0,1,1)
S yes paralelo a la recta:

03x — 2y +1=0
"H 2y+32-3-0

Un vector direccién de r es: (3, -2, 0) x (0, 2, 3) = (-6, -9, 6) // (2, 3, =2)

AB(-1, 4, 1)

El plano que buscamos es paralelo a (2, 3, =2) y a (-1, 4, —1).

Un vector normal al plano es: n = (2, 3, =2) x (-1, 4, 1) = (5, 4, 11)

La ecuacion del plano es: 5(x—0) +4(y— 1 + 11(z—-1) =0
Sx+4y+11z-15=0

39 Dados los planos mx +2y—-3z—1=0 y 2x—4y + 6z +5=0, halla m para
que sean:

a) Paralelos.

b) Perpendiculares.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio o
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41

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio

a) Las coordenadas de (m, 2, -3) y de (2, -4, 6) han de ser proporcionales:

b)(m,2,-3)-Q2,—4,6=2m—-8-18=2m-26=0 - m=13

Halla el valor de a para que las rectas 7 y s estén en un mismo plano y

halla la ecuacion de ese plano:

r.Dx -2z=0 s.lilx+y =1
E y— z=2 Ex +2z=a

Escribimos las ecuaciones de » y s en forma paramétrica:

=2\
d —2z= = d
r g 22=0 - x=2z 0 ’ =2 4\
O yv- 2z=2 - y=2+2z[] -
x =2\
+ =1 — =1—
. v Y * y=1-2A
¥ Hx t2=a - z=2_% s a
2 2 Z=7—}\

Obtenemos un punto y un vector direccion de cada recta:
d.(2,1,D; PO,2,0
d.2,-2,-1; PO, 1, a/2)
PP(0, -1, a/2)

— — i
Para que las rectas estén en el mismo plano, los vectores d,, d; y PP’ han de
ser coplanarios:

2 0 4
[E -2 —1D=—3a—4=0 - a=—
-1 a/2 5

—

El plano sera paralelo a CT; y a d;. Un vector normal al plano es:
n=02 1,1 %2, -2 -1 =(,4,-6)
El punto P(0, 2, 0) pertenece al plano.
La ecuacion del plano es: 1(x—0) + 4(y —2) - 6(z-0) = 0
xX+4y-06z-8=0
x=3
=2

Estudia la posicion de la recta 7: E yel plano z=1.

Son perpendiculares y se cortan en el punto (3, 2, 1).



Bx—y+z =0

42 Sean larecta 7: %2.%‘ —2+3=0 yelplano ax—y+4z—2=0.

a) Calcula el valor de a para que » sea paralela al plano.

b) ¢Existe algin valor de a para el cual r sea perpendicular al plano?

Un vector direccion de r es: g= (3,-1,1)x(2,0,-1)=(1,5,2)
Un vector normal al plano es n = (a, -1, 4).
a) Para que 7 sea paralela al plano, d y n han de ser perpendiculares:

1,5,2)+(a,-1,9=a-5+8=a+3=0 - a=-3

—

N ) .
b)Los vectores d 'y n deberian tener sus coordenadas proporcionales.

2 . . . L
# —, no es posible; es decir, no existe ningtin valor de a para el

4

cual 7 sea perpendicular al plano.

Como =

velplano ™ x + 2y + 3z -1 = 0,
halla la ecuacion de una recta s contenida en el plano T que pase por el
punto P(2,1,-1) y sea perpendicular a 7.

U El vector direccion de s ba de ser perpendicular al vector direccion de r y al
vector normal del plano.

Un vector direccién de r es: d = (1,0,-2)x (0, 1,-D =2, 1, D
Un vector normal al plano es n = (1, 2, 3).

Un vector direccion de la recta que buscamos es: (2, 1, 1) x (1, 2, 3) = (1, -5, 3)

=2+A
La recta es: =1-5A
=—1+ 3\

O =
44 Halla la ecuacion de la recta paralela a 7r: Dx *2z=5 que pase por
0 y+3z=5

x—1 y+3 =z+2
4 2 3

el punto de interseccion de la recta s:
Ttx—y+z=7.

con el plano

Un vector direccion de la recta es: (1, 0, 2) x (0, 1, 3) = (=2, -3, 1) // (2, 3, 1)

Escribimos la recta s en forma paramétrica para hallar el punto de corte de s y Tt
= 1+4A Tt x-—y+z=7
s =-3+ 2\ 1+4N+3-2A-2+3A=7
Oz =-2+ 3\ SA=5 - A=1

El punto de corte de s y T es (5, -1, 1.
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Por tanto, la recta que buscamos es:

= 5+ 2\
= -1+ 3\ o bien x=5_r*rl_z-1
IR 2 35 4
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Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1, 2, 3) y es perpendi-
cular al plano que pasa por el origen y por los puntos B(1,1,1) y C(1, 2, 1).
Un vector normal al plano es: JB X JC =(1,1,H)x1,2,1)=(1,0, 1D

Este vector es un vector direccion de la recta que buscamos.

Las ecuaciones de la recta son:

=1-A
=2
=3+ A
Escribe la ecuaciéon del plano que contiene a la recta »: E Xty -1=0
2x-y+z =0
1- +2
y es paralelo a s: —2x = % = z__4

Un vector direccion de » es: (1,1, 0) x (2, -1, 1) = (1, -1, -3)

El plano que buscamos es paralelo a (1, -1, =3) y a (-2, 3, —4). Un vector normal al
plano es: 0= (1, -1, =3) x (=2, 3, =4) = (13, 10, 1)

Obtenemos un punto de 7 haciendo x = 0:

y—1=0 -
-+z=0 -

y=1 o H P01,
z=y=1[
La ecuacion del plano es: 13(x—-0) + 10y — D + 1(z—- 1D =0

13x+ 10y +2-11=0

Estudia las posiciones relativas del plano: Tt x + ay — z = 1 y de la recta:

- 52x+y—az=2

x—y— z=a-1 segun los valores de a.
|:| —_ —_ = —_

T oxtay- z=1 1 a -1 1
2x+ y—az=2 =12 1 -a
" Dx— - z=a-1 1 -1 -1 a—1
O Y I |
M

- - a=-1
|M|=-a?+a+2=0 - a= 1:Vi+8 23 _ _—

-2
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e Si a=-1, queda:

1 -1 -1
M=12 1 1

1 -1 -1

1 «—
2 ) planos paralelos. La recta es paralela al plano.
2] <

1
2) La 12 ecuacion se obtiene restandole a la 22 la 32
1

eSi a=2, queda:

1 2 -1
M=12 1 =2

1 -1 -1

Por tanto, la recta esta contenida en el plano.
eSi a#-1y a#2 - larectay el plano se cortan en un punto.

Calcula la ecuacion del plano que determinan el punto A(1, 0, 1) y la recta:

Ux+y— z+1=0

r 2x—y +2z =0

Un vector direccion de la r es: d = (1,1, -1 x2,-1,2) =1, -4, -3)

Obtenemos un punto de 7 haciendo x = 0:

y— z+1=0U Sumando: z+1=0 - =z=-1
-y + 2z =0Qg y=2z=-2

P, -2, -D

El plano es paralelo a Ef(l, —4,-3) ya P_Izl(l, 2, 2).

Un vector normal al plano es: (1, =4, =3) x (1, 2, 2) = (=2, -5, 6) // (2, 5, —=0)

La ecuacion del plano es: 2(x—1) +5(y - 0) —6(z-1) =0
2x+5y—6z+4=0

Dados los vectores u(2,3,5), v(6,-3,2), w(4,-6,3), p(8,0, a), y los pla-
nos: T (x,y,2)=(1,2,3) + \u+uvy m:(x,y, 2 =, 2,3) + \w + Up,
estudia la posicion relativa de 1T y T seguin los valores de a.
Obtenemos las ecuaciones implicitas de los dos planos:
ux v=(21, 26, —24)

TE 21(x— 1) + 26(y = 2) = 24(z-3) =0

e 21x + 260y —24z-1=0
W X p = (=6a, 24 — 4a, 48)

T —Oalx — 1) + (24 —4a) (y —2) +48(z-3) =0
T —Oax + (24 — 4a) y + 48z + (14a — 192) = 0



M,=(21 26 —24‘ 1 )

—6a 24 —4a 48 192 — l4a
OOOOoOoOoOodo
M
21 24
6a 48 =1008—-144a=0 - a=7

®Si a=7, queda:

21 26 =24 1 L | . "
42 4 48 04 0s planos se cortan en una recta.

eSi a%27 - ran (M) =ran (M"). Los planos se cortan en una recta.
Los planos se cortan en una recta cualquiera que sea el valor de a (aunque no sea
siempre la misma recta).
Estudia la posicion de los siguientes planos segin los valores de m:
X+ y =1

my+ z=0
x+(A+my+mz=m+1

X+ y =1 1 1 0 1
my+ z=0 =10 m 1 0
x+A+my+ mz=m+1 1 1+m m m+ 1
I
M

e Si m =0, queda:

1 1 0 1
0 01 0] EI 1° y el 3° son el mismo plano; el 22 los corta. Por tanto, se
1 10 1/ cortan en una recta.

eSi m=1, queda:

1101
M={0 1.1 0
1.2 1|2
I [
M
11
Do 1D=1¢Oy [M|=0 - ran (D=2
11
[E 1 OH=1¢0 - ran (M) =3
2 2

Los planos se cortan dos a dos, pero no hay ningiin punto comun a los tres.

eSi m#0 y m#z1 - ran (M =ran (M) = 3. Los planos se cortan en un punto.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio e
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Halla la ecuacion de la recta » que pasando por el punto P(2,0,-1) cortaa

las rectas:
x—2 -2 z+1 Ox + +4=0
: _r-2 oy XY

ST ] 1 5 y-3z+3=0

Escribimos las dos rectas en forma paramétrica:

=2+ 2\ =-1-3A
Sy =2-A Sy =3+ 3\
z=-1+A =A

La recta 7 estd determinada por los siguientes planos:

-2 y z+1

a: contiene a la recta s; y al punto P HC 2 -1 1 =0
0
-2 y z+1

B: contiene a la recta s, y al punto P H(—S 3 1 =0
-3 3 1

Ux—-2z-4=0
"

Asi, 7
x+3z+1=0

)

Dados los planos: Ttax+y+z=a y T:x—ay+ az=-1 comprueba que se
cortan en una recta para cualquier valor de a. Obtén el vector director de
esa recta en funciéon de a.

TLax+ y+ z=a
m: x—ay+az=-1

D? _ZD =—a’-1=—a?+ 1) #0 para todo valor de a.

Por tanto, ran (M) = 2 para cualquier valor de a; es decir, los planos se cortan en
una recta (cualquiera que sea el valor de a).

e Vector direccion de la recta: (a, 1, 1) x (1, —a, a) = Qa, 1 — a?, —a*> - 1)

Considera estas rectas:

x= 3+ A
r:[Jy=-1+2\
z= 2+ A 0

S.D4x+5y +7 =0
H 3y—4z+7-m=0

a) Calcula el valor de m para que estén en un mismo plano.

b) Escribe la ecuaciéon de dicho plano.

) d(1, 2,1
a —
d = (4,5, 00 % (0, 3, —4) = (=20, 16, 12) // (=5, 4, 3)

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @



Como las rectas no son paralelas ni coincidentes, para que estén en un mismo
plano se han de cortar en un punto. Imponemos esta condicion. Para averiguar
el punto de corte, sustituimos las coordenadas de un punto de » en las ecua-
ciones de s y resolvemos el sistema:

43 +N) +5(-1+20)+7=0 - 14N +14=0 - A=-1
PBE1+20)-42+MN+7-m=0 - 2A=4-m=0 - 6-m=0 - m=-0

Por tanto, para que las rectas estén en un mismo plano, ha de ser m = 6.

b)Si m = -6, las rectas se cortan en el punto (2, =3, 1) (lo obtenemos haciendo
A = -1 en las ecuaciones de 7).

El plano que buscamos pasard por ese punto y serd paralelo a (T; ya 5: Lue-
20, un vector normal al plano sera:

(1,2, Dx(=5,4,3)=(2,-8, 149 - n(l,—4,7)

La ecuacion del plano es: 1(x—2) —4(y +3) + 7(z - 1) =0

X—4y+7z-21=0

O x-3y +6=0 Ox—-2ay+4a-1=0
554 Dadas la rectas r: Eax _32+3=0 Y 2y— z—4=0

.

a) Averigua si existe algin valor de a para el cual las rectas estin conteni-
das en un plano. En caso afirmativo, calcula la ecuaciéon de dicho plano.

b) Determina, cuando sea posible, los valores de a para los cuales las rectas
son paralelas y los valores de a para los que las rectas se cruzan.

a) Obtenemos un vector direccion de cada una de las rectas:
d:(1,-3,0 % (a,0,-3)=(9,3,3a) // 3,1, @) =d,
d: (1,-2a,0) x (0,2, -1) = 2a, 1, 2) = d.

Las coordenadas de los dos vectores no son proporcionales para ningtn valor de
a; por tanto, las rectas no son paralelas ni coincidentes. Para que estén en un
mismo plano, se han de cortar en un punto.

Obtenemos un punto de cada una de las rectas:

rx=0 - y=2 z=1 - P02 D

s:y=0 - z=-4 x=1-4a - P -4a,0,-4

PP'(1 - 4a, =2, -5)

Para que las rectas se corten, los vectores J;, (T: y PP' han de ser coplanarios:

3 1 a
DZ@ 1 2D=a—1=0 > a=1
—4a -2 -5

Si a =1, las rectas son secantes, y, por tanto, estin contenidas en un plano.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



El plano serd paralelo a (3, 1, D y a (2, 1, 2). Un vector normal al plano sera:
n=@3,1,1x(21,2 =4 D.
Un punto del plano es, por ejemplo, P(0, 2, 1). Asi, la ecuacion del plano es:
1x-0) -4y -2+ 1(z-1D =0
x—4y+z+7=0
b) Por lo obtenido en el apartado anterior, sabemos que:

e No hay ningln valor de a para el que las rectas sean paralelas.

e Si a#1, las rectas se cruzan.

CUESTIONES TEORICAS

55

56

57

Demuestra que la ecuacion del plano que corta a los ejes de coordenadas en los
puntos A(a, 0,0), B(0,b,0) y C(0,0, ¢) puede escribirse asi:

£+l+z=1

a b c
e Si sustituimos las coordenadas de los puntos A, B y C en la ecuaciéon dada, ve-
mos que la cumplen.

e Por otra parte, para ver los puntos de corte con los ejes de coordenadas del pla-
no dado, hacemos lo siguiente:

—corteconeleje X - py=2=0 - x=a - Aa 00
—corteconeleje ¥ - x=2=0 - y=b - B b0

—corteconeleje Z - x=y=0 - z=c - 0,0, 0

Un plano queda determinado por un punto A y dos vectores u y v. ¢Qué
condicion tienen que cumplir u y v para determinar un plano?

Tener distinta direccion.

Explica como se obtienen las ecuaciones paramétricas de un plano del que se

conoce la ecuacion implicita. Aplicalo al plano x +2y—z—1=0.

Hacemos, por ejemplo, y =A, z = y despejamos x.

En el caso del plano x + 2y —2z—-1 =0, quedaria: x=1-2y + z; es decir:
=1-2\+

=A son sus ecuaciones paramétricas.

=H

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @
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x—4 +3 =z-1
¢Cuales son las ecuaciones implicitas de la recta -7 = ?

0 0 2
%x—4=0
Oy +3=0

¢Qué posicion relativa deben tener dos rectas para que determinen un plano?

Paralelas o secantes.

Sean T, y T, dos planos paralelosy 7, y 7, dos rectas contenidas en T, y
T,, respectivamente. ;Podemos asegurar que 7, y r, son paralelas?

No. Pueden ser paralelas o cruzarse.

Las rectas » y s se cruzan. Si hallamos el plano que contiene a 7 y es pa-
ralelo a s, y el plano que contiene a s y es paralelo a », ;como son entre
si esos planos?

Paralelos.

Sean A(x,,y;,z,) Y B(x,,y,, z,) dos puntos del plano ax + by + cz+d=0.
Prueba que el vector AB es perpendicular al vector n(a, b, c).

U Sustituye las coordenadas de A y de B en la ecuacion del plano y resta las igual-
dades que obtienes.

A0t - otx1+by1+czl+d=OD

Bt - ax,+ by, +cz,+d=0]
Restando, obtenemos:

alx, —x) + by, —y) + c(z, — z) = 0; es decir:
(@, b, ) AB=0 - n-AB=0

Por tanto, AB es perpendicular a 1.

Dados una recta r: %‘”“’ by+cz+d =0

Hax+by+cz+d=0 yunplano a"x+b'y+c'z+d"=0,

¢qué significa geométricamente que el sistema que se obtiene juntando las
ecuaciones de la recta y el plano sea incompatible? ;Y si es compatible inde-
terminado?

Si el sistema es incompatible, significa que la recta y el plano son paralelos. Si es
compatible indeterminado, significa que la recta estd contenida en el plano.

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio é



64 Indica qué condicion deben cumplir a, b, c y d para que el plano
ax + by + cz+d=0 sea:

a) Paralelo al plano OXY.
b) Perpendicular al plano OXY.
c) Paralelo al eje Z.

d)No sea paralelo a ninguno de los ejes.

Aa=b=0, c£0, d£0
b)c=0

Ac=0 d#0

dDa#0, b#0, c#Z0

PARA PROFUNDIZAR

65 Dados el plano T: ax +y+z+1=0 y las rectas:
r.lilx=1 r.Dx=2 r.Dx=3
1'%};:2« 2'%)}:22' 3'%3}:32’
Calcula el valor de a para que los puntos de corte del plano con cada una
de las rectas estén alineados.

U Halla, en funcion de a, los puntos de corte P, Q y R. Expresa después la de-
pendencia lineal entre los vectores PQ y QR.

Hallamos los puntos de corte del plano con cada una de las tres rectas:

T con 7y a+2z+1=0 o Z=—12—a
P(l,‘l‘“,—l—d)
2 2
T con 7y 20+3z+1=0 - Z=—1;2a
~2 - 4a —1—2a)
2, ,
o 5%, 15
T con 73 3a+4z+1=0 o Z=—1;3a
-3 —9a —1—3(,1)
R
(3’ 4 0 4

- -
Los vectores PQ y QR han de tener sus coordenadas proporcionales:

= -1 -5a 1—a) —'( -1-1la 1-a
rol1, =24 ; OR|1, =4
Q(a 6 ) 6 7Q ) 12 ) 12

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio @




“loba _Zl-lla - 5 jpu=d-1la - a=1
6 12

l—a _1-a

6 12

Por tanto, a = 1.

66 Halla la ecuacion de la recta que pasa por A(1, 1, 1), es paralela al plano

Oa =
TEx—y+z—3=0 ycorta larecta s: Dx !
=3

e Como corta a s, pasard por el punto P(1, 3, K) para cierto valor de K.
e Como pasa por A(1,1, Dy por P(1, 3, K), un vector direccion es: ATD(O, 2, K—1).

e Como ha de ser paralelo al plano T serd perpendicular al vector normal de T,
n (1, -1, 1). Por tanto:

AP T ==2+K-1=0 - K=3 esdecir: AP(0,2,2)//(0, 1, 1)

e Las ecuaciones de la recta son:

=1
=1+A
=1+A

PARA PENSAR UN POCO MAS

67 Puntos interiores en un segmento

Dividimos el segmento PQ en cinco partes iguales y situamos el punto V a
dos unidades de P y tres de Q. ¢;Cuales son las coordenadas de V? Para ha-
llarlas procedemos asi.

—

Llamamos p =OP, q = 0Q

WL 2 e . 2. ol 3L 2

oV=pD+2P0=p+=2(q— =235+ 2
pr_oPe=p+_(qa-p)=_ P+ 4

a)Si P(4,-1,8) y Q(-1, 9, 8), halla las coordenadas de V.

b) Obtén las coordenadas de un punto W situado en el segmento PQ del si-
guiente modo: se divide el segmento en 7 partes iguales y situamos W a 2
de P. Aplicaloa P(2,11,-15), Q(9,-3, 6).

Unidad é. Puntos, rectas y planos en el espacio @



c) Demuestra que si dividimos el segmento PQ en m + n partes y situamos
X a m unidades de P, las coordenadas de X son:

n . m
q

+
m+np m+mn

d)Demuestra que si 0 <a <1, entonces (1—0) p + 0q es un punto de PQ.

@xu:%(a_Ls>+§w;LQS)=@,a8)

b) Razonando como en el caso anterior, llegamos a:

O +—P = — = _ +
W=p > Q=p+ 7(qrﬁ - PT=dq

Si consideramos el caso P(2, 11, -15) y Q(9, -3, 6), entonces:

=%@1149+—@—3@—@7—@

¢) Razonando como en los casos anteriores, tenemos que:

— _ m —
OX PO = -
—PQ=p+ m+n<q P
_(_ m )~+ m_ge_"_ 5, _Mm &
m+n m+n m+n m+n

d) Llamamos d = |P§| . Sea X un punto del segmento PQ que esté a una dis-
tancia ad de Py (1-o)d de Q. (Como 0<a <1, entonces 0<0d < d,
luego X pertenece al segmento PQ).

Razonando como en los apartados anteriores, tenemos que las coordenadas de
X son:

%_’ %q, es decir, (1-a) p+aq

Por tanto, este punto (que es X) es un punto del segmento PQ.

Unidad 6. Puntos, rectas y planos en el espacio 0



