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UNIDAD 9| GEOMETRIA AFIN

RECTAS EN EL ESPACIO

1. ECUACIONES DE LA RECTA
2

Una recta r queda determinada por:
= Un punto A(al,az,a3)

= Un vector de direccion v, (vl V) ,v3)

A 7(4;9,) se le llama determinacién lineal de
L la recta r.
/ ,
§ Si X (x, y,z) es un punto genérico de la recta:

_— — — —

OX = O0A+AX = 04+ 3,

Por tanto:

OX =04A+v.; AeR

Ecuacion vectorial de la recta

En coordenadas:

r:(x,y,z):(al,az,a3)+/1(vl,v2,v3) AeR

Haciendo variar el parametro A obtenemos todos los puntos de la recta.

Operando (x, v, Z) = (a1 +Av,,a, + Av,,a; + /1v3) e igualando coordenada a coordenada

x=a,+ Ay,

r:y=a,+Av,; Ae€R| Ecuaciones paramétricas de la recta

z=a,+Av,

Despejando A en estas ecuaciones e igualando:

X—a, y—-a, ZzZ-—a, ., )
= = Ecuacion en forma continua de la recta
Vi V2 V3

r.

A partir de estas ecuaciones tenemos:
X—4 _JV—9% y—a,
Vi Vs vy V3

Operando se llega a dos ecuaciones de la forma:

Ecuaciones implicitas de la recta

Ax+By+Cz+D =0
r:
A,x+B,y+Cyz+D, =0

Ejemplo: Dada la recta F(A;\:) con A(3,1,—2) y v, (— 3,2,1).
a) Determina sus distintas ecuaciones.
b) Determina dos puntos de r distintos de A y un vector director distinto de Vv, .
¢) Determina si el punto B(Z,—1,4) pertenece a r.
Solucion:

a) Ecuacion vectorial: 7 : (x,y,z) = (3,1,—2)+ /1(— 3,2,1) AeR
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x=3-31
Ecuaciones paramétricas: r:y=1+24: AeWR
z=-2+1

., ) x=3 y-1 z+42
Ecuacion en forma continua: 7 : = =

-3 2 1
x-3 y-1
-3 2x+3y-9=0
Ecuaciones implicitas: 3 2 =>r: 4
y=1 z+2 y=2z-5=0

b)Si A=1=(x,y,z)=(3,1,-2)+1(-3,2,1)= (0,3,-1)= B(0,3,-1)
Si 1=2=(x,y,2)=(3,,-2)+2(-3,2,1)=(~3,5,0)= C(-3,5,0)
Otro vector director: w, =7V, (— 3,2,1) = (— 21,14,7): w, (— 21,14,7)

¢) Si sustituimos en las ecuaciones paramétricas (por ejemplo):

2=3-32 A=1
—1=1+2A} = A =-1} = Bno pertenece a la recta r.
4=-2+1 A=6

e Ecuacion de una recta determinada por dos puntos
Una recta también queda determinada por dos puntos 4 y B. Una determinacion lineal es
V(A;TB). Es decir, tomamos v, = AB
Ejemplo: Dados los puntos A(3,1,0) y B(S,O,—l)se pide:
a) Determina las distintas ecuaciones de la recta que pasa por Ay B.
r b) Determina, utilizando la ecuacion en forma continua, si el punto C (7,—1,—2)
pertenece a dicha recta.
B Solucioén:
a) Hallamos un vector director de la recta v, = AB = v,(2,~1,~1)

Ecuacion vectorial: 7:(x,y,z)=(3,1,0)+ 2(2,-1,-1) AeR

x=3+24
Ecuaciones paramétricas: 7:y=1-1 AeR
z=0-4
x-3 y-1 =z

Ecuacion en forma continua: 7 : = =—

2 -1 -1

Ecuaciones implicitas: =>r

x=3 y
z —y+z+1=0

- .—x—2y+5=0}
1

‘k:
[\
[a—

-1 =

p L3Il =2 4 -2 -2 oy cer
-1 -1 2 -1 -1

\9)
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2. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO

Dos rectas en el espacio pueden tener las posiciones relativas:

Estudio a partir del rango.
Dadas r y s en implicitas:

r S \L\ r(M) = 2
I X ' . . =>r=s
/ _— ' >< g . r(M[p) =2
— r . F(M) =2 }
. =r/ls
r(M|p)=3
Dadas dos rectas por sus determinaciones lineales: M) =3
r(4;9,) s(B;v,) . - }: rrs
— - = tes
e Si V. //v, = Son coincidentes o paralelas. V(M|b) 3)  secante
o Si A € s = Coincidentes r(M)=3 rys
Tomamos A € r y sustituimos en § = . = se cruzan en
Si A ¢ s = Paralelas r(M|b) =4 .
el espacio
e Si V. #V_(V, noesparaleloa v, ): Nota:
— Si det(ﬁr,ﬁv,ﬂ?’):O:r Yy § se cortan 4B GI=D
Calculamos AB = . (M) 4, B, C,|-D,
Si det(ﬁr,ﬂ,AB);tO:r Y s se cruzan p)= 4, B, C,|-D,
4, B, C,-D,
Ejemplo: Determina la posicion relativa de los siguientes pares de rectas:
-2 1
@ ri(yz)=021-3)+A1L-3]1) AeR s:* =2 +63 - Z;
b ri(xy,z)=213)+A2,~1L1) 1eR s:(x,y,2)=(-1,-14)+ (13,-2) ueR
x=2-31 x=1-u
¢) r:qy=3+54 AN S:sy=4 HER
z=A1 z=35
x=3-54 x=-17+5u
d r:qy=2+314 1R s:qy=14-3u pueR
z=4-4 z=U
Solucion:
- - 1 -3 1 . . .
a) Vv, (1,—3,1), v, (2,—6,2) = ) = _6 = ) = Vv _//v, = Son coincidentes o paralelas.
2-2 1
Tomamos A(2,1,—3) € r y vemos si pertenece a s: #* L; = A¢s
Por tanto, r y s son paralelas.
~ - 2 -1 1
b) v, (2,—1,1), 2 (1,3,—2) = n # ? # - = Se cortan o se cruzan.
Tomamos A(2,1,3)er y B(-1,-1,4)e s = AB(-3,-2,1)
2 1 -3
det(v,,v,, E) =-1 3 -2|=0=ryssecortan ya que rang(ﬁr,ﬁs, E): 2
1 -2 1
- - -3 5 1
c) Vv, (— 3,5,1), B (— 1,1,0) = —% T #* 6 = Se cortan o se cruzan.
Tomamos A4(2,3,0)e r y B(1,0,5)e s = AB(~1,-3,5)
Departamento de Matemadticas 3 Bloque III: Geometria en el Espacio
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-3 -1 -1
det(ﬁr,ﬁs,ﬁ)z 5 1 =3=14=ry s secruzan ya que mng(ﬁr,ﬁs,A—é):S
I 0 5
-5 3 -1

d) v, (— 5,3,—1), 2 (5,—3,1) = ? = —3 = T =V, //v, = Son coincidentes o paralelas.

Tomamos A(3,2,4) € r y vemos si pertenece a s:
3=-17+5u u=4

2=14-3u = u=4;= Aes=rysson coincidentes.
4=u u=4

PLANOS EN EL ESPACIO
3. ECUACIONES DEL PLANO

Un plano 7 queda determinado por:
» Un punto A(al,az,a3)

= Dos vectores no paralelos (linealmente
independientes) #(u,,1,,15) y ¥(v,,v,,v,),
llamados vectores directores del plano.

Decimos que 77(4;ii,V) es una determinacién
lineal del plano 7.

Si X (x, y, Z) es un punto genérico del plano:

OX = OA+ AX
Como AX es un vector del plano 7
AX = Aii + uv

Por tanto:

OX =OA+ Aii + uv; A, peR

Ecuacion vectorial del plano

En coordenadas:

7[:(x=y=z):(alsap%)"’ﬂ(“la“zs%)"':u(vnvzsvz.); A ueR

Haciendo variar 4 y u € R obtenemos todos los puntos del plano.

Operando: (x,y,z) = (a1 +Auy + vy, a, + Auy + pv,,a, + Auy + ,uv3) e igualando coordenada a
coordenada

X=a, +Au, + uv,

miy=a,+Au, +uv, ¢ A, peR| Ecuaciones paramétricas del plano

z=a, +Auy + uv,

Eliminando los pardmetros A y u obtenemos:

w:Ax+ By +Cz+ D =0| Ecuacion general o implicita del plano

Departamento de Matemadticas 4 Bloque III: Geometria en el Espacio
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e Forma de obtener la ecuacion general o implicita del plano
Para eliminar 4 y u a partir de las ecuaciones paramétricas escribimos:

x—a,=Au +uv,
y—a,=Adu, +pv, t = AX = dii + uv

Z—ay,=Au, + v,

Es decir, AX,u y v son linealmente dependientes = rang(AX JU,V )z 2. Por tanto:

X — al ul Vl
y—a, u, vy|=0
zZ—a, Uu; v

y desarrollando este determinante obtenemos la ecuacion implicita del plano.

Propiedad: El vector 7 (A, B,C ) es un vector ortogonal (perpendicular) al plano.
Se llama vector normal o caracteristico del plano.

Demostracion:  Si P( Di>Pss p3) y Q(q1 4, ,q3) son dos puntos arbitrarios del plano
mw:Ax+By+Cz+D=0 = Ap, +Bp, +Cp, +D=0 y Aq,+Bq, +Cq, + D =0.

Como PO(q, - py.d, = Pr.qs — ps) ¥ 7i(A4, B,C), entonces:
ii-PO=Alg, - p,)+Blg, — p,)+ Clg; — ;)= Aq + B, + Cq, —(Ap; + Bp, +Cp,)=—-D+D=0

Luego 7

-D -D

P—Q =0y P_Q es un vector arbitrario de dicho plano (por ser arbitrarios Py Q).

Se tiene, por tanto, que 7 es un vector ortogonal al plano 7.

Ejemplo 1:

Ecuaciéon segmentaria
del plano:

z
—+=+—=1
a b c

con a,b,c#0.

Siendo: A(a, 0, 0)
B(0,5,0)
C(0,0,¢)

los puntos de corte del
plano con los ejes.

Ejemplo 2:

Escribe la ecuacion vectorial, paramétricas e implicita del plano que pasa por el
punto A(Z,—1,3) y con vectores directores L?(Z,l,—l) ¥ \7(— 1,0,3).

Solucion:

Ecuacion vectorial: 7 : (x,y,z) = (2,—1,3)+ /1(2,1,—1)+ ,u(— 1,0,3); A, ueR

Xx=2+2A-u
Ecuaciones paramétricas: 7:y=—-1+ 1 A peR
z=3-A+3u
Ecuacion implicita:
x-2 2 -1
y+l 1 0=0=3(x-2)+y+1+z-3-6(y+1)=0=
z=-3 -1 3

=3x-6+y+14+z-3-6y-6=0=>7:3x-5y+z-14=0

Averigua si los dos sistemas de ecuaciones siguientes representan sendos planos y,
en caso que asi sea, indica un punto y dos vectores directores de cada uno.

a)x=2+21 b)yx=2+31-6u
y=3+u A, ueR y=T7-14+2u A, ueR
z=2+A+3u z=-5+41-8u
Solucion:
Departamento de Matemadticas 5 Bloque III: Geometria en el Espacio
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a) El plano pasa por el punto A(2,3,2) y tiene por vectores directores (2,0,1) y
17(0,1,3), ya que son linealmente independientes.

b) Al ser los vectores 5(3,—1,4) y \7(— 6,2,—8) linealmente dependientes, no
representan ningun plano.

Ejemplo 3: Averigua si los puntos P(O,—3,2) y Q(5,3,1) pertenecen al plano 7 dado por las
ecuaciones paramétricas siguientes:

x=2+A+3u
y=—A+2u A, ueR
z=5=-2A+pu
Solucion:
Calculamos la ecuacion general del plano:
x—-2 1 3
y -1

21=0=>7:3x-T7y+5z-31=0
z=5 =2 1

(Per? 3-0-7-(-3)+5-2-31=0=0=0= Perx
(Qenr? 3:5-7-3+51-31=0=>-3220=>Q¢x

Ejemplo 4: Determina la ecuacion general del plano que contiene el punto A(1,0,3) y con
vectores directores ft(— 1,3,2) y \7(2,1,0).

Solucién:
Llamamos 7 a ese plano, entonces:
x-1 -1 2
y 3 1|=0=>7:-2x+4y-7z+23=0

z=3 20

e ECUACION DE UN PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS NO ALINEADOS
Tres puntos no alineados determinan un plano. Para ello tomamos como determinacion lineal

del plano ﬂ(A;E,A_(f).
Ejemplo 5: Hallar la ecuacion del plano que pasa por los puntos A(1,0,3), B(2,1,—1) y C(3,1,0).

Solucién:

Necesitamos un punto, por ejemplo A, y dos vectores directores del plano:

AB(1,1,-4), AC(2,1,-3)
7 (0, ,2)=(1,0,3)+ A(LL—4)+ (2,1,-3); L,ueR

Si queremos obtener la ecuacion general del plano:

Bt "
x-1 1 2
y 1 1|=0=>7:x-5y—z+2=0 A
z-3 -4 -3

Ejemplo 6: Dada la ecuacion general del plano 7w :x—2y+3z—1=0, determina tres

puntos del plano y una ecuacion vectorial.
Solucioén:

Damos valores a dos de las incognitas y despejamos la tercera:
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Si y=0,z=0=>x-2-0+3-0-1=0= x=1= 4(1,0,0)
Si y=1z=0=x-2-1+3-0-1=0= x=3= B(3,1,0)
Si p=0,z=1=x-2-0+3-1-1=0= x=-2= C(-2,0,])

Calculamos su ecuacién vectorial:
AB(2,1,0), AC(-3,0,1)
7 (x,,2)=(1,0,0)+ 2(2,,0)+ £(=3,0,1); A, ueR

e ECUACION DE UN PLANO CONOCIDO UN PUNTO Y UN VECTOR NORMAL

Ejemplo 7: Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto P(3,7,—2) siendo el vector
ﬁ(3,—2,1) normal al plano.
Solucion:
Por ser 7 un vector normal al plano, su ecuacion TF(A,B,CJ
general es de la forma:
7:3x-2y+z+D=0
Como Penr=3-3-2-7-2+D=0=>D=7
Por tanto, 7:3x—-2y+z+7=0

p

Nota: Resuelve el Ejemplo 4 de la pagina anterior obteniendo un vector normal 7 =u XV .

e ECUACION DE UN PLANO QUE CONTIENE UNA RECTA Y UN PUNTO EXTERIOR
AELLA

Dada r(A;V,,) tomamos el punto 4 de 7y su vector director v, . Obtenemos el vector AP.

Entonces ﬂ(P; Vv, ,A—P)
Ejemplo 8: Determinar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1,3,—2) y contiene a la
x—1
recta F:T:y+lzz—2

Solucion:
Comprobamos primero que el punto P no pertenece a la recta 7:
% #3+1#-2-2
De la recta r obtenemos: A(l,—l,Z), v, (3,1,1) y calculamos E(O,4,—4).
(x,3,2)=(1,3,-2)+ A(3,L,1)+ £(0,4,-4); A, e R

Si queremos obtener la ecuacion general del plano:

T
x—-1 3 0
y=3 1 4=0=>7r:-2x+3y+3z-1=0
z+2 1 -4
Departamento de Matemadticas 7 Bloque III: Geometria en el Espacio
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4. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

Dados dos planos

Estudio a partir
del rango:

r(M)=1

=T =,
r(M|b) =1

r(M)=1

=/,
r(M|p) =2

T

r(M)=2 }
=
r(MJp) =2

secantes

7w Ax+By+Cz+D, :0
7z2:A2x+Bzy+sz+D2_0 n

L=d %

AI,BI,C

A

.4 B, C, D, . Fijate: Dos planos paralelos o coincidentes
e Si —=—=—=—=> Coincidentes _. .
tienen sus vectores normales proporcionales.
4, B, C, D, .
En caso contrario son secantes:
e Si ﬂzizﬂi D, — Paralelos . ﬁl //ﬁ2 =T, Y 7, coincidentes o paralelos
4, B, C, D, o n#n,=mn, y m, secantes
. A B , 4 C, , B C
eSi —Lz#—L ¢ Lxr—L 5 —Lx—L= Secantes (Se cortan en una recta)
4, B, 4, G, B, G,

Fijate: En este ultimo caso, las dos ecuaciones implicitas de los planos forman la ecuacion

implicita de la recta que determinan.

Ejemplo 1: Los planos 7, :0.6x—-0.2y—-04z+24=0y 7, :3x—y—2z+12=0 son

06 -02_ -04_ 24
coincidentes, puesto que: T =——= = —2 Observa que 5n, =n,

-1 -2

Ejemplo 2: Los planos 7w, :2x+3y—z+1=0y x, :4x+6y—2z+7 =0 son paralelos, puesto

2 3 -1
que: —=—:—¢7 Observa que 2n, =n,

-2

Ejemplo 3: Los planos 7, :2x—y+3z+1=0 y 7, :x+y+5z+4=0 son secantes, puesto

2 -1

que: 1 # R # 3 Observa que, en este caso, n, 1, (no son proporcionales).

e OBTENCION DE LA RECTA EN LA QUE SE CORTAN DOS PLANOS
Se necesita un punto y un vector director para obtener una determinacion lineal de la recta.

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta interseccion de los planos 7, :-2x+y+2z+1=0y

7w, 4x+3y—-z+4=0.

Solucion:

1 Forma: Se resuelve el SEL para obtener las ecuaciones paramétricas:
Para obtenerun punto 753 g4 2 1 21 “2x+y+2z=-1
de la recta también se N SCL=>
puede resolver el SEL 4 3 —1|-4)r28 0 5 3|-6 5y+3z=-6
dando un valor a una y
incognita cualquiera y Tomo z=A=5y+31=—6 :>y:_3 —6
resolviendo el sistema 5 v=",7,
2 x 2 que resulta. _31-6 10710
Ejemplo: Dty +2z=—1=>2x+ +2=1=10x-3-6+100=-5= riy="2-32 AR
Tomoz=0y
resuelvo: 71-1 z=4
—2X+y=—l} :>10x:7/1—1:x:W

=

4x+ 331; =4 ; Por tanto: A(IO , 2, 0) (10 2, 1) o mejor V, (7, -6, 10)
=710V 75 Si queremos la ecuacion en forma vectorial: 7: (x, y,z) (18 2 ,0)+/1(7 -6, 10) AeR
:A(%’_T(”O) . . x+4 v+ oz

La ecuacion en forma continua: v : ——="—=>=—

-6 10
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2? Forma: Obtencion de un vector normal usando el producto vectorial.

V. =H, X1, esun vector director de la recta r

. i ]k
m2x+y+2z+1=0=7,(-2,12)] . .
. v.=nxn,=-2 1 2=
7, Ax+3y—z+4=0=>7i,(4,3-1) P
=71 +6 —10k = 7,(~7,6,-10).

Un punto de la recta se calcula como en la primera forma resolviendo el SEL, o
bien como se expresa en el margen de la pagina anterior.

Asi se obtiene (5,8, 0), y por tanto, 7:(x,3,2)=(, £, 0)+ A(~7,6-10) 1eR.

5. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UN PLANO
Util si tanto r como v vienen dados en implicitas

Ax+By+Cz+D, =0
Sean r: yrm:Ax+By+Cz+D=0

|4 x+B,y+C,z+D, =0

Sistema compatible indeterminado. Sistema incompatible. No hay puntos Sistema compatible determinado.
Sus soluciones dependen de un pa- Comunes. La recta y el plano son secantes.
rametro. La recta y el plano son paralelos.

La recta esta contenida en el plano.

—7 I ////

Consideramos las matrices asociadas al sistema formado por las tres ecuaciones:

A B C A B C|-D
M=|4 B, C (Mp)=| 4, B, < |-D,
Az Bz Cz Az Bz Cz _Dz

e Si rang(M ) = rang(M |b) =3 = SCD => Larecta corta al plano en un punto.
Para calcular el punto se resuelve el SEL

e Si rang(M ) =2; rang(M |b) =3 = SI = Recta paralela y exterior al plano.
o Si rang(M) = rang(M|b) =2 = SCI = Recta contenida en el plano.
2x—-y+z-3=0
x+5y-2z-8=0

7:2x+y+z-9=0. En el caso de que sean secantes, halla el punto de corte.

Ejemplo: Averigua la posicion relativa de la recta r:{ y el plano

Solucion:
2 1 1 2 1 119
M=2 -1 1 (Mp)=|2 -1 1|3
1 5 -2 I 5 -2|8
2 1 1
M|=]2 -1 1|=10%0= rang(M)=rang(M|p)=3= SCD =
1 5 =2 = La recta corta al plano en un punto.
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Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 9: Geometria Afin



/4

IES Padre Poveda (Guadix) Paar;u:‘;veda Matemadticas 11

El punto de corte sera la solucion del sistema. Aplicamos la Regla de Cramer para hallar
dicho punto:

9 1 1 29 1 2 19
3 -1 1 23 1 2 -1 3
8 5 =21 10 1 8 =21 30 1 5 § 40
10 10 10 10 10 10
Por tanto, el punto de corte es P(l,3,4).

Util sir y 7 vienen dados por sus determinaciones lineales
Sean 7(4;V,) y 7(B;ii, V). Consideramos el vector AB.

e Si u,v,v, son linealmente independientes, es decir, rang(u,ﬁ,ﬁr): 3 = Recta y plano se
cortan en un punto P (r Nz =P).
e Si u,V,V son linealmente dependientes, es decir, rang(ﬁ VLV, ) =2=

Si AB,u,v son linealmente independientes = Recta paralela al plano (7 // 7).
= —

Si AB,u,v son linealmente dependientes = Recta contenida en el plano (r 7).

Ejemplo: Determina la posicion relativa de la recta v (x,y,z): (2,—1,0)+ 2(1,2,1); AeR yel
plano 7 :(x,y,2)=(5,0,0)+ A(3,0,1)+ u(4,~1,1); A, ueR.

Solucion:

3 41 3

0 -1 2 :0:>rang(ﬁ,\7,\7,.):2,ya que 0 ?‘:—37&0,0 porque , V son lin.ind.
1 11

Por tanto, la recta estara contenida en el plano o sera paralela a ¢él.

A(2,-1,0); B(5,0,0)= 4B(3,1,0)

3 3 4
1 0 -1|=4=20= ATB,L? ,v son linealmente independientes =
0 1 1

= Larecta r es paralela al plano 7.

Util si r viene dada por una determinacion lineal y 7 en implicitas
Sean r(P;V,) y i vector normal al plano 7 : Ax+ By +Cz+D=0.

e Si Vv, L n = Recta paralela o contenida en el plano

Si P € 7 = Recta contenida en el plano
Si P ¢ m = Recta paralela al plano

e Si v, L n= Rectay plano se cortan en un punto (secantes).

Nota: Si ﬂ(B;L? ,V ) podemos utilizar esta forma tomando 7 =u x V.
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6. POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS

Dados los planos:

7w Ax+By+Cz+D, =0 i (4,,B,,C,)
7, A x+By+Cz+D,=0t= 7,(4,,B,,C,)
7y Ax+Byy+Ciz+D; =0 iiy (43, By, C;)
Consideramos las matrices asociadas al sistema formado por las tres ecuaciones:
4 B C 4, B C|-D
M=|4, B, C, (Mp)=| 4, B, c,|-D,
4, B, C, 4, B, C;|-D,

e Si rang(M) = rang(M|b) =3 = §SCD => Los tres planos se cortan en un punto.

) Secantes dos a dos
e Si rang(M) =2; rang(M|b)= 3 S
Dos paralelos y uno secante a ambos.

e Si rang(M ) = mng(M |b) =2=5CI (Dependiente del parérnetro) = Tienen una recta en

. Los tres planos secantes en una recta
comun =

Dos coincidentes y uno secante a ambos

) Planos paralelos y distintos
e Si rang(M) =1 rang(M|b)= 2= 8= o
Dos coincidentes y uno paralelo a ambos

e Si rang(M ) = rang(M |b) =1= SCI (Dependiente de 2 parametros) = Planos coincidentes.

Sistema Compatible Indeterminado o Sistema Compatible Determinado:
Sistema compatible indeterminado. Sus soluciones
dependen de un pardmetro. Por tanto los tres planos Sistema compatible deter-

Sistema compatible indeter-  tienen una recta en comun. Hay que determinar si existen  minado.
minado. Sus soluciones de-  dos planos coincidentes. Los planos son secantes
penden de dos parametros. en un punto.
Los planos son coincidentes. No existen planos coinci-  Existen planos coincidentes.

dentes. Los tres planos Dos planos son coincidentes

son secantes en una recta. y secantes al tercero.

Sistema Incompatible:

No existen planos coinci- Existen planos coincidentes. No existen planos paralelos. Existen planos paralelos.
dentes. Planos paralelos Dos planos coincidentes y  Los planos son secantes, o se Dos planos paralelos y
y distintos dos a dos. paralelos al tercero cortan dos a dos. secantes al tercero.

iy e B St

Ejemplo: Estudia la posicion relativa de los planos dados por las siguientes ecuaciones:

a)m :2x+y—-z-2=0 b)ym :x+3y-5z-3=0
7y 3x+2y—-2z-3=0 7y, 2x—=y+z=0
7y 2x+3y+z-1=0 7y 2x+6y—10z-7=0
Solucion:
2 1 -1 2 1 -1
a) M=|3 2 -1|= |[M|=3 2 —1:0;3 ;=1¢0:rang(M)=2
2 3 1 2 3 1
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21 -1]2 2 1

2
(Mp)=[3 2 -1|3|= B 2 3|=-1%0= rang(M|p)=3
23 11} [ 31

Por tanto, son secantes dos a dos o bien hay dos paralelos y uno secante a ambos.

Determinamos si existen planos paralelos:

Recuerda :
Z A4 B C D
3 # 2 = 7, y 7, no son paralelos A _B _C D s
AZ B2 C2 2

5 # 3 = 7, y 7, no son paralelos ; = Luego 7,, 7, y 7, se cortan dos a dos.

5 # 3 = 7, y 7, no son paralelos

1 3 -5 1 3 -5 R
b M=|2 -1 1|=[M=]2 -1 1]=0 1‘:—7¢0:>rang(M):2
2 6 -10 2 6 -1

I 3 -5]3 I 3 3
(Mp)=|2 -1 1|0|= 2 -1 0/=-720= rang(M|p)=3
2 6 -10|7 2 6 7
Por tanto, son secantes dos a dos o bien hay dos paralelos y uno secante a ambos.

Determinamos si existen planos paralelos:

— #— = 7, y 7, no son paralelos

? ;1 s 3 => 7, y 7,son paralelos y secantes a 77,.
—=>=—"%> = 7 vy sonparalelos
276 10 7 YmOnP

7. HAZ DE PLANOS
7.1. HAZ DE PLANOS PARALELOS

1F:(A,B,c)

l

Ak r By (K =0

Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos paralelos
a uno dado.

Unplano 7: Ax+By+Cz+D =0 ﬁ(A,B, C) determina un haz
de planos paralelos:

7y Ax+By+Cz+K=0; KeR

Observa: Todos tienen el mismo vector normal # (A, B,C )

Ejemplo: Determina la ecuacion del haz de planos paralelos al plano w:x—-2y+7z—-1=0.
A continuacion, halla el plano del haz que contiene el punto A(5,0,3).
Solucion:
La ecuacion del haz de planos paralelos es:
e x=2y+7z+K =0, KeR
El valor de K para el que 7 contiene el punto A es el que cumple:
5-2:0+7-3+K=0=K=-26
La ecuacion del plano sera:
T X—=2y+7z-26=0
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7.2.HAZ DE PLANOS SECANTES
: : Se llama haz de planos secantes al conjunto de planos
‘ ' L que contienen a una recta llamada arista del haz.

m:Ax+By+Cz+ D=0
! ! ! ! ! que €

7' Ax+By+Cz+D'=0

cortan en una recta r, cualquier otro plano que contenga a

la recta se puede poner como combinacion lineal de 7 y
7', ya que la recta es solucion comun a las tres

Dados los planos

ecuaciones de los planos que forman un SCI.
Por tanto, el haz queda determinado por dos planos
distintos, y su ecuacion es:

El plano 7, es combinacion de los
planos T y 7~

Ty =An+ur' =, , :/I(Ax+By+Cz+D)+,u(A'x+B'y+C'z+D'):0; A, ueR

Si dividimos por A y tomamos k =4 (A # 0) la ecuacion del haz resulta:

m,=m+kn' =, (Ax+By+Cz+ D)+ k(Ax+By+C'z+D')=0; keR

Ejemplo 1: Halla la ecuacion del haz de planos que contiene la recta r y escribe la ecuacion
del plano del haz que contiene el punto P(Z,—I,O).

2x—y+3z-1=0
r:
-x+y+2=0

Solucién:
La ecuacion del haz de planos secantes es:

7 (2x—y+3z=1)+k(-x+y+2)=0
El valor de k para que 7, contenga al punto P es el que cumple:
2:2-(-1)+3-0-1)+k(-2-1+2)=0=4-k=0=k =4

Un haz de planos secantes puede ., ,
idenificarse con las hojas de un o La ecuacion del plano sera:

abierto (2x—y+3z-1)+4-x+y+2)=0=7, : 2x+3y+3z+7=0

Ejemplo 2: Halla la ecuacion del haz de planos que contiene la recta v y escribe la ecuacion
del plano del haz que contiene el punto P(Z,0,0).

2x+3y—-z-9=0
r:
—x+2y+3z+2=0

Solucién:
La ecuacion del haz de planos secantes es:

7 (2x+3y—2z-9)+k(-x+2y+32+2)=0
El valor de k para que 7, contenga al punto P es el que cumple:
(2:24+3:0-0-9)+k(-2+2-0+3-0+2)=0=-5-k-0=0=-5=0

.Qué ha pasado? Hemos obtenido una contradiccion. Ocurre porque
P € 7' con lo cual hemos acabado el ejercicio= 7" : —x+2y+3z+2=0

Observacion: Esta segunda ecuacion de un haz de planos puede no dar el resultado esperado
como hemos visto anteriormente . Ocurre si quiero obtener el plano de un haz
que pasa por un cierto punto, resulta que es uno de los dos planos iniciales y
coincide con el que he multiplicado por & en la ecuacion.
Fijate: Si hubiésemos tomado 7, : k(2x +3y—z— 9)+ (— x+2y+3z+ 2) =0
=k(2-2+3:0-0-9)+(-2+2:0+3-0+2)=0= -5k =0=£k =0
=7 :—x+2y+3z+2=0.
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