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UNIDAD 9  GEOMETRÍA AFÍN 
 

RECTAS EN EL ESPACIO 
 

1. ECUACIONES DE LA RECTA 
Una recta r  queda determinada por: 

 Un punto ( )321 ,, aaaA  
 Un vector de dirección ( )321 ,, vvvvr

r
 

 

A  ( )rvAr r;  se le llama determinación lineal de 
la recta .r  
 

Si ( )zyxX ,,  es un punto genérico de la recta:   

rvOAAXOAOX rλ+=+=  
Por tanto: 

ℜ∈+= λλ ;rvOAOX r
    

Ecuación vectorial de la recta 
 

En coordenadas:  
                                                                                         

( ) ( ) ( ) ℜ∈+= λλ 321321 ,,,,,,: vvvaaazyxr  
 
 Haciendo variar el parámetro λ  obtenemos todos los puntos de la recta. 

 
Operando ( ) ( )332211 ,,,, vavavazyx λλλ +++=  e igualando coordenada a coordenada 
 

ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=
+=
+=

λ
λ
λ
λ

33

22

11

:
vaz
vay
vax

r     Ecuaciones paramétricas de la recta 

 
Despejando λ  en estas ecuaciones e igualando: 
 

3

3

2

2

1

1:
v

az
v

ay
v

axr −
=

−
=

−
    Ecuación en forma continua de la recta 

 
A partir de estas ecuaciones tenemos: 

2

2

1

1

v
ay

v
ax −
=

−
        

3

3

2

2

v
az

v
ay −

=
−

 

Operando se llega a dos ecuaciones de la forma: 
 

⎭
⎬
⎫

=+++
=+++

0
0

:
2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

r    Ecuaciones implícitas de la recta 

 
Ejemplo: Dada la recta ( )rvAr ;  con ( )2,1,3 −A  y ( )1,2,3−rvr . 

a) Determina sus distintas ecuaciones. 
b) Determina dos puntos de r distintos de A  y un vector director distinto de .rvr  
c) Determina si el punto ( )4,1,2 −B pertenece a r. 

 Solución: 
 a) Ecuación vectorial: ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+−= λλ 1,2,32,1,3,,: zyxr  
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  Ecuaciones paramétricas: ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+−=
+=
−=

λ
λ
λ
λ

2
21
33

:
z
y
x

r  

 

  Ecuación en forma continua: 
1

2
2

1
3
3: +

=
−

=
−
− zyxr  

 

  Ecuaciones implícitas: ⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+
=

−

−
=

−
−

1
2

2
1

2
1

3
3

zy

yx

⎭
⎬
⎫

=−−
=−+
052

0932
:

zy
yx

r  

 
b) Si ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1,3,01,3,01,2,312,1,3,,1 −⇒−=−+−=⇒= Bzyxλ  
  Si ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0,5,30,5,31,2,322,1,3,,2 −⇒−=−+−=⇒= Czyxλ  
  Otro vector director: ( ) ( ) ( )7,14,217,14,211,2,37 −⇒−=−= rrr wvw rr

 
 
c)  Si sustituimos en las ecuaciones paramétricas (por ejemplo): 

 B⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
−=

=

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+−=
+=−
−=

6
1

24
211

332 3
1

λ
λ
λ

λ
λ
λ

no pertenece a la recta r. 

 
• Ecuación de una recta determinada por dos puntos 

Una recta también queda determinada por dos puntos A y B. Una determinación lineal es 
( )ABAr ; . Es decir, tomamos ABvr =

r
 

Ejemplo: Dados los puntos ( )0,1,3A  y ( )1,0,5 −B se pide: 
a) Determina las distintas ecuaciones de la recta que pasa por A y B. 
b) Determina, utilizando la ecuación en forma continua, si el punto ( )2,1,7 −−C  

pertenece a dicha recta. 
Solución: 
a)  Hallamos un vector director de la recta ( )1,1,2 −−⇒= rr vABv rr

 
  Ecuación vectorial: ( ) ( ) ( ) ℜ∈−−+= λλ 1,1,20,1,3,,: zyxr  
 

  Ecuaciones paramétricas: ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−=
−=
+=

λ
λ
λ
λ

0
1

23
:
z
y
x

r  

 

  Ecuación en forma continua: 
11

1
2

3:
−

=
−
−

=
− zyxr  

 

  Ecuaciones implícitas: ⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−
=

−
−

−
−

=
−

11
1

1
1

2
3

zy

yx

⎭
⎬
⎫

=++−
=+−−
01

052
:

zy
yx

r  

 

b) rC ∈⇒==⇒
−
−

=
−
−

=⇒
−
−

=
−
−−

=
− 222

1
2

1
2

2
4

1
2

1
11

2
37

. 
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Estudio a partir del rango. 
Dadas r y s en implícitas: 

• sr
bMr

Mr
≡⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

2)(

2)(
 

• sr
bMr

Mr
//

3)(

2)(
⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

 

• 
secantes3)(

3)( syr
bMr

Mr
⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

 

• 

espacio  el
en cruzan se

4)(

3)( syr

bMr

Mr
⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

Nota: 

( )
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−
−

=

4

3

2

1

444

333

222

111

D
D
D
D

CBA
CBA
CBA
CBA

bM
 

2. POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS EN EL ESPACIO 
 Dos rectas en el espacio pueden tener las posiciones relativas: 

 

        
 

Dadas dos rectas por sus determinaciones lineales: 
                                   ( )rvAr r;            ( )svBs r;  
• Si ⇒sr vv rr //  Son coincidentes o paralelas. 

Tomamos rA∈  y sustituimos en s
⎩
⎨
⎧

⇒∉
⇒∈

⇒
ParalelassASi

esCoincidentsASi
 
 

 

• Si sr vv rr //  ( rvr  no es paralelo a svr ): 

Calculamos 
( )
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⇒≠

⇒=
⇒

cruzansesyrABvvSi

ncortasesyrABvvSi
AB

sr

sr

0,,det

0,,det
rr

rr

         

 
Ejemplo: Determina la posición relativa de los siguientes pares de rectas: 

a) ( ) ( ) ( )
2

1
6
3

2
2:1,3,13,1,2,,: +

=
−
+

=
−

ℜ∈−+−=
zyxszyxr λλ  

b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+−−=ℜ∈−+= μμλλ 2,3,14,1,1,,:1,1,23,1,2,,: zyxszyxr  

c) ℜ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
−=

λ
λ

λ
λ

z
y
x

r 53
32

:           ℜ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

−=
μμ

μ

5

1
:

z
y
x

s  

d) ℜ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
−=

λ
λ
λ
λ

4
32
53

:
z
y
x

r           ℜ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=
+−=

μ
μ

μ
μ

z
y
x

s 314
517

:  

Solución: 

a) ( ) ( ) ⇒⇒=
−
−

=⇒−− srsr vvvv rrrr //
2
1

6
3

2
12,6,2,1,3,1 Son coincidentes o paralelas.    

Tomamos ( ) rA ∈−3,1,2  y vemos si pertenece a s: sA∉⇒
−
+

≠
−

6
31

2
22

 

Por tanto, r y s son paralelas. 
 

b) ( ) ( ) ⇒
−

≠
−

≠⇒−−
2

1
3
1

1
22,3,1,1,1,2 sr vv rr

Se cortan o se cruzan. 

Tomamos ( ) rA ∈3,1,2  y ( ) sB ∈−− 4,1,1 ( )1,2,3 −−⇒ AB  

⇒=
−

−−
−

= 0
121
231
312

),,det( ABvv sr
rr

r y s se cortan ya que ( ) 2,, =ABvvrang sr
rr

 

 

c) ( ) ( ) ⇒≠≠
−
−

⇒−−
0
1

1
5

1
30,1,1,1,5,3 sr vv rr

 Se cortan o se cruzan. 

Tomamos ( ) rA ∈0,3,2  y ( ) sB ∈5,0,1 ( )5,3,1 −−⇒ AB  
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( ) ⇒=−
−−−

= 14
501
315
113

,,det ABvv sr
rr

r y s se cruzan ya que ( ) 3,, =ABvvrang sr
rr

 

d) ( ) ( ) ⇒⇒
−

=
−

=
−

⇒−−− srsr vvvv rrrr //
1
1

3
3

5
51,3,5,1,3,5  Son coincidentes o paralelas.   

Tomamos ( ) rA ∈4,2,3  y vemos si pertenece a s: 

 ⇒∈⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=
−=
+−=

sA
4
4
4

4
3142

5173

μ
μ
μ

μ
μ
μ

r y s son coincidentes. 

 
 

PLANOS EN EL ESPACIO 
 

3. ECUACIONES DEL PLANO 
Un plano π  queda determinado por: 

 Un punto ( )321 ,, aaaA  
 Dos vectores no paralelos (linealmente 
independientes) ( )321 ,, uuuur  y ( )321 ,, vvvvr , 
llamados vectores directores del plano. 

 

Decimos que ( )vuA rr,;π  es una determinación 
lineal del plano .π  
 
Si ( )zyxX ,,  es un punto genérico del plano:  

AXOAOX +=  
Como AX es un vector del plano π   

vuAX rr μλ +=  
 Por tanto:  
 

ℜ∈++= μλμλ ,;vuOAOX rr
    

Ecuación vectorial del plano                                        
 En coordenadas:  

( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈++= μλμλπ ,;,,,,,,,,: 321321321 vvvuuuaaazyx  
 

 Haciendo variar λ  y ℜ∈ μ  obtenemos todos los puntos del plano. 
 
Operando: ( ) ( )333222111 ,,,, vuavuavuazyx μλμλμλ ++++++=  e igualando coordenada a 
coordenada 
 

ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

++=
++=
++=

μλ
μλ
μλ
μλ

π ,:

333

222

111

vuaz
vuay

vuax
    Ecuaciones paramétricas del plano 

 
 Eliminando los parámetros λ  y  μ  obtenemos: 
 

0: =+++ DCzByAxπ   Ecuación general o implícita del plano 
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• Forma de obtener la ecuación general o  implícita del plano 
 Para eliminar λ  y  μ  a partir de las ecuaciones paramétricas escribimos: 

vuXA
vuaz
vuay

vuax
rrr

μλ
μλ
μλ
μλ

+=⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=−
+=−
+=−

333

222

111

 

  Es decir, uAX r,  y vr  son linealmente dependientes ( ) 2,, =⇒ vuAXrang rr
. Por tanto: 

 

0

333

222

111

=
−
−
−

vuaz
vuay
vuax

 

 
  y desarrollando este determinante obtenemos la ecuación implícita del plano. 
 

Propiedad: El vector ( )CBAn ,,r
 es un vector ortogonal (perpendicular) al plano.  

                   Se  llama vector  normal o característico del plano.   
  
Demostración: Si ( )321 ,, pppP  y ( )321 ,, qqqQ  son dos puntos arbitrarios del plano 

0: =+++ DCzByAxπ  0321 =+++⇒ DCpBpAp   y 0321 =+++ DCqBqAq . 

  Como ( )332211 ,, pqpqpqPQ −−−  y ( )CBAn ,,r
, entonces: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) 0321321332211 =+−=++−++=−+−+−=⋅
−−

DDCpBpApCqBqAqpqCpqBpqAPQn
DD

444 3444 2144 344 21
r

 

Luego 0=⋅PQnr  y PQ  es un vector arbitrario de dicho plano (por ser arbitrarios P y Q). 
Se tiene, por tanto, que nr  es un vector ortogonal al plano .π  

 
Ejemplo 1: Escribe la ecuación vectorial, paramétricas e implícita del plano que pasa por el 

punto ( )3,1,2 −A  y con vectores directores ( )1,1,2 −ur  y ( )3,0,1−vr . 
 Solución:  

Ecuación vectorial: ( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+−+−= μλμλπ ,;3,0,11,1,23,1,2,,: zyx  

Ecuaciones paramétricas: ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+−=
+−=

−+=
μλ

μλ
λ

μλ
π ,

33
1

22
:
z
y
x

 

Ecuación implícita:  

( ) ( ) ⇒=+−−+++−⇒=
−−

+
−−

01631230
313
011
122

yzyx
z
y
x

 

 
01453:0663163 =−+−⇒=−−−+++−⇒ zyxyzyx π  

 
Ejemplo 2: Averigua si los dos sistemas de ecuaciones siguientes representan sendos planos y, 

en caso que así sea, indica un punto y dos vectores directores de cada uno. 

 ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

++=
+=
+=

μλ
μλ

μ
λ

,
32

3
22)

z
y
xa

      ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−+−=
+−=
−+=

μλ
μλ

μλ
μλ

,
845

27
632)

z
y
xb

 

 Solución: 

Ecuación segmentaria 
del plano: 

1=++
c
z

b
y

a
x

 

con .0,, ≠cba  

Siendo:  ( )0,0,aA  

( )0,,0 bB  

( )cC ,0,0  
los puntos de corte del 
plano con los ejes. 
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a) El plano pasa por el punto ( )2,3,2A  y tiene por vectores directores ( )1,0,2ur  y 
( )3,1,0vr , ya que son linealmente independientes. 

b) Al ser los vectores ( )4,1,3 −ur  y ( )8,2,6 −−vr  linealmente dependientes, no 
representan ningún plano. 

 

Ejemplo 3: Averigua si los puntos ( )2,3,0 −P  y ( )1,3,5Q  pertenecen al plano π  dado por las 
ecuaciones paramétricas siguientes: 

ℜ∈
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+−=
+−=
++=

μλ
μλ

μλ
μλ

,
25

2
32

z
y
x

 

Solución: 
Calculamos la ecuación general del plano: 

031573:0
125
21
312

=−+−⇒=
−−
−

−
zyx

z
y

x
π  

( ) ππ ∈⇒=⇒=−⋅+−⋅−⋅∈ PP 00031253703?¿   
ππ ∉⇒≠−⇒=−⋅+⋅−⋅∈ QQ 032031153753?¿  

 

Ejemplo 4: Determina la ecuación general del plano que contiene el punto ( )3,0,1A  y con 
vectores directores ( )2,3,1−ur  y ( )0,1,2vr . 

 Solución:  
Llamamos π  a ese plano, entonces: 

 023742:0
023
13
211

=+−+−⇒=
−

−−
zyx

z
y

x
π  

 
• ECUACIÓN DE UN PLANO QUE PASA POR TRES PUNTOS NO ALINEADOS 

Tres puntos no alineados determinan un plano. Para ello tomamos como determinación lineal 
del plano ( )ACABA ,;π . 
 

Ejemplo 5: Hallar la ecuación del plano que pasa por los puntos ( ) ( )1,1,2,3,0,1 −BA  y ( )0,1,3C . 
Solución: 
Necesitamos  un punto, por ejemplo ,A  y dos vectores directores del plano: 

( ) ( )3,1,2,4,1,1 −− ACAB  
( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+−+= μλμλπ ,;3,1,24,1,13,0,1,,: zyx  

Si queremos obtener la ecuación general del plano: 
 

025:0
343
11
211

=+−−⇒=
−−−

−
zyx

z
y

x
π  

 
 

  
Ejemplo 6: Dada la ecuación general del plano 0132: =−+− zyxπ , determina tres 

puntos del plano y una ecuación vectorial. 
 Solución: 
 Damos valores a dos de las incógnitas y despejamos la tercera: 
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 Si 0,0 == zy ( )0,0,11010302 Axx ⇒=⇒=−⋅+⋅−⇒  
 Si 0,1 == zy ( )0,1,33010312 Bxx ⇒=⇒=−⋅+⋅−⇒  
 Si 1,0 == zy ( )1,0,22011302 −⇒−=⇒=−⋅+⋅−⇒ Cxx  
  

Calculamos su ecuación vectorial: 
 ( ) ( )1,0,3,0,1,2 −ACAB  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−++= μλμλπ ,;1,0,30,1,20,0,1,,: zyx  

 
• ECUACIÓN DE UN PLANO CONOCIDO UN PUNTO Y UN VECTOR NORMAL   

Ejemplo 7: Calcular la ecuación del plano que pasa por el punto ( )2,7,3 −P  siendo el vector 
( )1,2,3 −nr  normal al plano. 

 Solución: 
  Por ser nr  un vector normal al plano, su ecuación  
  general es de la forma: 

                                                 023: =++− Dzyxπ  
  Como 7027233 =⇒=+−⋅−⋅⇒∈ DDP π  
  Por tanto, 0723: =++− zyxπ  
 

Nota: Resuelve el Ejemplo 4 de la página anterior obteniendo un vector normal vun rrr
×= . 

 
• ECUACIÓN DE UN PLANO QUE CONTIENE UNA RECTA Y UN PUNTO EXTERIOR 

A ELLA 
Dada ( )rvAr r;  tomamos el punto A de r y su vector director rvr . Obtenemos el vector .AP   

Entonces ( )APvP r ,; rπ . 
 

Ejemplo 8: Determinar la ecuación del plano que pasa por el punto ( )2,3,1 −P  y contiene a la 

recta 21
3

1: −=+=
− zyxr  

 Solución: 
 Comprobamos primero que el punto P no pertenece a la recta r: 

    2213
3

11
−−≠+≠

−
 

 De la recta r obtenemos: ( ) ( )1,1,3,2,1,1 rvA r
−  y calculamos ( )4,4,0 −AP . 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ℜ∈−++−= μλμλ ,;4,4,01,1,32,3,1,, zyx  
Si queremos obtener la ecuación general del plano: 

 

01332:0
412
413
031

=−++−⇒=
−+

−
−

zyx
z
y
x

π  
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Estudio a partir 
 del rango: 

• ππ 211)(

1)(
≡⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

bMr

Mr
 

• ππ //
2)(

1)(
21⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

bMr

Mr
 

• 
secantes

,

2)(

2)(
21

ππ
⇒

=

=

⎭
⎬
⎫

bMr

Mr
 

Fíjate: Dos planos paralelos o coincidentes    
tienen sus vectores normales proporcionales.  
En caso contrario son secantes: 

• 2121 // ππ ynn ⇒
rr

 coincidentes o paralelos 

• 2121 // ππ ynn ⇒
rr

 secantes 

4. POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS 

Dados dos planos 
( )
( )2222

1111

22222

11111

,,
,,

0:
0:

CBAn
CBAn

DzCyBxA
DzCyBxA

r

r

⇒
⎭
⎬
⎫

=+++
=+++

π
π

 

 

                                                              
 
 
 
 

                                       

• Si esCoincident
D
D

C
C

B
B

A
A

⇒===
2

1

2

1

2

1

2

1  

• Si Paralelos
D
D

C
C

B
B

A
A

⇒≠==
2

1

2

1

2

1

2

1  

• Si Secantes
C
C

B
Bó

C
C

A
Aó

B
B

A
A

⇒≠≠≠
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1  (Se cortan en una recta) 

Fíjate: En este último caso, las dos ecuaciones implícitas de los planos forman la ecuación 
implícita de la recta que determinan. 

 

Ejemplo 1: Los planos 04.24.02.06.0:1 =+−− zyxπ  y 01223:2 =+−− zyxπ  son 

coincidentes, puesto que: 
12

4.2
2
4.0

1
2.0

3
6.0

=
−
−

=
−
−

= . Observa que 215 nn rr
=  

Ejemplo 2: Los planos 0132:1 =+−+ zyxπ  y 07264:2 =+−+ zyxπ  son paralelos, puesto 

que: 
7
1

2
1

6
3

4
2

≠
−
−

== . Observa que 212 nn rr
=  

Ejemplo 3: Los planos 0132:1 =++− zyxπ  y 045:2 =+++ zyxπ  son secantes, puesto 

que: 
5
3

1
1

1
2

≠
−

≠ . Observa que, en este caso, 21 // nn rr
(no son proporcionales). 

 
• OBTENCIÓN DE LA RECTA EN LA QUE SE CORTAN DOS PLANOS 

Se necesita un punto y un vector director para obtener una determinación lineal de la recta. 
Ejemplo: Hallar la ecuación de la recta intersección de los planos 0122:1 =+++− zyxπ  y 

0434:2 =+−+ zyxπ . 
 Solución: 

1ª Forma: Se resuelve el SEL para obtener las ecuaciones paramétricas: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−−

→⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

−
−

+ 6
1

3
2

5
1

0
2

4
1

1
2

3
1

4
2

12 2FF
  S.C.I.

⎭
⎬
⎫

−=+
−=++−

⇒
635
122

zy
zyx

 

⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−
=⇒−=⇒

−=+−−−⇒−=+
−−

+−⇒−=++−

−−
=⇒−=+⇒=

10
171710

510631012
5

632122

5
63635 Tomo

λλ

λλλλ

λλλ

xx

xxzyx

yyz

   

Por tanto: ( )0,, 5
6

10
1 −−A ; ( )1,, 5

3
10
7 −

rvr , o mejor ( )10,6,7 −rvr  
Si queremos la ecuación en forma vectorial: ( ) ( ) ( ) ℜ∈−+= −− λλ 10,6,70,,,,: 5

6
10

1zyxr  

La ecuación en forma continua: 
1067

: 5
6

10
1 zyx

r =
−
+

=
+

 

ℜ∈

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

−−=

+−=

λ

λ

λ

λ

z

y

x

r 5
3

5
6

10
7

10
1

:  

Para obtener un punto 
de la recta también se 
puede resolver el SEL 
dando un valor a una 
incógnita cualquiera y 
resolviendo el sistema 

22× que resulta.  
Ejemplo: 
Tomo 0=z  y 
resuelvo: 

⇒
−=+

−=+−

⎭
⎬
⎫

434

12

yx

yx

5
6;10

1 −=−= yx  

( )0,, 5
6

10
1 −−⇒ A  

21 ππ ≡  
  1π  
 
 

2π  

  1π  
 
 

2π  

    r
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⇒La recta corta al plano en un punto. 

2ª Forma: Obtención de un vector normal usando el producto vectorial. 
 21 nnvr

rrr
×=  es un vector director de la recta r_      

 

( )
( ) =

−
−=×=⇒

⎭
⎬
⎫

−⇒=+−+
−⇒=+++−

134
212

1,3,40434:
2,1,20122:

21
22

11

kji
nnv

nzyx
nzyx

r

rrr

rrr
r

r

π
π

                             

                                                   ( )10,6,71067 −−⇒−+−= rvkji rrrr
. 

 
Un punto de la recta se calcula como en la primera forma resolviendo el SEL, o 
bien como se expresa en el margen de la página anterior. 

                Así se obtiene ( )0,, 5
6

10
1 −−A , y por tanto, ( ) ( ) ( ) ℜ∈−−+= −− λλ 10,6,70,,,,: 5

6
10

1zyxr . 
 
 

5. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UN PLANO 
1ª Forma: Útil si tanto r comoπ  vienen dados en implícitas 
 

                         Sean 
⎩
⎨
⎧

=+++
=+++

0
0

:
2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

r    y 0: =+++ DCzByAxπ  

   
 
      
 

 
  Consideramos las matrices asociadas al sistema formado por las tres ecuaciones: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

222

111

CBA
CBA
CBA

M                ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=

2

1

222

111

D
D
D

CBA
CBA
CBA

bM  

• Si ( ) ( ) ⇒⇒== SCDbMrangMrang 3 La recta corta al plano en un punto. 
         Para calcular el punto se resuelve el SEL 

• Si ( ) ( ) ⇒⇒== SIbMrangMrang 3;2 Recta paralela y exterior al plano. 

• Si ( ) ( ) ⇒⇒== SCIbMrangMrang 2 Recta contenida en el plano. 

Ejemplo: Averigua la posición relativa de la recta 
⎩
⎨
⎧

=−−+
=−+−

0825
032

:
zyx

zyx
r   y el plano 

092: =−++ zyxπ . En el caso de que sean secantes, halla el punto de corte. 
 Solución: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

251
112
112

M   ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

8
3
9

251
112
112

bM  

⇒≠=
−

−= 010
251
112
112

M ( ) ( ) ⇒⇒== SCDbMrangMrang 3  

  π  π  π

 

r

r     r  

Sistema compatible indeterminado. 
Sus soluciones dependen de un pa‐ 
rámetro. 
La recta está contenida en el plano. 

Sistema incompatible. No hay puntos 
Comunes. 
La recta y el plano son paralelos. 

Sistema compatible determinado. 
La recta y el plano son secantes. 
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El punto de corte será la solución del sistema. Aplicamos la Regla de Cramer para hallar 
dicho punto: 

;1
10
10

10
258
113
119

==
−

−

=x  ;3
10
30

10
281
132
192

==
−

=y  .4
10
40

10
851
312
912

==

−

=z  

Por tanto, el punto de corte es ( ).4,3,1P  
 

2ª Forma: Útil si r  y π  vienen dados por sus determinaciones lineales 
Sean ( )rvAr r;  y ( )vuB rr,;π . Consideramos el vector .AB  

 

         
 

• Si rvvu rrr ,,  son linealmente independientes, es decir, ( ) ⇒= 3,, rvvurang rrr
Recta y plano se 

cortan en un punto P  ( Pr =∩π ). 
• Si rvvu rrr ,, son linealmente dependientes, es decir, ( ) ⇒= 2,, rvvurang rrr

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⊂⇒

⇒
⇒

).(r plano elen  contenida Rectaesdependient elinealmentson  ,, Si

.)//(  plano al paralela Rectantesindependie elinealmentson  ,, Si

π

π

vuAB

rvuAB
rr

rr

 

  
Ejemplo: Determina la posición relativa de la recta ( ) ( ) ( ) ℜ∈+−= λλ ;1,2,10,1,2,,: zyxr  y el 

plano ( ) ( ) ( ) ( ) .,;1,1,41,0,30,0,5,,: ℜ∈−++= μλμλπ zyx  
 Solución: 

 ( ) 2,,0
111
210
143

=⇒=− rvvurang rrr
, ya que 03

10
43

≠−=
−

, o  porque vu rr, son lin.ind. 

 Por tanto, la recta estará contenida en el plano o será paralela a él. 
 ( ) ( ) ( )0,1,30,0,5;0,1,2 ABBA ⇒−  

 ⇒⇒≠=− ntesindependie elinealmentson  ,,04
110
101
433

vuAB rr  

      ⇒La recta r  es paralela al plano .π  
 

3ª Forma: Útil si r viene dada por una determinación lineal y π  en implícitas 
           Sean ( )rvPr r;   y nr  vector normal al plano 0: =+++ DCzByAxπ . 

• Si ⇒⊥ nvr
rr

Recta paralela o contenida en el plano    

⎩
⎨
⎧

⇒∉
⇒∈

⇒
plano al paralela RectaSi

plano elen  contenida RectaSi
π
π

P
P

 

• Si ⇒⊥/ nvr
rr

 Recta y plano se cortan en un punto (secantes). 
 

Nota: Si ( )vuB rr,;π  podemos utilizar esta forma tomando .vun rrr
×=  
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6. POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS 
Dados los planos: 

( )
( )
( )3333

2222

1111

33333

22222

11111

,,
,,
,,

0:
0:

0:

CBAn
CBAn
CBAn

DzCyBxA
DzCyBxA

DzCyBxA

r

r
r

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=+++
=+++

=+++

π
π
π

 

Consideramos las matrices asociadas al sistema formado por las tres ecuaciones: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333

222

111

CBA
CBA
CBA

M                       ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−
−

=

3

2

1

333

222

111

D
D
D

CBA
CBA
CBA

bM  

• Si ( ) ( ) ⇒⇒== SCDbMrangMrang 3 Los tres planos se cortan en un punto. 

• Si ( ) ( )
⎩
⎨
⎧

⇒⇒==
ambos. a secante unoy  paralelos Dos

dos a dos Secantes
3;2 SIbMrangrang M  

• Si ( ) ( ) ( )⇒⇒== parámetro 1 de eDependient2 SCIbMrangMrang Tienen una recta en 

común
⎩
⎨
⎧

⇒
ambos a secante unoy  escoincident Dos

recta unaen  secantes planos  tresLos
 

• Si ( ) ( ) ⇒⇒== SIbMrangMrang 2;1
⎩
⎨
⎧

ambos a paralelo unoy  escoincident Dos
distintosy  paralelos Planos

 

• Si ( ) ( ) SCIbMrangMrang ⇒== 1 (Dependiente de 2 parámetros)⇒Planos coincidentes. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Ejemplo: Estudia la posición relativa de los planos dados por las siguientes ecuaciones: 

0132:
0323:

022:)

3

2

1

=−++
=−−+
=−−+

zyx
zyx

zyxa

π
π
π

      

071062:
02:

0353:)

3

2

1

=−−+
=+−

=−−+

zyx
zyx
zyxb

π
π
π

 

Solución: 

a) ⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
132
123
112

M  ( ) 201
23
12

;0
132
123
112

=⇒≠==−
−

= MrangM   

No existen planos coinci‐ 
dentes. Planos paralelos  
y distintos dos a dos. 

Existen planos coincidentes. 
Dos planos coincidentes  y  
paralelos al tercero

No existen planos paralelos.
Los planos son secantes, o se  
cortan dos a dos. 

Existen planos paralelos.
Dos planos paralelos y  
secantes al tercero. 

Sistema Incompatible:

Sistema compatible indeter‐ 
minado. Sus soluciones de‐ 
penden de dos parámetros. 
Los planos son coincidentes.   No existen planos coinci‐

 dentes. Los tres planos  
 son secantes en una recta.

 Existen planos coincidentes.     
  Dos planos son coincidentes  
 y secantes al tercero.

Sistema compatible deter‐
minado.  
Los planos son secantes 
en un punto. 

Sistema  compatible  indeterminado.  Sus  soluciones 
dependen  de  un  parámetro.  Por  tanto  los  tres  planos 
tienen una recta en común. Hay que determinar si existen 
dos planos coincidentes.

Sistema Compatible Indeterminado o Sistema Compatible Determinado: 
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( ) ⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−

=
1
3
2

132
123
112

bM  ( ) 301
132
323
212

=⇒≠−= bMrang  

Por tanto, son secantes dos a dos o bien hay dos paralelos y uno secante a ambos. 
 
Determinamos si existen planos paralelos:  

⇒

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⇒≠

⇒≠

⇒≠

paralelosson  no y  
3
2

2
3

paralelosson  no y  
3
1

2
2

paralelosson  no y  
2
1

3
2

32

31

21

ππ

ππ

ππ

Luego 21, ππ  y 3π  se cortan dos a dos. 

 

b) ⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

1062
112
531

M ( ) 207
12
31

;0
1062
112
531

=⇒≠−=
−

=
−

−
−

= MrangM  

 

( ) ⇒
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

7
0
3

1062
112
531

bM  ( ) 307
762
012
331

=⇒≠−=− bMrang  

Por tanto, son secantes dos a dos o bien hay dos paralelos y uno secante a ambos. 
 
Determinamos si existen planos paralelos: 

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⇒≠
−
−

==

⇒
−

≠

paralelosson  y  
7
3

10
5

6
3

2
1

paralelosson  no y  
1

3
2
1

31

21

ππ

ππ
1π  y 3π son paralelos y secantes a .2π  

 
7. HAZ DE PLANOS 

7.1. HAZ DE PLANOS PARALELOS 
 
Se llama haz de planos paralelos al conjunto de planos paralelos 
a uno dado. 
Un plano ( )CBAnDCzByAx ,,0: r

=+++π  determina un haz 
de planos paralelos:  
 

ℜ∈=+++ KKCzByAxK ;0:π  
 

Observa: Todos tienen el mismo vector normal ( )CBAn ,,r
. 

 

Ejemplo: Determina la ecuación del haz de planos paralelos al plano 0172: =−+− zyxπ .   
A continuación, halla el plano del haz que contiene el punto ( )3,0,5A . 
Solución: 
La ecuación del haz de planos paralelos es:  

ℜ∈=++− KKzyxK ,072:π  
El valor de K  para el que π  contiene el punto A  es el que cumple: 

26037025 −=⇒=+⋅+⋅− KK  
La ecuación del plano será:  

02672:26 =−+−− zyxπ  

Paralelos
D
D

C
C

B
B

A
A

⇒≠==
2

1

2

1

2

1

2

1

:Recuerda
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7.2. HAZ DE PLANOS SECANTES 
Se llama haz de planos secantes al conjunto de planos 
que contienen a una recta llamada arista del haz. 

Dados los planos 
⎭
⎬
⎫

=′+′+′+′′
=+++

0:
0:

DzCyBxA
DCzByAx

π
π

 que se 

cortan en una recta r, cualquier otro plano que contenga a 
la recta  se puede poner como combinación lineal de π  y 

,π ′  ya que la recta es solución común a las tres 
ecuaciones de los planos que forman un SCI. 
Por tanto, el haz queda determinado por dos planos 
distintos, y su ecuación es: 

 

( ) ( ) ℜ∈=′+′+′+′++++⇒′+= μλμλππμλππ μλμλ ,;0:,, DzCyBxADCzByAx  

Si dividimos por λ  y tomamos λ
μ=k  ( 0≠λ ) la ecuación del haz resulta: 

 
( ) ( ) ℜ∈=′+′+′+′++++⇒′+= kDzCyBxAkDCzByAxk kk ;0:ππππ  

 
Ejemplo 1: Halla la ecuación del haz de planos que contiene la recta r y escribe la ecuación 

del plano del haz que contiene el punto ( )0,1,2 −P . 

                
⎩
⎨
⎧

=++−
=−+−

02
0132

:
yx
zyx

r  

Solución: 
La ecuación del haz de planos secantes es: 

          ( ) ( ) 02132: =++−+−+− yxkzyxkπ  
El valor de k  para que kπ  contenga al punto P  es el que cumple: 

                         ( )( ) ( ) 4040212103122 =⇒=−⇒=+−−+−⋅+−−⋅ kkk  
La ecuación del plano será:  

                      ( ) ( ) 07332:024132 4 =+++−⇒=++−+−+− zyxyxzyx π  
  

Ejemplo 2: Halla la ecuación del haz de planos que contiene la recta r y escribe la ecuación 
del plano del haz que contiene el punto ( )0,0,2P . 

⎩
⎨
⎧

=+++−
=−−+

0232
0932

:
zyx

zyx
r  

Solución: 
La ecuación del haz de planos secantes es: 

( ) ( ) 0232932: =+++−+−−+ zyxkzyxkπ  
El valor de k  para que kπ  contenga al punto P  es el que cumple:       
  ( ) ( ) 050050203022900322 =−⇒=⋅−−⇒=+⋅+⋅+−+−−⋅+⋅ kk  
 
¿Qué ha pasado? Hemos obtenido una contradicción. Ocurre porque 

π ′∈P con lo cual hemos acabado el ejercicio 0232: =+++−′⇒ zyxπ  
 

Observación: Esta segunda ecuación de un haz de planos puede no dar el resultado esperado 
como hemos visto anteriormente . Ocurre si quiero obtener el plano de un haz 
que pasa por un cierto punto, resulta que es uno de los dos planos iniciales y 
coincide con el que he multiplicado por k en la ecuación. 

 

Fíjate: Si hubiésemos tomado ( ) ( ) 0232932: =+++−+−−+ zyxzyxkkπ  
( ) ( ) 0050203022900322 =⇒=−⇒=+⋅+⋅+−+−−⋅+⋅⇒ kkk  

0232: =+++−′⇒ zyxπ . 


