CALCULO
DE PRIMITIVAS
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Concepto de primitiva

B NUMEROS Y POTENCIAS SENCILLAS

L) [1-x b [2- 20 o [V2 - V2
2. 202 b [x- 2 O [3x- 22
hoa) 32200 b) [a2 -2 o [axr- 22

Pagina 329

B POTENCIAS DE EXPONENTE ENTERO

1 _ 3
6. ) j(—l)x'2 =xt= % b) Jx-z - X_l _ 71 C)J 52 _ xS
- x
a1 _ -3 = X_—Z = __1 2 _ L _ —_2 _ i
7 a).[x-” J-x -2 2x? b)J-xs Zj 3 a2 x2
1 _fp_ays. =32 _ -
® a)j (x-3) J ey 2 2-32

5 _ 1 _ )
b)J-(x—s)3 5.[ (x=37  2(x-3)*

B LAS RAICES TAMBIEN SON POTENCIAS

9.a)J‘%x1/2=x3/2=\/x75 b)J-%\/;=J.%xl/z=x5/2=\/x75
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10.a)j =%j 1/2_%3/2_2\/7 b)J7( 7J'\F 14r

11. a)_[ I\F

V2x (2 \2 V2 2 ~2\2 ~2\2ad
by [ - [ - 2 [ - 2 2T - 22

12. a) J.%x_l/z = x12 = x

13.a)j2\r —3]— = 3Vx

5/2 =
14. a).|-\lx3 = jx3/2 - X %\/F
B ;RECUERDAS QUE D (In x) = 1/x?
15. a)jl - In ||
x

16.a)_|-L =In|x+5]|
x+5

B ALGUNAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
17.a) _[cos X =senx
18. a) Jcos (x + 1) = sen (x + E)
2 2
19. a) J-(—sen Xx) = cos x

20. a) Jsen(x— T) = —cos (x —T)

21. a) J-(l +1g22x) = %J-Z(l +1g% 2x) =

15

b)IW=WIW=%W

)st == —=§ln|5x|

_3 2 _3
).[2x+6 S aeig = 120l

b)IZ cos x = 2 sen x

1 . 1
b) | cos 2x = > 2 cos 2x = 75971236
b) .[senx =_—cosXx

b) Jsen 2x = %J‘Z sen 2x = % cos 2x

1
— tg 2x
28

b)J-tg2 2x=.|-(1 +1g? 2x—1)=J.(1 + g2 Zx)—jl = % 1g 2x — X
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B ALGUNAS EXPONENCIALES

22.a) Iex =¥

23. a) J-ezx = %IZezx = Lo

2
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b)J-ex+1 - ex+1

b) J-e2x+1 _ lJ.2€2x+ 1o 1 e
2 2

1. Calcula las siguientes integrales:

a) I7x4 b) J.L ) J.\/;
x2
3 3 3 3
d)j@ e)j\/;;—xf'x f)j@
a>f7x4=7x +/e=7?’“5+/e
-1
b)J-L= w2=X =Ly
.X'Z — X
c)J\E:J‘xl/2=—x3/2 + k= 2\ +k
3/2 3
3
d)jﬁ‘jf SEN E A b S
5/3 5
e)'l‘i/;+«l5x3 _ J‘xl/s V5 x3/2 _ lJ‘x*Z/S i ﬁj-xm _
3x 3x 3 3
_ 1 x1/3 +£ _XS/Z +h= W+ 2N5x7 5% +k
3 1/3 3 32 9
f)J.\/g NEREE \/—j N X6 6\/—\/_3
\/g X3 V3 13/6 1333
2. Calcula:
a).[x4—5x2+3x—4 b)J.x4—5x2+3x—4
x x+1
Tx4-5x2+3x-4 d).[ x3
x2 X —
5 4
= [T R
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b)Ix4_5x2+5x—4 =J‘(x3_x2_4x+7_ 11 )=

x+1 x+ 1

_xt_xd 22+ 7x—11In |x+ 1] +k
_T_?_ X2+ T — n |x
o e fis) fl2)-flx)-
x2 x> x2 X2 x2
fofoe 2 T4
73 4

— —5x+3In|x| + = +K
3 X

3 3
d)J X =J(x2+2x+4+ 8 )=x—+902+49€+81”|-’C_2|Jr/e
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2
3. a)J.(Sx—Stgx)=3J-x—SJ.tgx= 3%—5(—177 |cos x| + k=
3x?

= +51n |cosx| +k

b)J.(scosx+3x)=5J.COSX+J-5x=Ssenx+%+Ie

c)J.(s tg x—5 cos x)=3.|-tgx—5_|.cosx= 3(- Im|cosx|)—5senx+ k=

=—3 In|cosx| — 5 senx + k

djlox x) = e AN A
)¢ 5% lnlO ns

4, a).[ﬁ =3arcigx + k

b)_[x T -1tk

x-1 -2
)J- 21 =J< + x2+1)=x—2arclgx+/e

d) (x+1)2= X2+ 2x+ 1 =I(1+ 2x

x2+1 x2+1 x2+1

)=x+ln [x?+ 1] +k
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1. Calcula:
a) _I.cos4 x sen x dx b) J.Zse" * cos x dx
5
a) .[0054 X sen x dx = —'[cos4 x(=sen x) dx = _LOSTX L p
Sern x - 1 Sen x - 259” X
b) |2 cosxdx = ——|2 cosx-In2dx= +k
n2 n2
2. Calcula:
a) Jcotg x dx b) J-5_x dx
xt+1

a) J.cotgxdx= J.M dx=1In |senx| +k
sen x

5x _5 2x _5 2
o[ - F[ R d- S e
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1
3. Calcula: J-— dx
Va2 —x
Hacemos el cambio x = 10, dx = 615 dr:

612
-1 -1

1 1 < 6t>
%—dx=.[3—6t’dz‘=.[ dr =
J-a/xz_«/x NAZ_ A6 43

2
=6(z‘+1+ ! )dt=6'[(t—+t—ln|t—1|)+k=
r—1 2

2
dr=6| - ar=

=6(*/;+%_1n|§&_1|)+/e=33@+6(@—6ln N - 1] +k

2
4. Calcula: J-L dx
V1 — x2
Hacemos el cambio V1—-x2 =t — 1-x2=12 — x=7V1-1¢2
—1
dx = dt
N1 - 12
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V1 — 2 —
dx=j 1-4 ! dt=J—1dt=—t+/e=—W+/€
t? V1 -2

J x
V1 -2
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1. Calcula: Ix sen x dx

Llamamos [ = J.x sen x dx.

u=x du=dx

= X COS X+ J-cosxdx=—xcosx+ senx+k
dv = sen x dx, v=—cos x

2. Calcula: J-x arc tg x dx

Llamamos [ = J-x arc 1g x dx.

u=arctgx, du= L ax
1

2
I= x—arctgx——J( )dx=x—arctgx—l (1— )dx=
2 2 2

1+ x2 1+ x2

2 1 a2 1 1 _
—arctgx—?[x—arctgx]+/e— 5 arctgx—3x+3m’ctgx+/e—

=

\V]

2
=X 71 arctgx—lx+/e
2 2
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2
1. Calcula: J‘w dx

2
.[Sx —5x+1 dx=_[(3x+7+%)dx=%+7x+29ln|x—4| + k

2
2. Calcula: jw dx
2x +1

2
I3x—5x+1 dx:J‘(%x_l_s+ 17/4)dx=

2x + 1 4 2x + 1
2 2
S X _ 18, ——ln|2x+1|+/e—3i—ﬁx—l—71n|2x+1|+/e
2 2 4 4 4 8
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3. Calcula:
2 _
a)ISx 3 dx b)J-L"‘+6 dx
x3—x (x-1)

a) Descomponemos la fraccion:

S5x -3 _ S5x—3 A, B . _C
oy xx-Dx+1D x x-1 x+1

Sx-3 _ Alx—Dx+ D +Bx(x+ 1 + Cx(x—1)
x(x—Dx+ 1)

x3—x

Sx—-3=Ax—-Dx+ 1)+ Bx(x+ 1)+ Cx(x—1)

Hallamos A, B y C dando a x los valores 0, 1y —1:

x=0 = 3=-4 = A=3
x=1 = 2=2B = B=1
x=-1 = -8=2C = C=-4

Asi, tenemos que:

de=j(é+ 1L __4 dx=3mn|x|+n|x-1| -4n|x+1| +k
x  x-1 x+1

x3—x

b) Descomponemos la fraccion:

x2-2x+6 _ A LB . C _ Ax-D*+Bx-D+C

x-13  x-1 (x-12 (x-1> (x—1)?

—2x+6=Ax-1D*+Blx-1D+C

Dando a x los valores 1, 0y 2, queda:

x=1 = 5=C A=1
x=0 = 6=A-B+C B=0
x=2 = 6=A+B+C | C=5
Por tanto:
2 _
J‘mdx=‘[( 1 + 5 )dx:ln|x_1|_;+k
(x -1 x=1  (x-13 2(x — 1)?
4. Calcula:
3 2 3 s
)J'x +22x 12x+8dx b)J' x3—4x%+ 4x
x2 —2x3—4x2%+8x
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a) xt - dx? = X202 - 4) = 2 (x— 2D (x + 2)
Descomponemos la fraccion:

x3+ 22x2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x+2)

B, _C D
X2 x—2 X+ 2

-4y
X

X3+ 22x%2 - 12x+ 8
x2(x—2)(x + 2)

_ Ax(x = 2)(x + 2) + Blx = 2)(x + 2) + Cx*(x + 2) + Dx*(x = 2)
xHx—2)(x+ 2)

X3+ 22x% —12x + 8 =Ax(x —2)(x + 2) + Blx — 2)(x + 2) + Cx%(x + 2) + Dx*(x — 2)

Hallamos A, B, ¢ y D dando a x los valores 0, 2, -2y 1:

x=0 = 8=-4B = B=-2
x=2 = 80=16C = C=5
x=-2 = 112=-16D = D=-7
x=1 = 19=-34-3B+3C-D = -34=-9 = A=3
Por tanto:
3 2 _
Ix +222c 12x+8dx=J'(i_i+ 5 7 )dx:
x* — 42 X x2 x-2 x+2

- 3 In|x| +%+51n|x—2| —Tin|x+2| +k

b) La fraccién se puede simplificar:

x3 — 4x% + 4x x(x—2)? 1

xt— 203 —4x2+ 8x  x(x—22(x+2) x+2

3 _ 42
J. X = AT ¢ dx=J ! dx=In|x+2| +k
x% = 2x3 — 4x% + 8x X+ 2
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

1 Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) J-(4x2 —5x + 7dx b) J-SdT‘: <) J- 2x1+ 5 dx d) ~"(x — sen x)dx

3 2
3)‘[(4x2_5x+7)dx=%_%+7x+k

b)J-_d—x= RSV YN LR L
p 475 4
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1 1
C)J2x+7dx—?ln|2x+7| +k

2
d)J-(x—senx)dx= x? +coxx+k

2 Resuelve estas integrales:

a) f(x2 + 4x) (x%— D dx b) J.(x— 13 dx
c)j\/?Txdx d)J(senx+ eX)dx

5 3
a)J(xz+4x)(xz—l)dx=.[(x4+4x3—x2—4x)dx=%j+x4—%—2x2+/e

b)j(x_ 13 dix = —@“‘41)4 ke

3/2 3
c)j@dx=1@xl/zdx=@§/z v he 2\/537 ol

d)J.(senx+ e¥) dx=—cosx+e*+k

3 Calcula las integrales siguientes:
S
3
a) J. dx b) J.sen (x—4)dx 'J) J- 7 dx d) J.(ex +3eX)dx
cos? x
3 1 1 X3 33
. dx = V3 dx = = 2 k
a) j /X 5 Ix X G a5 + y +
b) J-sen(x —4)dx =—cos (x—4) +k
. 7 -
9) J. dx=71gx+k
cos? x
d J(e”‘ +3eMdx=e¥-3eX+k
4  Halla estas integrales:
S
a)Ide b)J dx C)Jx+;/;dx d)J 3 dx
X x—1 x 1+ x2

a)Jlidx=Zln|x| +k
x
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b)J- AX_ _pylx—1] +k
x—1

C)IX+;/;dx=I(l+x‘5/2)dx=ln|x| ~Z g
x x Vx

d)J. 3 dx=3arctgx+k
1+ x?
5 Resuelve las siguientes integrales:
dx
b [ O |G- drax @ [
- (x— 4)2 (x— 4:)3
a)J AX_ _pyla—d] +k
X —4
dx -1
b) = +
(x—42 -9
—_4)3
5 j(x- 42l = % s
-2
I(x DS T C iy S S
(x - -2 2(x — 4)?
6 Halla las siguientes integrales del tipo exponencial:
a)Jex'4dx b)Ie‘2x+9dx C)Jesx dx d)J(3x—x3)dx
) Iex‘4 dx=e*"4+k
b)J.e*Z’“r 9 dx = ij—Zef“* 9= Le2wv94p
2 2
o) J-esx dx = ljseix dx = L o5+
5 5
O [Groawdrae= 3 -2
Jor—war= g5
7 Resuelve las siguientes integrales del tipo arco tangente:
4+ x2 3+ x?2 4x2+1 1+9x2

a)J. dix ='[ 1/4 dx=ij-—1/2 dx=larctg(£)+/e
4+ x? 1+ (x/2)? 2) 1+ /22 2 2
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3+ x?

4 dx 4/3 43 /N3 E (
b) = dx = dx = £
.[ 1+ (x/\3)2 ) jl + (x/\3)? DT

)+/e

sl=

_Sdx_ =5J- 2 dx 2mfcz‘g(2x)+/e
4x% + 1 Qx?+1 2

2dx _ 2 3 dx 2
d)J.——— —2 2 == qarctg(B3x) +k
]+9‘x2 3 1+(3x)2 3 g

8 Expresa las siguientes integrales de la forma:

dividendo _ . resto
divisor coclente + divisor
y resuélvelas:
— 3
)J'x 5x+4dx b)J'x+2x+4x )Ix 3x+x 1dx
x+1 x+1

2
A)J. 5x+4 dx=.|-(x—6+ 10 )dx=x__6x+101n|x+l|+/e
x+1 2

2 X2
b)Jde=J(x+1+ 3 )dx X v x+3m|x+ 1| +k
x+ 1 x+1 2

3 2
C)J-x - 5x +x_1dx I(xz—x—l— 3 )dx=

X —2

2
=——7—x—31n|x—2| +k

9 Halla estas integrales sabiendo que son del tipo arco seno:
dx dx e* dx

a)J— b) J— C)j—dx d J—

V1 —4x2 V4 — x2 V1 — e2x xV1 = (In x)?

1 2 dx

a)jd—x=— _sax
V1—dx?2  2J N1 - (2?2

dx 1/2 dx X
b)J. = = arc sen (—) +k
V4 V1 - (/2)? 2

= % arc sen (2x) + k

dx = arc sen (e¥) + k

o ==

= A —— (n|x|]) +k

d)
J- N1 = (n x)? V1 = (In x)?
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10 Resuelve las integrales siguientes, sabiendo que son de la forma
[ reo
a) Jcosxsensxdx b)_[er"zdx 9] I x do d).[llnsxdx
(x2+3)> x

4
sen .X‘+k

a) jcosxsen5 xdx = 1

b)J.Zx X dx =X + k

dx 1 » 1 (?+3)4 -1
C)Jx—_=—j2x(x2+3)’dx=— tk= y
(x? +3)° 2 2 -4 8(x2 + 3)4

4
d)j%ln3xdx= ’Liﬂ- ‘k

PARA RESOLVER
11 Resuelve las siguientes integrales:

dx x dx
a) Jx4 ex5 dx b) jx sen x2 dx C)J— d)J‘
a) jx4 e dx = %jsﬂ e dx = %ex* +k

b)jxsenxz dx = %Jszenxz dx = % cosx*+k

dx 1/3 dx X
C) J- = = arc sen (—) + k
\ V1 = (2/3)2 3

dx
d)J x VxZT5 +k
V_X“I'
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12 Resuelve las siguientes integrales:

a)Jsenxcosxdx b)J‘M C)J\l(x+3) dx d)j —Sx 5 dx
cos’ x
sen? x ‘k

2

Unidad 12. Céleulo de primitivas Q
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4

b)J sen x dx ——j(—senx)-cos‘sxdx= —COS X k= 1 +k
cos® x —4 4 cos* x

c)jmdx=j(x+3)5/2 dx = (x;/sz)wz +k= 2 (x7+3)7 +k

cpf = dx=lf L2 = L m2- 67 +k
2_6x2 4 2—6x2 4

13 Resuelve las siguientes integrales:

a)ijz—Zx(x—l)dx b)—[a\'/'ﬂx dx
1-— a2
C)IWW d)Jmsenxdx

a) J-sz —2x (x—1) dx %IVXZ —2x 2x—2) dx = %I(xz —20V2 (2x - 2) dx =

_1elo20?, Ne?-2awd
2 3/2 3
b)J' arcsenx_ . _ arc sen” x +k
VT2
3
J'(1+an) e o J.(1+lnx)2% %Iﬁl)_ue

5/2
d)JV(l + cos x)3 sen x dx = —j(l + cos )32 (=sen x) dx = _( +cosxp’” | k=

5/2
_ 2N + cos x)° k
5

14 Aplica la integracion por partes para resolver las siguientes integrales:

a)lenxdx b)J-e"cosxdx C)J-x2 sen x dx d)J-J\c2 e2x dx
e)-[cos(ln x)dx ﬂsz In x dx g)_[arc tg x dx h)J-(x+ 12 e* dx
a) J-x In x dx

u=hnx — du=ldx
X

dv=xdx — v-=

2 2 2
Jxlnxdx=x—lnx—'[£d =X mx] - X +k
2 2 2 4
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b) J-excos X dx

u=e* — du=e¥dx

dv=cosxdx — v=senx

J-ex cos x dx = eX sen x — J-ex sen x dx

| S —

1y

u, =e¥ — du =e¥dx

dv, =senxdx — v, =-cosx

I, = —e* cos x + Iex cos x dx
Por tanto:

J.e"cosxdx= e~ sen x + excosx—.[excosxdx

ZJexcosxdx= eXsen x+ e*cos x

X ¢, ~AC
Jexcosxdx= e 5enx;—e’“cosx Tk

19) J-xz sen x dx

u=x* — du=2xdx

dv=senxdx — v=-cosx

sz sen x dx = —x% cos x + sz cos x dx = —x? cos x + ZJx cos x dx

|

1

u, =x — duy =dx

dv, = cosxdx — v =senx

]1 =XS€7’l.X’—J-S€1’l.X'dX=XS€7lX+ cos X

Por tanto:

2

J.xz sen x dx = —x* cosx +2xsenx+ 2 cosx+ R

d)J.x2 e dx
u=x* — du=2xdx
dv=e*dx — U=%€2x
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J.xz e dx = e — Jx e dx
N
I
u, =x — duy =dx
1
_ 2 2
dv, = e dx — Ul_jex
]1=£82X jl92xdx_ X er_lQZX
2 2 4
x> X 1 x2 x 1
Por tanto: Ixz ey = 2 2 _ . o2 4 ezx+/e—(———+—) e+ k
2 2 2 2 4

e) J. cos(In x)dx

u=cos(nx) — du=-sen(nx) - % dx

dv=dx — v=x

Icos (In x) dx = x cos (In x) + J-sen (In x) dx

R

1

u, =sen (Inx) — du, = cos(nx) - % dx

dv,=dx — v =x
I, = x sen (In x)—J.cos (In x) dx

Por tanto:

Jcos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x) — jcos (In x) dx

ZJ-cos (In x) dx = x cos (In x) + x sen (In x)

Icos(lnx) o = x cos (In x);xsen(lnx) ‘b

) sz In x dx

u=hnx - du=ldx
X

X3

dv=x>dx — v=5

J.lenxdx=m_-|.x_zdx=m_x_3+/e
3 3 3 9
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2) J-arc 19 X dx

1
u=arcigx — du=—->5dx
1+x

dv=dx — v=x

1
1+ x?2

dx=xarctgx—%.|-2—x dx =

J-arcz‘gx=xarctgx—J.
1+ x?

=xarctgx—%ln A+x?)+k

h) j(x + D% eX dx

{u=(x+ 12 — du=2x+1dx

dv=eXdx — v=e¥

I(x +D%2eXdx=(x+ 1?eX - ZI(x + 1) eX dx

[N

1

u, =x+1 — du=dx
dv, =e*dx — v =e*
]1=(x+1)ex—jexdx=(x+l)ex—ex=(x+1—l)ex=xe"

Por tanto:

I(x+1)Zexdx=(x+1)zex—2xex+/e=

=2+ 2x+1-20eX+hk=(2+1DeX+k

15 Calcula J-cos/‘ x dx utilizando la expresion: cos? x = % + _COZ 2x
G 2 2 e
Cos4x=(l+M) _ 1, cos®2x _ cos2x _
2 2 4 4 >
=l+l(l+ cos4x)+ cos 2x _
4 4\2 2 2
1,1, cosdx  cos2x _ 3  cosdx _ cos2x
4 8 8 2 8 S >
Por tanto:
Icos4xdx=j(é+ cosdx , cos2x) .. _ 3 ., sendx  sen2x .,
8 8 2 8 32 2
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16 Determina el valor de las integrales propuestas en los ejercicios siguientes
utilizando la férmula de integracion por partes:

:nl)J-x2 e3* dx b)Iﬁdx C)J.Sx cos x dx d)J-.x3 sen x dx
ex

a) J-xz e dx

u=x* - du=2xdx

dv =e¥*dx — v=%e3x

X2
x2 e dx =2 3 — %Ix e3* dx

S —

4

{ =x — du,=dx

1
dv, = e¥dx — Ul—gcﬁx

I, = £e5x—l-|-e3xdx= X a1 o
b3 3 9

Por tanto:

2 2
2 2 2
_|.x2 e x = X o3 2N oy 2 pny o (XD 2X

= e+ k
9 27 3 9

2
27
b)Jldx = Jx e~ dx

ex

u=x — du=dx
dv=e"dx — v=-e%

J.idx=—xe’x+J.e’xdx=—xe’x—e’x+/e=i—L+Ie=—_x_1 + R

eX eX eX eX

<) JBx cos x dx

u=3x — du=3dx
dv=cosxdx — v=senx

.[chosxdx= 3xsenx—SJsenxdx=5xsenx+3cosx+k

d J-x5 sen x dx

u=x3 — du=3x%dx
dv=senxdx — v=-cosx
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x3 sen x dx = —x3 cos x + SIxz cos x dx

[ —

1)

{”1 =x? > du, =2xdx

dv, = cosxdx — v =senx

I, = x* sen x — ZJ.xsenxdx
N
I,
U, =x — du,=dx
dv, =senxdx — wv,=-cosx

]2=—XCOSJC+JCOSXdX=—XCOSX+S€nX

Ast: A = x2 sen x + 2x cos x — 2 sen x

Por tanto:

Jx3senxdx=—x5 cosx+3xtsenx+06xcosx—6senx+k

17 Determina el valor de las integrales que se proponen a continuacion:

a) jx 2% dx b) Iarc cos x dx c) Ix cos 3x dx d) J-x5 e dx

a) J.x 27 dx
u=x — du=dx
x 27
dU—Z dx —> U_l}’l—z

L 9—x - . X
IxZ‘xdx=_X 27 L2 dx = =X 2r 1 JZ‘xdx=

n?2 n?2 In 2 In 2
_ = 2> 27 + &
n?2 (an)Z
b)J.otrc cos x dx
-1
u=arccosx — du=———dx
1 - x2
dv=dx — v=x
Iarccosxdx=xarccosx—J- -~ dx=xarccosx—N1— x* +k
1-x
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<) Jx cos 3x dx

u=x — du=dx
dv = cos 3x dx — v=%sen3x

J.x cos 3x dx = % sen 3x — %J-sen 3x dx = % sen 3x + % cos 3x + k

5 3
d st e dx=|x3 x%e™ dx
—_— -,
u dv

u=x3 - du=3x*dx

3 -1 3
dv=x*e™ dx — v=—e™~

3

< .3 —x3 _3 3 —x3 _3 1 _.3
J.x’exdx=Tex+szexdx= 3 ex—gex+/e=

= —(_XS - D e + k
3

18 En el ejercicio resuelto 7 a), se ha calculado la integral Jsenz x dx aplican-
do la igualdad:

2 1 cos2x
sen“ x=— — ———

2 2
Vamos a obtenerla, ahora, mediante la integracion por partes, haciendo:
{u=senx — du = cos x dx

dv =senxdx — v=-cosx

Isenz x dx = —sen x cos x + J-cos2 x dx

Si con esta nueva integral procedemos como con la anterior, llegariamos a
una identidad iniitil (“se nos va todo”). Compruébalo.

Sin embargo, si hacemos cos? x = 1 — sen? x, se resuelve con facilidad. Ter-
mina la integral.

e Si apliciramos el método de integracioén por partes a la integral | cos? x dx, ten-
drfamos que:

{u= cosx — du=—sen x dx

dv=cosxdx — v=senx
Por tanto, quedaria: Isenz X dx = —sen X cos x + sen x cos x + Isenz x dx

En efecto, es una identidad inttil (“se nos va todo”).
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2 2

e Sin embargo, si hacemos cos* x =1 — sen” x, tenemos que:

J-sen2 X dx = —sen x cos x + I(l —sen? x) dx =

= —Sen X cos x + J-dx— Isenz X dx = —sen x cos x + x — J-senz X dx
Por tanto:
ZJ-senz X dx = —sen x cos x + x

Jsenzxdx= —senx;osx+x +k= %x—%sen2x+k

19 Determina el valor de las integrales racionales propuestas en los siguientes

ejercicios:

)I X2 gy b) J-;dx
xZ+1 (x2-1)2
C)J' 2x2+7x—1 dx d)J'Zx +5x— ldx
x3+a2-x-1 x3+ x2-2x

a)J' X+2 . _lf 2x dX+,[ 2 dx:lln(x2+1)+2arctgx+le
2 +1 2) x2+1 xz+1 2

b)j L ge- 1 dx
(x? - 1? (x = D? (x + 1D?

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ A + B + C N D
-2+ -D  (x-12 @+D  (+1)?

1 _ Alx— D+ D* + Blx+ D* + Clx + D(x—D?* + D(x - 1)?
(x — D? (x + D? (x — D? (x + D?

1=Alx— D+ 12+ Blx+ 12+ Clx+ Dix—1D?+ D(x—1)2

Calculamos A, B, C y D, dando a x los valores 1, -1, 0 y 2:

x=1 — 1=4B — B=1/4 A=-1/4
x=-1— 1=4D — C=1/4 B=1/4
x=0 - 1=-A+B+C+D — 1/2=-A+C Cc=1/4
X=2 — 1=94+9B+3C+D — -3/2=9A+3C — -1/2=3A+C | D= 1/4
J—l dx = [ =174 dx+J J J—1/4 dx =
(x2 - 1)? (x-1D (96—1)2 (x (x + 1)?

- L T | 1 11 _

RS B ey e L R B N I
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=iln|x—l|+ ! In|x+1| L sk-
4 -1 +1
=__1[n“x_1 + 2x +k
4 x+1 x2_-1
2
C)j 2x% + 7x =1 dr = [ 22X+ T7x-1
+xt-x-1 (x— D+ D2
Descomponemos en fracciones simples:
2*+7x-1 __A , B . _C
x-Dx+D* x-1 x+1 x+12
2x* +7x -1 _ Alx+ 1D?+ Blx-Dx+ D+ Clx-1)
(x = Dx+ D? (= Dx+ D?
2x*+7x—1=Ax+ D%+ Bx—D(x+ D+ Clx—-1)
Hallamos A4, B y C:
x=1 — 8=44 - A=2
x=-1 - -6=-2C - C=3
x=0 —» -1=4-B-C — B=0
Por tanto:
2
J‘de: de+J.de=2m|x_1|_ SEEANA
W+ xi-x—1 x-1 (x + 1)? x+1

d)J‘ 2x% +5x =1 dx:J‘ 22 +5x -1
X3+ x% - 2x x(x— D+ 2)

Descomponemos en fracciones simples:

2*+5x-1 _ A, B c
x(x—D(x+2) X x -1 X+ 2

2x? +5x-1 _ Alx—D(x+2) + Bx(x+2)+ Cx(x—1)
x(x—Dx+2) x(x—Dx+2)

2x2 +5x—1=A(x—D(x+2) + Bx(x+2) + Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:

=0 — -1=24 — A=1/2
1 — 6=3B — B=2
2 5 3=6C > C=-1/2
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Por tanto:

J‘2x2+5x—1 A = J‘l/zd“'[

X3+ x% - 2x

dxj'l/Z

x_

(x_l)zv})+k

=lln|x|+21n|x—l| —lln|x+ 2| +k=In
2 2 x+2

20 Resuelve las siguientes integrales:

2x—4 2x+3
* I(x—l)Z(ms) x D [ oS
1 3x—2
— = d. d | 22—=d.
)J(x—l)(ms)z ~ et

2x — 4
a)J<x—1>2<x+3>

Descomponemos en fracciones simples:

2x—4 -4 B +_C
x-1D%*x+3) x-1 (x-1)2 x+3

2x — 4 _ Alx—=1D(x+3) + Blx+3)+ Clx—1)?
(x=1D?(x+3) (x=1?(x+3)

2x—4 = Alx— D(x+3) + Blx+ 3) + Clx—1)?

Hallamos A, B y C:

x=1 — -2=4B — B=-1/2
x=-3 = -10=16C - C=-5/8
x=0 — —4=-34+3B+C — A=5/8

Por tanto:

J- 2x—4 dx= 5/8 dx"'J- —1/2 dx+'[ _5/8 dx=
(x—D?*(x+3) x—-1 (x—1)? x+3

e RPN S R M PN A Sln‘ 1‘ L,k
8 2 (x-1 8 X+ 3 2x —2

2x+ 3
b [ B ar
(x=2) (x+5)
Descomponemos en fracciones simples:

2x+3 .4 . B _ Ax+5) +Bx-2)
xXx-2)x+5 x-2 x+5 x-2)(x+5

2x+3=A(x+5) + Blx-2)
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Hallamos A y B:

x=2 - 7=7A - A=1
x=-5 — -7=-7B —» B=1

Por tanto:

LM:J. 1 dx+J.de=
(x=2)(x+5) x =2 x+5

=n|x-2| +In|x+5| +k=h|(x-Dx+5]| +k

9] J.+ dx
(x =1 (x + 3)?
Descomponemos en fracciones simples:
1 A B, C

= +
x-D@+3? x—-1 x+3  (x+3)?

1 _ A+ 3+ Blx-Dx+3)+ Clx-1
(x =1 (x + 3)? (x—1) (x + 3)?

1=Ax+ 3?2+ Bx-Dx+3)+Cx-1

Hallamos A, B y C:
x=1 — 1=164 - A=1/16
x=-3 — 1=-4C - C=-1/4
x=0 — 1=94-3B-C — B=-1/16

Por tanto:
J’;dx=.|.l/l6 dx+J.—1/l6 dx+J.i d =
(x—1 (x + 3)? x—1 x+3 (x + 3)?
- L _q - L S S
- n|x—1| 16ln|x+5| y (x+3)+
_ 1 x—1 + 1

l”‘x+3 iy Tk

@ 3x—2dx=J. =2 g

x2—4 (x=2)(x+2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x-2  _ A B _ Alx+2) + Blx-2)
(x=2)(x+2) x =2 X+ 2 (x=2)(x+2)

3x—2=Ax+2) + Blx—-2)
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Hallamos A y B:

x=2 = 4=44 — A=1
x=-2 - -8=-4B — B=2

Por tanto:

3.%'—2 dx:J‘ 1 dx_'_-l‘ 2 dX':
x2—-4 xX—2 X+ 2

=n|x-2| +2mn|x+2| +k=mh[|x-2|+2)?
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21 calcula:
S o
a)J.L b)J. *2x - de
xZ-_x-2 a3+ a2
2
<) J. 5x dx d) _[ 2x—3 dx
x3-3x%+3x-1 x3-2x%2-9x + 18
a) J. dx _ I dx
x*—x-2 (x+Dx=-2)
Descomponemos en fracciones simples:
1 .4 . B _ Ax-2+Bkx+1D
X+Dx-2 x+1 x-2 x+Dx-2)

1=Ax-2)+Blx+1
Hallamos A y B:

=1 > 1

x=2 - 1

34 - A=-1/3
3B — B=1/3

Por tanto:
J dix dx:J'—l/S dx+J V3
x2—x-2 x+1 X =2

=iln|x+1| +lln|x—2| +/e=lln‘x_2
3 3 3 x

+ 1
b)J- i+ 25— 6 dx=I(x—1+—3x2_6 )dx
x3+ x% - 2x x(x— 1D+ 2)

Descomponemos en fracciones simples:

3x% -6 A, _B C
x(e— D+ 2) X x—1 X+ 2
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3x2 -6 _Ax-Dx+2) + Bx(x+ 2) + Cx(x—1)
x(x—Dlx+2) x(— D+ 2)

3x2—6=Alx—1D(x+2) + Bx(x+2)+ Cx(x—1)

Hallamos A, B y C:

x=0 — —-6=-24 — A=3
x=1 — -3=38B — B=-1
=2 = 6=6C - C=1

Por tanto:

4
J‘de:j(‘x_l+i_ 1 + 1 )dx=
X3+ x? - 2x

o

=x7—x+3ln|x| —In|lx-1] +In|x+2| +k=
2 3

=x__x+;n‘_x <x+2>‘ ko
2 x-1

2 2
c)j 5% dx=IL dx
X3 —3x2+3x—1 (x-1)3

Descomponemos en fracciones simples:

Sx* A . B . C  _ Ax-1?+Bx-D+C

x-1° x-1 (x-1% (x-13 (x—1)3

562 =Alx—1?*+Blx-1D+C

Hallamos A, B y C:

x=1 — 5=C A=5
x=2 — 20=A+B+C B =10
x=0 > 0=A-B+C | C=5
Por tanto:
2
J. Sx dx:f( 5 + 10 + 5 dx =
x3—3x%+3x -1 x=-1 (x-1)72 (x=1)3
—Sshfx—1] -9 5 .p
x-=1  2(x-1)7?

CDJ- 2x -3 dx:J' 2x -3
x3 - 2x%—9x+ 18 (x—2)(x—3)(x + 3)
Descomponemos en fracciones simples:

2x-3 A + B c

(x—2D(x_3)(x+3) x-2 x-3 x+3
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2x -3 _Ax-3)x+3) + Bx—2)(x+3) + Cx -2 (x—3)

(x—2(x-3)(x+3) (x=2D(x=3)(x+3)
2x =3 =Ax—-3)(x+3) + Blx—2)(x+ 3) + Clx—2)(x—3)

Hallamos A4, B y C:

x=2 - 1=-54 —> A=-1/5
x=3 — 3=0B — B=1/2
=3 —> -9=30C — C=-3/10

Por tanto:

J 2x—3 dx:j( -1/5 , 12 _3/10)dx=

x2 — Ox + 18 x—-2 x-3 x+3

3

=iln|x—2| +%ln|x—3| —ﬁln|x+3| +k

22 Resuelve las integrales:

a)J-lnxdx b)J' —senx ,
x x+cosx
d) 1+e e) sen(l/x) dx ﬂ 2x-3 dx
2
e~ +x X x+2
)J' arctgx h)_[ senx
1+ x2 cos*

2
a) ln_xdx:jl lnxdx:ln_lﬂ+k
X X 2

—sen x
b)J- dx=In|x+cosx| +k
X+ cos x

c)j L e = [ 222 = | in)x|| + &
xInx n x

d)jﬂdx=ln|ex+x| + R
e¥+x

X

e)Ide=—I_—1 sen(l)dx= cos(l)+/e
xZ 2 X x

f)jﬂdx=‘|‘(2—L) dx=2x-T7n|x+2| +k
X+ 2 X+ 2
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2
)J‘arctgx —J. L arcigxdx= 418" 1
1+ x2 1+ 2 2
_ —3
h)J. sen x dx=—J.(—senx)(cosx)*4dx=M+/€=;+/€
cos* x -3 3 cosd x

23 cCalcula las integrales indefinidas:

a)j senx b)jln(x—s)dx i

Va

d)J-ln (x2 + Ddx e)J-(ln x)2dx f)J.ex cos e*dx
h)J-(l % g

)j senx dx ——ZI e (—sen Nx) dx = =2 cos (Nx) + k

b)Jln (x — 3)dx

dx

u=mkx-3 — du-= !
X

dv=dx — v=x

J-ln(x—S)dx=xln|x—3| _J'xp_cS dx=xIn|x-3| —Il + xi3 dx =

=xln|x-3| -x-3Mm|x-3| +k=(Kx-3)In|x-3| -x+k

ln\/;dx
1 1 1
u=mVx = du=— —=_—"dx
\/; 2\/} 2x
1
dx — dv=2Vx
“Vx

J-ln\/;dx 2\x n\x - J- dx = 2\x In Vx - I—dx—

=o2VxmVx—2Vx+k=2Vx (InNx -1 + &
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d)jzn (x? + Ddx

2x

u=mhx*+1) — du=— dx
x°+ 1
dv=dx — v=x
2 - 2 2x? _
mx*+1Ddx=xIn(x*+1) - dx =
x2+1

=xln(x2+1)—j(2— 2 )dx=xln(x2+1)—2x+2arctgx+/e
x?+1

e) J(ln x)? dx

w=(nx? — du=2(1nx)%dx

dv=dx — v=x

.[(lnx)zdx=x(an)z—Zjlnxdx=xln2|x| —2xn|x| +2x+k

) J-ex cos e¥dx = sen e*+ k

-1

1 _
g)J . dx = T DG=D dx

Descomponemos en fracciones simples:

-1 A + B  Alx-1)+ Bx+1)

G+ Dx-1D x+1  x-1 x+Dx-1

Hallamos A y B:

=-1 -5 -1=24 > A=1/2
x=1 —> -1=2B — B=-1/2

Por tanto:

J 1 dx=j(£+ﬂ)dx=

1—x? x+1 x—1

%ln|x+l|+%ln|x—1|+/e=ln +k

h) (1—96')2 dx:jwdx=-|.(x—5+ 41)dx=

1+x x+1 X+

X2
=7—3x+4ln|x+1| +k
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24 Resuelve:

S
a)J- 1 dx
1+e*

@ En el numerador, suma y resta e”.

b)J‘\/‘;%

@ Descomponla en suma de otras dos.

a)J 1 dx=J1+eX_ex dx=j(1— e )=x—ln(1+ex)+/e
1+ e¥ 1+ eX 1+ eX

b)J. Xt3 ——I = dx+Ide=
VO — x2 VO — x2 VO — x2

dx =9 —x2 + 3arcsen(%)+/e

- o2 /3
o +3-[\/1—(x/3)2

25 Resuelve por sustitucion:

a)Jx x+ 1dx b)j% C)Iﬁdx
d)J-;dx e)J.x+1\/; dx ﬂj ;{?x dx

@ q) Haz x+1=t% b) Haz x =1t

a) J.x\lx +1 dx

Cambio: x+2 =12 — dx=2tdt
3

jx%ﬁ 1 dx=J(t2—1)t- 2tdt=j(2t4—2t2) dt = %ﬁ_% k=

2V 2N+ 13

+ k
5 3
dx
o[
x—
Cambio: x=1% — dx=413dr
3 2 2
J‘ df _[4dt _ [ 4r=dt _ 4 ( 3t dt=izn|¢3—1|+/e=
-t -1 3)pB-1 3

%1n|W_1| s
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C)J- X dx

x+ 1

Cambio: x+1=1> — dx=2tdt

2 3
I x dx=IO ‘D-2tdz=f(2t2—2)dz=i—zt+/e=
x+1 l 3

3
- LD oV T sk

d)j; dix

Cambio: x+1=1> — dx=2tdt

1 2t dt 2 dt
—d = =
I N I (t2— Dt +DE-D

Descomponemos en fracciones simples:

2 __A B _ AG-D+Bt+1)
G+D0E-1D t+1 r—1 +DE-1

2=A0t-1) + B+ 1)

Hallamos A y B:

r=-1 — 2=-224 — A=-1
t=1 — 2=2B — B=1

Por tanto:
2 dt -1 1
= = 1 -1 =
GrDG-D J-(z‘+1+t—1)dt m|t+1| +In|t-1| +k
.y ‘f‘l vk
i+
Asi
j—l dx=zn‘—””1‘1 ‘k
1
e)J. dx
x+

Cambio: x=1> — dx=2tdl

J‘ 1 dx=I2td’=JZdt=21n|t+1|+k=
x+Vx 12+t t+1

=2m(Nx + D +k
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f)J Ve dx

1+x

Cambio: x=1%> — dx=2tdt

. 2
J‘ Vx dx:Jz 2tdt=-[2t dt =I(2_ 2 )dr=
L+ 1+ 12 1+ 12 1+ 12

=2t—2arctgt+/e=2\&—2arctg\/;+/e

26 Resuelve, utilizando un cambio de variable, estas integrales:

dx 3x _ pXx 1
N9 —4xZd bj— Jud aj
a)J. Pty Ve gy O aa g ™ i p
@ a) Haz sent =2x/3.
a)JV9—4x2 dx
Cambio: sent=2—x - x=ésent - dx=écostdt

2

dx

3 2
I\/9—4x2 dx=j‘\,9—4'%sen2t ~%costdt=f§ cost~%cosz‘dt=

= 2J‘C052tdt= 2J‘(l — M) dt: g(lt.'.
2 2 2 2 2

=2t+2sen2t+/e=2m’csen(2—x)+

y 3 y 3 c2sentcost+ k=

® |

2
2x)+%_2x 1 Ax

3 3 9

= 2 arc sen(

4

=2arcsen(2—x)+£-\/9—4x2 +k
4 3 2

dx

b)J er_sex
Cambio: eX=1t — x=Int — dx=%dt

J%=J.—1/t dl‘=j—1 dl‘=J—1 dt

e _ 3¢ 12 3¢ 13 — 32 12t - 3)

Descomponemos en fracciones simples:

1 _ A, B, _C _ A@-3)+BI-3)+Ct?
-3 t 2 1=3 12(t - 3)

1=At(t—3) + B(t—3) + Ct?
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Hallamos A, B y C:

=0 =
=3 -
r=1 —

Asi, tenemos que:

1=-3B
1=9C
1

- B
-

=-1/3
=1/9

=-24-2B+C — A=-1/9

12(t—3) t 12 -3
L s L Lo vk
9 3t 9
Por tanto:
J‘d—x - e 1 +lln|ex—3| +hk=
er_Sex e
=—lx+ 1 +lln|ex—3|+k
9 3eX 9

3x _ X
C)judx
e +1

Cambio: e*=1t — x=Int — dx=%dt

eSx —eX

e+ 1

J

1

d)J-1+\/§

Cambio: x = >

dx

|

PB—t
2+1

1

t

o

121
2+1

2
2+1

Ja

o[-

=1-2arcigt+k=eX-2arcig(e® +k

— dx=2tdt

2tdt _

J-1+1\/;

|

1+¢

JI

2

1+

t)dt=2t—2[n|1+t| +thk=

=2Vx —2m A +Vx)+k

27 Encuentra la primitiva de f(x) = 1
S 1+ 3x
F(x)=.[ 1 - lj 5 ax
1+ 3x 3J) 1+ 3x
FO)=k=0

Por tanto: F(x) = % In|1+ 3x]|
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28 Halla la funcion F parala que F'(x) = — vy F()=2.
x
F(x)='[de=‘—1+/e
x? X

FH=-1+k=2 = k=3

Por tanto: F(x) = o 3
X

29 De todas las primitivas de la funcion y = 4x — 6, ¢cual de ellas toma el valor
4 para x=1?

F(x)=j(4x-6) dx = 202 — 6o + k

F(H)=2-6+k=4 = k=8

Por tanto: F(x) = 2x%2—6x+ 8
30 Halla f(x) sabiendo que f"(x)=6x, f(0)=1 vy f(2)=5.

[0 = J-6x dx=3x%+¢
S0 =3x%+ 1
S =c=1

f(x)=j(3x2+1)dx=x3+x+k

Por tanto: f(x) =x3 +x—-5

31 Resuelve las siguientes integrales por sustitucion:

a)je—xd b)J.\/ex—ld
1—Vex *
@ a) Haz Ve* =1 b) Haz Ne*-1 =1t

a)Jde
1-er

Cambio: Ne* =t — e¥2=1 — %=lnt - dx=%dt

ex 12~(2/t)dt='[2tdt=.[(_ 2) _
_[1_\/67 _[ 1-1 1-1¢ 2+1—t di

=20-2Mn|1—t] +k=-2Ve¥ —2mn|1-e¥ | +k
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b)jmdx

Cambio: Ne*—1=1t — e*=12+1 — x=In(?+1) — dx-= 21 dt

?+1
2
j\/e"—l dx=jt- 2t dt=I 2 dt=I(2— 2 )dt=
2 +1 ?+1 ?+1
=2t—2arcigt+k=2Ve -1 -2arcigNe*—1 +k
2
32 Caleula [ {S¢%X_ gy,
1+ cosx
& Multiplica numerador y denominador por 1 — cos x.
J' sen?® x _ sen? x (1 — cos x) =Isen2x(1—cosx) =
1+ cos x (1 + cos x)(1 — cos x) 1 - cos?®x

2 .
=J’\sen x (1 — cos %) dx=f(1—cosx)dx=x—senx+/e

sen? x
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33 Encuentra una primitiva de la funcion:
S

S(x) = x% sen x

cuyo valor para x =T sea 4.
F(x) = sz sen x dx
Integramos por partes:

u=x% - du=2xdx
dv=senxdx — v=-cosx

F(x) = —x% cos x + ZJ.x cos x dx

[ ——

1

u, =x — duy =dx
dv, = cosxdx — v =senx

]1 = .X'S@VL.X‘—ISQW.X(/ZX=.XS€7’ZX+ Ccos X

Por tanto:

F(x) =—x%cosx+2 xsenx+2cosx+k
Fm=7?2-2+k=4 = k=6-m7?

F(x) =—-x*cosx+2 xsenx+2cosx+6—m?
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34 Determina la funcion f(x) sabiendo que:
S
Sf'(xD)=xnx, f'(1)=0 vy f(e)= %

[ = Ix In x dx

Integramos por partes:
1

X
X

dx
2
dv=xdx — v=7

u=nx — du-=

o X2 X _ X2 x X2 1
f(x)—Tlnx—J‘gdx TMX_T+/6 2(1nx—;)+le

1y 2 L[_1 __1 - -1
1D 2(2)+Ie Lik-0 = k-1

o= X (a1
[0 2(lnx 2)+4

[ a2 1 1 _ [« _1 2
S J.[T(lnx—?) Z]d J-T(lnx 2)dx+4x
!
u=(lnx—7) —  du=—dx

2 3
dv=""ax —» =2
2 6

1= x—g(lnx—l)—J‘x—zd =x—(lnx—l)—x—5 k

2 6 6 2 18

Por tanto:

3 3
f(x)=%(lnx—%)—x + Lxvk
e’ e _ed e _e _ e’
+Z+/e —+4+Ie i = k _36

_ed e
f(e)_lz 18

SN PR B TCAS Wl
S0 F(mx 2) 18 1% 36
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35 Calcula la expresion de una funcién f(x) tal que f'(x) = x e y que f(0) =

S
S = IX e dx = —%J.—Zx e dx = —% e 4k

N A -
f = 2+Ie > = k=1

Por tanto: f(x) = —% e+ 1

36 Encuentra la funcion derivable f:[-1,1] - R que cumple f(1)=-1 y

2 .
p x“—2x si -1<x<0
Xx) =
S {ex—l si 0<x<1

eSi x#0:

x5
2 _x?+k si -1<x<0

Jfo =4 3

eX—x+c¢ si 0<x<1

1
>

e Hallamos % y ¢ teniendo en cuenta que f(1) =-1 y que f(x) ha de ser con-

tinua en x = 0.

fM=-1 = e-1+c=-1 = c=-e

lim f(x) =k
x =0
k=1-e
lim f(x)=1-¢
x—0"
x—a—x2+1—e si -1<x<0
Por tanto: f(x) =4 3 ) -
e¥—x—e si 0<x<1

37 De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto A(-1,—-4) y que su

S derivada es:

2—x si x<1

f'(x)={1/x si x>1

a) Halla la expresion de f(x).

b) Obtén la ecuacion de la recta tangente a f(x) en x = 2.

a)Si x#1:

2
2x—x—+/e si x<1

S = 2

Inx+c si x>1
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Hallamos k y ¢ teniendo en cuenta que f(-1) =—4 y que f(x) ha de ser con-
tinua en x = 1.

5 3
1=_2 = _4 =_2
S=D > +k = k >
lim [ =2 -3 =0
x—>1 2
c=0
lim f(x)=c
x—1
xr 3
P <1
Por tanto: f(x) = X 2 2 st
In x si x2>1

D) f2) =2 fi2)= %

La ecuacion de la recta tangente serd: y =/n 2 + %(x— 2)

38 cCalcula:

a)j|1—x|dx b)j(3+|x|)dx C)I|2x—1|dx d)j‘%—2|dx

a)J-|1—x|dx

| | 1-x si x<1
1-x|= —-1+x si x2>21

22
x—7+/e si x<1
f(x)='|-|1—x|dx= )

X .
—x+7+c si x21

En x =1, la funcién ha de ser continua:

lim f(x)=i+/e
x—1" 2 1 1
—+Ie=—5+c = c=1+k

2
lim f(x) L +c
x—1" 2
Por tanto:
2
x—%+/e si x<1
I|1—x|dx= 5

—x+x7+1+/e si x>1
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b)J-(3+ x| )dx

3+x si x=20

3—-x si x<0
3+ |x|={

fG0 =j(3 + |x])dx =

2
X .
X ——+k si x<
2
2

0

X .
3x+7+c si x20

En x =0, f(x) ha de ser continua:

lim f(x) =k
x—0

c=k
lim f(x) =c
x—0"

2

Bx -2 4k si x<0

Por tanto:
J-(3+ || ) =
C)J.|2x—1|dx
| | —2x + 1 si
2= 1 s

f(x)=j|2x—1|dx=

2
2

3x+7+/e si x>0

x<1/2
x=>1/2

xZ+x+hk si x<

x2—x+c si x2

f(x) ha de ser continua en x = %:

lim [0 = <+ k
x—(1/2) 4

lim [0 = -2 +c
x—1/2)" 4
Por tanto:

2 = 1
—x“+x+k si x<7
J|2x—l|dx= 1 1
XP—x+—+ksi x=>=
2 2
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—%+2x+/@ si x <4

_ X _
f(x)—'”—z —2|dx— 2
7—2x+c si x>4

f(x) ha de ser continua en x = 4:

lim f(x)=4+k
x =4
4d+k=-4+c = c=8+Fk

lim f(x) =-4+c¢
x—4"

Por tanto:
x2 .
—— 4+ 2x+k si x<4
X 4
E -2 dx = >
x .
Z_2x+8+k si x=>24
4
39 cCalcula J‘+ dx.
sen? x cos? x
2 2
sen? x + cos* x
I+ dix = I SenZxt COSX g
sen? x cos® x sen? x cos® x
sen? x cos? x
N 2 7 dx T 2 7 dx =
sen? x cos? x sen? x cos? x

=I 1 dx+j 1 dx =1gx—colgx+Fk
cos? x sen? x

CUESTIONES TEORICAS

40 Prueba que, si F(x) es una primitiva de f(x) y C un nimero real cual-
S quiera, la funcion F(x) + C es también una primitiva de f(x).

F(x) primitiva de f(x) & F'(x) =f(x)

(F(x) +C)' = F'(x) = f(x) = F(x)+C es primitiva de f(x).
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41 Representa tres primitivas de la funcion f cuya grafica es 2 S
esta:

f) =2 = Fl)=2x+k

Por ejemplo: 7

2 Fl
F(x) = 2x 2 // i
Fy(x) =2x+1 4
Fy(x) = 2x -1 /
cuyas graficas son: ]

42 Representa tres primitivas de la funciéon f:
J) =2x = Flx)=x>+k

Por ejemplo:

F(x) = x*

P =27+ 1 \ /
Fy(0) = xt -1 A\\Y ///

cuyas graficas son:

'’d

43 Sabes que una primitiva de la funcion f(x) = 1 s F(x)=In | x|. ;Por qué
se toma el valor absoluto de x? x

S = L estd definida para todo x # 0; y es la derivada de la funcion:
x

n x si x>0
Fo = In(=x) si x<0

es decir, de F(x) = In|x]|.

44 En una integral hacemos el cambio de variable e* =t. ;Cual es la expresion
de dx en funcion de t?

eX=1 - x=mnt — dx=%d¢
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45

46

47

48

dx=ln|secx+tgx| +k

1
Comprueba que:
p q _[ cos x

1
cos x’

Tenemos que probar que la derivada de f(x) = In|secx+1g x|+ k es f/(x) =

Derivamos f(x) = In ’ 1+ senx ‘ + b

cos X
cos? x + sen x(1 + sen x) cos? x + sen x + sen? x
i) = cos? x _ cos X _
1+senx 1+senx
coS X
1+senx _ 1

(1 +senx) cosx  cosx

1

—dx=ln|tgx| +k
sen x cos x

Comprueba que: J-

Tenemos que comprobar que la derivada de la funcion f(x) = In|ig x| + k es

F1x) = !

Sen X cos X

Derivamos f(x):

Fi) = 1/cos*x _  1/cos’x  _ 1
1g X Sen x/cos x  Sen X cos x

Sin utilizar calculo de derivadas, prueba que:

F(x) = Yy G(x) =

+ x4 1+ x4

son dos primitivas de una misma funcion.

Si F(x) y G(x) son dos primitivas de una misma funcién, su diferencia es una
constante. Vedmoslo:

Fx) - G(x) = =1

1 _( —xt )=1+x4
1+ x4 1+t 1+ x4

Por tanto, hemos obtenido que: F(x) = G(x) + 1

Luego las dos son primitivas de una misma funcion.

Sean fy g dos funciones continuas y derivables que se diferencian en una
constante. ;Podemos asegurar que f y g tienen una misma primitiva?

No. Por ejemplo:

S =2x+1 — Fl)=x*+x+k }
g =2x+2 — G =x>+2x+c
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fx) vy g(x) son continuas, derivables y se diferencian en una constante (pues

S = gx) - 1.

Sin embargo, sus primitivas, F(x) y G(x) respectivamente, son distintas, cuales-
quiera que sean los valores de &k y c.
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49 Para integrar una funcion cuyo denominador es un polinomio de segundo

grado sin raices reales, distinguiremos dos casos:

a) Si el numerador es constante, transformamos el denominador para obte-
ner un binomio al cuadrado. La solucion sera un arco tangente:

J' dx =J dx
x2+4x+5 (x+2)2+1

(Completa la resolucion).

b) Si el numerador es de primer grado, se descompone en un logaritmo ne-
periano y un arco tangente:

(x+5)dx =lJ‘ 2x +10 lJ‘ 2x +2 dx+_J. 8 dx

dx =
x2+2x+3 2J) x2+2x+3 2) x2+2x+3 xZ+2x+3

(Completa su resolucion).

a)J dox =j dox =arcig(x+2) +k
X%+ 4x+5 (x+22+1

b)j (x + 5)dx =lj 2x + 10 dx:;f 2x + 2 dx+lj 8dx  _
x2+2x+3  2J) x2+2x+3 2) x2+2x+3 2) x2+2x+3

—ln(x +2x+3)+4J-— =
(x+1)2+2

N o

x+ 1)\2

SR e |

5
zn(x+2x+5)+2wf (N2) dx =

(’”1) 1

%ln(x2+2x+5)+2\5 arctg(er !

V2
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50 Observa como se resuelve esta integral:

1=Jx—+1dx
X3+ 2x2 + 3x

x3+2x2+3x=x(x%2+2x+3)

.2 - + A +
La fraccion se descompone asi: —_x+1 _ 4, Bx+C
X x2+2x+3

x3+2x%2+ 3x

Obtenemos: A = B= —%, C=

1 1
3’ 3

Sustituimos: I = 11 dx 1 J.x—_ldx
3 3 x2+2x+3

(Completa su resolucion).

Completamos la resolucion:

1=l L ——J'
x x+2x+3

—ln|x| 6J‘L dx=lln|x|—lJ.de=

x2+2x+3 3 6J x2+2x+3
=—ln|x| J =2 g 2| __dx O
6J x2+2x+3 3) x2+2x+3
1 1 2 X+ 1
=—lnx——ln(x2+2x+3)+—arct( )+Ie
3 %= 3 S\ V2
® (Ver en el ejercicio 49 apartado b) el calculo de jd—x)
x2+2x+3
51 Resuelve las siguientes integrales:
X2
x3+x x3+1 C x%+9
@ j 2410 40 o I;dx f) j dix
x2+x+1 x2+3x+4 (x+1D?(x2+1)
& e) Multiplica numerador y denominador por 4.
a) J- = J- x-1 g
X3+ x x(x?+ 1)
Descomponemos la fraccion:
_2x—-1 _ A Bx+C _ AW+ 1)+ Bx*+ Cx
x(x?+ 1D X X%+ x(x2+ 1)

2x—1=Ax%+ 1) + Bx*+ Cx
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Hallamos A, B y C:

x=0 —> -1=A4 A=-1
x=1 — 1=24+B+C — 3=B+C B=1
x=-1 - 3=24+B-C - -1=B-C | C=2

Por tanto:
J‘zx—ldx=J‘(i+ x+2 )dx:
X3+ x x x?+1

=J.idx+ij. 2x dx + 2 d—x=
X 2

x2+1 x2+1

=—In|x| + % x>+ D +2arcigx+k

b)J' 1 dx=J- dx
x3+1 (x+D2-x+1D

Descomponemos la fraccion:

1 -4 , Bx+C

x+Dx2-x+1) x+1  x2_x+1

o AP —x+ D+ Bx(x+ 1D+ Clx+ 1
x+Dx2—x+1

1=A?—x+ 1D+ Bx(x+ 1D+ Clx+ 1
Hallamos A4, B y C:

x=-1 - 1=34 — A=1/3
x=0 — 1=4+C - C=2/3
x=1 — 1=A+2B+2C — B=-1/3

Por tanto:

l_x+

2
J. 1 dx=j_1/5 dx+jg¢x=
PR x+1 x?—x+1

3 3 x?—x+1

3 6J x2-x+1

l[n|x+1|_l.[M do =
3 6) x2-x+1

3 6J x2—x+1 2) x?—x+1
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1 1 1 dx
=—hnlx+1|-—hx*-x+ 1)+—J.— -
R
2 4
- Ly (2 V4B
gln|x+1|—€ln(x —x+ D+E_|- (2x+1)2+1 dx
V3
=1 1 2 N3 23 _
3ln|x+1|—6ln(x —x+ 1+ J-(Zx—l) e
=%l”|X+1|—%h’l(xz—X+ 1)+§m’cl‘g(29i/_gl)+k
)Ix +3x+8d—-l.(1+ 3x — )dx X+ 3x dx—j dx  _
x%+9 x?+9 x2+9 X2+ 9
=‘X'+i 2x dx_J‘ 1/9 d.x=
2) x2+9 (/3)? + 1

=x+%ln(x2+9)—%arctg(%)+/e

d [ 220 o [2erle9 g [l geaof L -
X X x2+x+1

Zrx+l x*+x+1 Zrx+l

=nx?+x+1D +9J'—dx =
ST
x+=| +2
2 4

=n(x*+x+ 1)+6\@I%dx=

(2x+ 1)2+ 1
V3
2x+ 1

V3

=Inx?+x+1) +6V3 arctg( )+Ie

e)J 2 dx = 8 dx=Jde=
X2+ 3x+ 4 4x% + 12x + 16 Qx+3)2+7

j(S/—7dx§ (f—rd“

29c+3)2+l (2x+3) i
7 7
= N7 arctg(2x+3)+/e

7 7
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dx
£)
o+ D22+ D
Descomponemos la fraccion:

x+D?P&x2+1)  x+1  (x+1)? xz+1

1 A . B ,Cx+D

1=Alx+ D2+ 1) +Bx*+ 1D+ Cx(x+ D2+ D(x + 1)2

Hallamos A, B, C y D:

x=-1 > 1=2B — B=1/2 A=1/2
x=0 —> 1=A+B+D B=1/2
x=1 — 1=4A4+2B+4C+4D Cc=-1/2
x=-2 — 1=-54+5B-2C+D D=0
Por tanto:
J' dx =J'( v2 12 1. x do =
e+ D2 (x?+ 1) x+1  (x+1? 2 x2+1

1 L+ vk

1
1y -
TRGAR By ey

PARA PENSAR UN POCO MAS

52 Se llama ecuacion diferencial de primer orden a una ecuacién en la que, ade-
mas de las variables x e y, figura también y' Resolver una ecuacion dife-
rencial es buscar una funciéon y = f(x) que verifique la ecuacion propuesta.

Por ejemplo, la ecuacion x y% +y'= 0 se resuelve asi:
d
y'=—xy? > b =—xy? > dy=-xy*dx
dx
Separamos las variables:
d d
—';} =—xdx — J.—;: = I(—x) dx
y y

2
DS T
y 2 x2-2k

Hay infinitas soluciones.

Busca la solucion que pasa por el punto (0, 2) y comprueba que la curva que
obtienes verifica la ecuacion propuesta.

e Buscamos la solucién que pasa por el punto (0, 2):

2 2 -1
= 2= —4k=2 ==
y Y - Y = k = k 5

2
x2+1
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e Comprobamos que verifica la ecuacién xy? +y’= 0:

2
xy2+y’=x( 2 )— 4 =x- 4 _ 4x _
Prl) @t G e
= 4x _ 4x _
2+ 1D 2+ 13
53 Resuelve las siguientes ecuaciones:
Ayy'-x=0 b) y2y'—x?=1 Ay -xy=0
d)y'ﬁ—y=0 ey'er+1=e~ aty+y?+1=0
a)yy'—x=0
“l dy _ x
y= = —os s = ydysxde = Iydy=jxdx
y x oy
y: a2
= +k = p=x?+2k
2 2
b)y?y'—x? =1
2 2
,_ 1+x dy _ 1+x o 2dy= (142 dx
2 dx 32
3 3
J.yzdy='|-(1+x2)dx = %=x+%+/@=>
= P=3+ad+3k = y= a3k

Ay —xy=0

| dy
y=xy = %=xy =

d—y=xdx = _[d_y=_[xdx
Y y

ln|y|=x72+/e = |y|=ex/Drk
Dy Vx —y=0
d d d
mly|=2Vx +& = |y|=e2™+k
ey e+1=e"
yeEst s et

e)’dy=(ex_1) dx = Ieydy=J(ex_1) dx

ey
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H a2y +y?+1=0

1 —2 . 2
y = -y dy _ 1+ -
x?2 dx 2 1+ 92

dy J‘—l 1
——=|—dx = arctgy=—+k
1+y2 X2 gy X

1
=[ —
y g(x+/e)
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