S

La tabla de Flandes

—Segun estan dispuestas las piezas
y teniendo en cuenta que acaban
de mover negras, lo primero es
averiguar cual de las piezas negras
ha realizado ese ultimo movimiento.
[...] Para conseguirlo resulta mas
facil descartar las piezas negras que
no han podido mover porque estan
bloqueadas, o por la posicion que
ocupan... Es evidente que ninguno
. de los tres peones negros A7, B7 o
D7 ha movido, porque todos siguen

piezas... ;Comprenden?

mover...

descartar el caballo negro D1.

E3...

4 @ dos piezas, ino?
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aun en las posiciones que ocupaban al empezar el juego... El cuarto
y ultimo peodn, A5, tampoco ha podido mover, bloqueado como esta
entre un peoén blanco y su propio rey negro... También descartamos
el alfil negro de C8, todavia en su posicion inicial de juego, porque el
alfil se mueve en diagonal, y en sus dos posibles salidas diagonales hay
peones de su mismo bando que atn no han movido... En cuanto al
caballo negro de B8, no movi6 tampoco, pues solo habria podido llegar
ahi desde A6, C6 o D7, y esas tres casillas ya estan ocupadas por otras

—Perfectamente —Julia seguia la explicacion inclinada sobre el tablero—.
Eso demuestra que seis de las diez piezas negras no han podido

—Mas de seis. La torre negra que esta en Cl es evidente que tampoco,
pues mueve en linea recta y sus tres casillas contiguas se encuentran
ocupadas. .. Eso hace siete piezas negras cuyo movimiento en la tltima |
jugada hay que descartar por imposible. Pero también podemos

—iPor qué? —se interesé César—. Podria provenir de las casillas B2 o

—No. En cualquiera de las dos, ese caballo habria estado dando jaque
al rey blanco que tenemos en C4 [...] Y ningun caballo o pieza que
tenga a un rey en jaque abandona el jaque voluntariamente; esa es
una jugada imposible. En vez de retirarse, comerfa al rey enemigo,
concluyendo la partida. Semejante situacion no puede darse nunca,
por lo que deducimos que el caballo D1 tampoco movié.

—Eso —Julia no levantaba los ojos del tablero— reduce las posibilidades

ARTURO PEREZ-REVERTE
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SOLUCIONARIO 1 1

La tabla de Flandes

Arturo Pérez-Reverte

Mientras Julia, una joven restauradora, limpia un cuadro
y lo pone a punto para ser subastado, descubre la frase: -
Quis necavit equitem, cuya traduccion serfa ;Quién mato “§ La tabla de Flandes
=7 Arturo Pérez-Reverte

al caballero? La frase, que fue ocultada por el propio
artista mediante varias capas de 6leo, aumentara
seguramente la cotizacion del cuadro, pero antes Julia
quiere averiguar qué significa y por qué el pintor decidié
ocultarla. Con la ayuda de un ex-novio, profesor de
Historia, logra identificar a los tres personajes de esa
tabla flamenca pintada en el siglo xvi por Van Huys:

los dos hombres que juegan al ajedrez son el duque
Fernando de Ostenburgo y uno de sus caballeros, Roger
de Arras; la mujer que, en segundo plano, lee un libro,
es aesposa del duque, Beatriz de Borgofa. Se entera
también de que el caballero Roger fue asesinado tres
anos antes de que se pintara la tabla, pero el asesino
nunca fue descubierto. ;Quién fue su asesino y cudles
los motivos?

Con este enigmatico planteamiento logra Pérez-Reverte enganchar tanto a Julia, la restauradora,
como a los lectores de su novela La tabla de Flandes. ;Por donde empezar? César, un viejo
anticuario que es como un padre para Julia, conjetura que la clave para resolver el enigma esta
en la partida de ajedrez, pues ocupa el centro de la composicién. Segun él, el caballo blanco,

ya fuera del tablero, representa a Roger de Arras y por lo tanto, se trataria de averiguar, primero,
qué pieza elimind a ese caballo y, sequndo, a qué personaje real representa. Un buen ajedrecista
al que trasladan el problema propone «jugar hacia atras», partiendo de la posiciéon que tienen
los trebejos en la tabla hasta llegar al punto en el que una pieza negra come el caballo blanco.
Al dia siguiente, el jugador de ajedrez -Mufioz- acude al estudio de Julia para exponerle a ésta
y a su amigo César como evolucionan sus pesquisas y a ésa escena pertenece el parrafo
seleccionado.

Razonando de este modo, con teson y mucha habilidad, en los dias sucesivos el ajedrecista
consigue resolver completamente el problema. Su solucién, transferida por Julia y César del
plano simbdlico al de la realidad histdrica, resuelve el enigma de la pintura. Ya saben quién maté
al caballero y por qué el pintor oculto esa frase, pero antes el novelista ha puesto en marcha otra
historia. Alguien, asumiendo el papel del jugador de las piezas negras, decide continuar

la estancada partida del cuadro ajustandose a la misma alegoria: las piezas representan

a personas reales y, cuando alguna de las negras come en el tablero, ocurre un asesinato

en la realidad. La primera victima es el ex-novio de Julia, el profesor que le habia ayudado

a iniciar su investigacién sobre la tabla de Flandes. Conocer el desenlace de todas estas historias
requiere leer la novela.

En matemadticas se usa una estrategia andloga a la que emple¢ el ajedrecista: partir
del final y llegar al principio. Si sabemos que la derivada de una funcion es 3x? + x — 5,
;cudl es esa funciéon? ;Solo hay una?

2
L X ,
La funciéon es: x® + =— — 5x + k con kun nimero real.
2

Esta funcién no es Unica, para cada valor de k tenemos una diferente.

665
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Integrales indefinidas

001

002

003

666

ANTES DE COMENZAR... RECUERDA

Comprueba si los siguientes numeros son raices del polinomio
P(x) = x* 4+ 3x> — 2x* + 6x — 8.

a) x=1 b) x=2 ) x=-—1 d) x=-—4
)=1"43-1"=2-1746-1—-8=0—> Tesraizde P(x).
)=2"4+3.-22-2.2246-2—8=36—>2no0esraizde P(x).

N =(=1)"4+3- (=1 =2 (=12 +6-(—1) —8=—18 - —1 noes raizde P(x).
—4) = (=D +3- (=4 —2- (4> +6-(—4) — 8=0— —4noes raizde P(x).

Factoriza estos polinomios.

a) 2x° —8x*+2x+12 ) 2x* —15x* 4+ 31x2 + 12x
b) 3x> — 8x* —20x+ 16 d) x*+5—x*—17x+ 12
a) 2 -8 2 12
—1 -2 10 —12
2 -10 12| 0
2 4 —12

2 -6 0 52384+ 2x=2(x+1)(x—2) (x—23)

b) 3 -8 —20 16
= 6 28 —16
3 14 8|_O

4 12 -8

3 =2 0 -3 —8¢—20x+16=(x+2)(x—4)(3x—2)

Q) 2X* — 15 4+ 31 + 12x =x(2¢° — 15> + 31x + 12)
El polinomio 2x* — 15x* + 31x +12 no tiene raices racionales.

d) T 5 =1 =17 12
1 1 6 5 —12

16 5 -12[ o
12

1 1 7
1 7 12 0
-3 -3 =12

1 4 0 =X 4+5¢ =X —17x+12=(x—1)(x+3)(x+ 4)

Realiza las siguientes divisiones de polinomios. Comprueba, en cada una de ellas,
el resultado que obtienes.

a) 23 —=3x*=5x—5):(x*—2x—1) A X*+1):034+1)
b) 2x* —3x*+4x—3):(x*—1) d *+2x3—1):(x*—3)
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SOLUCIONARIO 1 1

a) 2% —3x¥—-5« -5 X =2 —1

=2 +4x° 4+ 2x 2X+ 1
—x>—=3x =5
X2 +1
— x —4

S22 =3 —5x—5=0 ==X+ 1)+ (—x—4)

b) 2 —3¢+4x —3 x> =1

—2x? + 2x 2X—3
— 3 +6x -3
+ 3% +3
6x

S22 =3+ 4x—3=(*—1)(2x—3) + 6x

g x +1 X+ 1

—x' =X X' =1
— x4+
X241
2
S>XH1=0+ 10 =1)+2 @
d X +2¢ —1 X’ =3
—x° + 3% x>+ 5x
5% -1
— 5%+ 15x
15x — 1
X+ 2 —1=(—3)+5x) + (15x — 1)
ACTIVIDADES

001 | Determina sila funcién F(x) = x* es una funcién primitiva de f(x) = 4x>.
Escribe dos funciones que también sean primitivas de esta funcion.

F(x) = x* = F'(x) = 4x* = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

002 | Determina una primitiva de las funciones.

a) f(x)=5x* b) f(x) = 2e* Q f(x)=-"—

a) fX)=5x">F(x)=x"+k
b) f(x)=2e*— F(x)=2e"+k
X3 4

I )= 2 = F) =2+ k
2 8

667
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Integrales indefinidas

003 | Resuelve las siguientes integrales.

a) J(5x4+3x2)dx Q) J(—cosx+ 3x) dx

b) J(4 cos x + 2x) dx d) J(x3 +2)dx

a) J(Sx“ +3x)dx=x"+ x> +k

b) J(4cosx +2x) dx = 4senx + x> + k

2

3x Tk
2

Q) J(—COSX + 3x) dx = —senx +

4
d) J(X3+2)dx=);+2x+k

004 |Si Jf(x) dx=F(x)+ky Jg(x) dx = G(x) + k, halla:

a)JUW%+mﬂhh c)f dx

1

—f(x) =2
ZW) g(x)
b) J[zf(x) —g(x)1dx d) J[—f(x) +b-g(x)] dx

g =F(X)+ G(x) + k

a) J[f(x) + g(x)] dx
b) J[Zf(x) — g(x)] dx = 2F(x) — G(x) + k
C)ﬂ f(x) —2g9(x)

. dX:iF(X)72G(X)+k
2 2

d) ﬁ—f(x} +b- g(x)} dx = —F(x) + b - G(x) + k

005 | Halla estas integrales.

a) sz dx b) J 2 9 Jz#x_z dx

3 5
a) szdx—x3+k 0 Jz%/x_wx_:ﬁw

668
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006

Calcula las siguientes integrales.
b) JZX\/XZ —1 dx

a) J—4(3 —2x%) dx

007

SOLUCIONARIO 1 1

3
2 ]—i—k
3

a) J—4(3 —2xN) dx = —4 J(S —2x%) dx = —4[3x —

213
b) J2X\/x2—1dx:2(xg1)+k

Calcula estas integrales de funciones potenciales.
b) JXZ(Z —2x3) dx

a) Jx(1+2x2)dx
a) Jx(] +2x%) dx = ;J4x(1 +2x) dx =
— L e k=Lt 20 +k
4 2
b) sz(Z —2x) dx = ;j6)<2(2 —2x7) dx =
=1 1 3\2 =1 32
=— —2=-2)V +k=—2-2xX) +k
6 2 6
008 | Halla las integrales.
a) J\/7+ 2x dx b) J(x2 + 1) dx
a) J\/7+2x dx:;JZ\/7+2x dx:%-%\/(7+2x)3 + k=
:%MO+QM3+k
x> 2x3
? + +x+k

b) J(X2 +0adx = J(X4 +2° + ) dx =

009 | Calcula estas integrales de tipo logaritmico.
2
a |2 b) dx
x*+3 x—3
) J 2 dx =1In|x* + 3|+ k
x*+3
2
b)f dx =2In|x —3]+k
X—3

833276 _ 0664-0719.indd 669
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Integrales indefinidas

010 | Determina las integrales.

a) de b) de
(3x* =2) o _ 2
S [ A [ AR S
(3x* —2)° 6 3x*=2)° 6 —2(3x2 —2)?
= 1 + k
1263x% — 2)
b) JXdX—1J2XdX1,33(2_X2)Z +k:
J2-x° 2)-x 2 2
3

=32 —x»? +k
4

011 | Calcula las siguientes integrales.

X 4x
a) J32 dx b) J?XHdX Q) J[;] dx d) J'(e—3x+ e*2) dx
g 2
a) J32dx— j%zdx_ ~3—+k:23 +k
2 In3 In3

o Jof et -

012 | Halla estas integrales de funciones exponenciales.

x 5x —1
a) J#“-zx dx b) Jsefzdx o) j37 dx d) J X dx
e)(
7x2+1
77 2x dx = + k
In7

1 L0 X
5e d10j2€2 dx =10e2 +k

g
o J
J 3551 35H 35x-1
et

J535“dx us k= +k
7 35 In3 35In3

J @ o= _WJ_ZX e = Lo pk=—1_ 4k
2 2 2e¥

670
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013

014

015

Calcula estas integrales de funciones trigonométricas.
X
sen —
2

a) Jsen 2x dx 9} J dx

b) Jcos (x + 1) dx d) Jsen (—x) dx

—C0s 2X

a) jsen2xdx—;j2$en2xdx— + k

b) jcos(x+1)dx:sen(x+1)+k

sen — :
Q) j 2 dx—Jsenxdx——cosx+k
2 2 2

2

d) jsen (—x) dx = —J—sen (—x) dx = cos (—x) + k

Halla las siguientes integrales.

SOLUCIONARIO 1 1

a) J21 dx Q J(x + 1) - cos (x* + 2x) dx
cos® (x + 1)
X
b) J—3 sen (2X + 1) dx d) Jcosz(xz_3) dx

aj1<u=@u+n+k
cos? (x +1)

b) J—S sen (2x + 1) dx = _jjz sen (2x + 1) dx :%

cos 2x + 1)+ k

Q) j(x +1)- cos (x* + 2x) dx = ;Jz(x +1)-cos (x* +2x) dx =

=%5en(x2+2x)+k

X 1 2x 1
d) jdX:JdX:t (x> =3)+k
cos® (x> = 3) 2 ) cos? (x? =3) 2 J

Resuelve estas integrales de tipo funciones arco.

J1—25x2 T+ (x =37

dx

a) j1 dx:]JS dx = arcsen 5x + k

\1—25x%? 5J) \J1—25x?

1
b) | ————dx=arctg(x—3)+k
jH(X—S)2 I
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Integrales indefinidas

016 | Halla la solucién de las siguientes integrales.

1 X
a) J dx b) J4 dx
J1—(@2x —3)2 T+ 9x

a) J]dx—]fzdx_]arcsen(ZX—@-i-k
T—(2x —3) 2 T—(@2x =3y 2

b) J al dx]Jde]arctg (3x%) + k
T4 9x* 6 ) 1+ (3x%) 6

017 | Halla estas integrales integrando por partes.

a) sz In x dx b) szsen x dx

3 3 3 2 3 3
a) szlnxdx—xln X—JX~1dX—X|ﬁ X—dex—xln =24k
3 3 X 3 3 3 9

u:\nx—)du:idx
X

3
dV:XZdX%V:X?

b) Jx%en X dx = —x? cos x + JZxcos X dx = —x?cos x4+ 2xsen x — JZsen X dx =

u=x>— du=dx dx u=2x—du=2dx
dv =senx dx —v =—cosx dv = cosx dx — v =senx

= —x%c0os x + 2xsen x + 2cos x + k

018 | Utiliza la integracion por partes para calcular:

a) je*(7 + 2x) dx b) j(4x2 —3x 4+ 1) cos x dx

a) Je*(7+2x) dx = (7 +2x)e* —Jzex dx =7 +2x)e* =2 +k=e"(5+2x)+k

u=742x—>du=2 dx
dv=e*dx—v=e"

b) J(4x2 —3x + )senx dx = —(4x> —3x + Ncosx + f(Sx — 3)cosx dx =

U=4x>—3x+1—du=(8x—3x) dx
dv=senx dx —v=—cosx

= —(4x% —3x 4+ )cos x + (8x — 3)senx — fS senx dx =

u=8x—3—du=8dx
dv=cosx dx —>v=senx

= —(4x% —3x 4+ N)cos x + (8x — 3)senx + 8cos x + k

672
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SOLUCIONARIO 1 1

019 | Resuelve estas integrales racionales.
3
a) 5 dx b) |— dx
x* =1 x24+x—=2
a)J 2 dX—J[ ! ! ]dx:
x? =1 X+1  x—=1
—1 1
= ax + dx:—ln‘x+1‘+ln‘x—1‘+k
x+1 X —1
b)J—3dx:H L ]dx:
X4+ x—2 x+2 x—1
:J dx—l—J “1 g =Infx+2|—In|x — 1]+
X+ 2 X —1
020 | Calcula las integrales racionales.
a |21 4 b | X724
x* —5x* + 4 X3 —=2x> —x+2
e
a)J 2% +1 _J 22 6 4 |y
x*—5x+4 Xx—2 x—=1 x+1 x+2
12) x=2 2) x—=1 6] x+1 4) x+2
5 1 1 1
=2 In|x=2|—=In|x =1 = =In|x + 1|+ —In|x + 2| +k
12 2 6 4
== =3
b)J x=2 dx—J S S T
X —2x7 —x+2 x—2 x—=1 x+1
:4J ! dx—5J1dx—3J' 1 ax =
X =2 2) x—=1 2) x+1
5 3
=4ln|x=2[=ZIn|x=1=ZIn|x + 1+
2 2
021 | Resuelve estas integrales racionales.
x? _
2 js b)f—:”‘ 2 o
(x =1 (2—x)?
2
a)J X dX:J[ 1 2 + ] ]dx:
(x =17° (x=70 (x=17  x-=1
1 1
= dax +2 ax + dx =
(x =17 (x =1 X —1
S +inlx —1|+k
20x =12 x—1
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Integrales indefinidas

o) J— X2 o j[ 4,3 ]dx—
(2 —x)? 2-x)? 2-x

4J - dx—3j o=t 3P x|k
(2 — x)? 2—x 2—x

022 | Calcula las integrales racionales.
p— 2 p—
a)J LN b)JX 2
x> +6x2+12x+8 x*

J— 2 J— J—
a) JZX ul dx—j[ ! + 8 + 2 ]dx—
X H+6x7+12x+8 (x+2P  (x+2? x42

——7J ! dx+8J ] dx—ZJ ] dx =
(x+2) (x+2)? X+2

-7 8 —2|n\x+2\+k
2Ax+2?  x+2

b) fxf de
X

023 | Resuelve esta integral racional:

4
2_
J4x 2x dX_J 6 . 5 5 |4
(X +2)(x —3) (x—37  x—3 x+42

=6J1dx+mj ] dx+4j W dx =
(x —3)? 5/ x—3 5) x+2

6 16
=—+—1n
X—3 5

4
\x—3\+g\n\x+2\+k
024 | Calcula la integral racional:

2

— 7

ijdx
X2 —x2 —x+1

72 J—
JMdX_J[ 3 + ! + 2]dX_
X = x? = x+1 (x =17 x—=1  x+1

3J ! dx-i—J ! dx—ZJ ] ax =
(x —1? X —1 X 41

2 = 2hfx 1]k
X —1

674
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SOLUCIONARIO 1 1

025 | Resuelve estas integrales racionales.

a)J 22 dx
X +1

X2 +1

0 j_sxz b
2+ x?

b J_sx—z ”
2+ x?

a)j 2 dx = 2arctgx + k

f—“ dx—i—J 2 o=
2+ x? 2+ x?

2

——3|n2+x2+arcrg[x]+k
2 J2 V2

026 | Calcula las integrales racionales.

—2x% +1
a) 3 2
X° —X° 4+ 3x —

—2x>+1
a) 3 2
X° — X%+ 3x

dx b) Jx_zdx
3 x*(x2 +1)
1 —7 7
E— 7X_7
dx:J 4 4 4 dx =
-3 x—1 X’ +3
1 7 7
' _L_L
:J 4 dX+J 4 4 ax =
X — x°+3
1 7 7
- ——x ——x
:J 4dX+J 4 d j 4 dx =
x—1 x*+3 x> +3
1 7 7 X
=——Inlx—=1—=In|3+ x| — arctg[
N i v
[;2 1 x+2]d _
x> X X2 41
- _de+de+J X2 g =
X X

= dX+J1dX+J - dx-i—J 2 =
X2 X T+ x° T+ x°

:£+In\x\—%ln‘1+xz‘+2arcrgx+k

>

027 | Resuelve estas integrales racionales.

a) J2X4 dx
(x=1°

a)j 2x! ax
(x =1

833276 _ 0664-0719.indd 675

b) J_3X3_2 dx
(2—x)

:J'[2x+6+ 12 + 8 + 2 dx =
x—1 (x=0  (x="1°

_ 1
x—1  (x—=17?

= x4+ 6x+12In|x =1 -
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Integrales indefinidas

37 J— J—
b) J—de—ﬂ—sx—m 2 =6 lg-
(2 —x)? 2—x  (2—x)?

_ 2
S} VY - Y S R
2 2—x

028 | Calcula las integrales racionales.

_ 5
N szwdx
x* —2x2 +1

b J I St B
X2(x2 + )(x =1)

3

— 5 . - 7
a) jZX aal dx_J—2x+ 4 _ 4 4 4 4 4 4 k=

xt—=2x* +1 ( 1 +

X8 —1 1 1 —Xx —1
D) [——————dv=[[x+ 1+ —+—+——+—
X2 +N(x =) X2 x X241 X241
XZ

:—+x—i+|n\x\—iln\xz+1\—arctgx+k
2 X 2

029 | Calcula estas integrales mediante un cambio de variable.

a) Jx2(7 + 2x3) dx

5
b) J'ngdx

X

2 332
a) JX2(7+2X3)dX:;Jtdt:t+/<:(7+2X)+/<

12 12
t=7+2x°
dt=6x7dx
5 £ log®
b) f'ogx dx—lmojﬁdz—lmo.+k—|mo.OgX+k
X 6 6
t=log x
dr:*dx
IN10-x

676
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SOLUCIONARIO 1 1

Halla las integrales con un cambio de variable.

a) Jexz (2x3 + 2x) dx b) J4X dx
V2 —3x?
a) je*z(ZX3 4+ 2x) dx = J(eft +e') dt = Jerrdr + jefdr = Jeftdt +e' =

t=x’
dt=2x dx

=te' — Je’dH— el =tel + k= x% +k

u=t—du=dt

dv=e'dt—sv=e

b) jMdX__zj]dt_ —at +k—_47 “2_3X2+k
V-3¢ 4 304 3 3
t=2-3x2
dt=—6xdx
Calcula estas integrales.
a) Jsensx cos® x dx b) J’\/4 —x? dx
a) jsensxcoszx dx = —JU — ) dt = —J'(t6 2t ) dt =
t=cosx
dt = —sen x dx
o2 cos’x  2cos°x  cos’x
= — 4 k=— + - +k
7 5 3 7 5 3
2
b) j\/4—x2dx—2J 1—[X] dx—ZJ'\H—senzt ~2costdr—4jcosztdr—
2) b
i=SE’I’)[’
2
dx =2 costdt
= J[HZOSZI] dt=2t+2sen2t+k =

= 2arcsen % + 2sen?2 [arcsen )2(] +k =

2
:2arcseni—+-2-i 1—[1] +k =
2 2 2

= 2arcsen §+§\/47x2 +k
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Integrales indefinidas

032 | Halla la solucion de las integrales.

dx

=

a) J’sen2 X dx
4

a) JseHZXdX_dex—X+m+k

b) dexﬁf 1—[%]2 dxffmﬁcostdr

4 4
X —ent
J2
dx—fcosrdr

;Jcos tdt = J1+C052t

= T[ enzt] k= —arcsen\/_ \/ —x* +k

033 | Comprueba, en cada uno de los casos, que la funcién F(x) es una primitiva
de la funcion f(x).

a) F(x) =3x> —2x +1 f(x) = 15x* —2
b) F(x) = (x* —2) f(x) = 15x*(x° —2)?
9 Flx) = 2—x flx) = 2x —6
3 X4
& Fx) = X=1_3 flx) = X2
x? x3
e) F(x) =Invx? + 2x f(x) = X+
x* 4+ 2x
f) F(x)=5e™ + 11 f(x) = —10xe™
g) F(x) =arctg Jx f(x) = !

2x (14 x)

h) F(x) = cos® x —1.492 f(x) = —sen 2x

a) F(x) =3x° = 2x 4+ 1= F'(x) = 15x* — 2— F(x) es una funcién primitiva de f(x).

b) F(x) = (x* —2)* = F'(x) = 15x*(x®> — 2) = F(x) es una funcion primitiva de f(x).

c) F(x)= 2= x +7 > F(x)= L:E) — F(x) es una funcién primitiva de f(x).
X X

d) Fi) == _21 S35 P =2 j ZIEN F(x) es una funcion primitiva de f(x).
X X

e) F)=InVx’ +2x = F'(x)= ; +21 — F(x) es una funcion primitiva de f(x).

Xx° 4 2x
f) F)=5e" +11 - F(x) = —1O>(e*X2 — F(x) es una funcién primitiva de f(x).

g) F(x) = arctg \/— — F(x — F(x) es una funcién primitiva de f(x).

2\F1+x

h) F(x) = cos’x —1492 — F'(x) = —2 senxcosx = —sen 2x — F(x) es una funcién
primitiva de f(x).

678
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034
que cumpla la condicién que se indica.

a) f(x)=3x? FO)=1
b) £(x) = — F()=4
5x
o f(x) = sen3x F(m) = _%
2x 2
d) f(x)=e F(0) = ;

a) f(x)=3x> > F(x)=x*>+k
FO)=1—=k=1=FXx)=x*+1

4 —>F(X):i

5x 5

F(1):4—>k=4—>F(X)=%|nx+4

In‘x‘—&—k

Q) flx)=sen3x — F(x) = %]cos 3x + k

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula una funcién primitiva F(x) de cada una de las siguientes funciones

FM=——>—+4+k=——>k=——">FX) =——c0s3x ——
3 3 3 3
2x
d) f(x)= e > F(x) = — +k ®
2x
FO) =25l pk=2 k=L =241
3 6 2 6
035 | Halla mentalmente una primitiva de cada una de las funciones polinémicas,
y comprueba que tu respuesta es correcta.
a) f(x) =1.001 e) f(x) = x?
b) f(x) = 2x f) f(x) = 4x°
Q f(x)=x g) f(x) = (n+1)x"
d) f(x) = 3x? h) f(x) = x"
a) F(x)=1.001x + k — F'(x) = 1.001
b) F(x) = x> +k = F'(x) = 2x
2
9 F(X):X?—i—k S0 = x
d) F(X) = x> +k = F(x) = 3x?
X3
e) F(x)= ?+ k= F(x)=x?
f) F(x)=x*+k = F'(x)=4x*
9) FO)=x""+k > F(x)=(n+1x"
n+1
h) F) = 2— 4+ k= F) = x"
n+1

833276 _ 0664-0719.indd
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Integrales indefinidas

036 | Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones con radicales,
y comprueba que tu respuesta es correcta.

b)

d]

037

flx) = d) flx) = ————
2x X —4
1 1
f(x) = — e) f(x) = ——
. \/; V3x+10
1 1
f(x) = f) f(x) =
VX +1 1—x2
1
) FO) =x +k > F(x) =
’ nx
1
b) F(X) = 2Vx +k = F(x) = ——
Ix
O F=2dx +1 4k Fl=——
x+1
B FO) = 2x—4 +k = Flx) = —
x—4
&) FO) = 23x+10 4k o Flx) = —
3 3x+10

f) F(x)=arcsenx + k — F'(x) =

y comprueba que tu respuesta es correcta.

Halla mentalmente una primitiva de cada una de las siguientes funciones racionales,

a) flx) = 2 d) fx) = —2
X 2x+3
b) f(x) = — &) f(x) = ——-
19x X
1 1
o f(x) = f) f(x) = -
19 + x 14+ x

a) F(x)= 19|n‘x‘—|—k %F’(X):—9
X

_ InM

b) F(x) +k—=F(X)= —
19x
Q) F(X):In‘19+x‘+k—>F’(x): ]
19+ x
d) Fx)=2In[2x 3]+ k = Fl = —2
2x+3
e) F(X):i—i-k—)F’(x):— 12
X X
f) Fx)=arctgx+k - F'(x)= 1
T+ x2

22/7/09
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038

039

040

SOLUCIONARIO 1 1

Calcula mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones exponenciales,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x) = e* Q f(x) =e**> e) f(x)=2"""
b) f(x) = e* d) f(x)=2% f) f(x)=2%*>

a) Fx)=e*+k > F'(x)=¢e"

2x

b) F(x) = +k— F(x)=e*

eSX+SS

d F(x) = : +k—Fx)=e"">

) Flx) = = 0=
In2
& F0= 2 ks Pl =2
In2
29x+5
) Flx) = F ko> Fllx) = 295
9In2

Obtén mentalmente una primitiva de cada una de estas funciones trigonométricas,
y comprueba tu respuesta.

a) f(x) = cos x d) f(x) = 3sen x
b) f(x) = cos 3x e) f(x) = sen (x — )
c) f(x) = cos (x + 3) f) f(x) = 3sen (x —w)

a) F(x)=sen x +k — F'(x) = cos x

b) F(x) = 56”;* 4Kk — F(X) = cos 3x

Q) F(x)=sen(x+3)+k — F'(x) = cos(x + 3)

d) F(x)=—3cos x +k — F'(x) =3sen x

e) F(x)=—cos (x—x)+k = F'(x) =sen(x — =)

f) F(x)=—-3cos (x —m) + k = F'(x) = 3sen (x — «)

Contesta a estas preguntas.

a) ¢Por qué una primitiva de una funcién polinémica f(x) es otra funcion
polindmica F(x)?

b) Sif(x) es de grado n, jcual es el grado de F(x)?
a) Porque la derivada de un una funcién polinémica siempre es otra funcién
polindmica.

b) El grado de F(x) es n + 1, considerando que f(x) es un polinomio o que n
sea distinto de —1.

681
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Integrales indefinidas

041 | ;Puede ser una funcién logaritmica una primitiva de una funcién racional?
¢Y una funcién trigonométrica?

La funcidn logaritmica puede ser primitiva de una funcion racional,
) ) 1
por ejemplo, si f(x) = — — F(x) =In M .
X
La funcién trigonométrica no puede ser primitiva de una funcion racional porque

la derivada de una funcién trigonométrica siempre es otra funcién trigonométrica.

042 | Calcula estas integrales de funciones polindmicas.

a) J(4x—25) dx j[—?’x —x* 4+ 2x| dx
b) J(5x2+2x—7)dx JX—5
Q) J[“x3 —5x2+1] dx
3 3
1T 6 1 4 3
d) J[—Arx ——X +1] dx J N(x —1)° dx
a) J(4x —25)dx = 2x> —25x + k
5x° @
b) [(5x* +2x—7)dx = + 7x +k
4 3
Q) J[4X3—5X2+]Jd XX —Q—L—Q—k
3 3 3 3 3
7 5
d) J[—]xf’—]x“—H]d =X X Lk
4 4 28 20
3,8 5
e) J[—3x7—x4+2x]dx— 3 ~ Xtk
5 40 5
_ )
f f(xS)zdx: (x 35) K
4
9) J<x+1)3dxz(xj]) +k
x X!
h [(x+D(x —1°dx = (x“72x3+2x71)d><:?77+xzfx+k

043 | Halla las integrales de funciones con radicales.

a) J3x/57dx d)JiJr@]dx
b) J(Z\/;—ﬁ/;)dx e) J(%E—sﬁ) dx

9 J[\/%+\/7—9§/;]dx f)j 2 —4]dx

682
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SOLUCIONARIO 1 1

35K dy = 255 + &

(Vx —3¥x) ax BJ_S—E%/X_“H
[J“;+f—9f] X—8\/7+2\/_ 55/x_6+k
[%+ ]x—8|n\x\+ x4k

@x - 8\/—dx—3\/_ 324‘/x_5+k
]X—3\/_ 8\/;+k

a)

e)

%%%R_"‘%

0 [

044 | Determina estas integrales de funciones racionales.

a)J dx e)J ! + / ]dx
(x —1? X+3
J’ dx f)J’ CENE N P
X (x+3PF (x=3)
1 1
d —| d
9 J[X-l—?) x—4] . g)f x2+1+x2 8
1 2 3
d) h £ 424
J(x 4)2 )Jx2+1 x2+x]X

dx:4|n\x—2\+k

6

i 3]dx_lnx—z——f—k
: X

]dX:2|nx+3|nx4+k
X+3 x—4

+ ]mz LI TN P
(x=1%  x+3 x—1

2 5 ] -1
— ax = +
(x+3PF  (x=3) (x+3)7  (x=3)

21 +]2]dx:arctgx—1+k
x4 X X
1 2

> -——+ ]dx—arctgx+2+3|nx+k
x“+1  x X

|
[
[
d)julmzm:xl4+k
[
[
[
|
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Integrales indefinidas

045 | Obtén la integral de cada una de las siguientes funciones, indicando las propiedades
que utilizas.
2 3 1492 5
a) flx) = + q f(x)= _2
x —1 X+ 4 x—7 X
b) fl)= L — & f=_8 1
x+3 x-—5 X +1 X2

a) J[ 2 + 3 ]dx—J 2 dx+j 3 dx =
X —1 X+ 4 X —1 X+ 4
J(Hg):JHJg Ja»f:a[f

—ZJ ] dx—i-BJ 1 dx:2\n‘x—1‘+3\n‘x+4‘+k
X —1 X+ 4

JL:\quLk

f

b)J[ o] ]dx:J ! dx—J | =
x+3 X—=5 x+3 X—5

[EEREE Ja=a]s

:7J 1 dfo L =7+ 3] In|x— 5|+ &
X—=5

lem\f\w
F

[rra=[r+ s [orr=a]r

—1,492J 1 dx—5J1dx—W.492|nx—7—5|nx+k

X =7 X
Iizm\f\w
) EE E—T
X1 X X2 +1 X2
J(Hg)zjwfg [a'f:ﬂjf

—6J ! dx—Jde—6arctgx—1+k

X X

1+

n+1
frfr= f
n+1

£
=arctgx f
Jifr=ora

684
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046

047
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Halla estas integrales de funciones exponenciales.

2
a) Je*3 dx d) J 53" dx
3)(—i
b) |e**'" dx e) |77 2 dx

Q) J(3X + e¥) dx

a) je” dx =e" 2 +k

er+14
b) [e*dx = + k
2
3)(
Q) j(? +e*)dx =
In3
2 2x
—X .53
) j53 do=32 1k
2In5
1 3x—l
X—— 2
e) j73 2 dx = !
3In7
o 3 22)(
f) [(3-2%+7)dx = +7x+k
2In2
Calcula las integrales de estas funciones.
7
a) Jcos 2x dx f) J . dx
sen” 3x
5
f4 sen (x + ) g) J dx
cos® —
9 fpmr[3-3) [
cos | — ——|dx h) dx
1—x?
. 3
d) JS sen (2x — =) dx i) J 5 dx
X< +1
JB sec’ j) J' ! dx
2
(3x)" +1

a) Jcos 2x dx = %sen 2x + k

b)J4sen(x+ﬂ)dx:—4cos(x+11)+k

c)JBcos[ﬂ—X dx:—9sen[“—x]+k
2 3 2 3

f) J(3-22X+7)dx

SOLUCIONARIO 1 1

685

22/7/09 1 0:43:%5



Integrales indefinidas

3 sec? —x dx = 15J
cos’ —

cos

3

N

dx =3arctg x + k

l
j 1
S —J;
e
1=

5
sen’3x

dx =3 arcsen x + k

dx:15tgix+k
5
7
=fgcotg3x+k

dx:15tg§+k

j) Jd :iarcrg3x+k
(3x)? +1 3

048 | Resuelve estas integrales.

a)j 2x dx
X2 +1

8x —3
4x% —3x +1

j i
o [52 :1

J|

J

sen x

cos X

cotg x dx

3x? sen x3 dx

6x cos (3x* —5) dx

J'2x+1 ) sen (x> +x+5) dx

)J 22)( dx:ln‘x2+1‘+k
X +1

6xe3* dx

=

D) o1Bx* + e dx

(12x2 —6x)e*’ =3 +7 dx

)

%%%-ﬁ%%%%
|
N

2
7x dX

=

m) dx
4+ x2
n) 2 &
3—x?
A) | —xe* dx
o) [ x+Inx ] dx
X

b) dex—n4x2—3x+1 + k
4x° —3x+1

686
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SOLUCIONARIO 1 1

J 6x* +1 dx—ln‘2x +x—9|+k
2X2 + x —
Jsenx = —In|cos x|+ k
oS X
Jcotg dx = J OX ¢ =1n \senx\ +k
J3xzsem< dx = —cosx® + k
JZX—I—] ) sen (x> 4+ x 4+ 5) dx = —cos (x> + x + 5) + k
J6xcos 3x* =5)dx = sen (3x? =5)+ k
J6X€3X dx = e +k
J3X+ X+xdx_ex+x+k
J 12x2 — 6x)e™ 3 Hdy = e 3 4k
Jxe” dx =
J _]J'12 dx = —arctg > +k
4 + X2 2 [ X ] 2
_|_ -
2
J 2j ! d ——Zarcseni—f—k
NE 3 [ p ]2 J3
-
J3
J—xe dx = 4J2x eldx = —S 4k
2 2
2
o) dex—fdx—i-JmXdx—x—l—flnxdx—x—i-lnx+k
X X X
049 | Calcula las siguientes integrales.
a) jcos (5x + 1) dx b) jdx
(x +2)
a) Jcos(Sx—Ddx—sen(S;])+k
b) J ] do=——2 4k
Joc+ 2 Jix+2)

833276 _ 0664-0719.indd 687
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Integrales indefinidas

050 | Calcula la integral de cada una de las funciones, indicando las propiedades

que utilizas.
a) f(x) = x + cos x d) flx) =2x> —x*+ 4

b) f(x) = 6e* e) f(x) = 10x* —3sen x
10

Ix

o f(x) =5x>+7x f) f(x)=8-2"+

2
a) J(X + cosx) dx = Jx dx + Jcosx ax = XT+ senx + k

ff ffH»\
f+o=|f =
J( +9) J+[g J e

Jf'cosf:senf

b) Jée*dx—6Jexdx_6eX+k
Ja-f:ajf Jf'ef:e"'
3 2
Q) J(5x2+7x) dX—J5X2 dx+J7>< dX—SJXz dX+7JX dx = 5;( +%+k
J(Hg):[fqtjg Ja-f:ajf Jf’f”: e
n+1
d) J(2X3 — X+ 4)dx = j2x3 ax — sz ax + J4X dx =
J(f+g):jf+fg Ja*:aff
xt X3
=2[x}dx— | x?dx+ 4 de:7—7+4x+k
If’f": fr
n+1
e) JUOX“—Ssenx) dx—J]Ox“dx—JSsenx dx =

[EEREE [a=a]s

= 104[)(“ dx — 3J5enx dx = 2x> 4+ 3cosx + k

n+41
ff’f”‘: f
n+1

Jf’sen f=—cos f

688
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051

SOLUCIONARIO 1 1

10 10
f 824+ —|dx=|8-2dx+ | —dx =
)J[ &] g J g J& "3

J<f+g>:Jf+Jg Ja-f:ajf

1 2"
=8|[2dx+10|—dx =38- + 20V x +k
J J\/X t In2

Comprueba, con ejemplos, las siguientes afirmaciones.

a) Laintegral de un producto de funciones no coincide con el producto
de las integrales de cada una de ellas.

b) Laintegral indefinida de un cociente de funciones no coincide con el cociente

de las integrales de cada una de ellas.

3
a) szdx=x+k
3 el[xzdx::dex-dex

2 4
XdX:X%J'xdx-dex:X—i-k
2 4

x? X
, JXdX - - 7dX¢7
P N —+k=1+k JXdX
2 xdx X
2

689

052 | Calcular cos x dx.
sen® x
(Castilla y Ledn. Junio 2002. Prueba A. Cuestion 3)
Jcosx dx = —1 1k
sen’x 2 sen’ x
053 | Calcula J(Zx —3) tg (x*> —3x) dx, siendo tg la funcién tangente.
(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)
2x — -
J(ZX —=3)tg (x* =3x) dx = J( X3 senl =30 gy |cos (x> — 3x)| + k
cos(x?* — 3x)
833276 _ 0664-0719.indd 689 @
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Integrales indefinidas

054 | Sealafuncion f(x) = 26X . Encontrar una funcion primitiva de f. C
x°+1
(Asturias. Junio 2002. Bloque 4)
2
f ox dx:3j X dx =3In|x* +1|+k
x° 41 X2 41
X
055 | Calcular J ax . —
V14 2x32 C
(Castilla y Leon. Septiembre 2002. Prueba A. Cuestion 4)
1 4 1
fXdX:Jde:\/H-zxz +k
V14 2x2 4] 14 2x° 2
I 4
056 | Calcula la integral indefinida JH dx.
N1—x?
(La Rioja. Septiembre 2003. Propuesta A. Ejercicio 4) —
C
x+4 J' X J 1
—— = | — X+ 4| ——dx =
J\/]—x2 V1= x? V1= x? @
= 1—x* +4arcsen x +k
057 | Calcula: 3x+ 4 dx
x? +1
(Andalucia. Aiio 2007. Modelo 5. Opcion B. Ejercicio 2)
J3X+4 dx—f 3 dx+4j ! dx:iln‘x2+1‘+4arctgx+k
x? 41 x2 41 X241 2
058 | Calcula la primitiva de JX+Z\/; dx. -
X C
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2005. Bloque 2. Pregunta A)
f)m/;dx—j1dx+f ] dx:ln‘x‘—i—i-k
x? X NS Jx
oo . 2x+ A L
059 | Calcular la primitiva que sigue: T dx en funcion del valor de A.
X° +
(Pais Vasco. Julio 2004. Bloque D. Cuestion D)
2x 4+ A 2 1
J Xt dx:J a dx—i—AJ' dx:ln\x2+4\+2A~arcrgi+k
x>+ 4 x*+4 x4 4 2
690
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060

061

062

063

SOLUCIONARIO 1 1

Una funcién y = f(x), con x > —1, tiene por derivada: y' = ,donde a

14+ x

es una constante. Determina la funcion si, ademas, sabemos que f(0) =1y f(1) = —1.

fO)=1—=alnl+k=1-k=1
f(x)—f dc=alni+x|+k - )

14+ x fM=-1—-ahn2+1=-1T—>a=——

In2

Por tanto la funcidn es f(x) = I_—z In \1 + x\ +1.
n2

Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x> + 1)7'x que se anulaen x = 2.

(Extremadura. Septiembre 2002. Repertorio B. Ejercicio 4)

F(x) = J(x2 +1) 'xdx = J
In5

f(Z):0—>%|n\H—22‘+k:O—)k:——:_ln\/g

. dx:ilnh—l—xz\—kk
Xx°+1 2

2

- F(x):%ln‘]-ﬁ-xz‘—lm/g

De la funcién f: (—1, +0) — R se sabe que f(x) = ﬁy que f(2)=0.
X

a) Determinaf. +

b) Halla la primitiva de f cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

(Andalucia. Aiio 2004. Modelo 6. Opcion A. Ejercicio 1)

a) f(x):J 3 =3 +k
(x +1? X +1

f(2):09?+k:09k:1—>f(x):

-3
X +1

+1

b) F(X)—J[_s+1]dx——3|nx+1+x+k
X+ 1

1
Calcular la primitiva de la funcién f(x) = (x + 1)°x 2queseanuleenx=1.

(Extremadura. Septiembre 2005. Repertorio A. Ejercicio 4)

1 2 5 3

- 1 t 2t

J(X—H)ZX 2 dx:J(X—’_ ) dx:2J(t2+1)2dt:2 —+—+t|+ k=
oo 5003
t=x

dr=—1

Wx

N
:5X+3X+\/;+k

dx

5 3
31 2J7+23x +\/;_%

/:(]):0_>£+£+1+k:0—>k:——%/:()<):
5 3 15 5
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Integrales indefinidas

064 | Determina la funcién f: R — R sabiendo que su derivada segunda es constante
eigual a 3y que la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa x = 1 tiene
de ecuaciéon 5x —y — 3 =0.

F(x) =3

f(x) = Jf”(x) dx = J3 dx = 3x + k

f(x) = jf'(x) dx = J(3X + k) dx = % X2 4+ kx + k

La recta tangente en el punto de abscisax=Tes y = 5x — 3
— La pendiente esm = 5.

Parax=1—-y=5-1—3=2— Lafuncién pasa por el punto (1, 2).
fl=5-3+k=5->k=2

f(]):2—>%+k1+k2:2 —>§+2+k2:2 —>k2:—§

f(x) = ixZ +2x 3
2 2

065 | Halla una funcién polinémica de tercer grado f(x) que cumpla simultdneamente
las siguientes condiciones: @

o Suderivadaes f(x) = x* —3x.
« El valor del maximo relativo es el doble del minimo relativo.

f(x) = Jf’(x) dx = J(X2 —3x)dx = %3 — 3)2(2 +k

Calculamos su maximo y mfnimo relativo.

27 -9
x=0->f0)=k

Imponemos la condicion.

f(O)—Zf(3)+k—229+k]ek—9
3 2

fo=""—2 19
3 2

066 | De una funcion derivable se sabe que pasa por el punto (—1, —4)
y que su derivada es:
2—x six<1
fi(x) =
(x) u si x >1
X
a) Hallala expresion de f(x).

b) Determina la ecuacién de la recta tangente a f(x) en el punto de abscisa x = 2.

692
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067

SOLUCIONARIO 1 1

X2
2x —— 4k six <1
a) f(x) = > T
Inlx|+k  six>1
Como pasa por el punto (—1, —4):

2 2

Como existe la derivada en x = 1, necesariamente la funcion es continua
y derivable en dicho punto.

im F(x) = //mf()éz—%—%:ojukz—mz:o
x—1" x—T1r
x> 3
L2 bix<
La funcidn es: f(x) = 2 ) Sxs
In\x\ six > 1

b) Larectatangentees: y —f(2) = f(2)(x — 2)
X—2

1 1
FQ=——>y—-h2=—(x-2)—>y=
2 Y 2 Y

Calcula estas integrales por partes.

a) Jx3lnxdx e)JInX i) Jexxdx
J (2x + 1) dx f) Jx sen 2x dx j) J(X2 —5) cos x dx
J’ —* sen 2x dx Jx sen 2x dx k) J(ZXZ + x —2)e** dx

d) Jarc tg x dx h) J(Zx + 3)e* dx ) J(Z + e*) cos (x + 1) dx

4 3 4 4
a) J)@Inxdx— xIn x —dex— xIn x —X—i—k—);[lnx—”—f—k

|4 4 4 16

u:lnx—>du:idx
X
4

dv=xtdx—v="—
4

1
2x 41

b) Jln(2x+1)dx—xln2x+1—J 2 dx—xanX—H—J[P ]dx:
} 2x+1

ax

=nx+1N)—>du=
2x+1

dv=dx—>v=x

=xInf2x+1- +|n22+]+k:[x

+;]In2x+1—x+k

693
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Integrales indefinidas

cos 2x 1
)] Je*sen 2x dx = —e ™" — Je*cos 2x dx =
2 2
u=e*—>du=—e"dx u=e*—>du=—e*dx
dv:sen2xdxav:%§2x dv:costdxﬁv:m
cos 2x 1 sen 2x 1
= —— [e‘X + — e sen 2x dx || e *sen 2x dx =
2 2 2 2

S 2 e 2 2x ]Jexsen 2x dx
2 4

51 -, _| cos 2x  sen2x
— e *sen 2x dx = —e +
4

2 4

—X

(2 cos 2x + sen 2x) + k

- J’exsen 2x dx =

|H‘X2+1‘ Tk

d) Jarctgxdx:warctng dx = x-arctg x —

x> +1

dx

u=arctg x = du=
X% +1
dv=dx—>v=x

Inx Inx Inx In x In? x
e) de:ln%jdx—)Zdeln%—) —dx = + k
X X X X 2
u:\nx—)du:idx
X
dv:idx—w:\nx
X
—X COS 2Xx Cos 2x X COS 2X sen 2x
f) stenb(dx +J ax = — + +k
2 2 2 4
u=x—-du=dx
dv:sen2xdx—>v:%szx
2
—X* COS 2X
9) JXZSGI’)ZX dx—i—chos 2X dx =
2
u=x>—>du=2xdx U=x—>du=dx
dv:seandx—>v:7C052X dV:COSUdX—)V:M
—x?cos 2x  x sen2x sen 2x —x%>c0s2x  xsen2x  os2x
= - dx = + + +k
2 2 2 2 2 4

2x 2x 2x
Ox+3)e” —Je“dx(szra)e _£ +k=(x+1e*+k

h) J(Zx +3)e dx =
2 2

u=2x+3->du=2dx

2x

e
dv=e"dx —>v=

694
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SOLUCIONARIO 1 1

) JX dx =~ +Je‘xdx: L=k

u=x-—-du=dx
dv=e"dx>v=—e"

) J(x2 —5) cosx dx = (x* —5) senx — fosenx dx =

U= x*>—=5-du=_2xdx U= x—du=dx
dv = cosxdx — v = senx dv =sen x dx - v = —cos x

= (x? —5) sen x + 2x cos x—2Jcos x dx = (x> —5) sen x +2x cos x —2 sen x + k

2x° +x—=2e* j (4x +1)e* dr— 2x* +x—=2e*

3 3 t 3
U=2X"+x—2—du=(4x+1) dx U=4x+1-du=4dx

3x 3x

k) J(ZXZ + x—2)e*dx T

e
dv=e*dx -v=

e
dv=e¥dx >v=

1

3

3x 3x 2 — 3x 3
(4x+ e _J4e dx]: (x4 x—2e™  (Ax+De™ | 4 s
3 3 3 9 27

)} J(z +e) cos(x+1)dx = JZcos (x+1) dx + Je“cos (x+1)dx=

=2sen(x + 1)+ e*sen(x + 1) — J2ezxsen (x+MNdx =

u=e” —du=2e"dx
dv=sen(x+1) dx > v=—cos (x +1

=2sen(x+ 1)+ e¥sen(x+ 1)+ 2e*cos (x + 1) — ZJZezxcos x+10)=

2x 2x
—2sen(x+1)+= 55”(X+1)4;2e cos (x + 1) K

068 | Utilizando el método de integracién por partes, calcule I = jln X dx.

(Murcia. Septiembre 2002. Bloque 4. Cuestion 1)

I:Jlnxdx:xlnx—jdx:xlnx—x—kk

u:Inx—)du:idx
X

adv=dx sv=x

069 | Utilizar el método de integracién por partes para encontrar una primitiva
de la funcién f(x) = x cos 3x.

(Pais Vasco. Septiembre 2002. Bloque D. Cuestion D)

chos 3% dy = Xsen 3x _Jsen 3x dx = Xxsen 3x n cos 3x Lk
f 3 3 3 9
U=x—du=dx
sen 3x.

dv=cos3x dx »>v =

695
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Integrales indefinidas

o

070 | Aplicar el método de integracidn por partes para calcular las siguientes primitivas.
a)I:Jxe“dx b)J=JxInxdx

(Pais Vasco. Junio 2004. Bloque D. Cuestion D)

2x 2x 2x 2x
xe e xe e
a) Jxe“dX: —J' dx = - +k

t 2 2 2 4

U= x—du=dx

2x
e
dv=e"dx »>v=

2 2 2
b) JX|I’1XdX=X-|nX—JXdX=X~|ﬂX—X—|—k
2 2 2 4

1
X
XZ
dv:xdx—)v:7

u=Inx— du=—adx

hl

. 2 - .
071 | Calcula la integral Jx sen x dx indicando los pasos realizados.
™

(C. Valenciana. Junio 2003. Ejercicio A. Problema 2)

2 2 2
stenxdx = stenxdx = —(—xcos x + Jcos xdx) = @
iy iy ? s
u=x—du=dx
dv =senx dx —v =—cosx

('\I

= 2 (—xcos x + senx)+ k
™

072 | Sealafuncién f(x) = x?e*. Calcular una primitiva.
(Asturias. Septiembre 2002. Bloque 4)

fxzexdx T x’e* — sz e*dx T x’e* —2Axe* — Je*dx) =

u=x>—du=2xdx U=x—du=dx
dv=e‘dx »v=¢e dv=e‘dx>v=e"

=x%" —2xe  + 2" +k=(?=2x+2)e" +k

073 | Calcula J(xZ —T)e™ dx.

(Andalucia. Ao 2006. Modelo 4. Opcién A. Ejercicio 2)

J(X2 — Ne*dx f: —(x> =N + sz e¥dx = —(x* = e ¥ —2xe™* + JZ e dx =

(e}

u=x’—1—du=2xdx U=2x—du=2dx

—x

dv=e"dx —>v=—e"* dv=e"dx—>v=—e

=—(x*=Ne X =2xe* =2  +k=(—x>=2x—Ne " +k

696
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074

075

076

077

833276 _ 0664-0719.indd 697

SOLUCIONARIO 1 1

Calcular la primitiva siguiente: Jln (25 + x2) dx

(Canatrias. Junio 2003. Opcion A. Cuestion 2)

2
Jln(25+xz)dx:xln(25+x2)—J' 2 k=
f 25 + x?
u=In(25+x*) > du= 2 g
25+ x°
dv=dx —>v=x
:Xln(25+xz)—j[2— 20 ]dx:xln(ZS—l—xz)—szX—kJ >0 dx =
25+ x? 25+ x?

=xIn(25+ x*)—2x+10 arcz‘g%-i—k

Halla una funcion primitiva de:

f(x) = 1 +Inx
X
que pase por el punto P(e, 2).

F(x) = J[1—Inx]dx:lnx—xlnx+x+k
X
Fley=2—>1—e+e+k=2—ok=1> F(X):In\x\—xln\x\—kx—k]
En cada uno de los siguientes casos, obtén una funcion f(x) que cumpla

las condiciones que se sefalan:

a) fi(x) = x%sen x, f(0) = —1 b) f(x)=xInx, f() = %

a) szsen xdx = —x?cos x + 2jxcos xdx = —x?cos x + 2xsenx + 2cos x + k =

u=x*>—du=2xdx u=x—>du=dx
dv = senx dx —v = —cos x cosxdv = dx — v = senx
= (2 — x%)cosx + 2xsenx + k
fO)=—1—>24k=—-1-2k=-3 = f(x)=(1—x?) cosx + xsenx — 3
2 2 2
b)Jxlnxdx— X7Inx —dex— x“Inx Xk
2 2 4
u=|nx—>du=idx
X
2
dv=xdx—v=""
2
1 1 1 2| 2
=t - Lyk=t k=2 S X3
2 4 2 4 2 4 4

Sea f: R — R la funcién definida por f(x) = x* sen 2x. Calcula la primitiva de f
cuya grafica pasa por el punto (0, 1).

(Andalucia. Aiilo 2005. Modelo 5. Opcion B. Cuestion 2)

697
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Integrales indefinidas

2cos 2 2cos 2 2 2
jX25€n2XdX—)(C();)(*FJXCoszxdx_Xa;S x+x5e; xjsenz L

u=x>—>du=2xdx U= x—du=dx

cos2x sen2x

dv=sen2x dx —v = dv=cos2x dx - v =

X2cos 2x Xxsen2x cos 2x (1—2x?) cos 2x xsen2x

= + + = + + k
2 2 4 4 2
92
f(O):1%i+k:1—>k:i—>f(x):m 2x)cost+xsen2x+i
4 4 4 2 4

078 | Obtener la expresion de una funcion f(x) sabiendo que f(x) = (x + 1)e**

5
ue f(0) = —.
yq 2

2x 2x o5 2% 5
e .
u=x+1-du=dx
dv=edx v = "
2x
0 => oL ik=2 k=1 f= 2V 4y ®

4 4 4 4

079 | Dada la funcién f(x) = (2x + 1e"***+*) determina la funcion g(x) tal que g'(x) = f(x)
(es decir, una primitiva de f(x)) y que su gréfica pase por el punto (0, 2).

glx) = J(ZX + e’ Hdx = e +k

g0)=2>14+k=2—ok=1-gx) =" +1

080 | Halla la expresion de la familia de funciones tales que la pendiente de las rectas
tangentes a sus graficas en cualquier punto viene dada por m = (2x + 3)e*~.
Determina, entre todas ellas, la que pasa por el punto (0, 1).

La pendiente de la recta tangente es el valor de la derivada

de la funcion.
2x 2x 2x
F(x) = J(zx +3)erdy = XEIET Je“dx _ x4 3™ e’
2 2 2
u=2x+3->du=2dx
dv=e”dx—v= e
(2x + 3)e*

:f+k:(x+1)e”+k

FO)=1=1+k=1—=k=0 — Lafuncién pedida es F(x) = (x + 1)e*.

698
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SOLUCIONARIO 1 1

081 | Calcular J1 dx .
(x+1)

(Castilla y Leon. Septiembre 2008. Prueba A. Cuestion 4)

J1dx:ﬂ1— ! ]dx:lnx—lnx+1+k
x(x+1) X x+1

dx

082 | Calcula la siguiente integralindefinida:f :
X _

(Navarra. Junio 2005. Grupo 2. Opcién C)

Jzz dx—J[ BN ]dx—lnx—1—|nx+1+k
x° =1 x=1  x+1

083 | Calcule J

(Murcia. Junio 2003. Bloque 4. Cuestion 1)

J 1 dX:J1[ 1 ]dXIInX—Z—InX+2+k
x*—4 4 {x—2 x+2 4

d
084 | Calcular la integral indefinida J(XUZ
X R

x> —4°

(La Rioja. Junio 2004. Propuesta A. Ejercicio 3)

J LV — +k
(x —1)? x—1

085 | Calcular la primitiva que sigue: J

2dx

X —X

(Pais Vasco. Junio 2005. Bloque D. Problema D)

J32 dx:J[—2+ ! + 1 ]dx:—2|nx+lnx+1+|nx—1+k
X —x

X x+1 x-=1
086 | Calcula las siguientes integrales de funciones racionales.
a)JX+3dx e)J"—2 dx
x =1 x? —x
J2x+3 f)Jx+2dx
2x +1 x? —1
1
d] J dx 9) J dx
X2 4+ x — x> +9
d J X1 4 h) Ju dx
x? —1 X+ 4x* +x —6

699
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Integrales indefinidas

a)jx+3 dx—j[H— 4 ]dx—x+4|nx—1+k
X —1 X —1

b)J2X+3dX—HW+ 2 ]dX—X‘H”ZX‘M‘Fk
2X 41 2 +1
3 1
9 _ _ dX7|ﬂ‘X—W‘—|n‘X+2‘+k
X2+X*2 x—1 X+ 2
d)jSX_]dX_H 2 +3]dx_2|nx—1+3|nx+1+/<
XZ—] x—1 X +1
aj X_Z dx:ﬂ - +2]dxzﬂx1+2'“+k
X2 — x x—1 x
052 0 [ sy b= b
X1 206=10  2(x+1) 2 2
g)j 1 dx:iarctg——i-k
x*+9
Judx_ﬂ r__4 3 ]dx-
X +4x  +x—6 X —1 X+ 2 X+ 3

=Infx—1=4In|x+2[+3In|x+ 3|+

087 | Halla estas integrales de funciones racionales.

a) ;dx f) X ax
x2 —5x+6 x* 41
b)J X —2 dx J'x —x3 —x—1dX
x2 +2x—3 x> —x2
q X=4%
x2 4+2x =3 (x+1)4
d 2X+8dx 2X+5
x* —4 (X+3)3
2
e)J X dx J
X —4 (x +1)?
a)J | dxj[ L ]dxlnx—3—|nx—2+k
x> —5x+6 X—3 x-
b)j”dx—J][ > | ]dx—slnx+3—1lnx—1+k
X2 +2x =3 4\l x4+3 x-—1 4 4
C)J x—4 dX—J][ r_ ]dx—7|nx+3—3lnx—1+k
X2 +2x =3 4{x+3 x—1 4 4
d)jzXJrgdx—J[ B ]dx—Slnx—2—|nx+2+k
x°—4 xX—2 x42

700
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SOLUCIONARIO 1 1

2
e)f al dx:Jx+4+ 10 dx:i+4x+16|n‘x74‘+k
x—4 x—4 2
X 2
f) dx = —arctgx’ + k
x* 41
xt—xP—x+1 1 x? 1
)j dX—JX— dx=—+—+k
E x> —x? x? 2 X
3 —
h)f X dX:J[ 1 33 1]dx:
(x+1* x4+ x4+ x4+ x4
= ! 3 +In|x + 1]+ &
3(x+10° 2Ax 417 +1
) J2X+5 dx:j[ - + 2 de: ] - + k
(x +3)° (x+3°  (x+3)y 2Ax+3°  x+3
) fzxdx—‘[[ 2 42 ]dx— +2In|x +1+k
(x 4+ 1)? x4+  x+1 X+1
088 | Halla la integral indefinida ;dx.
x24+x—6
(Navarra. Junio 2007. Grupo 2. Opcion C)
J 1 :J1 1 ]dlenx—2_lnx+3+k
X+ x—6 5lx—2 x+3 5 5
089 | Calculese %dx.
x2 4+ 4x+13
(Castilla y Leon. Septiembre 2005. Prueba B. Cuestion 1)
J ] dx:J 1 dx:1J’ 12 dx =
x4 4x+13 (x+2?+9 9) (x+2) i
9
—;J'de—arcrg[+]+k
[)(4—2]_’_1
3
090 | Calcular 37de
x? +3x—10
(Canatrias. Septiembre 2004. Opcién B. Cuestion 2)
J’Sde:J1[6 ]S]dx:6lnx—2+15|nx+5+k
x> +3x—=10 7{x=2 x4+5 7 7

701
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Integrales indefinidas

091

092

093

094

095

702

dx
Calcule |[———.
x2 —5x+6

(Murcia. Septiembre 2003. Bloque 4. Cuestion 2)

jz]dx:” I de:lnx—S—lnx—2+k
X°=5x+6 X—=3 x=2

2 — —
Calcula JSXX160 dx.
x? —25

(Andalucia. Septiembre 2006. Opcion A. Ejercicio 2)
2 p— p—
JSX 5x 160dx:f5— 6 . 1 )yo
x? — 25 x—=5 x+45
:5X—6|n‘x—5‘+ln‘x+5‘+k

3x3 4+ x2 —10x + 1
x2 —x—=2

dx.

Calcula la integral J

(Andalucia. Aio 2005. Modelo 2. Opcion A. Ejercicio 2)

3 3

X—=2 X+ 1

dx =

J3x3+x2—10x+1
X —x=2

dx:J[3x+4+

2
=%+4x+3|n\x—2\—3|n\x+1\+k

Calcular la integral J
X

(Murcia. Junio 2008. Bloque 4. Cuestion A)

35,2
f x> —2x dX—JX— T dy =
X2 —=2x+1 x—=10 x—=1

:X—2+;—In\x—1\+k
2 X —1

39,2
Calcular j X2 kX

x* —3x+2
(Canarias. Junio 2006. Opcion B. Cuestion 1)
392
Jx 2x +X+1dx:ﬂx+1+ 31 )y
x? —3x 42 x—2 x—1

XZ
:7+X+3In\x—2\—ln\x—1\+k

833276 _ 0664-0719.indd 702 @ 22/7/09 10:44:%26

o

(e}

hl

hl



SOLUCIONARIO 1 1

- ) x> +1
096 | Calcula la siguiente integral: dx .
x*+ 4
(Castilla-La Mancha. Septiembre 2006. Bloque 2. Pregunta A)
3 —
J X+ 1 dx—J[X—F 1 4X]dx—
X’ +4 X’ +4
1 4 2 1
:Jx—f— S dx:X—+—arctgi—2ln\x2+4\+k
X’+4 X’ +4 2 2 2
097 | Se consideran las funciones reales f(x) = 12x*> —8x? + 9x —5

098

099

Calcula I = J

f(x)
g(x)

y g(x) = 6x? —7x + 2 Calcular la funcién H(x) = J dx que cumple H(1) = 1.

(C. Valenciana. Junio 2007. Bloque 3. Problema 1)

3 9.2 _ _
H(X):Jux 8x% + 9x 5dX:J[2X+1+ 12x—7 ]dx:
6x> —7x+2 6x2 —7Xx~+2

=x>+x+In 6x2—7x+2‘+k

5 - dx haciendo el cambio de variable t = e*.
—e

(Andalucia. Aio 2007. Modelo 4. Opcion A. Ejercicio 2)

I_J 2 dx_Jz .dt_J[ 1 +1]dt=
2—e" 2—t t 2—t t

t=e"
dt = e*dx

=n2—t|+Inft|+k=In—e|+x+k

Sea laintegral je“ sen e* dx .

a) Intégrala mediante el cambio t = e*.

b) Calcula la constante de integracién para que la funcién integral pase por
el origen de coordenadas.

(Aragon. Junio 2002. Opcion B. Cuestion 3)

2
a) Je“sen erdx = J fsent dt = Jrsemdt T —tcost + Jcostdr =

t

r=e" u=t—du=dt
dt = e*dx dv =sent dt —v =—cos t

= —tcost + sent + k = —e*cos e* + sene* + k

b) f(0)=0— —cosT+senl+k=0— k =cos1—senl

833276 _ 0664-0719.indd 703 @

— f(x) = —e*cose* — sene* + cos 1+ sen
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Integrales indefinidas

100 | SeaIn x el logaritmo neperiano de x y sea f: D — R la funcién definida por
f(x) = ﬁ . Usa el cambio de variable t = In x para calcular una primitiva de f.
x(In x
F(x)=J1dx:J1dr:_]+k:_]+k
x (In x)? t? t In x
t=Inx
dr="dx
X
101 | Considera la integral jcosx dx .
(sen x)?
a) Calcularla realizando el cambio de variable sen x = t.
b) Calcula la misma integral pero haciendo el cambio de variable tg x = t.
c) ;Se obtiene el mismo resultado? Justifica la respuesta.
a) dex— J]dt—_1+k—_1+k
(sen x)? t? 2’ 2 (sen x)?
t=senx
dt = cosxdx
b)J cosx de L dxj]dr]+k_]+k
(senx)? tgx sen’x I 212 2 (tg x)?
t=tgx
dt= ! ax
cos’x
c 1 fk= cosx+kzsenx ]+k:
(tgx)? 2 sen’x 2 sen’x
1 1 —1 1 —1 ,
=—- +k= +—+k= + k
2 2sen’x 2sen’x 2 2 sen’x
Los resultados solo difieren en una constante por lo que obtenemos la misma
integral.
102 | Halla, realizando un cambio de variable, las siguientes integrales.

Jcoszx senx dx

a) Jcosx sen®x dx ) Jx\/ X+ 1 dx

fovena 0]
JIan
.

sen-x

Jcosx
J'x + 1e

)] Jcos5 x sen® x dx

x—1

X3 +3x dX

Jcos X senx dx

2x senx? dx h) JSE'HX e’  dx
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SOLUCIONARIO 1 1

4 4
a) Jcosxse/fxdx = Jr3dr:t+k =Xy
} 4 4
t=senx
dt = cosxdx
b) Jxln(]-}-xz)dx:1J|nrdr:1(t|nr—t)+k:
t 2 2
t=1+4x%
dt =2x dx
= {1+ KN+ )= (1457 +
2 2
S Jlnzxdx—err—t+k—ln 29 4k
X 2 2
t=In2x
dt=—dx
X
d) szsenxzdx = Jsenrdr = —cost + k = —cosx? + k
r=x’
dt =2x dx
e) JX\/X+1dx—J2(tz—1)t2dt—§t5—§t3+k—
t=Jx+1 -t —1=x
2t dt =dx
2
Y 2x+17 2x+70) Tk
5 3
2x 1
f) J dx=jdt:|nt+k:|nx2—1+k
2 g | La =l k=l 1
t=x*—1
dt =2x dx
) ) - —cos*x
g) |cos’xsenxdx = [—t°dt = 3 +k= 3 +k
t=cosx
dt = —senxdx
h) Jsenxe“’” dx = J—erdt =—e' +k=—""+k
t=cosx
dt = —senxdx
3 5 3 5
0 Jcoszxsen3xdx = J—IZU —t))dt = v + L + k= _osx + ﬂ—f— k
3 5 3 5
t = cosx
dt = —senxdx
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Integrales indefinidas

3 2 _ 2 2
) JWdX_Jf Lot = & |+ k = =X —in fcosx| + &
cos x t 2 2

t=cosx

dt = —senxdx

t t X 43x
k)ﬁ%+b@%%k_jedh-z+k_e >

3 3
t=x>+3x
dt = (3x* +3) dx
8 6 8 6
) Jcossxsemsxdx = J’IS(t2 —Ndt = t—ft—Jr h=CX O X Ly
8 6 8 6
t = cosx
dt = —senxdx
103 | Resuelve utilizando un cambio de variable.
a) J 2 dx f) J X dx
44 x? 1—x?
b) Jx(x + 5)%dx 9) J'tg 2x dx
‘9 \/; dx h) fcotg — dx

X4
dx
V1—x"

eXJ(e* + 1) dx

2
xe3* dx i)

e) J'XdX j)

|
x
i
—_

b) Jx(x +5)%x = J(r — 5t = J(r” — 5 dr =

f=x+5->t-5=x

dt =dx
12 1 12 1
_rroat k:(x+5) _ 5(x+5) K
12 1 12 11
Q th\/; dx—JZtgtdt——zlncost+k——2|n\/;+k
Jx
t=vx
1
dt= d
W
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SOLUCIONARIO 1 1

t t 3x?
d) Jxe3xldx=Je dtze——kk: € +k

6 6 6
t=3x?
dt = 6xdx
1 1 1 2
\/7 dx—— dt:;arcsenr+k=5arcsenx +k
t=x?
dt =2x dx

f) J%ﬂ\rar Nt +k==1—x +k

t=1—x
dt =—2x dx

9) th2xdx— [; dt:%ln‘t‘—l—k:%ln‘wﬁx‘—i—k

t=cos2x
dt =—2sen 2x dx

h) JcothdX:JSdt:SInt—l—k:SIn seni‘+k
St > ®
t:seni

5

dt=icos Xy
5

1

JX dx—j1dt—]arcsem+k—]arc5enx5+k
V1—x"° bslvi-e 5 5

t=x’
dt = 5x* dx

h) Je* (e +1)° dx:J\/ert:E\/tT+k=§\/(eX+1)5 + k

t=e"+1
dt = e*dx

. . 2
104 | Calcula la siguiente integral: J dx
1+x
Indicacién: Puede ayudarte realizar un cambio de variable adecuado.
(Castilla-La Mancha. Junio 2007. Bloque 2. Pregunta A)

4t
—dv=|——dt=|4——|dt =4t —4In 1+ t|+ k= 4Vx —aIn|1+Vx |+k
JH XJH [ m] a1+ X —4infi+x|
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Integrales indefinidas

105 | Resolver la integral indefinida:

J dx
x+1+Jx+1
J dx dX—J 2t dt—J 2 di =
X+ T1+/x+1 4t t+1
t=+x+1
dr=—1
20 x+1

=2l 41+ k=2 x+1+1+k

106 | Calcula estas integrales.

2 J3—5+7d o dex
x3 —4x? 4+ 4x J1—9x2
J f)wa
V1—9x* V14 x?
2_
J3X 7X+4d g)f 1—x%dx
2x —3
X
d) h)J dx
J9+4x J1+4 x
27
a) JSX X+7 dx—J 0 + > +L dx =
x> —4x%? + 4x 20x =27  4(x—2) 4x
= =9 +£|n‘x—2‘+lln‘x‘+k
Ax—2) 4 4
_ _ _ 2
b)J X dx:]J 18 4o N1
1—ox? 18 J J1—ox? 9
9 J%x—mu _HBX_5+1 b
2x —3 27 4 402x—3)
3x2 5x

:———+—|n\2x—3\+k
4 8

d)J 2 dxj 2 dx:iarctgz—x—o—k
9+ 4x? 9+ (2x)? 3 3

e) JS dx = 5J3 ax = % arcsen 3x + k
]_

V1—9x? 3 (3x)?
f) J)((ﬂth+x2+k
14+ x?
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107

SOLUCIONARIO 1 1

t=senx u=cost = du=—sent dt
dt = cosxdx dv=costdt—v=sent

= costsent + JU — cos’t)dt = costsent + t — cos’tdt

Jcosztdt _ CostsentHt xN1= x> 4 arcsenx
5 = =
2

2
J dX—J der J 20— k=
Jivx HIVE N
t=1+x
dt =dx
=14+ x [M_z]_'_k
3
Halla las siguientes integrales.
x3 +4x2> —10x + 7 1
a) dx e) | ———dx
J x> —7x —6 JX\/‘I—X
J dx f) Jde
x2 —7x+10 4x* + 8
23x
J' 9 Jsean—l—cosx dx
2¥ — cos x
e2x
d)J2x+1sen 2x2 + 2x) dx h) de
1+ e
a)Jx+4x—10x+7d_J[+ 2 5. 7]dx:
x> —=7x—6 Xx=3 x+1 x+2

:X+2In‘x—3‘—5|n‘x+1‘+7|n‘x+2‘+k

3x 3
c)J 2 dx:1J ! dt:1f[tz+4t+16+64]dt:
2 —4 n2J)t—4 In2

t=2"
dt=2"In2dx

= 12[ +2t2+16r+64|n\t—4\]+k_
n

3x
_ 12 +2.22416-2+64In(2* —4) |+ k
n21( 3

d) J(Zx + 1) sen (2x% + 2x) dx = ;J(4x +2) sen (2x* 4+ 2x) dx =

_ —cos (2x7 + 2X)

= + k
2

833276 _ 0664-0719.indd 709
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) J\H — x> dx = J«H —sen’t costdt = Jcoszrdr T costsent + fsenztdt =

+k

b) J1dx J[ ! — ! ]dx:1lnx—5—]|nx—2+k
x> —=7x4+10 3(x=5)  3(x—=2) 3 3
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Integrales indefinidas

1 -2 —1 1

e) dx—J dt—Jdr—jdt—

Jxﬂ—x 1—t? T—t T4+t
=V1-x

-1
RPN
=hnfi—t|=mfi+t|+k=m-VT=x|=Infi+ 1= x|+«

dex—]J 2 dx—l—wf 3 dx =
4x> +8 8) x*+2 4] x> 42
+ k

:iln‘x2 JrZ‘JriarctgL
8 a2 J2

9 Jsen2x+cosx dX_stenxcostrcosx dx—J(Zsenx+1) dx =

cos x cosx
= —2005sX + X + k
2x —‘
h)J € dx—jt dt_jwt—JdI_
14 e* 14+t 1+t
t=¢e"
dt =e*dx

—t—Infi+t|l+k=e —Infi4+e"

108 | Calcula estas integrales.

cosec x dx J dx
j xy1— Inx)2
jsecx dx j1
j ¥ =5 ()x —5) dx J\/ —1dx
9 J senx J sen2x
1+cosx 14 cos’x
1 —1 1 1
a) Jcosecxdx—J dx—f dt=——Infi+t|+=In[—t|+k=
senx 1—¢? 2 2

t=cosx
dt = —senx dx

—iln \1 + COSX‘ + i\nh— COSX‘ + k
2 2

dx—J]zdr—1|m+r—1|n1—t+k:
t 2 2

b) Jsecxdx—j !
Cos X 1—

t = cosx
dt = —senx dx

iIn‘H—senx‘—%ln‘1—5enx‘—0—k

710
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SOLUCIONARIO 1 1

X5X dX*eX 5X+k

senx

A 14 cosx

o Jee
" [
JJi
o [
o i

=214+ cosx +k

dx = arcsen (Inx) + k

T+ —e
dx— —dx+ e¥dx = +e* +k
e’ 2

5 3

Jer —1dx = (r+1fdr —rz 420 k=
3

t=e" —1
dt =e*dx

= - [ (e —1)? 2(@*1)]+k
3

h J sen2x dX_ste”XCOSX dx—_dex——2|n1+coszx+k

14 cos?x 1+ cos’x 14 cos’x
109 | Calcula el resultado de las integrales.
(x —2)e* dx Se et @
e*

J jsen X dx
YInx
I 2

J nx)+x g)Jcos X dx

d) J In x)? Jsenx cos x dx

3x ] 3x e > 1 3x e3x
a) |(x—2)e¥dx = —(x —2)e** — dx = —(x —2)e* — +k
3 3 3 9

u=x—2-du=dx
3x
dv=e"dx —v=

J 7 21\/ Inx)? + k
nx

2 3
J (Inx)? d J(Inx) dx + jdx _ (Insx) x4k
X

Jlnxzdx— xInx—x)Inx—J(lnx—]) dx =

u—\nx—)du——
X

dv=Inxdx >v=xInx—x

=xInx—x)Inx—xInx+2x+k=x(nx?>—2xInx +2x+k

711

833276 _ 0664-0719.indd 711 @ 22/7/09 10:44:%8



Integrales indefinidas

ZX_ X _
o) JMdX=J5r 1dt:j2dt+J3dt:
e —1 =1 t—1 t+1

t=e"
dt = e*dx

=2Inft =1+ 3|+ 1]+ k=2Inle" =1+ 3Infer + 1|+ &

) Jsemzde:j1—c052X dx:lf sen2x K

2 2 4
9 Jcoszxdx—Jmoszxdx—X sen2x k= X + senxcosx Tk

2 2 4 2

2
h) Jsenxcosxdx = X + k

110 | Determina estas integrales.

jzxcosx dx e) |sen®x cos x dx

Inx+3
f) |sen®x cos x dx
X(Inx —1)

jcos (In x) dx 9)

d) Jsen Ix dx h)

sen® x dx

cos® x dx

[N Y —

a) JZXCOSXdX =2"senx —In 2J2xsenxdx =2"senx+In2-2*cos x —(In 2)2J2Xcosxdx

u=2"—du=2"In2dx u=2"—>du=2"In2dx
dv = cosx dx — v = senx dv = senx dx — Vv = —cosx

N _ 2%senx +1In2-2"cosx
2 cosxdx =
14+ (In2)?

b)JInX—i—B b jH'SdtH-‘“nf_ 1|4k =lnlx|+4mnjnx=1]+k
x(nx —1) t
t=Inx
g =2
X

Q) Jcos (In x)dx = Jefcostdt

t=Ihx—ox=¢
dx
dt=—
X

Je[cos tdt = e'sent — Je‘sentdt =e'sent + e'cost — Jefcosrdr

u=e' - du=e'dt u=e'—-du=e'dx
dv=costdt >v=sent dv=sentdt—v=—cost

J’cos (Inx) dx = Jefcos tdt =

e'sent +e'cost k= xsen (Inx)+ xcos (In x)

2 2

+k

712
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SOLUCIONARIO 1 1

) Jsen\/;dx = 2Jtsentdt T 2| (—tcost + Jcostdr) =

t=vx u=t—du=dt

dt = ax dv=sentdt—v=—cost
Wx
:—2tcost+25ent+k:—2\/;c05\/;+25en\/;+k

3

sen’x
sen’xcosxdx = + k

sen’x

J| 3
Jsen XCosX dx = T—f— k

sen’x dx = j 1— cos’x) senx dx = Jsenxdx — Jcoszxsenxdx =

cos*x

fcosx+T+k

cos’x dx = f — sen’x) cosxdx = Jcosxdx — Jsenzxcosxdx =

n’x

se
= senx — + k
I
111 | Calcula:
a) Jx sen (In x) dx d) f(cos2 X — sen x cos® x) dx
cos X — sen x
b) thxseczxdx jdx
cos3x cos? x sen x + cos x sen’ x
—dx dx
sen x sen x
x? 1
a) | xsen(nx)dx = —sen (nx) —— | xcos (Inx) dx =
2 2 }
u:sen(lnx)—)du:mdx u:cos(lnx)%du:wdx
x? x? g
dv:xdx—)v:de dv:xdxav:de

X2 x° 1
= —sen (Inx) — —cos (Inx) — — | xsen (Inx) dx
2 4 4

2 2
ijsen (Inx) dx = X?sen (Inx) fXTcos (Inx) + k

2x%sen (Inx) — x?cos (Inx)

- sten (Inx) dx =

b) thxseczx dx —J X g = 1 +k

5

cos’x 2¢0s°x

3 2 2 2
o} JCOSX dx:J(] r) dr:ln\t\—%—kk:ln\senx\— ser;x +k

senx t t

t=senx
dt = cosx dx

833276 _ 0664-0719.indd 713 @
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Integrales indefinidas

d) J(cofx — senxcos’x) dx = fcoszx ax — Jsenxcoszx dx =

3
dx—Jsenxcoszde;+M+CZH+k

. J'W+cos2x
4

2

e) JCOSXzseﬂX dX—JCO;X dX—JsegX dx = SEI’IX;COSX iy

2 2
cos*x senx + cos x sen*x
f) J dx = J(Coszx+ cos xsen x)dx =
senx

1 2
= Jcoszxdx + Jcosxsenxdx = J—FC;SX ax + Jcosxsenxdx =

X - sen2x  sen’x

==+ + +k
2 4 2
4
112 | Hallar todas las funciones f cuya derivada es f'(x) = LX-H
x* + x
4
f(x)zjde:J[x2x+1+1 L dx =
x* 4 x X x4
X

:————o—x—kln‘x‘—ln‘x—»—]‘—»—k
3 2

113 | Obtener razonadamente la siguiente integral:

ax—11_
(x+1*+1

j 4x =11 dx:J4t_15dt:J 4t drj 15
(17 +1 t+1 t+1 o+

t=x+1
dt = dx

=2l +1|=15arctgt+k =2In|(x + 17 + 1| =15 arctg (x + ) + k

114 | Dadas las funciones reales f(x) = 4x% 4+ 2x + 10y g(x) = x> + x> + 5x + 5.

f(x)
g(x)

Calcular la funcion H(x) = J dx que cumple H(0) = 0.

2
H(x>—J 4x7 +2x +10 dX_J[ 2 % ]dx:
x4+ X +5x+5 x+1 x*+5

:2|n‘x+1‘+|n‘x2+5‘+k
HO)=0—>IN54+4k=0—>k=—-In5>HKXx)=2In(x+1D)+In(x>+5—In5

714
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SOLUCIONARIO 1 1

— 3 _ 2
115 | Calcula laintegral J 27 —9x” +9X+6 dx.
x* —5x+6
(Castilla-La Mancha. Junio 2008. Bloque 2. Pregunta A)
3042
ﬂn_sz 9x+9x+6dL_JM+J+ T
x*—=5x+6 Xx—3 x=2

:X2+x+6|n‘x—3‘—4|n‘x—2‘+k

1
116 | Calcular la siguiente primitiva: JZ dx donde se supone
que a no es cero. x> —(a+Nx+a

(Pais Vasco. Junio 2008. Bloque D. Cuestion D)

« Sia=1:
1 1

J1dX:J1_G+a1 dX:j L[ L PO
X’ —(a+Nx+a x—1 X—a a—]Lx—a Xx—1

S (n|x—a|=In|x=1)+k
a—1

« Sia=1:

J 1 wzf LIV Ry
X2 = 2x +1 (x =17 2Ax =1 @

I 3 2_
117 CalcuIaJX + 2x 2x+3
x? —1

(Andalucia. Ao 2002. Modelo 1. Opcion B. Ejercicio 2)

3 2
JX + 2 2X+3dx:J’X+2— 3 + 2 dx
x? =1 x+1 x—=1

dx.

2
:X?+2x—3|n\x+1\+2|n\x—1\+k

2 —
118 | Resuelve _x=2 dx.
x> —3x+2

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2002. Bloque 2. Pregunta A)

J%—zdx_ﬂr Lo 2

x> —3x+42 9 (x—10 3 (x—=10 9 (x+2)
=Dy -1+ — 1
9 3(x—1)

+%In\x+2\+k

x? —1
119 | Resuelve [ = dx.
x(x2 +1)

(Castilla-La Mancha. Junio 2001. Bloque 2. Pregunta A)

e U U
x(x* +1) T X

715
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Integrales indefinidas

120 | ;Existe alguna primitiva de la funcion f(x) = x ' que no tome ningun valor positivo
enelintervalo 1 <x < 2?

(Extremadura. Junio 2004. Repertorio A. Ejercicio 1)

Las primitivas de f(x) = x~' son: F(x) = JX_]dX = J] dx = In|x| + k
X

Por ser F(x) una funcién crecienteen (1,2) - 1 <x<2 = k< F(x)<In2+k
Para que F(x) no tome valores positivos > IN2 + k<0 — k< —In 2.

La funcién primitiva F(x) = In M + k toma valores no positivos en el intervalo
[1,2] cuando k < —In 2.

X +1

x3 4+ x> —6x ax.

121 | Resuelve J

(Castilla-La Mancha. Junio 2000. Bloque 2. Pregunta A)

jde:JB_uz e
X+ x? —6x 10(x—2) 6x 15(x+3)

:iln\x—Z\—ilnM—kiln\x+3\+k
10 6 15

122 | Resuelve o xx2 ax. @
x> —4x? + 4x

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2001. Bloque 4. Pregunta A)

J X 42 dX_J[ 2 +1]dx_
x> —4x? 4+ 4x (x—2?% 20x—2) 2x

I S W PR LI
X—2 2 2

123 | Calcular las siguientes integrales.
1—x
a) |2x —1)Inx dx b) | ——— dx
1+ 4x?
(Canarias. Septiembre 2008. Bloque 2. Opcion B)

2

a) j(ZX—UMX dx:(xz—x)lnx—J(x—Ddx:(xz—X)Inx—X2+x+k

_ 2
b)J T—x dx=J[ 1 X ]dX:arcrgzx_|n1+4x+k
1+ 4x? T+02x)7 14 4x° 2 8

541
124 | Calcular la integral i dx.
x?+1
(Murcia. Septiembre 2008. Bloque 4. Cuestion A)
3 2 | 1 2
JX+1dx=Jx— al + ] dx:X——M—i—arctgx—kk
X2+ 1 X H+1 0 X241 2 2
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SOLUCIONARIO 1 1

125 | Calcular laintegral Jlnzx dx.
X

(Castilla y Leon. Junio 2008. Prueba A. Problema 2)

me dx:_mx+J1dX:_mX_1+k:_1+W+k
x° X x° X X X

u:lnx—>du:idx
X

dv=—dx>v=—1
x? X

PREPARA TU SELECTIVIDAD

1 | Dada la funcién f(x) =X .
\5x2 —4

a) Calcula laintegral Jf(x) dx. b) Hallala primitiva F de f que cumple que F(1) = 1.

(Cataluna. Septiembre 2005. Cuestion 2)

a) F(x)—ff(x)dx—fxdx— ] dex—1(V5Xz—4)+k

Jsxi—4  10]) 5 _a 5
b)F(1):1—>%+k=1—)k=%—)F(X):%(\/SXZ—4)+% @

2 | Determina f(x) sabiendo que f"”'(x) = 24x; f"(0) = 2; f(0) =1y f(0) = 0.
(Castilla-La Mancha. Junio 2005. Bloque 1. Pregunta B)

()= 24x = f"(x) = j24xdx =12x*+k

Como f"(0)=2—=k=2—>"(x)=12x> 42

') =12x+2 —f(x) = J(12x2 +2)dx = 4x° 4+ 2x + k,

Como F0)=Tok =1—f(x) =4x> +2x +1
f’(x):4x3+2x+1+f(x):J(4x3+2x+1)dx:x4+x2+x+k3

Como f(0)=0—>k;=0—f(x)=x*+ x> + x

3 | Seaf:R — Rlafuncién definida por f(x) = (x —1)e*. Calcula la primitiva
de fcuya grafica pasa por el punto (1, €?).

(Andalucia. Afio 2004. Modelo 3. Opcion B. Ejercicio 2)

F(x) = J(X —Ne*dx = (x — 1)e* — Je*dx =(x—=-1e"—e"+k=(x—-2)e"+k
_

u=x—1-du=dx
dv=e*dx »v=e¢e"

Fl)=e> > —e4+k=e’sk=e’+e s Fx)=(x—-2e"+e’+e

717
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Integrales indefinidas

4 | Dadalafuncion f:[1, el — R definida por f(x) = 1 + In x, calculese una funcién
primitiva de f(x) que pase por el punto P(e, 2). X

(Castilla y Leon. Septiembre 2004. Prueba B. Problema 2)

F(X):j[1+lnx]dx:J]dx—i—Jlnxdx:lnx—&-xlnx—x—i—k
X t X

1
u=Inx—du=—dx

X
dv=dx >v=x

F(e):2%1+k:2%k:1—>F(X):F(X):In‘x‘+x|n‘x‘—x+1

5 | Dada la funcion f: R — R definida por f(x) = Ln (1 + x?), halla la primitiva de f cuya

gréfica pasa por el origen de coordenadas (Ln denota la funcion logaritmo neperiano). =
(Andalucia. Junio 2007. Opcion B. Ejercicio 2)
5 5 2x?
F(x)= [In(0+ x?) dx = xIn(1+ x?) — dx =
i T4 x?
u=In(1+x*)—>du= 2 dx
14 x?
dv=dx >v=x
|

:xln(H—xz)—J[Z— 2 ]dx:xln (14 x%) —2x +2arctgx + k
1+ x?
F0)=0—k=0— F(x)=xIn(14+ x?) — 2x + 2 arctgx

6 | Hallar una primitiva de la funcién f(x) = xe*.

(Extremadura. Junio 2006. Repertorio B. Ejercicio 2)

Jxexdx = xe* — Je*dx =xe* —e* +k

u=x—du=dx -
dv=e'dx »v=e¢e"

X
7 | Calcula la siguiente integral: [ ——— dx
(x+1°

(Castilla-La Mancha. Septiembre 2007. Bloque 2. Pregunta A)

fXdX:J[]—1]dX:1+1+k
(x+1° x4+ x4+ x4+ 2(x+1

e 2x
8 | Resolver | ———  dx.
x3 —3x2 —x+3
(Canarias. Septiembre 2006. Opcion A. Cuestion 1)
2 1 3
fXdX:J'[— + ]dx:—ln‘x+1‘+3ln‘x+3‘+k
x> +4x+3 x+1 x4+3
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SOLUCIONARIO 1 1

9 | Calcular la primitiva que sigue:

3 2
1
JX T dx
x? —4
(Pais Vasco. Julio 2007. Bloque D. Cuestion D)
3 2
fHX“dX:JWﬂ. L R PV

x? —4 4 x=2 4 x+42

=X—2+x+Eln\x—2\+iln\x+2\+k
2 4 4

10 | Calcule X7+5dx.
x2+4x+3

(Galicia. Junio 2008. Bloque 3. Opcion 2)

J”de:ﬂ 2] ]dx:2|n\x+1\—|n\x+3\+k
x> +4x+3 xX+1 x+3
- . . In (In x)
11 | Utilizando el cambio de variable t = In x, calcular | ——— dx . @
xIn x

(Aragon. Septiembre 2006. Opcion B. Cuestion 2)

2 2
Jln(lnx) dX:erdt: (0, _ (nlnx)*

x Inx 1 t 2 2

t=Inx

dt = dx

X

12 | Dados a'y b dos nimeros reales, calcula la integral indefinida:

sen x
—dx
J’ (a+ b cos x)?

Presta atencidn a las posibilidadesa=00 b =0.
(La Rioja. Septiembre 2004. Propuesta B. Ejercicio 5)

oSiazOyb¢O:J X gy = ! +k
(a+ bcos x)? b (a+ bcosx)
-Sia—Oyb:zO:J’ X Gy = — ! +k

bcos® x bcos x
-SiazOyb:O:J’Sandx——COSZX+/<

a a

ay bno pueden ser 0 simultdneamente, pues no existiria la funcién
que tenemos que integrar.
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