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TEMA 4. APLICACIONES DE LA DERIVADA.

Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion
Extremos relativos

Optimizacion
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Punto de Inflexion

Propiedades de las funciones derivables

6.1.Teorema de L’Hopital

6.2.Teorema de Rolle
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Contexto con la P.A.U.

En los examenes de selectividad suele haber un problema en cada opcidén en donde se
pide calcular el crecimiento y/o la curvatura de una funcion. Por lo general las funciones
que aparecen son, en una opcion, una fraccion polindmica, y en la otra, o un exponente
o un logaritmo. Aunque de primeras puede parecer que las funciones exponenciales o
logaritmicas son mas complicadas, por lo general suelen ser mas sencillas, ya que las
derivadas, en especial la segunda, son mas faciles de igualar a cero, y asi estudiar la
curvatura o el crecimiento.

Otros problemas que aparecen son los de optimizacion. Por lo general estos problemas
son relativos a la maximizacion o minimizacion de funciones (areas maximas o
minimas, pendiente minima o maxima...).

Una cuestion muy comun en los examenes de selectividad son los limites, que se
calculan a partir de L’Hopital. También se utiliza L’Hopital en el estudio de asintotas de
las funciones, la continuidad y la derivabilidad de funciones (ver tema anterior).
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1. Monotonia. Crecimiento y decrecimiento de una funcion

En el tema anterior relacionamos las derivadas con la pendiente de las rectas tangentes a
la grafica descrita por la funcion, es decir, f ’(X¢) es la pendiente de la recta tangente a la
grafica f(x) en x=Xx,.

Vamos a relacionar el signo de m=f’(x() con el crecimiento o decrecimiento de la
funcion; para esto nos valemos del siguiente ejemplo:

y=f(x)=x"-12x+5
£(x)=3x-12=3(x-2)(x+2)

(-00,-2) -2 (-2,2) 2 (2,%0)
Signo f’(x) + 0 - 0 +

Crecimiento / \ /
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Claramente vemos que cuando f ’(x¢)>0 la recta tangente es creciente, pues la pendiente
es positiva, y por lo tanto f(x) es creciente en xo De igual forma si f ’(x0)<0 la recta
tangente es decreciente, pues su pendiente es negativa, y por lo tanto f(x) es decreciente
en Xy

Conclusion:

a) Si°(x9)>0 la funcion f(x) es estrictamente creciente en x,

b) Si £7(x¢)<0 la funcion f(x) es estrictamente decreciente en x,

2. Extremos relativos

Antes de relacionar los extremos relativos con la derivada definamoslos.

Definicion: Extremo relativo de una funcion f(x) es todo punto x, tal que, para todo
entorno del punto E(xy,r), se cumple que la funcién en este intervalo crece y decrece.
Segun crezca antes o después de x, distinguimos dos tipos de extremos relativos:

a) Mdaximo relativo en xy: 1a funcion crece hasta x¢ y decrece a partir de x.

b) Minimo relativo en x,: 1a funcion decrece hasta x( y crece a partir de X,.

Esta claro que si x¢ es un extremo relativo de f(x), en este punto la grafica ni crece ni
decrece, luego una condicién necesaria es que f’(x¢)=0, asi la pendiente de la recta
tangente es m=0, siendo por tanto paralelo al eje x. Pero esta no es la inica condicion.
Es necesario, que ademads, se cumpla una segunda condicién que ademds nos permite
discernir si es maximo o minimo relativo:

e Sea X un punto de una funcién en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)<0
entonces (Xo,f(Xo)) es mdximo relativo
e Sea X un punto de una funcién en el que se cumple
a) f’(x0)=0
b) f’(x0)>0

entonces (Xo,f(Xo)) es minimo relativo

En la practica, si se cumple que f ’(Xo)=0 y viendo el crecimiento de la funcion antes y
después del punto podemos ver si es punto relativo y si es maximo o minimo.

En el caso de que f ’(x¢)=0 pero también f >’(x()=0 (esto ocurre cuando X, es raiz doble
o de mayor multiplicidad de f’(x)), no podemos asegurar que este punto sea extremo
relativo y hay que estudiar las derivadas de orden superior. Tendremos que calcular las
derivadas en X, hasta la primera derivada no nula. Para ver si la funcion tiene extremo
relativo o no vemos el siguiente esquema:
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/" (x,) #0 conn impar = xo Punto de Inflexion

S (xe) = f"(x,) :f(n_l(xo)zo

7" (x,) >0 > xo minimo

.

/" (x,)#0 npar

£ (x,) < 0 >x0 maximo

Ejemplo: Estudiar si en las siguientes funciones hay méximo, minimo o punto de
inflexion en x=0

a) y=f(x)=x > f(x)=3x" en x=0 > £(0)=0
2> ’x)=6x enx=0 > {’(0)=0
> £7(x)=6 enx=0-> £7°(0)=6

Como la primera derivada no nula es la tercera (impar), tenemos un Punto de
Inflexion en P. I (0,£(0))=(0,0)

b) y=fx)=x' > f(x)=4x> en x=0 > £(0)=0
> £ (x)=12x% en x=0 > £°(0)=0
2> 77°(x)=24x enx=0 = £>’(0)=0
2> " (x)=24enx=0-> 1" (0)=24
Como la primera derivada no nula es la cuarta (par), tenemos un Punto relativo en

x=0. Ademas como [ (0) = 24 >0 serda minimo m(0,f(0))=(0,0)

Veamos las graficas de y=x’ ¢ y=x".
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Ejercicio 1: Estudiar la monotonia, y los extremos relativos de las siguientes
funciones:

a) y=f(x)=2x"-15x>+36x-12
Veamos el signo de la derivada: f° (x)=6x>-30x+36
£(x)=0 > x>-5x+6=(x-2)"(x-3)=0 > x=2, x=3

£°(x)=12x-30
(-2,2) 2 (2,3) 3 (3,%0)
Signo f°(x) + 0 - 0 +
Crecimiento /' (2,f(2))=(2,16) \ (3,f(3))=(3,15) /'
£°(2)<0 £°(3)>0
Méximo Minimo

Méximo M(2,f(2))=(2,16)  Minimo m(3,f(3))=(3,15)

y T
1o ]

28

i8

18

b) y=x/In(x)

Primero estudiemos el dominio. Veamos los puntos que no pertenecen al dominio
a) x>0 (por el logaritmo neperiano)
b) Denominador es cero: In(x)=0 >x=¢"=1, asintota vertical

Dom(f(x))=(0,00)-{1}

1
In(x) —x—
P(x)=———* = ln(f)_l =0 > In(x)-1=0 > x=¢'
In"(x) In"(x)
In?(x) In(x) -1
, L 2T S -l 2—In@)
7 (x)= In* = 4 = 3
n’(x) xIn"(x) xIn’ (x)
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Ademas de los puntos donde se anula la primera derivada hay que afiadir los puntos que
no pertenecen al dominio, ya que en ellos puede cambiar el crecimiento. En este caso
afadimos x=1.

Nota: las asintotas verticales no suelen cambiar la monotonia aunque si la curvatura.

(0,1) 1 (1,e) e (e,0)
Signo f’(x) - - 0 +
Crecimiento | > | £P) | (| (efie)ee) | T
°(e)=1/e>0
Minimo

Minimo m(e,f(e))=(e,e)

16
14
1=
2 1
-z
x*—8x+12
) y=f()=—"7-—
x—4
Dominio=R-{4}
£ x* —8x+20
Xz—a
(x—4)°
8x—32
£ (x)=
®) (x—4)*

Signo de (x): x* —8x +20 =0 No solucion-> no extremos relativos (f'(x)>0)

Solo tenemos que ver el crecimiento antes y después de x=4, que no pertenece al
dominio:
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(-00,4) 4 (4,00)

Signo ’(x) + ¢ Do min io +

Crecimiento / /

40 -38 -20 -10 10 20 30 48

3. Optimizacion

En muchas situaciones se plantean problemas de optimizacion, es decir hacer que una
funcion sea maxima o minima para unas premisas impuestas.

Los casos de optimizacién que trabajaremos es cuando la funcién depende de una sola
variable. Pasos a seguir para optimizar:

1. Expresar la funcion que deseamos optimizar en funcion todas variables.

2. Si la funcidn tiene mas de una variable relacionar las variables con los datos
del problema y obtener una funciéon de una sola variable (mediante la funcién
ligadura).

3. Derivar la funcion, igualarla a cero y asi obtener los puntos relativos

4. Comprobar, mediante la segunda derivada, si estos puntos son maximos o
minimos.

Ejemplo: Se quiere construir botes de enlatar de forma cilindrica de 10 litros de
capacidad. Calcular las dimensiones para que el gasto sea minimo

/\;
\_’X/

V=10=nx’y (funcion ligadura) >y-=10/(nx’)

Y El gasto es proporcional a la superficie (funcion a optimizar):
Gasto(x,y)=KSuperficie=K (2 Tx*+27x"y)>

— G(x)=K-[2mx*+2mx-(10/mx?) =K [27tx*+20/x]
v

G’ (x)=K[4mx-20/x*]=0 D4mx-20/x*=0 > 471x>-20=0

10
r=x=3/% dm > h=y=
/4

dm G **(x)=4n+40/x’ > G**(/7 )>0 Minimo
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Ejercicio 2: Descomponer el nimero 48 en dos sumandos tal que el quintuplo del
cuadrado del primero mas el séxtuplo del cuadrado del segundo sea minimo.

48=x+y (ligadura)> y=48-x

f(x,y)=5y*+6x> (funcion a optimizar)

f(x)=5"(48-x)*+6-x°=11520-480x+11x*

(x)=-480+22x=0

x=240/11 , y= 288/11

f’(x)=22 £°’(240/11)>0 Minimo

Ejercicio 3: Una hoja de papel debe contener 18 cm’ de texto impreso, margenes

superior e inferior de 2 cm y laterales de 1 cm. Obtener las dimensiones que
minimizan la superficie del papel

x'y=18 (ligadura)=> y=18/x

Area(x,y)=(x+2)-(y+4) (funcidn a optimizar)
A(X)=(x+2)-(18/x+4)=18+4x+36/x+8=26+4x+36/x

A’(x)=4-36/x> =0 > x=3cm y=6cm

A”(x)=72/x> A”’(3)>0 minimo -> Dimensiones: 5cm x 10cm
4. Curvatura

Veamos las definiciones de los dos tipos de curvaturas posibles en una funcion:

Definicion 1: Una funcion es concava hacia las y positivas o concava hacia arriba en
un punto P(x,yo), si la recta tangente en este punto estd por debajo de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de U

Definicion 2: Una funcion es concava hacia las y negativas o concava hacia abajo en
un punto P(xo,yo), si la recta tangente en este punto estd por encima de los puntos
proximos a P. Graficamente tiene forma de M.
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Podemos saber si una funcidon es céncava hacia arriba o hacia abajo a partir de la
segunda derivada:

e Sif°(x0)>0, entonces f(x) es concava hacia arriba en el punto (x,f(X¢)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=x y como f*’(x)=2>0)

e Si f°(x¢)<0, entonces f(x) es concava hacia abajo en el punto (x,f(xo)). (Recordar
la curvatura de y=f(x)=-x" y como f’(x)=-2<0)

Ejemplo: y=f(x)=x" ’(x)=6x, si x>0 concava hacia arriba y si x<0 hacia abajo

+15
+18
d
- , . R
Concava hacia abajo
is
2
-5
»
IT—im - >
Concava hacia arriba
}-15

5. Puntos de Inflexion

Uno de los puntos mas importantes a la hora de representar una funcion son los puntos
de inflexion; veamos que es un punto de inflexion:

Definicion: Se dice que f(x) tiene punto de inflexion en (x¢,f(Xg)) si en ese punto
cambia la curvatura de la funcion, es decir pasa de ser concava hacia arriba a concava
hacia abajo o al revés. En este punto la recta tangente a la funcioén corta a la funcién.

Vamos a ver la relacion entre los puntos de inflexion y las derivadas de la funcidn, en el
siguiente teorema:

Si f(x) cumple en x( que la segunda derivada es nula (f”’(xg)=0) y ademas la tercera
derivada es distinta de cero (f°’(x¢)#0), entonces la funcidon f(x) tiene un punto de
inflexion en (x¢,f(Xo)).

En el caso de que tanto 7’(x¢)=0 como "’ (x()=0, tendremos que recurrir a las derivadas
de orden superior, y ver el orden de la primera no nula en xo. Como vimos en el
apartado 2.

£ (x,)#0 conn impar 2 xo Punto de Inflexion
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f'(x)=f"(x)= £ (x) =0

\ £ (x,) >0 = xo minimo
£ (x,)#0 npar
\J}

" (x,) < 0> xp maximo

Ejemplo: Estudia el crecimiento, puntos relativos, la curvatura y los puntos de inflexion

de la funcion f(x)="—1

x+1
Primero estudiemos el dominio Dom(f)=R-{-1}

f,(x):x+1—(x2—l): 2 :
(x+1) (x+1)

Vemos que siempre es positiva para todo valor de x que pertenezca al dominio:

(-o0,-1) -1 (-1,00)

Signo f(x) + No existe -1¢ Dom(f) +

Crecimiento | 7 Pl

No Punto relativo

Calculemos ahora la curvatura y los puntos de inflexioén
-4
(x+1)°

£7(x)=

El signo de la segunda derivada es:

(-o0,-1) -1 (-1,0)

Signo °(x) + No existe -1¢ Dom(f) -

Cocavidad ) N
No P.L
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2

Ejercicio 4: Estudiar monotonia y curvatura de f(x)—xz_n+ 1

Primero vemos el dominio de f(x), como x*-2x+1=(x-1)%, entonces >Dom(f)=R-{1}

() = 2x(x* =2x+1)—(2x=2)x’ _ 2x—2x° = 2x(x-1)  —2x
- (x> =2x+1)? S =2x+D)? (P =2x 41 (x—1)
(x)=0-> x=0
(-c0,0) 0 (0,1) 1 (1,00
Signo f(x) - 0 + No existe -
Crecimiento \ m(0,£(0))=(0,0) /' 1¢ Dom(f) \
£2°(0)>0
Minimo
y (2—4x)(x* =2x+1)> = 2:(x* = 2x+1)-(2x = 2)-(2:x — 2x7%)
S!'(x) = > 7 =
(x"=2x+1)
_ (7 =20+ D240 20+ 1) +8x° ~16x° +8x] _ (¥ ~2u+ (4 +6x° ~2) _
(x* =2x+1)* (x* =2x+1)*
_ 207 = 2x 4+’ QRx+ D) —4(x+1/2)
(x> =2x+1)* (x* =2x+1)°

Se anula en x=-1/2
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(-00,-1/2) -1/2 (-1/2,1) 1 (1,00)
Signo °(x) - 0 + No existe +
PI(-01/2,f(-1/2))=
Concavidad N U 1¢ Dom(f) U
=(-0.5,1/9)
£77°(-1/2)20

\

6
4
2
:/

\

a.5

Il 8.5

Nota: darse cuenta que en este ejemplo en la asintota vertical x=1 si cambia la
curvatura, pasando de creciente a decreciente, esto es porque x=1 es una raiz doble del
denominador. Cuando esto ocurre cambia la monotonia pero no la curvatura.
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Ejercicio 5: sean f(x)=x3, g(x)=x4 y h(x)=x5; determinar si en x=0 hay un P.I. 0 un
punto relativo.

a) f’(x)=3x" > £’(0)=0
f>°(x)=6x > £(0)=0
£ (x)=6 > f”’(0)=620

n=3 P.1.(0,0)
b) gx)=4x> > g’(0)=0
g’ xX)=12x > g7(0)=0
g7(x)=24x >  g’(0)=0
=24 >  g“=24>0
n=4 Punto relativo Minimo - m(0,0)
¢ hx)=5x" > K (0)=0
h”’(x)=20x> >  h”(0)=0
>’ (x)=60x> >  h’”(0)=0
h“x)=120x > h*0)=0
hex)=120 >  h®0)=12020
n=5 P.1. (0,0)

o

[uy

84

Apuntes de Matemiticas Il para preparar el examen de la PAU

)

[y




Unidad 4. Funciones. Aplicaciones de la derivada

6. Propiedades de las funciones derivables

6.1. Teorema de L’Hopital

Ya hemos visto en el tema anterior que hay limites que, para calcularlos, es necesario
utilizar el teorema de L’Hopital, veamos en que consiste:

Teorema: Sean f(x) y g(x) continuas y derivables en x( que verifican:

a)lim f(x)=1lim g(x)=0
b) lim f(x) = lim g(x) = 1o entonces se cumple:

) S
e T g

Esta regla es valida para xoe R , o0 0 -oo.

Esta regla se puede aplicar sucesivas veces si el limite sigue siendo oo/c0 0 0/0

Ejemplos:
a) 1imm:9 - 1imM:1
x—0 X 0 L'H x—0 1
3 2
plim—= =0 gy O Oy, 12 O, 12
=0 x —sen(x) OLHx-0]1—cos(x) OLHx=0gen(x) 0LHx0cos(x)
1
¢ lim 2 _ ji X =0
X—eo y _|_2LHx—>oo 2x X—>o0 2x
1
d) lim xIn(x) = 00 = lim === () _ % _ Jim X = lim—x=0
=0 1/ x oo L'H x—0* ;l x—0*
x2
e
o )
2
lim| x =% Jrg(x) = 000 = Tim —8W) == _ Jiy €O _ iy 2) 0 _
P 2 xr 1 oo L'H 7 -1 =X COS (X) 0LH

| (S
_Z(X_jzrj 0_. I

w7 = 2sen(x)cos(x)  OLH T - sen” (x)+cos” (x)
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6.2. Teorema de Rolle

Un teorema muy importante es el denominado teorema de Roll que nos demuestra que
cuando una funcién derivable pasa dos veces por la misma altura entonces tiene un
punto relativo entre estos dos puntos:

Teorema de Rolle: Sea f(x), que cumple las siguientes condiciones:
e continua en [a,b]
e derivable en (a,b)
e f(a)=f(b)

entonces existe al menos un punto ce (a,b), tal que £°(c)=0 (es decir tiene al menos
un maximo o minimo relativo)

Veamos como es facil de interpretar este teorema, si lo hacemos de forma grafica, es
semejante al de Bolzano

Interpretacion grdfica:

-
"
.

5

v

+

2 3 4
C2 b

-2

-3

-4
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Ejercicios PAU:

Solo veremos los que estdn relacionados con la optimizacion y con L’Hopital, los
relativos al crecimiento y a la curvatura se veran en el tema siguiente

A) Optimizacion

Septiembre 2004. Prueba B.

PR2.- a) Dada la funcion f(x)=1/x+In(x) definida en [1,e], calcular la recta tangente
con mayor pendiente. Escribir ecuacion de dicha recta

La pendiente de las rectas tangentes viene dada por la derivada de f(x)—>

f°(x)=-1/x*+1/x. Como tenemos que buscar el valor con mayor pendiente, la funcion a
optimizar es f(x), que llamaremos g(x), g(x)=f(x). Optimicémosla

g’(x)=i3—i2 = 27X 05> 2x=0 Sx=2e[l ]
X X

3
X

Veamos si es maxima o minima: g”’(x)=2/x>-6/x" g>*(2)=1/4-3/8<0 maximo

La pendiente méxima es my,x=g(2)=f ’(2)=-1/4+1/2=1/4; esta es la pendiente de la recta
tangente en el punto P(2,f(2))=(2,1/2+In(2))

La recta tangente es por tanto: y-(1/2+In(2))=1/4(x-2) = y=0.25-x+In(2)

Junio 2006. Prueba A.

PR-2 Considérense las funciones f(x)=e¢', g(x)=-e". Para cada recta r
perpendicular al eje OX, sean A y B los puntos de corte de dicha recta con las
graficas de f y g, respectivamente. Determinese la recta r para la cual el segmento
AB es de longitud minima.

Las rectas perpendiculares al eje OX son del tipo x=x,. Corte con las graficas
a) f(x)=e* > A(x0,e*°
b) g(x)=-¢"> B(x0,-¢"

o

= (e"” +e )2 =e" +e

Longitud segmento AB - d(A,B)=‘E§‘ = ‘(O,e’”0 +e™)

d(xp)= e™ +e ™ Como tiene que ser distancia minima, calculemos la derivada de d(xo)
e igualemos a cero

d’Xg)= e —e™=0 2> e =™ > xj=-X¢ 2 Xo=0.

Veamos si es minima o maxima d”’(x)= ¢™ + e ™ d’’(0)=2>0 Minimo

Por tanto la recta es x=0. Corta con f(x) en (0,e°)=(0,1) y con g(x) en (0,-¢)=(0,-1)

Asi larecta que minimiza la distancia entre las dos funciones es x=0
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Septiembre 2008. Prueba B

PR-2. Hallar, de entre los puntos de la parabola de ecuacion y=x2-1, los que se
encuentran a distancia minima del punto A(-2,-1/2)

Los puntos de la parabola son P(x, x>-1). La distancia entre P y A es:

d(A,P):‘TP‘ :(x+2,x2 —%j:\/(x+2)2 +(x* —%)2 :\/x2 +ax+4+x" —x? +%

d(x)=1/x4 +4x+% —>Nota si buscamos el valor que minimice la distancia se

cumplird también que para ese valor d* también serd minima, (siendo la funciéon mucho

mas sencilla al quitarnos la raiz): f(x)=(d(x))2= xt+4x+ 177

f(x)=4x" +4 > x=-1 > P(-1,0)

Veamos que es minimo f ‘(x)=12x7, £7(-1)=12>0, es minimo
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Otros ejercicios optimizacion:

Ejercicio 6: sean las funciones f(x)=x-2 y g(x)=e", de todas las rectas paralelas al eje
OX que cortan en A a g(x) y a B a f(x), calcular aquella que minimiza las distancias
entre los dos puntos.

Las rectas paralelas al eje OX son de la forma y=t, que sera el parametro libre. Los
puntos A y B seran:

y=t
A= { N e*=t 2> A(In(t),t)
y=e
y=x-2
B= , x=t+2 2> B(t+2,t)
y =

d(A,B)z‘Zé‘ =[t+2-In(),0) =/t + 2= In(t) +0° =¢+2~In(®)
La funcion que tenemos que maximizar serd d(t)=t-2-In(t):

dt=1-1=0> t=1.
t

Comprobemos que es un minimo: d”’'(t)= —iz - d”’(1)<0
t

Luego la recta buscada es y=1.

38

28
15

18

-18

Ejercicio 7: sea la funcion f(x)=e‘xz, calcular el punto P de la grafica tal que la
ordenada en el origen de la recta tangente a dicha funcion en P sea maxima.

Los puntos de la grafica seran P(t,f{(t))=(t, e_tz) y las pendientes de las rectas tangentes

para estos puntos vienen definidas por m=f'(t)=-2t-e‘t2. De esta forma las rectas

tangentes son:

I y-yorm(x-xo) D r: (y-e ' )=2te " (x-t) > r: y=(-2te " )x+e t+2% ). Por lo
tanto la ordenada en el origen es n(t)= e~ +2t%e~t".

Calculemos el valor de t que minimiza la funcion:
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n'(t)=-2te~t +ate~t 4t e '=2t-4t) e~ = 0 > 2t(1-29)=0 > t=0, t=+ \E

Veamos cudl de estos valores maximiza la funcion:
n’(t)= 2e~t (4t*-8t+1)
n"’(0)>0 Minimo

n’(£ \/g )<0 Maximo. Luego los punto son Pl(\/g e 2), Pz(-\/g e 2)

v

Ejercicio 8: calcular el rectangulo de area maxima inscrita en una circunferencia
de radio 2cm:

Area(x,y)=4-x"y (funcién a optimizar)
5 x*+y*=4 (ligadura) > x=,/4 — 3
2y
A(y)=dy 4 -y
, 16—4y* —4y°
A(y)y=4 4= y7 - L -

A s
X /4_y2 /4_y2

y=+2 em > x= /2 em (cuadrado)

0

Veamos que es maxima: A"(\/E )<0. Maximo
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B) L’Hopital
PAU Septiembre 2006. Prueba A C-3.

_ sen(x) sen(x)
lim In(cos(x)) — 1+ cos(x) _ 0 ~ lim cos(x) ~ lim = tg(x)—sen(x) _
x—0 x2 (0 L'H x>0 2x x—0 2x 0
— 2 — —
~ lim (1+1tg7(x))—cos(x) :_2 -
L'H x—0 2 2
PAU Junio 2006 (Prueba A) C-3.
_ 2:sen(2x)
2
ln(cos2(2x)) 0 ~ lim cos(2x) _ lim tg(2x) _ 0 _ lim 2(1+1tg”(2x))
x—)O X 0 L'H x—0 2x x—0 X 0 L'H x—0

PAU Junio 2006 (Prueba B)C-4. Calcular ay b para que el limite sea 1:
ax’ +bx +1—cos(x) _0_ lim 2ax+b+sen(x) b

9_

lim 5 —(b 0 para limite # o) =
x>0 sen(x”) 0LHx=0  2x-cos(x”)
~lim 2ax+sen(x):9:hm 221+cos§x) : :2a+1:1 a=1/2

=0 2x-cos(x’)  0LHx02cos(x”)—4x sen(x”) 2

PAU Septiembre 2004 (Prueba A) C-3

mtg(2x) 0 _ lim 2-(1+1g*(2x)) ~lim (1+1g*(2x)) l
=7 tg(6x) 0 LH 7, 6 (1+1tg° (6x)) %”/ 3(1+1tg”(6x)) 3
PAU Junio 2004 (Prueba B) C-1

lim(L— 1 J:hm(sen(x)—szgzhm cos( x)—1 _0_

=0\ x-sen (x) L'H x>0 sen (x)+xcos(x) O

— sen (x)
= lim
LH ¥=0 cos( x) + cos( x) — xsen (x)

2

PAU Septiembre 2005 (Prueba A) C-4. Calcular A para que el limite valga -1:

i sin(xz) 15
=0 cos” (Ax)—1
. sen(x?) _0_ 0 2-x-cos(x?) _0
0 cos?(Ax) =1 0 1# >0 —2-A-sen(Ax)-cos(Ax) 0 S3H2=] A=fl.
2-cos(x’)—4x’sen(x’) 2

= lim =-
LHx0 227 —4-Aecos? (Ax) - 247

José Luis Lorente Aragon
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PAU Septiembre 2005 (Prueba B) C-3

1
- 2
limIn(x)-sen(x) = o0 = lim In(x) =2 o lim—* = 1lim- " (x) = 0 =
x—0 x> 1 oo L'H x—0 — COS()C) x>0 x COS(X) 0
sen(x) sen’” (x)
~ lim— 2sen(x)-cos(x) _ 0 _
L'H =0 cos(x) — xsen(x) 1
PAU Junio 2005 (Prueba A) C-3
lim xIn(x) =% _ lim In(x)+1 =% _ lim 1/x :220
x>0 ¥ 0o L'H x—>+o e 0o L'H x—+0 % o
PAU Junio 2007 (Prueba A). C-2
- 1
tm — L om0t O l+x  _
x—0 ln(l + x) X x—=0 xln(l + X) 0 L'H x>0 ln(l + x) + X
1+ x
. X 0o . 1 1
=lim =— = lim =—
=0 (1+x)In(1+x)+x  0LHx0 1+ x 2

In(l+x)+——+1
1+x

PAU Septiembre 2007 (Prueba B) C-4

x _ ,—x\2 Aor _ X X -x 2x _ 2x
(e f ) :Q:Iimz(e e )e +e )=lim2(e e™) 0
X 0 L'H x—0 2x

x—0 2x 0 L'H
4(e™ +e™)

lim
x—0

=1lim
x—0

=4

PAU Junio 2008 (Prueba A). C-1:
2
lim 5" 2x) 0

—— =—=Ilim
=0 x° 4+ x 0 x—0

2-sen(2x)cos(2x)2 _ 0 _ lim 4-(2-0052(2x)—2-sen2(2x)) 8

2 :—:4
3x° +2x 0 L'H x>0 6x+2 2

PAU Septiembre 2008 (Prueba B). C-3: Calcular a para que el limite sea 8

e“ —l-ax 0

ax

. _ ax 2, ax 2

lim & L= Oy ae ey atet o) 0y aen @ g
x—0 X 0 L'H x—0 2x x—0 2x 0 L'H x—0 2 2
a=t4
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