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UNIDAD 8| LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

CONCEPTOS PREVIOS:

e Decimos que:
y se lee “x tiende a a ”, si x toma valores cada vez mas proximos a .

Ejemplo: La secuencia de nimeros 0; 2; 0'5;1'9; 0'8;14; 09; 1'1; 099; 1'01; 0999;

1'001;... se aproxima a 1. Escribimos |x — 1|.

o
>

| | | I
1 | | | |
-1 0 (T 2 3
Podemos distinguir dos modos de acercarnos a @ , por la izquierda o por la derecha:

m se lee “x tiende a a por la izquierda”, si x toma valores cada vez mds proximos a a
pero menores que a , es decir X <a .

Ejemplo: La secuencia de nimeros 0; 0°'5; 0'8; 0°9; 0°99; 0'999;... se aproxima a 1 pero con

valores menores que 1. Escribimos m

| I i i !
1 0 D 2 3

X > a’|selee “x tiende a a por la derecha”, si x toma valores cada vez mas proximos a @ pero
mayores que &, es decir x > a.

Ejemplo: La secuencia de nimeros 2;19;14;11;101;1°001... se aproxima a 1 pero con

valores mayores que 1. Escribimos m

| | |
| | | | |
-1 0 D 2 3
e Decimos que:
y se lee “x tiende a +00”, si x toma valores cada vez “mas grandes” (mayores que
cualquier numero real prefijado k).

Ejemplo: La secuencia de numeros 0;1;10;100;1.000;10.000;100.000;1.000.000;...
toma valores cada vez mas grandes. Escribimos [x —> +o0].

_»
i ! ] |
-1 0 1 2

P"J__

e Decimos que:
y se lee “x tiende a —o0 ”, si x toma valores cada vez “mds pequefios” (menores que
cualquier numero real prefijado k).
Ejemplo: La secuencia de nimeros 0; —1; —10; —100; —1.000; —10.000; —100.000;

—1.000.000;... toma valores cada vez mas pequefios. Escribimos | X — —o0|.

«—
l l l l | l
I | | | | |
-3 -2 -1 0 1 2
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1. LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

1.1 Limites laterales

i Como se comporta f(x)cuando x — a” ?| Pueden presentarse tres casos:

19 Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.

lim f(x)=+w

x—a

2°) Que los valores de f(x) se hagan cada vez “mds pequeiios y negativos”.

Nota: Hay un cuarto caso
“algo mas raro™:
“Que los valores de f(x) no
presenten tendencia alguna’”,
En ese caso:

Alim f(x)

xX—a

v

T a lim f(x)=-o

—
X—a

3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un niimero real 1.

lim f(x)=1 T o

x—a

; Cémo se comporta f(x)cuando x — a* ?| De nuevo se presentan tres casos:

al--

lim f(x)=+o0 lim f(x)=—o0 lim f(x)=

Se definen:

lim f(x)| — Limite lateral por la izquierda de la funcion f en a.

x—a

lim f(x)| —> Limite lateral por la derecha de la funcion f en a.

x—a

A ambos se les llama limites laterales de la funcion f en a.

Observa: Para obtener el limite lateral de una funciéon f en a, no es necesario que esté definida
la funcion en a.

Departamento de Matematicas 2 Bloque II: Andlisis de Funciones
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Padre Poveda

Ejemplo 1: Observa la funcion definida a trozos dada por su grdfica:
Y Si x se aproxima a 1 “por la izquierda”, f (x) se aproxima a 2.

il lim f(x)=2

x—1
2 B
yd \ |

Si x se aproxima a 1 “por la derecha”, f (x) se aproxima a 3.

F——+— b=t
-5 -3/-111 g \{\
_27,
X L

Ejemplo 2: Calcula lim f(x) y también lim f(x) en los siguientes casos e indica si coinciden.
x—1" x—1*

X

ll'nlg flx)=3

f=-x+4 " Observa que lim f(x)# lim /()

1
a f (x)=;
x 0 09 [ 099 |0999 I
foo | -1 [ -10 [ -100 |-1000 L /]
x 2 1'1 | 1701 [ 17001 S ’
fo | 1 10 | 100 | 1000 f’jlx_l—*w
No coinciden.
1
b) f(x): (x—1)2
x 0 09 | 099 | 0999 , 1
f(x) 1 100 | 10000 | 1000000 lim (r—1) o
x 2 1'1 [ 1701 [ 17001 p 1
f(x) 1 100 | 10000 | 1000000 tm (1) +oo
Si coinciden.
2
o f(x)=x*+5
x 0 09 | 099 | 01999 lim (x2+5):6
fx) 5 | 5'81 | 579801 | 5°9980 ol
x 2 1'1 | 101 1001 Iim (x2 +5): 6
f(x) 9 | 6721 |6°0201 | 67002001 ol
Si coinciden.

1.2 Limite de una funcion en un punto.

Si lim f(x)= lim

f(x)=

+ o0

—o0 (alguna de las tres posibilidades), entonces se dice que

x—a
[
existe el limite cuando x — a (x tiendea a)
+ o0
y se escribe asi: 3 lim f(x)={—o0 respectivamente.
X—a
[

Es decir:

e Una funcion f tiene limite en un punto a si existen los limites laterales en dicho punto y
ademas coinciden, y reciprocamente.

e En caso contrario, NO existe el limite en ese punto (pero podran existir los limites laterales).

¢ El limite, si existe, es unico.

Si los limites laterales no toman el mismo valor, es decir, si Iim f (x) # lim f (x) , 0 bien no
x—a~ x—a*

Alim f(x)

xX—a

existe alguno de ellos, se dice que NO existe el limite cuando y se escribe:

Bloque II: Andlisis de Funciones
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Ejemplo 1 anterior:
lim f(x)=2

;;% f(x)=3| = Blim S(x) yaque lim f(x)# lim f(x)

Ejemplo 2 anterior:
, 1 , 1 ,
a) Alim —— b) lim ——— =+ c)EIlzm(x2+5):6
x>l x —1 x—1 (X — 1) x—1
Por tanto, el concepto de limite de una funcién en un punto da respuesta a la pregunta:

|¢' Como se comporta f(x) cuando x — a ?|

g ' i ﬂ | vﬂl“f /j H
i ( 4
lim f(x) =400 lim f(x)=—o© lim f(x)=1 Alim f(x)

Fijate: Si existe lim f (x) , entonces f(x) se aproxima al mismo valor cuando x — a, tanto si
xX—a

nos aproximamos a a por la izquierda como por la derecha.

Ejemplol: Fijate en la grdfica y en el calculo de los siguientes limites:

Dom(f)=R Rec(f)=NR

o 34

llllﬁi f(x)=-2
Iim f(x)=3 =3 xhlz* /)

14 (]
x—>—4"
0 X

lim f(x)=-3

x—1" ’
=31 =-3
lim (=3[ /()

x—l1*

~
<
I}
-
=
>
=

Observa que, sin embargo, f (1) =1
Ejemplo2: Observa ahora, con atencion, estos otros ejemplos:

H f=- Dom()=I{0}  Rec(H)=3[0}

Y lz’mlzl lim l=—1
-l x x—>-1 x

. .1
. Sin embargo, qué valor toma [im — ?

1 x>0 x
& Estudiamos los limites laterales:
- = -1 1 2 3 4 1
-1 lim — = —o0
x—0" X , 1 . I
-2 Como = A lim— (No existe el limite)
, x—0 x
-3 lim — = +o0
x—>0" x
-4
Departamento de Matematicas 4 Bloque II: Andlisis de Funciones
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b) f(X)=H Dom(f)=R\{0} Rec(f)=(0,+)

(Existe en este caso lim |—|?
x>0 | x
2 1
lim|—| =+
1 x=07 [ x ,
X = 3 lim|—| =+
4 -3 -z 1 2 3 4 .11 x—=0| x
1 lim|—| =+
x>0 x
-2
0 f(x)=Vx Dom(f)=[04®) Rec(f)=[0,+)
v 4 En este caso A ll'n_a4 Jx (Fijate: —4 ¢ Dom(f))
X—>

w

Tampoco existe el limite en x =0 ya que no existe el
limite lateral por la izquierdaen x =0 :

)

e

4 -3 -2 - 1 2 3 4 lim f(x)=3
x—>0" f( )

=7 i
-2 tim f =0 0 )
x—0"

No obstante [im \/; =2
x—4

2. LIMITES EN EL INFINITO

2.1 Comportamiento de una funcion cuando x — +o0

; Como se comporta f(x) cuando x — +o0 ?‘ Pueden presentarse cuatro casos:

19 Que f(x) “crezca cada vez mds” sin ninguna cota.

lim f(x)=400

X—>+00

2°) Que los valores de f(x)se hagan cada vez “mds pequerios y
negativos”.

T~ fin 769~

3°) Que los valores de f(x) se aproximen a un nimero 1.

y=1
................................. by :
T lim f(x)=1
/f’ X—>+o0
1 4°) Que f(x) no presente tendencia alguna.
L - En este caso |Alim f(x)| como f(x)=sen x
X—>+00
Departamento de Matematicas 5 Bloque II: Andlisis de Funciones
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2.2 Comportamiento de una funcion cuando x — —©

¢ Como se comporta f(x) cuando x — —o0 ?| De nuevo pueden presentarse cuatro casos:

lim f(x)=+o lim f(x)=- Iim f(x)=1 Alim f(x)

Ejemplo: Calcula lim f (x) y lim f (x) en los siguientes casos
X—>+0 X—>—00

2
a =
) Jx)=x X 0 1 10 100
i fx) 0 1 100 | 10000
f(x)=x
: X 0 -1 -10 -100
f(x) 0 1 100 | 10000
lim x* = +o0 lim x* = +o0
X—>+00 X—>=—®
X 0 1 10 100
f(x) 0 -1 -1000 | -1000000
o0 = e X 0 -1 -10 -100
f(x) 0 1 1000 1000000
lim (-x*)=- lim (~x*)=+
fin ()= i ()=
2x* -3
o) f(x)=— s
oo x 0 1 10 100
ftx) -06 | -0'167 | 1’876 1°999
3 x [0 -1 -10 | -100
"""""""""""""""""""""" L fx) -0°6 | -0'167 | 1’876 17999
| (X):% 2 2
' ‘ 2x° =3 2x° -3
7§ 5 4 3 2 \\0/( T3 4 5 61 llm .X; = 2 l .X; = 2
) x40 ) -|-5 x—>—0 ) +5
d) f(x)=sen x
f((x)=sen x Alim sen x
//2n “3mi2 - 2 y o w2 Wn 52 o
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3. CALCULO DE LIMITES

El calculo de un limite a partir de la grafica de una funcion es una tarea facil, basta con observar
con atencion dicha grafica. Sin embargo no siempre se dispondra de ella por lo que habra que
recurrir a su expresion algebraica. Sin embargo, el célculo analitico del limite de una funcion
puede ser facil de obtener, o bien dar lugar a una indeterminaciéon que se debe resolver del modo

adecuado.
Propiedades: Si lim f(x)=L vy lim g(x)=M
Entonces:
a) lim [f(x)tg(x)]=L+M b) lim [f(x)-glx)]=1-M
L x
¢) lim JG)_ L (Si M #0) d) lim f(x)f" =1" (L>0)
ol glx) M AN
NOTA: En algunos casos como cuando L y/o M son limites infinitos 6 M=0, pueden aparecer
indeterminaciones en las expresiones anteriores. Se resolveran de un modo especifico.
Casos de indeterminacion:
k 0 0 w 0 0
o 5| vl aZ] okl olal n ] o Bl ow )

3.1. Calculo de limites cuando x — a
a) Casos inmediatos

Se obtiene el limite calculando f'(a), es decir, lim f(x)= f(a).

Ejemplos:
a)lim x* =3>=9 b)lim >x =—£ Alim~3x+4=+3-7T+4=425=5
x—3 -2 x—5 3 x—7
? *0%-cos0+e™
d)lim(5+2x) =5°=1 &) lim\x =3 lim—~ ST =
)X%( ) e)xﬂ\/; Sl In(x+1)+x*+1  Inl+0’ +1

g)ll'nza(—2x3 120 —1)=2.242.2-1=9 W) limJx=0  i)lim+x=3 Hlimix =7
X% x—-0" x>0 X
k)lﬁgxlx—?a:?, Z)lirzlpfx—2:ﬂ m)ll'lgg\/x—2=0 n)lz'nzh/x—Zzﬂ

b) Cociente de polinomios

P(x)

Objetivo: calcular /im () siendo P(x) y O(x) funciones polinmicas.
x—>a X

Qa)=0

Sigue siendo un caso inmediato.

Ejemplos:
3 2
a)lim x2+8 :i:_3 b)],'mwzgzo
=l x*—4 =3 x—>-1 x +1 2

Pla)#0 y Q(a)=0.Indeterminacion %

Se resuelve obteniendo el valor de los limites laterales.

Departamento de Matematicas 7 Bloque II: Andlisis de Funciones
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Ejemplos:
2 6 2 6
(1) lim d = (—j Indeterminacion. b) lim —xz = (—j Indeterminacion.
x>3 x — 0 x—3 ( _3) 0
Limites laterales: Limites laterales:
2
lim 2 __ lim al > =+
-3 x—3 , 33 (x_3) , 2
= Alim = lim > =+
, 2x 3 x — , 2x X3 (X—3)
lim = +00 lim > =+
x—3" x—3 x—3" (x_3)
... 0
P(a) =0y Q(a) = 0. Indeterminacion 6
Se resuelve factorizando el numerador y el denominador.
Ejemplos:
2 3 2
—5x+6 0 -5x" +6 0
a)lim xz—x = [—J Indeterminacion. b)/im— al 5 i 2[—J Indeterminacion.
=2 x"+3x-10 =3 x =T7x" +16x—-12 \0
Factorizando: Factorizando:
, -3)x-2 , -3 -1 , -3)x-2 ,
IZMMZZWI)C =— lzmx(x )(x z)zllm 3
=2 (x+5)x-2) =2x+5 7 =3 (x=3)x—-2) 3x-2
3 2
—5x +
c)lim — al 25 X +6x = 0 Indeterminacion.
=2 x =Tx"+16x-12 \0
Factorizando:

lim —x(x 3 22) = lim —~
x—2 (x_3)(x_2) =2 x—2

= [%) Indeterminacion.

Limites laterales:

lim =—0
52 x—2 , X , X —5x% +6x
= Alim = Alim 3 >
, =2 x—2 =2 xT —=Tx " +16x—-12
lim =+
x—2* _x—2

d) Calculo de limites de funciones definidas a trozos

2x=5 i x<3
Ejemplo: Hallar el limite de la funcion f(x)z —x+7 si3<x<6 enl,3yb6.
x/6  six>6

En x=1 En x = 3| Limites laterales
lim f(x) = lim (2x —5) =1

lim f(x)=Ilim(2x—-5)=-3 ¥o3 ¥3 Al

¥l f( ) ol ( ) lim f(x)=lim (~x+7)=4 — /)
x—3" x—3"

En x=6| Limites laterales

lim f(x)= lim (~x+7)=1

x—6" x—6"

x = Zz’ng flx)=1
fim fl0)=lim =1
Departamento de Matematicas 8 Bloque II: Andlisis de Funciones
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3.2. Calculo de limites cuando x — +00
a) Casos inmediatos
En el caso de funciones polindmicas tendremos en cuenta el signo del coeficiente del término
de mayor grado.

Ejemplos:
a) lim (3x2 —7x): +00 b) lim (— 4x* + Sx): - ¢) lim (Sx2 — 30x)=
d) lim (x3 —5000x2): +0  e) lim \Jx—3 =+ f) lim x*+7 =+

g) lim J3—x =14

X—>+00
b) Cociente de polinomios
Surge la indeterminacion —. Se resuelve analizando los términos de mayor grado del

o0
numerador y del denominador.

, . a
+0 00— sin>m, y ,b—”<0
lim a,x"+..+ax+a, a, i onem " "
w0 b x" 4.+ bx+ b, b,
0 Si nm<m
Ejemplos:
3 3 2

a) lim 3x +2x-1 — 4o b) lim 2x* —7x ——w ¢)lim 2x3 +5x" +1 _ 1

w0 10x° —7x+3 x>t — Sy 4+ 3x -2 x40 6x” +3x+1 3

4x" +3x+1 +1 2x+1

d)zim%ﬂ ¢) lim XL _ g ) lim —— =

x>0 Dx' 45 X—>+00 Sx +2 X400 3x +5x-2

3.3. Calculo de limites cuando x — —0
Tendremos en cuenta que:
lim f(x)= lim f(-x)
y calcularemos el limite de la expresion resultante.
Ejemplos:
a) lim (x2 -5x+ 3): lim ((— x) =5(-x)+ 3): lim (x2 +5x+ 3):
by lim (3x° +2x-1)= lim (3(=x) +2(=x)~1)= tim (~3x’=2x~1)=—-
2 2(—x)- -2

c)llmx—7—lz'm ( x) ! = lim #—O

s> 3x7 4 2x =1 v 3(—xf +2(—x)—1 = 3x7 —2x-1
3.4. Limites de funciones irracionales. Indeterminacion — e o0 —o0

Se resuelven multiplicando y dividiendo la funcion por la expresion radical conjugada.

Ejemplos:
«/x +3-2

xal x—1

(ﬁ—2)(ﬁ+2)=ﬁm (ae3f-22 x—1

0
(6) Indeterminacion.

O o )reae)) DN +2) o (e +2)
I I . x+3-2 1

=lim ——=—=Ilim———=—

=l Jx+3+2 4 x—1 x—1 4

Departamento de Matematicas 9 Bloque II: Andlisis de Funciones
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b)lim

x—>4 x—4

lm(\/;—Z)(\/;+2):h,m (\/;)2_22 , x—4 , 1 1

=[lim

P R T ) Ty ) R TS

IZ(O .......

6) Indeterminacion.

c) lim (\/x2 +4-x7 - 2): (00— o0) Indeterminacion.

O e i i ¥ B Ve M V)

lim =
o \/x2+4 +\/x2—2 o \/x2+4+\/x2—
2 2
lim X 4w 42 —Im 6 :——0:>llm (x/x +4—x— )= 0.
e P 144222 P a4y -2 oo e

d) lim (\/ X +x - x): (00 — 0) Indeterminacion.

X—>+0

L L IS W = SR

lim lim————=1[im

oo VX +x+x = x+x o VP +x+x X +x+x e

Se divide por x el numerador y el denominador:

1
lim ——=22———=[im = lim —:> Zz’m x° +x x) —
X—>+00 /x +x+x X—>+0 ’)C + X X—>+%0 ’1 + 1 X+ 2

«/x+ -2 (0
-3 \0

j Indeterminacion.

=
d
—_~
>< ><
o\ »—‘
w l\)
=
= ><
+
O\ P—‘
[\)
\Lf/%
) ><
+ +
(@)
oL+
[\ (98]
~_— | ——

oo (x+ +3) +3) x+6+3 6 3
lim =lim =lim ===
3 (x4 6- 9)(\/x+1+2) H3(x—3)( x+1+2) > x+1+2 42
i VL2 3

3\ x+6-3 2

3.5. Indeterminacion 0-co y otros casos de o0 — o0

. . - S 0 0
Se opera previamente y pasamos a un caso de indeterminacién conocida tipo (6 ol— |

0
Ejemplos:
. [ Sx+1 x*—4 o
a) lim | ———- = (O . oo) Indeterminacion.
xovo | X7 =3 4x
. (5 +x*-20x—4) 5 Sx+1 x*—4) 5
lim 3 =—= [lim . =—.
X0 4x —12x 4 st x2 =3 4x 4
Departamento de Matematicas 10 Bloque II: Andlisis de Funciones
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b) lim

X—>+0

2 x*-1
(_. x2 (O-oo) Indeterminacion.
x x +5

|

i 2x* =2 , 2 x*-1
lim | — =+0= lim | ——; = +00,
x40 | x° +5x x>+o| x x“ 495
2
c) lim 2t Axes :(oo—oo) Indeterminacion.
X—>+00 x_3 2
2 2 2
. 2(2x° +4)- (4x+5)x-3) _ o 44842 £ 12x—Sx+15 _
x>0 2(x-3) e 2x—6
cTx+23 7, (2x°+4 4x+5) 7
lim =—= lim - =—.
oo Qx—6 2 xowe x—3 2 2
2 2
d) lim 3 45y OxT+Ox = (00 —0) Indeterminacion.
w0 | 2x+5 4x -1
2 2 2
o B e saar—1)— (62" +9x)2x+5) _ 3 -50x _ 31
s (2x+5)4x—1) oo 837 +18x -5 8
. (3x*+5x 6x°+9x 31
= lim - =——.
oo | 2x+5 4x -1 8
e) lim (gﬁ—_lj =(9j Indeterminacion.
oo (X X7 +5 0

Aunque no es una indeterminacion del tipo que estamos estudiando, también se resuelve

operando:

2 —
lim (ﬂ}z2:>lim {2 )Z 1)22.
X—>+00 X —x xo+o\ x x +5

3.6. Indeterminacion 1~
Para resolverla tendremos en cuenta que:

lim g(x)=c (yasea

a
{4,

Si lim f(x)=1y
x—){iw
lim  f(x)" =e e

X—> +o0

lt'mﬂ g(X)‘[f(x)‘l]

+00 0 bien —0) entonces:

Ejemplos:
2 1 3x-1
, [ xT+x— .,
a) lim | ——— =1" Indeterminacion.
X—>+00 x“+2
) x?+x-1 D 2
X’i’ﬁf (3)‘—1)[2:;2 _1] lim 7(3)‘ l)f;c 3) lim 32710243 zlf;+3
h — e.’(*}{»w X — e/\‘~>+oo X p— e
x-2
. 3x+1 o
b) Ii =1” Indeterminacion.
X—>+0 3x
lim (x=2) 3)H—l—l m X2
R " set =V = i [ 22

= 3x — e?

[

X—>+00

3x

11
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1

, 1 (x+2 , o —x+2 , —(x—2) -1 -1 4 3 _— 4 3
lim——| —-1 lim lim im— - _ 1/
exaz x—Z( 2x j _ e.xﬁZ 2x(x—2) 12 2x(x—2) — e{z’; 2y 4 1 e l,m (x + 2 j x=2 _ e .

2x e

2
, [ x"—4x-10 )¢ o
d)lim| ———— =1 Indeterminacion.
x—4

lim L[x2—4x—loilj lim 2_5x-6

4)(x-6 9 . . .,
=7 (=4=6) _ 50 De nuevo tenemos una indeterminacion.
1

, (x+1)(x—6) i 2
lim ——~—— im —— - - 6
o™ (r=4)(x-6) _ ef%x 4 _ ez =e =e \/_ = Iim (Mj — e,

x—6 X —

4. ASINTOTAS

4.1 Asintotas verticales
Si

lz’i@f(x):—i-ooé—oo y/o lim f(x)=+00 6—oo

x—a-

entonces la funcion tiene una rama infinita por la derecha o por la izquierda (o por las dos), y la
recta X =a es una asintota vertical..

e Posibles situaciones:

Y Y
AY a

YA

I=h 4

| —/ \
a o X d ; |
li lim f(x)=—
lim f () =+ lim £ () = o ln )=+ lim /(%)
x—oa x—>a llm f(x):— Zlm f(x)
Observaciones:
_ Px)

= Si f (x) = 0 ( ) racional, los candidatos a asintotas verticales son los valores de x que
X

anulan el denominador.

» Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales.

Ejemplo: Calcula las asintotas verticales de las siguientes funciones:

@ 0= 5gW=-""2 h(x) =2 ayife)- S0

4.2 Asintotas horizontales
Si

lim f(x)=b (beR)

X—>+0

entonces la funcion f* tiene una rama infinita cuando x — 400 y larecta y =b es una asintota
horizontal en + oo.
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e Posibles situaciones:

Larecta y=Db es asintota horizontal. Larecta p=b es asintota horizontal.

Anélogamente si x — —0.

Observaciones:
»  Una funcion tendra, a lo sumo, dos asintotas horizontales, una en + 00 y otra en —o0

= Si f(x)= E g es un cociente de polinomios, la funcién tendrd la misma asintota
Ol(x
horizontal en +00 y en —o0. Sera necesario que Grado P(x)é Grado Q(x)
2 2
Ejemplo: Calcula las asintotas horizontales de: a) f (x) = 25—;1 b) g(x) = w
X" —2x xX—

4.3 Asintotas oblicuas
Si
lim [ f(x)—(mx+n)]=0
X—>+00
entonces la funcion f tiene una rama infinita cuando x — 400 y la recta y =mx +n es una
asintota oblicua en + oo.

Para calcularla: | m = lim M n= lim[f(x)-mx]

x>+ X X—>+0

e Posibles situaciones:

- //’//f(x)—(mx+n)>0 e

I Hay una asintota oblicua ]

Hay una asintota oblicua

Analogamente si x — —0.

Observaciones:

. P(x : o . . .
= Si f (x) = QE ; es un cociente de polinomios, la funcion tendra asintota oblicua si
X
Grado P(x)—Grado O(x)=1. La asintota oblicua seré el cociente obtenido al efectuar la
division de polinomios anterior.

» Una funcioén tendra, a lo sumo, dos asintotas oblicuas, una en + 00 y otra en — o0

= Si hay asintota horizontal = No hay asintota oblicua y viceversa.

2 A2
3x° —5x+7 b)g() 5x° Zx +3
x=2 -4

2
ax” +b
Ejemplo 2: Determina los valores de a, b € ‘R, sabiendo que la funcion f(x)=—— pasa
a—x

Ejemplo 1: Calcula las asintotas oblicuas de: a) f1 (x)z

por el punto (1,2) y que tiene una asintota oblicua cuya pendiente es 6.

Departamento de Matematicas 13 Bloque II: Andlisis de Funciones
Profesor: Ramon Lorente Navarro Unidad 8: Limites y Continuidad



IES Padre Poveda (Guadix) Pﬂd;:I:f:VHd- Matemadticas Aplicadas a las CCSS 1

5. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

5.1 Continuidad de una funcion en un punto
YA

Una funcién f es continua en a si lim f(x)= f(a).
xX—a
Esta definicion implica que se cumplan #res condiciones:

1) Existe f(a) (Es decir, a € Dom(f).)
2) Existe lim f(x) y es finito.

xX—a

3) lim f(x)= f(a) (Es decir, 1) y 2) coinciden).

Continua en a

Si no se cumple alguna de estas tres condiciones, diremos que la funcion es discontinua en a.

5.2 Continuidad de una funcion en un intervalo
f es continua en (a, b) si lo es en todo punto de ese intervalo.

f es continua en [a, b] si es continua en (a, b) y, ademas, es continua por la derecha en a y por
la izquierda en b.

Nota:
S es continua por la derecha en a si lim f (x)=f(a).

X—a

f es continua por la izquierda en b si lim f(x)= f(b).

x—b~
5.3 Tipos de discontinuidades

a) Discontinuidad inevitable de salto finito: Presenta un salto en ese punto.
Existen los limites laterales y son finitos, pero distintos.

Y13
e : Ejemplo: f(x)= {x S.l x<2 Dom(f)=R
) i 1 six>2
% 37(2)=2
] . 1 2 3 4 A IJ_@ f(x)

Discontinuidad inevitable de salto finito en x = 2.

b) Discontinuidad inevitable de salto infinito: Tiene ramas infinitas en ese punto.
Uno o los dos limites laterales son infinitos.

. Ejemplo: f(x)=
1 . X
3 4 5 6 E f(2)

4 lz'ng f(x)

Discontinuidad inevitable de salto infinito en x =2.

1
-2

Dom(f)=R\{2}

P e e

¢) Discontinuidad evitable:

En este caso existe lim f(x), pero no coincide con f(a) (tiene ese punto
X—a

“desplazado”), o bien no existe f (a) (Le “falta” ese punto).
Ejemplo: (Tiene ese punto “desplazado”)
Six#2

¥ 13 _]x
f(x)_{—l six=2

i En este caso:

1 : 3f(2)=~1 ytambién 3 lim flx)=2

Dom(f)=R
R

* Sin embargo, [im f(x) = f(2)
H x—2
- 1 2| 3 4 Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en
B ¢ x =2 y se evita redefiniendo f(2) = 2.
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Ejemplo: (Le “falta” ese punto)

2
-2
v 13 f@=2"22 " Dom(f)=R\{2}
x —
y Fijate que:
| A £(2) (La funcion no esta definidaen x=2)
1 : 3 lz'ng f(x) =2 ya que:
. x>
1 K 2
-2 -2
' ' ' ' lz'muzlimuzlim x=2
-1 1 2 3 4 -2 x—=2 -2 x=2 x—>2
-1 Esta funcion tiene una discontinuidad evitable en

x =2 vy se evita definiendo f(2)=2.

d) Discontinuidad esencial: Alguno de los limites laterales no existe.
¥ 114280 Ejemplo:

f(x)= Sen(lj Dom(f)=R\{0}
X

/ Observa que:
* A £(0) (La funcién no esta definidaen x =0)

\ 3 lim f(x) yaque: _ "

f tiene una discontinuidad esencial en x =0

Propiedad: Si f y g son funciones continuas en a, las siguientes funciones también son
continuas en a:

a)frg bf-g ok f keR d)flg sigla)#z0 e fog

Las funciones polinomicas, racionales, irracionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y
sus compuestas, son continuas en su dominio de definicion.

Ejemplo 1: Estudiar la continuidad de la funcion y clasificar sus posibles discontinuidades:

a)f(x)={xx+1 §t X<t b)g(x)={2_’“2 Srs2

-1 si x=20 2x—6  si x>2

Representarlas graficamente.

Ejemplo 2: Estudiar la continuidad de la funcion y clasificar sus posibles discontinuidades:
2x-1 si xe|-4-2]
fx)={1+3x si xe[-2]]
X’ si xe [1,4[

Representarla graficamente.

Ejemplo 3: Determina el valor de a en las siguientes funciones sabiendo que:

2x+a six<l1
a) f(X)={ ) b) f(x)={

ax

e si x<0

x“—ax+2 six>1 x+2a si x>0

es continua en x =1 es continua en x =0
2
x —
Ejemplo 4: La funcion f(x): ERE no esta definida en x =1.Indica si es posible definir
x +7x—
f(1)de modo que f sea continua en x=1.

¢ Qué tipo de discontinuidad presenta?
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