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UNIDAD 10  GEOMETRÍA MÉTRICA 
 

Si solo tenemos en cuenta las relaciones existentes entre los puntos del espacio y los 
vectores de 3V , la geometría restringirá su estudio a las posiciones relativas de puntos, rectas y 
planos. Dicha geometría es la que se conoce con el nombre de geometría afín. 
 

Ahora bien, si además consideramos el producto escalar en 3V , es posible definir 
distancias y ángulos. La parte de la geometría que estudia el espacio bajo este punto de vista es 
la que se denomina geometría métrica o euclídea. 

 
1. MEDIDA DE ÁNGULOS ENTRE RECTAS Y PLANOS 
 

1.1. ÁNGULO ENTRE DOS RECTAS 

         
 

• Si dos rectas son paralelas o coincidentes forman un ángulo de º0 . 
• Si dos rectas son secantes determinan cuatro ángulos iguales dos a dos. Se define el ángulo 

que forman las dos rectas como el menor de ellos. 
• Si dos rectas se cruzan, se define el ángulo que forman como el ángulo que determinan una 

de ellas y la paralela a la otra que la corta. 
 
El ángulo que forman dos rectas coincide con el ángulo que forman sus vectores directores ur  
y vr  si éste es agudo, o con su suplementario si es obtuso. 

 

Por tanto, si 
∧

= sr,α  y rv
r

 y svr  son los vectores directores de r  y s  respectivamente: 

                    ( )
sr

sr
sr vv

vv
vv rr

rr
rr

⋅
⋅

==
∧

,coscos α ←Permite obtener el ángulo que forman r  y s  

 
Es necesario tomar valor absoluto ya que αcos  coincide, salvo el signo, con el coseno del 
ángulo formado por sus vectores directores. 
 
Ejemplo: Calcula el ángulo que forman las rectas r y s. 
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Solución: 
Hallamos un vector director de r y otro de s. 
Un vector director de r es ( )1,2,5rvr . 

    Para hallar un vector director de s hacemos el producto vectorial. 

( )2,3,123
111
21121 −⇒−+=

−−
=×= ss vnnv kji
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rrrr rrr
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  Observa: “Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores”  
 
Por tanto: 

   
  Consecuencia: Rectas perpendiculares.  

Sean rv
r

 y svr vectores directores de las rectas r y s respectivamente. Entonces: 
 

0vvsr sr =⋅⇔⊥
rr

 
 
Ejemplo 1: Las rectas ( ) ( ) ( )4,2,30,0,0,,: λ+=zyxr  y ( ) ( ) ( )1,2,03,1,1,,: −+= μzyxs  son 

perpendiculares, puesto que sus vectores directores respectivos verifican:  
( ) ( ) 01,2,04,2,3 =−⋅=⋅ sr vv rr

 
 

Ejemplo 2: Determina la ecuación vectorial  de la recta s que pasa por el punto ( )2,0,1P  y 
corta perpendicularmente a la recta ( ) ( ) ( )1,2,30,1,2,,: λ+=zyxr . 
Solución: 
Solo existe una recta que pasa por P  y corta perpendicularmente a r. Llamemos s 
a esta recta y Q al punto común a r y s. 
Expresamos Q como punto genérico de la recta r: ( )λλλ ,21,32 ++Q  

El vector ( )2,21,31 −++ λλλPQ , que es un vector director de s es 
perpendicular a rvr  vector director de r, por tanto, su producto escalar es 0 : 

( ) ( ) 14
302429301,2,32,21,310 −=⇒=−++++⇒=⋅−++⇒=⋅ λλλλλλλrvPQ r

( )14
31

7
4

14
5 ,, −⇒ PQ . Tomamos )31,8,5(14 −= PQvs

r
 como vector director de s. 

  La recta  s  es ( ) ( ) ( )31,8,52,0,1,,: −+= μzyxs   
 

1.2. ÁNGULO ENTRE DOS PLANOS 
Solo tiene sentido considerar el caso de dos planos secantes, ya que si son paralelos o 
coincidentes forman un ángulo de º0 . 
 

     
 

El ángulo que forman dos planos secantes es el menor de los ángulos diedros que 
determinan. 

                             

Para obtener la medida de ese ángulo 
∧

= 21 π,πα  utilizamos los vectores normales 1n
r

 y 2n
r

 
de cada uno de los planos 1π  y 2π : 
 

               ( )
21

21
21,coscos

nn
nn

nn rr

rr
rr

⋅
⋅

==
∧

α ←Permite obtener el ángulo que forman 1π  y 2π  

 
De nuevo hay que tomar valor absoluto ya que αcos  coincide, salvo el signo, con el coseno 
del ángulo formado por los vectores normales a ambos planos. 

                 s 
   r 
         rvr          
           • Q     
           PQ  
   P• 
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Ejemplo: Dados los planos 0123:1 =++− zyxπ  y 0152:2 =−−+ zyxπ , determina el 
ángulo que forman. 
Solución: 
Escribimos un vector normal a 1π , ( )2,1,31 −nr , y otro a 2π , ( )5,1,22 −nr . 
Calculamos el ángulo que forman 1nr  y 2nr : 

                
( ) ( )

( ) ( )
3425º75244.0

3014
5521123

222222 512213
cos ′′′=⇒≈

−⋅+⋅−+⋅
=

−+++−+
= αα  

  Observa: “Dos planos son perpendiculares cuando sus vectores normales lo sean” 
   
  Por tanto:  
   
  Consecuencia: Planos perpendiculares 

Sean 1nr  y 2nr  vectores normales de los planos 1π  y 2π  respectivamente. 
Entonces: 

0nnππ 2121 =⋅⇔⊥
rr

 
 

Ejemplo 1: Los planos 0432:1 =−+− zyxπ  y 023:2 =−+ zyπ  son perpendiculares, 
puesto que sus vectores normales respectivos ( )1,3,21 −nr  y ( )3,1,02nr  verifican: 

( ) ( ) 03,1,01,3,221 =⋅−=⋅nn rr
21 ππ ⊥⇒  

 
Ejemplo 2: Dados los planos 02523:1 =−+− zyxπ  y ,07:2 =++ zykxπ  hallar el 

valor de k para que sean perpendiculares. 
Solución: 
Los vectores normales son ( )5,2,31 −nr  y ( )1,7,2 knr ; luego, para que sean 
ortogonales se debe cumplir ( ) ( ) ⇒=⋅−⇒=⋅ 01,7,5,2,3021 knn rr

 
305143 =⇒=+−⇒ kk  

 
Ejemplo 3: Averigua si 032:1 =+++ zyxπ  es perpendicular a 

( ) ( ) ( ) ( )1,1,20,1,10,5,3,,:2 μλπ ++=zyx . 
Solución: 
Los vectores normales a 1π  y 2π respectivamente son ( )1,1,21nr  y 

( )1,1,122

112
011 −−=×= ⇒−−= nvun kji
kji

rrrr rrr

rrr

. 

Como ( ) ( ) 121 01,1,11,1,2 π⇒=−−⋅=⋅nn rr
es perpendicular a .2π  

 
1.3. ÁNGULO ENTRE RECTA Y PLANO 

Una recta puede estar incluida en un plano, ser paralela a éste o secante. 
 
 

     
 
En los dos primeros casos recta y plano forman un ángulo de 0º.  
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←Permite obtener el ángulo     
      que forman r  y π  

El ángulo 
∧

= πr,α  entre una recta y un plano es el ángulo que forma la recta con su 
proyección ortogonal sobre el plano. 

 
 
Si observamos el dibujo: 

          ( ) ⇒
⋅
⋅

===
∧

nv
nv

nvsen
r

r
r rr

rr
rr ,coscosβα

nv
nv

sen
r

r
rr

rr

⋅
⋅

=α      

                                                                         
 

Ejemplo 1: Calcula el ángulo que forman la recta r y el plano π . 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+−=

+=

5
2

3
:

z
ky

kx
r         01543: =−+− zyxπ  

Solución: 
Un vector director de la recta es ( )0,1,1rvr  y un vector normal al plano ( )5,4,3 −nr . 

( )
( )

1244º51.0
502

1

543011

504131
222222

′′′=⇒==
+−+++

⋅+−⋅+⋅
= ααsen  

 
Ejemplo 2: Halla el ángulo formado por el plano 032: =−−+ zyxπ  y la recta 

1
1

1
2

2
1: +

=
−

=
− zyxr . 

Solución: 
Vector normal del plano ( )1,2,1 −nr . Vector director de la recta ( )1,1,2rvr . 

( )
( )

º305.0
66

3

112121

111221
222222

=⇒==
++−++

⋅−+⋅+⋅
= ααsen  

 
Observa: “Una recta y un plano son perpendiculares cuando el vector director de la recta sea 

paralelo al vector normal del plano” 
 
Por tanto:  

  
  Consecuencia: Recta y plano perpendiculares  

Sean ( )321r v,v,vvr  un vector director de una recta r  y ( )CB,A,n
r

 un 
vector normal de un plano π . Entonces: 
 

                   n//vπr r
rr

⇔⊥      Es decir: 
C
v

B
v

A
vπr 321 ==⇔⊥  

   

Ejemplo 1: La recta ( ) ( ) ( )5,3,13,0,2,,: −+−= λzyxr  y el plano 0253: =+−− zyxπ  
son perpendiculares, ya que el vector director ( )5,3,1−rvr  y el vector normal 

( )5,3,1 −−nr  verifican:  111
5

5
3

3
1
1

−=−=−⇒
−

=
−

=
−
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Ejemplo 2: Determina la ecuación continua de la recta que contiene al punto ( )0,4,1A  y es 
perpendicular al plano cuya ecuación es .035: =++− zyxπ  

                              Solución: 
                              Cualquier vector normal del plano será un vector director de la recta.  

                              Como ( )1,1,5 −nr , tomo ( )1,1,5 −rvr . Por tanto, 
11

4
5

1: zyxr =
−
−

=
−

. 

Ejemplo 3: Halla la ecuación del plano que contiene al punto ( )3,0,2A  y es perpendicular a 

la recta 
15

1
1

3: zyxr =
−

=
+

 

                              Solución: 
                              Cualquier vector director de la recta será un vector normal del plano.         
                              Como ( )1,5,1rvr , tomo ( )1,5,1nr . 
                              Así pues, el plano será 05: =+++ Dzyxπ .  

 Además ( ) ⇒∈π3,0,2A  503052 −=⇒=++⋅+ DD  
                              Por tanto, la ecuación del plano es 055: =−++ zyxπ . 

 

2.  DISTANCIA ENTRE PUNTOS, RECTAS Y PLANOS 
 

2.1. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS 
Dados ( )321 a,a,aA  y ( )321 b,b,bB  dos puntos del espacio se define la distancia entre A y 

B como el módulo del vector AB : 
 

                                 ( ) ( ) ( ) ( )233
2

22
2

11 abababAB −+−+−==BA,d  
 

Verifica las siguientes propiedades: 
• ( ) 0, ≥BAd  y ( ) BABAd =⇔= 0,  
• ( ) ( )ABdBAd ,, =  
• ( ) ( ) ( )BCdCAdBAd ,,, +≤  (Desigualdad triangular) 

 

Ejemplo 1: Calcula la distancia entre los puntos ( )0,2,0A  y ( )1,2,7 −C . A continuación, 
determina el perímetro P de un cuadrado cuyos vértices consecutivos son 
( ) ( ) ( )1,2,7,4,2,3,0,2,0 −− CBA  y ( )3,2,4D . 

Solución: 

( ) ( ) ( ) ( ) .2550012207, 222 uACCAd ==−−+−+−==  

Hallamos la distancia entre dos vértices consecutivos, por ejemplo ( )0,2,0A  y 
( )4,2,3 −B , y la multiplicamos por cuatro, ya que es un cuadrado: 

( ) ( ) ( ) ( ) .20545042203, 222 uPuABBAd =⋅=⇒=−−+−+−==

Fíjate: Para visualizar el verdadero cuadrado tendríamos que representarlo en 
tres dimensiones. 
 

Ejemplo 2: Calcula el perímetro del triángulo de vértices ( )0,1,3A , ( )3,2,1 −B  y ( )5,0,1C . 
Solución: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) uBCCBd

uACCAd

uABBAd

17268352011,

30051031,

14031231,

222

222

222

==−−+−+−==

=−+−+−==

=−−+−+−==

 

Por tanto, .47.171723014 uP ≈++=  
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Ejemplo 3: La distancia del punto ( )3,2,1P  a otro A del eje OX es 7. Hallar las 
coordenadas del punto A. 

Solución: 
( )0,0,xA  por pertenecer al eje de abscisas.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒=−⇒=+−⇒=−+−+−= 36149131730201, 22222 xxxAPd
5761 −==⇒±=−⇒ xóxx   

Los puntos posibles son: ( )0,0,71A  y ( ).0,0,52 −A  
 

2.2. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA 
Dada una recta ( )rvA,r

r
 y un punto P, se define la distancia de P a r, y se escribe ( )rP,d , 

como la mínima distancia de P a un punto cualquiera de r.  
 

( ) ( )PP,drP,d ′=     
   

A P′  se le llama proyección ortogonal de P sobre la recta r. 
 

Observa: Esta distancia coincide con la longitud del segmento 
                 perpendicular del punto a la recta. 
 

Si el punto P pertenece a la recta ( ) 0, =rPd  y recíprocamente. 
 

PRIMER MÉTODO: A partir  de la proyección ortogonal de un punto sobre una recta 
 1º) Se halla el plano π  perpendicular a r y que contiene a P. 
 2º) Se obtiene P′  como intersección de π  y r. 
 3º) Se halla ( )., PPd ′  
Fíjate: Este método nos permite obtener P′  y la recta perpendicular a r que contiene a P. 
 

Ejemplo: Calcula la distancia del punto ( )6,1,5 −P  a la recta 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
−=

λ
λ

λ

5

21
:

z
y
x

r . 

Obtén, además, la ecuación de la recta perpendicular a r que contiene a P. 
Solución: 
1º) Plano π  perpendicular a  r  y que contiene a P. 

Por ser r⊥π , su vector director ( )1,1,2 −−rvr  es un vector normal de π . 
Tomando ( )⇒−−= 1,1,2rvn rr

   02: =++−− Dzyxπ . 
          Como π  ha de contener al punto P, se tiene: ( ) 306152 =⇒=++−−⋅− DD  

La ecuación de π  es:  
             032: =++−− zyxπ . 

2º) Obtención de .π∩=′ rP  
 Como ( )λλλ +−−′⇒∈′ 5,,21PrP  punto genérico de .r  
 Pero ( ) ( ) ( ) ⇒=+++−−−−⇒∈′ 035212 λλλπP  
             103542 −=⇒=+++++− λλλλ  
 Por tanto: ( )4,1,3P′  

               

3º) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) .3212641153,, 222 uPPPPdrPd ==−+−−+−=′=′=  
 

Obtención de la recta s perpendicular a r que contiene a P: 
Un vector director de la recta s es ( )2,2,2 −−′= PPvs

r
. Por tanto: 

( ) ( ) ( ) ℜ∈−−+−= λλ 2,2,26,1,5,,: zyxs  

Otra forma de obtener .π∩=′ rP  

⇒
−

=
−

=
−
−

1
5

12
1: zyxr  

⎩
⎨
⎧

=−+
=−−

⇒
0112

012
:

zx
yx

r  

Sistema formado por r  y .π  

( )4,1,3
032

0112
012

P
zyx

zx
yx

′⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++−−
=−+
=−−  
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SEGUNDO MÉTODO: Utilizando el producto vectorial (Más fácil y rápido) 
 
                                             Sabemos que: 

  ⇒
×

=⇒×=⋅⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⋅=

×=

r

r

rr

rramoParale

rramoParale

v

vAP
hvAPhv

hvA

vAPA
r

r
rr

r

r

log

log
 

             ⇒ ( )
r

r

v

vAP
rP,d r

r
×

= ←Distancia de un punto P a una recta  r 

 
Inconvenientes: No se obtiene la proyección ortogonal de P sobre r ( )P ′  ni la recta 

perpendicular a r que contiene a P. 
 
Ejemplo 1: Calcula la distancia entre el punto ( )1,4,2P  y la recta 

( ) ( ) ( )1,2,11,3,2,,: λ+−=zyxr . 
Solución: 
( )1,3,2 −A  es un punto de la recta r y ( )1,2,1rvr  un vector director. 

( )2,1,0AP ; ( )1,2,323
121
210 −−×⇒−+−==× rr vAPkji
kji

vAP rrrr

rrr

r
 

( ) u
v

vAP
rPd

r

r

3
21

6
14

141
149, ==

++
++

=
×

= r

r

 

Ejemplo 2: Calcular la distancia del punto ( )1,3,1 −P  a la recta 
⎩
⎨
⎧

=−+
=−

0
0

:
zyx

yx
r  

Solución: 
Un punto de la recta es ( )0,0,0A  y un vector director 21 nnvr ×=

rr
 siendo 1nr  y 

2nr los vectores normales de los planos que definen la recta r. 
 

( )2,1,12
111
01121 rr vkji
kji

nnv rrrr

rrr

rrr
⇒++=

−
−=×=  

 

( )1,3,1 −AP ; ( )2,3,7237
211
131 −−×⇒−−=−=× rr vAPkji
kji

vAP rrrr

rrr

r
 

 

  ( ) u
v

vAP
rPd

r

r

3
93

6
62

411
4949, ==

++
++

=
×

= r

r

 

 

Ejercicio: Sea el triángulo determinado por los puntos ( )1,4,1 −A , ( )1,0,0B  y ( )1,3,1C . 
Halla la distancia del punto B a la recta determinada por A y C. 
A continuación, calcula el perímetro y el área de este triángulo. 
Solución: 
( ) urBd 5

205
5

41, ==       uP 10521 ++=      .2
2

41 uA =  

Otra forma: 
Tomo: 

⎩
⎨
⎧

=

=
⇒=

λ

λ
λ

2z
x

y  

.
2

: ℜ∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

λ
λ
λ
λ

z
y
x

r

Por tanto: 
( )
( )2,1,1

0,0,0

rv
A
r  
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TERCER MÉTODO: Otra forma de obtener P´ 
Si retomamos el ejemplo del primer método: 

( )λλλ +−−′ 5,,21P   es un punto genérico de la recta r. 

).1,1,24( λλλ −+−+′⇒ PP  
 El vector que nos interesa es perpendicular a la recta r:  

0=′⋅⇒′⊥ PPvPPv rr
rr

 
 Por tanto:                                                    
   ( ) 0)1,1,24(1,1,2 =−+−+⋅−− λλλ         
    ( ) ( ) ( ) 0111242 =−++−−+−⇒ λλλ .1−=⇒ λ       

    )2,2,2( −′⇒ PP  y ( )4,1,3P′      

                                                         ( ) ( ) ( ) .3212222,, 222 uPPPPdrPd ==+−+=′=′=⇒               

 
2.3. DISTANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO 

La distancia de un punto P  a un plano π , es la mínima distancia entre P  y un punto 
cualquiera del plano π . Se escribe ( ).πP,d  
 

( ) ( )PP,dπP,d ′=  
 

A P′  se le llama proyección ortogonal de P  sobre el plano π . 
 
Si el punto P  pertenece al plano ( ) 0, =πPd  y recíprocamente. 
 
PRIMER MÉTODO: A partir  de la proyección ortogonal de un punto sobre un plano 

1º) Se halla la recta r perpendicular a π  que contiene a P. 
2º) Se calcula P′  como intersección de r y .π  
3º) Se calcula ( )., PPd ′  
 

Fíjate: Este método nos permite obtener P′  y la recta perpendicular a π que contiene a P. 
 
Ejemplo: Calcula la distancia del punto ( )3,0,2−P  al plano 03424: =+−+ zyxπ . 

Obtén para ello la proyección ortogonal del punto P sobre el plano .π  
 Solución: 

1º) Recta r perpendicular a π  que contiene a P. 
Por ser π⊥r , el vector normal de π  será el vector director de r o uno 
proporcional. 

           ( ) ( )2,1,24,2,4 −⇒−= rvn rr

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
=

+−=
⇒

λ
λ

λ

23

22
:

z
y
x

r  

 

2º) Obtención de .π∩=′ rP  
 Como ( )λλλ 23,,22 −+−′⇒∈′ PrP  punto genérico de .r  
 Pero ( ) ( ) ⇒=+−−++−⇒∈′ 032342224 λλλπP  
             18

1703812288 =⇒=++−++− λλλλ  

 Por tanto: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′

9
10,

18
17,

9
1P  

 

3º) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) .
6

17
18
51302,, 2

9
102

18
172

9
1 uPPPPdPd ==−+−+−−−=′=′=π  

 

Otra forma de obtener .π∩=′ rP  

⇒
−
−

==
+

4
3

24
2: zyxr  

⎩
⎨
⎧

=−+
=+−

⇒
01

022
zx

yx  

Sistema formado por r  y .π  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−′⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−+
=−+
=+−

9
10,

18
17,

9
1

03424
01

022
P

zyx
zx

yx  
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( ) .0, =⇒ srd

SEGUNDO MÉTODO: Más fácil y rápido 
Basta aplicar la fórmula: 

                    ( )
44 344 21

rn

222

321

CBA

DCpBpAp
πP,d

++

+++
= ←  Distancia de un punto P a un planoπ  

 
                    siendo ( )321 ,, pppP  y 0: =+++ DCzByAxπ . 
 
Inconvenientes: No se obtiene la proyección ortogonal de P sobre π  ( )P ′  ni la recta 

perpendicular a r que contiene a P. 
 
Ejemplo 1: Calcula la distancia del punto ( )3,0,2−P  al plano 03424: =+−+ zyxπ . 

         Solución: ( ) ( )
( )

.
6

17

424

3340224
,

222222

321 u
CBA

DCpBpAp
Pd =

−++

+⋅−⋅+−⋅
=

++

+++
=π  

 
Ejemplo 2: Calcular la distancia del punto ( )0,5,1P  al plano  

( ) ( ) ( ) ( )2,1,52,3,12,0,3,,: −++= μλπ zyx . 
Solución: 

026764:0
222
13
513

=−+−⇒=
−−

−
zyx

z
y

x
π  

 

( )
( )

.17.5
101

10152
101
52

764

26075614
,

222222

321 u
CBA

DCpBpAp
Pd ≈==

+−+

−⋅+⋅−⋅
=

++

+++
=π

 
2.4. DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS 

La distancia entre dos rectas r y s es la mínima distancia entre un punto cualquiera de r y un 
punto cualquiera de s. Se escribe ( )sr,d . 
 
Caso 1º: Rectas coincidentes o secantes 
En este caso es claro que ( ) 0sr,d = . 

 
 

Ejemplo: Calcula la distancia entre la recta ( ) ( ) ( )1,1,23,1,2,,: −+= λzyxr  y la recta 
( ) ( ) ( )2,3,14,1,1,,: −+−−= μzyxs . 

Solución: 
En primer lugar determinamos su posición relativa 

 

( )
( ) ⇒

−
≠

−
≠⇒

⎭
⎬
⎫

−
−

2
1

3
1

1
2

2,3,1
1,1,2

s

r

v
v
r

r

r  y s se cortan o se cruzan. 

 

Sean ( ) rA ∈3,1,2  y ( ) sB ∈−− 4,1,1  ( )1,2,3 −−⇒ AB  
 

( ) ( ) ⇒=⇒=
−

−−
−

= 2,,0
121
231
312

,,det ABvvrangABvv srsr
rrrr

 r y s se cortan⇒
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Distancia entre dos 
rectas que se cruzan 

Caso 3: Otra forma  
Dadas r y s que se cruzan: 

1. Se calcula el plano 
π  paralelo a r  
que contiene a .s  

2. Se calcula ( )π,rd . 

3. ( ) ( )π,rd=sr,d  
Nota: Para aplicar este 
método es necesario el 
apartado 2.6. Distancia    
entre recta y plano. 

 

Caso 2º: Rectas paralelas 
Si r//s, tomamos un punto de una de ellas y calculamos su  
distancia a la otra (distancia de un punto a una recta). 
 
Ejemplo: Hallar la distancia entre las rectas r y s, siendo:    

                            
1
1

21
1:

−
−

==
− zyxr        .

1
1

2
1

1
1:

−
−

=
−

=
− zyxs  

Solución: 
En primer lugar determinamos su posición relativa: 

( )
( ) ⇒

−
−

==⇒
⎭
⎬
⎫

−
−

1
1

2
2

1
1

1,2,1
1,2,1

s

r

v
v
r

r

 r y s son paralelas o coincidentes. 

Sea ( ) rA ∈1,0,1 . Veamos si A verifica la ecuación de s. 

⇒∉⇒
−
−

≠
−

≠
− sA

1
11

2
10

1
11

 r y s son paralelas. 

Calculamos la distancia del punto B  a la recta r. Sea ( ) sB ∈1,1,1    ( )0,1,0AB    

( )1,0,10
121
010 −−×⇒−+−=

−
=× rr vABkji

kji
vAB rrrr

rrr

r
 

( ) ( ) u
v

vAB
rBdsrd

r

r

3
3

6
2

141
101,, ==

++
++

=
×

== r

r

 

 

Caso 3º: Rectas que se cruzan 
 Sabemos que: 

[ ]

( )
( ) ⇒

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⋅×=×=

=

srdvvAlturaAV

vvABV

sr
srd

basepedoParalelepí

srpedoParalelepí

,

,,

,

rr
321

rr

 

( ) [ ] ⇒=⋅×⇒ srsr vvABsrdvv rrrr ,,,  

                                     ⇒ ( )
[ ]

sr

sr

vv

v,v,AB
sr,d rr

rr

×
= ←  

 

Ejemplo: Calcula la distancia entre las rectas r y s: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
+=

λ

λ

28
1

5
:

z
y
x

r       
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
+=

μ
μ
μ

45
3

34
:

z
y
x

s  

Solución: 
En primer lugar determinamos su posición relativa: 
( )
( ) ⇒≠

−
≠⇒

⎭
⎬
⎫

− 4
2

1
0

3
1

4,1,3
2,0,1

s

r

v
v
r

r

r y s se cortan o se cruzan. 

Sean ( ) rA ∈− 8,1,5  y ( ) ⇒∈ sB 5,3,4  ( )3,4,1 −−AB  
 

( ) ( ) ⇒=⇒≠=
−

−
−

= 3,,09
423
104
311

,,det srsr vvABrangvvAB rrrr
 r y s se cruzan. 
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Calculamos la distancia entre las rectas: 

[ ] 9
413
201
341

,, =
−

−−
=sr vvAB rr

;   

 

( )1,2,222
413
201 −×⇒−+=

−
=× srsr vvkji

kji
vv rrrrr

rrr

rr
 

( ) [ ] u
vv

vvABsrd
sr

sr 3
144

9,,, =
++

=
×

= rr

rr

 

 

2.5. DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS 
Si los planos son coincidentes o secantes, su distancia es cero, ( ) 0, =′ππd . 

 
Si los planos son paralelos, su distancia se calcula tomando un punto de uno de los planos y 
hallando su distancia al otro plano: 
 

( ) ( ) πPcon,πP,dππ,d ∈′=′  
 

utilizando cualquiera de los dos métodos que se han estudiado. 
 
Ejemplo: Halla la distancia entre los planos 03442: =++− zyxπ  y 0122: =−+−′ zyxπ . 

Solución: 

Como ⇒
−

≠=
−
−

=
1

3
2
4

2
4

1
2

Los planos π  y π ′  son paralelos. 

Tomamos un punto del plano π . Si 2
30,0 −=⇒== xzy .  

Por tanto, ( ) π∈− 0,0,2
3P  

( ) ( ) uPdd
6
5

441
10202

,, 2
3

=
++

−⋅+⋅−−
=′=′ πππ  

 
Nota: No obstante, existe otro sencillo método de calcular la distancia entre dos planos 

paralelos siempre que sus coeficientes A, B y C COINCIDAN. En caso contrario 
debemos igualarlos previamente: 

 

                                          ( )
222 CBA

DD
ππ,d

++

′−
=′     o bien  ( )

n
DD

ππ,d r
′−

=′  

 

Ejemplo: Halla la distancia entre los planos 0463: =−−+ zyxπ  y 

0163: =+−+′ zyxπ . 

 Solución: ( )
( )

ud
4
5

631

14
,

222
=

++

−−
=′ππ  

(Es el “mismo” determinante de antes pero  
  con los vectores puestos por filas) 
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2.6. DISTANCIA ENTRE RECTA Y PLANO 
Si la recta está incluida en el plano o si la recta y el plano son secantes, su distancia es cero, 
( ) 0, =πrd . 

        
 

Si la recta y el plano son paralelos, su distancia se calcula tomando un punto cualquiera de 
la recta y hallando su distancia al plano. 
 

( ) ( ) rPcon,πP,dπr,d ∈=  
 

Ejemplo 1: Calcula la distancia de la recta 
1
2

2
1

5
3:

−
+

=
−

=
− zyxr  al plano .063: =+−− zyxπ  

Solución: 
Estudiamos la posición relativa de r  y  .π  Sean ( )1,2,5 −rvr  y ( )1,3,1 −−nr .  

                 ?¿ nvr
rr

⊥  ( ) ( ) π//01651,3,11,2,5 rnvnv rr ⇒⊥⇒=+−=−−⋅−=⋅
rrrr

 o bien .π⊂r  
El punto ( ) ⇒∈− rP 2,1,3 ( ) π∉⇒≠=+−−⋅− P0862133  π//r⇒ . 

( ) ( ) ( )
uPdrd 41.2

11
118

11
8

191
62133

,, ≈==
++

+−−⋅−
== ππ   y  .//πr   

Fíjate: Si  r  hubiese estado contenida en el plano π  entonces ( ) .0, =πrd  
 

Ejemplo 2: Halla la distancia entre la recta ( ) ( ) ( )3,4,10,1,2,,: −+= λzyxr  y el plano 
.012: =−++ zyxπ  

Solución: 
Sean ( )3,4,1 −rvr  y ( )2,1,1nr . 
Por tanto, ( ) ( ) ⇒⊥/⇒≠−=−+=⋅−=⋅ nvnv rr

rrrr 016412,1,13,4,1 La recta y 
el plano se cortan en un punto, por tanto, ( ) 0, =πrd . 
 

Ejemplo 3: Halla la distancia entre la recta 
⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

03
02

:
zx
yx

r  y el plano .032: =+−+ zyxπ  

Solución: 

Tomo ⇒= λx
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+−=

=

λ
λ

λ

3
2:

z
y
x

r . Por tanto
( )
( )⎩

⎨
⎧ −−

⇒
1,1,1

3,2,0

rv
P
r  

?¿ nvr
rr

⊥  ( ) ( ) π//02112,1,11,1,1 rnvnv rr ⇒⊥⇒=−+=−⋅=⋅
rrrr

 o bien .π⊂r  
El punto ( ) ⇒∈−− rP 3,2,0 ( ) π∉⇒≠=+−⋅−− P0733220  π//r⇒ . 

( ) ( ) ( )
uPdrd 86.2

6
67

6
7

411
33220

,, ≈==
++

+−⋅−−
== ππ  

 
 
 
 
 
 
 

Otra forma. Posición relativa: Sistema formado por las ecuaciones de r  y :π  

⇒
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−=−+
=−
=−

32
3
2

zyx
zx
yx    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

211
101
011

M
     

( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

3
3
2

211
101
011

bM
  ( )

( ) paralelos.son  y    
3

2
πr

bMrang
Mrang

⇒
⎭
⎬
⎫

=

=  

Se calcula un punto de la recta. Tomo ( ).3,2,03;20 −−⇒−=−=⇒= Pzyx  

( ) ( ) ( )
uPdrd 86.2

6
67

6
7

411
33220

,, ≈==
++

+−⋅−−
== ππ  
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Otra forma:  
Calcular el plano π  
que pasa por el punto 
medio de ,AB  y que 
tiene como vector 

normal .ABn =
r  

Ejercicio: El mismo 
por este método 

       

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

=
⇒=

ba

ba
ba bien o     

3. PLANO MEDIADOR Y PLANO BISECTOR 
3.1. PLANO MEDIADOR 

Se llama plano mediador de un segmento, al plano perpendicular a 
éste en su punto medio. Es el lugar geométrico de los puntos del 
espacio que equidistan de los extremos del segmento:  

 
 

 
Ejemplo: Determina el plano mediador del segmento AB cuyos extremos son los puntos 

( )0,1,3−A  y ( )3,0,2B . 
Solución: Sea ( )zyxP ,,  un punto cualquiera del plano mediador π ( ) ( )PBdPAd ,, =⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒−+−+−=−+−++⇒=⇒ 222222 302013 zyxzyxBPAP

            ⇒+−+++−=++−+++⇒ 96441296 222222 zzyxxzyyxx  
                       036210: =−+−⇒ zyxπ . 
 

3.2. PLANO BISECTOR. 
 
Se llama plano bisector de dos planos 1π  y 2π  al lugar geométrico 
de los puntos del espacio que equidistan de ambos planos: 

 
( ) ( )21 πP,dπP,d =  

 
Fíjate: En realidad existen dos planos bisectores que dividen a  

los distintos ángulos diedros en dos partes iguales.  
 

Ejemplo: Considera los planos 0322:1 =+−+ zyxπ  y 0543:2 =−− yxπ , y determina 
la ecuación de sus planos bisectores. 
Solución: 

( ) ( )
( ) ( )

⇒
+−+

−−
=

−++

+−+
⇒=

22222221
043

543

122

322
,,

yxzyx
PdPd ππ  

54333225
5

543
3

322
−−⋅=+−+⋅⇒

−−
=

+−+
⇒ yxzyx

yxzyx
 

De aquí obtenemos dos planos: 

( )
⎩
⎨
⎧

=−−′
=+−+

⇒−−±=+−+
05219:

030522:
151291551010

zyx
zyx

yxzyx
π
π

 

4. PERPENDICULAR COMÚN 
Se llama perpendicular común de dos rectas que se cruzan a otra recta secante a éstas y 
perpendicular a ambas. 
Fíjate: Hay infinitas rectas perpendiculares a dos rectas que se  
            cruzan pero sólo una recta t que las corta. 
Procedimiento para obtener la perpendicular común t : 
adas dos rectas que se cruzan ( )rvA,r r

 y ( )svB,s r
. 

1º) Calculamos sr vvw rrr
×=  vector ortogonal a rvr y .svr  

2º) Hallamos los planos ( )
43421
rr

racontiene

r wvA ,,π  y ( )
43421
rr

sacontiene

s wvB ,,π ′ . 

3º) La perpendicular común viene dada por la intersección de π  y .π ′  
 

Por tanto, expresamos ésta con sus ecuaciones implícitas, a partir de las ecuaciones de π  y .π ′  
 

Fíjate: sr vvw rrr
×=  es un vector director de la perpendicular común t. 

 

( ) ( )PB,dPA,d =



 
 
IES Padre Poveda (Guadix)                                                                                                           Matemáticas II 

Departamento de Matemáticas                                 14                              Bloque III: Geometría en el Espacio  
Profesor: Ramón Lorente Navarro                                                                      Unidad 10: Geometría Métrica 
 
 

Ejemplo 1: Halla la perpendicular común a las rectas ( ) ( ) ( )1,2,11,3,2,,: −+= λzyxr  y 
( ) ( ) ( )5,2,131,1,2,,: −−+= μzyxs . 

Solución: 
1º) Calculamos wr  vector ortogonal a rvr y  .svr  

                 ( )24,8,82488
5213
121 srsr vvkji
kji

vv rrrrr

rrr

rr
×⇒++=

−−
−=×  

      En lugar de este vector, tomamos ( )3,1,1wr  proporcional a sr vv rr
× . 

2º) Calculamos ( )
43421
rr

racontiene

r wvA ,,π  y ( )
43421
rr

sacontiene

s wvB ,,π ′ . 

y s r a común larPerpendicu

zyx
zyx

t

zyx
z
y
x

zyx
z
y
x

↑
⎩
⎨
⎧

=++−
=−−−

⇒

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=++−′⇒=
−

−−
−−

′

=−−−⇒=
−−

−
−

014
0147

:

014:0
351
121
1132

:

0147:0
311
123
112

:

ππ

ππ

 

Otra forma: El siguiente ejemplo nos muestra una variante del anterior, que va a permitir 
abordar el problema del cálculo de la perpendicular común desde otro punto de 
vista: 

Ejemplo 2: Sabiendo que las rectas  zyxr ==:    y   
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

μ
μ
μ

z
y
x

s 3
1

:     se cruzan, halla los 

puntos P  y Q , de r  y s  respectivamente, que están a mínima distancia. 
Solución: 

Como 
( )
( )⎩

⎨
⎧

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒==
1,1,1
0,0,0

::
rv

A

z
y
x

rzyxr r

λ
λ
λ

;    
( )
( )⎩

⎨
⎧

−
⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
+=
+=

1,1,1
0,3,1

3
1

:
rv

B

z
y
x

s r

μ
μ
μ

 

Punto genérico de :r ( )λλλ ,,P  
Punto genérico de :s ( )μμμ −++ ,3,1Q  
 
Sea t  la perpendicular común a r  y .s  P  y Q están situados en t , es decir, 

trP ∩=    y   tsQ ∩= .  

Por tanto un vector director de ,t  ( ),,3,1 λμλμλμ −−−+−+PQ  verifica: 

( ) ( )
( ) ( ) ⎭

⎬
⎫

=−⋅−−−+−+
=⋅−−−+−+

⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=⋅⇒⊥

=⋅⇒⊥
01,1,1,3,1
01,1,1,3,1

0

0
λμλμλμ
λμλμλμ

ss

rr

vPQvPQ

vPQvPQ
rr

rr

 

⇒
⎭
⎬
⎫

=++−++−+
=−−−++−+

⇒
031
031

λμλμλμ
λμλμλμ

⇒
⎭
⎬
⎫

−=+−
−=+−

43
43

μλ
μλ

.1;1 −== μλ  
 

Con lo que los puntos buscados son ( ) ( ).1,2,0;,1,1,1 QP  Además ( ).0,1,1−PQ  
La perpendicular común t, a r y s, viene dada por ( ) ( ) ( ).0,1,11,1,1,,: −+= αzyxt  

Fíjate: ( ) ( )QPdsrd ,, = , por tanto este método permite calcular fácilmente la  distancia 

entre dos rectas que se cruzan: ( ) ( ) ( ) .2011,, 222 uPQQPdsrd =++−===  

       P 
                                s 
 
 
 
        Q                        r 

 

 3º) Perpendicular común t:  
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5. SIMÉTRICO DE UN PUNTO RESPECTO A UN PLANO 
Ejemplo: Halla el punto simétrico de ( )1,0,1P  respecto del plano .1: =+− zyxπ  

1º) Se halla la recta r que pasa por P y es perpendicular a .π  

                Tomo ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
−=
+=

⇒−=
λ

λ
λ

1

1
:1,1,1

z
y
x

rnvr
rr

 

2º) Se obtiene el punto de corte M de π  y r. 
( )λλλ +−+⇒∈ 1,,1MrM  punto genérico de r. 

                ( ) ( )3
2

3
1

3
2

3
1 ,,13111 MM ⇒−=⇒−=⇒=++−−+⇒∈ λλλλλπ  

3º) ( )zyxP ,,′  es el simétrico de P respecto a M (M es el punto medio 

de PP ′ ). 

                ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

3
1,

3
2,

3
1

3
2,

3
1,

3
2

2
1,

2
,

2
1 Pzyx

 

 
6. SIMÉTRICO DE UN PUNTO RESPECTO A UNA RECTA 

Ejemplo: Determina el punto simétrico de ( )7,1,3 −−P  respecto de la recta  

  .
2

1
2

3
1

1: +
=

−
=

+ zyxr  

1º) Se halla el plano π  que contiene a P  y es perpendicular a r. 
             Tomo ( ) 15014230222,2,1 =⇒=+−+−⇒=+++⇒= DDDzyxvn r

rr
 

 Por tanto, 01522: =+++ zyxπ . 
2º) Se obtiene el punto de corte M  de r y .π  

( )
rrectaladegenéricoPunto

MrM
z
y
x

r λλλ
λ
λ
λ

21,23,1 .
21
23

1
: Como +−++−⇒∈
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
+=
+−=

( ) ( ) ⇒=++−++++−⇒∈ 0152122321 λλλπM  
            01542461 =++−+++−⇒ λλλ ( )5,1,320189 −−−⇒−=⇒=+⇒ Mλλ  

3º) El punto ( )zyxP ,,′  es el simétrico de  P  respecto a M. 

                        ( ) ( )3,3,35,1,3
2

7,
2

1,
2

3
−−−′⇒−−−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+− Pzyx

 

 
7. RECTA QUE SE APOYA SOBRE OTRAS DOS 

7.1. RECTA QUE SE APOYA EN OTRAS DOS Y QUE PASA POR UN PUNTO 
Para determinar la ecuación de la recta s que se apoya en otras dos r  y s  que pasa por un 
punto P: 

1º) Se obtiene el plano 1π  que contiene a r  y  a .P  
2º) Se obtiene el plano 2π  que contiene a s  y  a .P  
3º) La recta buscada t viene dada por la intersección de 1π  y .2π  

 
7.2. RECTA QUE SE APOYA EN OTRAS DOS Y QUE ES PARALELA A UNA DADA 

Para determinar la ecuación de la recta s que se apoya en otras dos r1 y r2  y que es paralela a 
otra recta t ( tvr es un vector director de la recta t): 

1º) Se obtiene el plano 1π  que contiene a 1r  y  a tvr (paralelo a t). 
2º) Se obtiene el plano 2π  que contiene a 2r  y  a tvr (paralelo a t). 
3º) La recta buscada s viene dada por la intersección de 1π  y .2π  
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Ejemplo: Determina la ecuación de la recta que pasa por ( )2,1,1 −P  y  se apoya en:  

3
1

12
1: +

==
−
− zyxr               

3
2

1
2

2
: −

=
−
−

=
zyxs  

Solución: 

                       
( )
( )⎩

⎨
⎧

−
−

3,1,2
1,0,1

:
rv

A
r r                  

( )
( )⎩

⎨
⎧

− 3,1,2
2,2,0

:
sv

B
s v             

1º) Plano 1π  que contiene a 1r   y  a .P  

  ( ) 0233:0
331
11
021

:3,1,0 11 =−++⇒=
+

−
−−

⇒− zyx
z

y
x

AP ππ  

2º) Plano 2π  que contiene a 2r  y  a .P  

   ( ) 04539:0
032
312
12

:0,3,1 22 =+−+⇒=
−

−−−⇒− zyx
z
y

x
BP ππ  

3º) Ecuación de la recta buscada: 

                        
⎩
⎨
⎧

=+−+
=−++

04539
0233

:
zyx

zyx
t  

 
 
 
  


