DERIVADAS.
TECNICAS DE DERIVACION
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Tangentes a una curva

/
,/

N,
n \\

/'

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
S3)=0; pO) = 25 pah =1

H Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.
La derivada también es positiva en x = —4, x = -2, x=0...

B Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x =5...

B Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x €[a, b], entonces

fl(x) > 0”'

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces f'(x) > 0.
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Funcion derivada

m Continua escribiendo las razo-

~

nes por las cuales g(x) es

una funcién cuyo comporta-

miento responde al de la deri-

vada de f(x).

\\\

e En el intervalo (a, b), f(x) es

decreciente. Por tanto, su deri-

vada es negativa. Es lo que le {

pasaa g en (a, b).

e La derivada de f en b es O

f'(b)=0. Y también es g(b) =0. N

e En general:

]

g = f'(x) = 0 donde f(x)

tiene tangente horizontal.

g(x) = f'(x) >0 donde f(x) es creciente.
g(x) = f'(x) <0 donde f(x) es decreciente.

B Las tres graficas de abajo, A, ©)

B, y C, son las funciones de-

rivadas de las graficas de

arriba, 1, 2, y 3, pero en otro

orden. Responde razonada-

mente cual es la de cada

cual.
DB 2 \
2)A \
3cC
La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal,
es positiva donde la funcién es
creciente, y es negativa donde 3
la funcién decrece.
/ N\
/ \

——

”
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1-x 1-x

a)f(x)=1+x b) f(x)=\N711 &

_ 1-x 1-igx
DS ) =37 d)f(x)_1+tgx

1-1
e) f(x) = \’1+t§§ £) f(x)=In Ve8>
g) f(x) =V3x*1 h) f(x) = log(sen x - cos x)*
i) f(x) = sen? x + cos® x + x ) f(x)=senVx+1-cosVx—1
K) f(x) = arc sen\x D f(x) = sen(3x5—2Vx +V2x)
m) f(x) =Vsen x + x* + 1 n) f(x) = cos? Vx+ (G -x)?
) , -1 d+-0-x-1_ 1-x-1+x _ 2
d) f(-x) (1 + x)Z (1 + X)Z (1 + x)z
b) Utilizamos el resultado obtenido en a):
1

1 —2
"(x) = : =
S 5 ll—x A+ NI -1 +x3
1+x

¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):

F(x) = 1 2 _ =21 + x) _ -2
. 1-x d+x0? A-00+x0? 1-x°
1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x) —In +x). Derivamos:

S | 1 _—l-x-1+x_ =2
x— p— = =
S 1-x 1+x 1 — x2 1 — x?

d) [0 = -1+ tgz 01 +1gx)— (A —tgx) - (1+ tgz x) _
(1 + tg x)?

_ A+l —gx—1+1gaxl _ —2( + g% x)
(1 + 1g x)? 1+ 1g x)?

De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):

S = —=2 “Dltg x] = =2 .+ 12 x) = -2(1 + 1g* %)
(1 + g x)? (1 +1gx? (1 + 1g x)2
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e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):

1 =20 +1gt X _ —(1 +1g%> x)

5 ,l—tgx (1 + 1gx° V1 - 1g 01 + 1g 23
1+1gx

También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).

S0 =

B flxo)=In Vel8 X = [y otg® /2 = tgzx

f’(x) _ 1+ ;gz X

@ [0 = 3¥F =30 D/2

f’(X)=5(X+1)/2'%‘ln3= ln23 INFEE

h) f(x) = log (sen x - cos x)* = 2[log (sen x + log (cos x))
Pl =2 [Cosx 1, =senx 1 |__2  cos*x—sen*x _
) senx In10 cosx In10 10  senx - cosx

4 cos’x—sen*x _ 4 cos2x _ 4

" 10 2senx-cosx  Im10 senm2x  In10- g 2x

De otra forma:

S0 = log (sen x - cos x)? = 2 log (senzzx)

1 cos 2x 4
") =2 : =
f1 10 sen2x  In10-1tg2x
2

2

D flx)=sen?x+cos?x+x=1+x

f@ =1

cosNx + 1 - cosNx—1 N senVx + 1 - (—senNx—1) _

P S = 2Vx + 1 2Vx - 1
_ cosNx+1-cosNx—1 B senNx +1-senVNx—1
2VNx + 1 2Nx -1
1 1 1
K [0 = =
4 Vi—x 2Vx  2Vx—a2
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D f(x) = cos (3365—2\R+i/§)~(15964—L+—\{E )
Vo 3Va2

1 - (cos x + 2x) = cos x + ZZC

2\Nsen x + x% + 1 2Nsen x + x% +1

m) f(x) =

n) f'(x) = 2cos I+ G -n? ~[—sen V3x+(3—x)2]~ 1+26 -0 D _

Vi + (3 - 2)2)?

2cosVx+ B3 —x)2senVx+ (3—x02- (2x-5) _
3V(x + (3 — x)?)>

_(5-2x) -sen (2 Vx+ G- x)?%)
3V(x + (3 - x002)?

2. Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:

a)y=x> b) y = x cos x c) y = sen? 2

a)y=x°

yl= 5.%‘4; y//= 20.%’3; y///= 60.96'2

b)y = x cos x

y' = cos x —xsen x

" =—=sen x — sen x — x cos x = —2sen X — X cos X
"= -2c08s x — cos x + x sen x = —3cos x + x sen x
Qy=sen’*x+cos’x+x=1+x

y/= 1; y1/= O; y///= 0

3. Calcula f'(1) siendo: f(x) = \/’E—\/S_’: . el
2N3x

Jeo = 25 2 235, x2/5 2 2

3Ax

S0 = %T& : % 1730 = % e

05

b
Por tanto: f'(1) = %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

X+ cos® x +x

3 = 15,
Vx \Bx il XV2o3V5 x5 et 325 ot 1330 Vo - et 13730

4



4. Calcula f'(1/6) siendo: f(x) = (cos? 3x — sen® 3x) - sen 6x

J o) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x = sen 12x
S0 = 2298 12X _on0 10y
T _ 121 _ _ _
Por tanto: f/(g)—6~co T—6-cos(2n)—6~1—6
5. Calcula f'(0) siendo: f(x)=InVx?*+ x+ —i-arctg%
| i 7
1 2x + 1 1 1 2x + 1
J =mA\Nx?+x+1 - —= arclg =—m&?+x+1) - — arclg =——
G T G
f’(x)=loL—L-L32=
2 x2+x+1 3 1+(ZX+1)
V3
- 2x+1 2. 1 o2+l 2 3 -
22 +2x+2 3 &P Hdvt ]l 224 0x 42 3 344l +dx+l
3
2x + 1 2 _ 2x+ 1 1

2x2 +2x+ 2 4xP+4x+ 4 2xP4+2x+ 2 2xF 4+ 2x + 2

2x X

2%+ 2x+2  xP+x+1

Por tanto: f7(0) =0
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x2-3x, x<3

1. Estudia la derivabilidad en x,=3 de la funcion: f(x) =
3x - 99 X > 3

e Continuidad en x, = 3:
lim fQo) = lim (x*-3x)=0 lim f(x)=f(3)=0
x—3 x—3 x—3
lim S = lim R3x—-9)=0 Por tanto, f(x) es continua en x, = 3.
x—3 x—3

e Derivabilidad en x,, = 3:

lim f'(x)= lim (2x-3)=3=/'(3) . _
x—3 x—3 Las derivadas laterales existen

lim +f’(x) = lim +(3) =3 =f/(3+) y coinciden.
x—=3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en x, = 3. Ademas, /"(3) = 3.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién o
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2. Calcula m y n para que f(x) sea derivable en R: f(x) = {x 2—mx+5, x<0
—Xx“+ mn, x>0

e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polinomios.
e Continuidad en x = 0:
lim f(x)= lim (x*=mx+5)=5
x— 0 x—0

lim fG) = lim (<x®+m) = n Para que f(x) sea continua en x =0, ha
X0 x50 deser: n=5

J() =5
e Derivabilidad en x = 0:

lim f'(x) = Ilim 2x—-m)=-m=f(0)
x—0 x =0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim _f) = lim (<2x) = 0 = f/(0%) deser: —m=0 — m=0
x—=0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en R para m =0y n =5.
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1. Sabemos que la derivada de la funcion f(x) = x3 es f'(x) = 3x2.
Teniendo en cuenta este resultado, halla la derivada de su funcion inversa:

=V

, 1
D) = ——
/ 3V 2
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2
1. Comprueba que sen (x2y)—y?>+x=2— ;C_G pasa por el punto (2, %) y halla
la ecuacion de la recta tangente en ese punto.

- b3 -
Sustituimos x = 2, y =~ en la expresion:

4
AT _ o m
sen(4 Z)_l_6+2 0+2 16 2 16

Se cumple la igualdad. Luego la curva dada pasa por el punto (2, %)

Necesitamos obtener el valor de y’(Z, %) Hallamos previamente y'(x, »):

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



2
Derivamos sen (x2y) — y? + x =2 — %:
cos (x?)) - QRxy+x?-p)—-2y-y'+1=0
2xy cos (x%y) + y' - x% - cos (x%)) = 2yy'+1=0
/(a2 - cos (x2)) — 2y) = =1 — 2xy cos (x2))

= —1 — 2xy cos (x?))
x? - cos (x?y) — 2y

Por tanto:

,( )_—1—7t-c051t_ -1+® _ —2+21
yzz_

= - _2-2m
4cosm—1/2 —4-7/2 -8-—7

8+ 1

La ecuacion de la recta tangente es: y = % + 28_+Z1f (x—-2)

2. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

S(x) = (sen x)*

g(x) = xSenx
[ = (sen x)* —
S0

s =In (sen x) + x - C:;iz - (%) = (sen x)* |In (sen x) + XCOSX

sen x

In f(x) = x In (sen x)

gl =x%"% 5 Ing(x)=senx-Inx

g'(x)

=cosx-Inx+senx- 1
g

sen x
g'(x) = x%"% - |cosx - Inx+ —=
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

2 3
1 ay-¥ =3 b) y = V32
x“+3
a)y,=2x(x2+3)—(x2—3) 2x _ 223 + 6x—2x% + 6x _  12x
(x? + 3)? (x? + 3)? (x? + 3)?
2
D)y’=
Vox

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién o



x2

— x \2/3 2
2 wy-(17) D) y=+ 5

Dy = 2 (1—96)_1/3 -1l d+x-0-x _ 2 (1 +x)_1/3 - l-x-1+x _
3 \l+x (1 + x)? 3 \1-x (1 + x)2
-2 -2 _ —4
3 A-0Y A+ 3NA -0 +x°
b)y’'=2 (—L)+l~2x=—l+x
2 X2
3 ay-= lnxx b) y = Tex
a)y/=(1/x).xz—lnx=1—lznx b) y=—7e=
X X
4 21),)’=M b) y = sen x cos x
e*—e™
)y’ = (@ —e™)2—(+e™)? _ P+ _2-eF -2 _ —4
(ex _ e—x)z (ex _ e—x)z (ex _ e—x)z
b) y’ = cos x - cos x + (=sen x) - sen x = cos? x — sen* x = cos 2x
5 ayy=—1 b)y = m(x2+ 1)
sen x
) /= —COS X b) /= _2X
7 sen? x Y 2+ 1
6 a)y=arc tg% b) y = cos? (2x —T)
a) ' = 1 1 _ 13 __ 3
1+@/3)?% 3 1+x%9 9+x2

b) ' = 2cos 2x — 1) - (~sen 2x —T)) - 2 = —4cos 2x —T) - sen 2x — ) =
= —2cos (4x — 4m)

7 a)y-=sen*x b)y=1Vigx
2
a) y'=2sen x - cos x = sen 2x b) y'= L-(1+fg2x)=1+#
2\/tgx 2\/ng

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



8 a)y=senx? b)y=arctg(x?+1)

1
a) Y’ = cos x> - 2x = 2 cos x> b)y's ———— - 2x=
1+ 2+ 12

9 ay=2Vx -3) b) y = log,Vx

a)y’=7(2\/;—3)6-2~ﬁ=%(2\/§—3)6

11 1

1
Ny 2 oy 2xin2

b)y’'=

2

10 a)y=sen*x b)y=arctg%

2 2

a) Y’ = 2sen x? - cos x> - 2x = 4x sen x> cos x> = 2x sen (2x?)

1 1 -1/x? 1
e () e
YT (1/x)? x? 1+ 1/x? x?+1

11 a)y=cos’ (7x?) b)y=3*+1

2) y' = 5cos* (7x2) - (=sen (7x2)) - 14x = =70x cos* (7x%) sen (7x?)

b)y'= 3% In3
R 2
12 a)y=V(5x-3)> b)y=arcsen%
2 10
Dy'==Gx-3)71. 5= ——
5 3V5x -3
by’ = 1 J2x _ 2x/3  _ 2x
1_(x_2)2 3 9 —uxt 9 —xt
3 3
X2
13 ay=mQx-1) b)y=tgT
) 2
Dy 2x -1

2 2
= 2 X7) 2K 2 X2
b)y (1+tg 2) 5 X+ x1g 5

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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14 ay=m(x?-1) b) y = arc cos V2x

2x
Yyl= =
v xr-1
bym L2 -1 1
V1— (202 2V2x  Vax V1 - 2x V2x — 42
15 ayy=mV1-x b) y = (arc tg x)?

Dy=m\N1-x =n (1—x)1/2=%ln 1-2

) -1 _ -1
1-x 2-2x

y-1
2

1 _ 2arclgx
+ 2 1+ x?

b)y’= 2(arc tg x) - .

16 a)y =log,(7x +2) b)y=lntg%
1 7 _ 7
Dy m3 Ox+2) Ox+2)In3

by’ = —1 ,(1+Zgzé),(_%)=_5(1+tg23/x)

1g 3/x x x x? 1g 3/x
17 a)y=e4x b)y=ln(ln%)
a)y’=4e4x
T N S I
by nl/x 1/x ( xZ) xnl/x
x+1
18 a)y=2~ b) y = arc sen ~_1
Ay '=2%In2
by’ = 1 Cx-D -+ _ 1 ) -2 _
1_(x+1)2 (x—1D? V= 12— (x+ D2 (x—D?
x—1 x-1
2/(x=1) _ 2 2

- Vix—1D2—(e+ 12 (x—DVa2+1-2x—x2—1-2x _(x— DV —4x
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20

21

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

a)y=51g33x%+1) b)y=Vx+Vx

a)y'=151g> Bx? + 1) - [1 + g% Bx? + DI - 6ox = 90x [1g? Box? + 1) + 1g* (3x? + 1)]

by - 1 (1+ 1)= 2x+1  2\x+1
) 2\x + x 2w AaVxVx v 4Va? + xlx
3 x—2
Wy =gt By=\yiz
a)y'= 1 (1+1g%x%) - 2x = X+ g% %)
2V1g &2 Vig x2
Slat 2 (x + 2)? SV x—2)> (x+2)?
(3+3)
_ 4 _ 4 _ 4 _
e Ja=22 3P Vw-2? 32t -2
3 x (x +2)23

~ 4
30 + 2V (x + 2)( — 2)2

a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f'(0),
S'3)y f(D:

f(x)={3x—1 si x<1

x2+x six>1
b) ¢Cuil es su funciéon derivada?

©) ¢En qué punto se cumple f'(x) =5?

3x -1 si x<1

x2+x si x2>1

Jo = {

a) Si x#1, lafuncion es continua y derivable, pues esta formada por dos polino-
mios.

Continuidad en x =1:

lim f(x) = lim Bx-1) =2
x—1" x—1

lim +f(x) = lim (x*>+x)=2 [ f(x) escontinua en x = 1.
x—1 x—1

S =2



Derivabilidad en x =1:

lim f'(x)= lim 3=3=f(1)
x—1 x—1 Las derivadas laterales existen
lim _f'(x) = lim (2x+1)=3=/(1%) | Y coinciden.
x—1 x—1

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f(x) es continua y derivable en todo R.

S0 =3

S 3=2-3+1=7

3 x<1
2x+1 x=21

b) f(x) = {
) Si f"(x) =5, entonces x> 1. Es decir:

S =2x+1=5 — x=%=2>1

S @2 =5

22 Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

_JIm(x—-1) si x<2
f(x)_{Sx—G si x>2

e Si x# 2, la funcion es continua y derivable.
e Continuidad en x = 2:

lim fx)= lim In(x-—1)=Imn1=0
X =2 X =2

lim f(x) = lim (3x—06) =0 J es continua en x = 2.
X — 2 X — 2
J@=0

e Derivabilidad en x = 2:

lim fi(x) = lim —L =1 =2
x—2 x—2x-1 Las derivadas laterales existen pero no

lim +f’(x) = lim 3=3=f(2" coinciden.
x =2 x =2

f(x) no es derivable en x = 2.
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23 Estudia la continuidad y derivabilidad de estas funciones:

eX si x<0
a) f(x)=171 si 0<x<3
—x2+3x+2 si x>3

x2+2x+1 si x<-1
b) f(x) =19 2x + 2 si-1<x<2
—x2+ 8x si x>2

a)8i x#0 y x#3, lafuncién es continua y derivable.

Continuidad en x =0:

lim f(x) = lim ¢*=1
x—0 x—0

lim SO0 = Iim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x—0 x—0
SO =1

Continuidad en x = 3:

lim fx)= lim 1=1
¥ xod Los limites por la derecha y por la iz-

lim S = lim (=x?+3x+2)=2 quierda no coinciden. La funcién no es
x=3 x5 continua en x = 3.

[ =2
Derivabilidad en x = 0:

x—0

lim f'(x) = lim e*=1=f(0)
x =07 Las derivadas laterales existen, pero no
lim f'(x)= lim 0=0=f(0" coinciden.
x—0 x — 0"

Jf(x) no es derivable en x = 0.

Derivabilidad en x = 3:

Como f(x) no es continua en x =3, f(x) no es derivable en x = 3.

b)Si x#-1y x#2, f(x) es continua y derivable.

Continuidad en x =-1:

lim  f(x)= lim (x*+2x+1)=0
-

X = - x —-1
lim f(x)= Ilim 2x+2)=0 J(x) es continua en x = —1.
x—-1" X = —
JEED =0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



Continuidad en x = 2:

lim f(x)= lim Qx+2) =6
x =2

x =27
lim f(x) = lim (—x?+ 8x) = 12

x — 2" x—2

f(2) =12

f(x) no es continua en x = 2.

Derivabilidad en x =-1:
Iim f'(x)= Ilim Qx+2)=0=/2")

x—-1- x—-1

lim f'(x) =

x—-1"

lim 2=2= /(2"
x —-1
S no es derivable en x = -1.

Derivabilidad en x = 2:

f(x) noescontinuaen x=2 — f(x)

24

propiedades de los logaritmos:

_ 1-x
a) y=Imn \'—1+x

<) y=ln(i2 -S\Ixz—l)
x

Los limites por la derecha y por la
izquierda no coinciden.

Las derivadas laterales existen pero
no coinciden.

no es derivable en x = 2.

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las

b) y=n(x tg x)*

3 1
d) y=In \'(—1 + x)2

1-x 1
y=In 1+ x =?[ln(1—x)—ln(1+x)]
y’=l -1 1 J_1[1-x-1+x|_ -1 _ 1
2 |1-x 1+x]| 2 1 — 2 1-x2 x%-1

b)y = in (x tg x)? = 2lln x + In (Ig x)]

1, 1+1g%x 1 1 2
=2l =+ —= = |=2|=+ + 1 == +2colex+ 2L
Y [x g x [x tg x gx] X cogx &%
C)y=ln(L-\’7x2—1)=—21nx+lln(x2—1)
x? 3
y/z—_2+l. 20 _ =2, 2x _ —O6xr+06+2x* _ —4x?+6
X 3 x*-D X 3x?-3 3x3 - 3x 3x% - 3x

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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) =1n\3/1—=l[zn1—1n<1+x)2]=‘—2m(1+x)
Y 1+x? 3 3

=2 1 =2
3 Q+x)  3+3x

25 cCalcula la derivada de estas funciones implicitas:

a)x’+yr= b) x2+y%>—4x—-6y+9=0
x2  y? x2  y?
E XY 4
RTINS 5 "2
2 2
e) a3 +y3+2xy=0 f)(xgl) +(”;43) =1

a)2x+2y-y'=0

o2 _ =X

y/
2y y

b)2x + 2yy'—4—-6y'=0
Y'QRy—-06)=4-2x

y,_4—2x=2—x
2y—6 y-3
) 2L 2o

e) 3x? +3y%y'+ 2y + 2x)y'= 0
V' (By?+2x) = 3x2 -2y

/= —3)6‘2 - zy

u 3y% + 2x

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



-1 20+ 3"

D 8 14
- O+
4 7
O+3' -1 ,_ 71 =)
A T
,_ 7=T7x
Y 4y + 12
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26 Aplica la derivacion logaritmica para derivar:
a)y=x3% b)y=x**1
Qy=x d)y=(nx)*+1
e)y=(sezx)x fy=xi&x

ADy=x% — Iny=3xnx

y—=3]nx+3x~l=3lnx+3
Y X

V'=x3 Glnx +3)

by=x**1 - Imy=&+Dnx

y/

—=nmx+x+1)- 1
y

Lopxr1+ L
X X

1
/=x-x'+1(l +1+—)
y nx X

ADy=x = Iny=e Inx

=ex(lnx+ l)
X

2=

y—=ex~lnx+ex-
y

R S +1)
y'=x e(nxx

Dy=Unx)*"1 - Imy=w+1D -nnx

Y e+ ) —— L o+ XL
Y nx x xinx

x+1
xnx

y'=Unx)** 1 |n(nx) +
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X
ey= (sezx) - Iny=xin (sezx) = x (In (sen x) — In x)

!

cosx l) - n (senx)+ Xcosx 4

=In (senx)—lnx+x(
senx X X sen x

<=

L (senx)x [ (senx) X COS X ]
Yy === |n|=——+ === -1
X X sen x

Hy=x8" - Iny=tgx-inx

y—=(1+tg2x)~lnx+tgx~l
y x

y'=x8X (1 + 1g% x) Inx + 8%
x

27 Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba,

operando, que llegas al mismo resultado:
D Utilizando las reglas de derivacion que conoces.

II) Aplicando la derivacion logaritmica.

2,13 1+«
oy-[=01] S e
c) y = sen® x cos* x dDy=Vx?+1 Va2

a)l)y,=3(x2+1)2_(1_ L)= 3.2+ D22 -1)
X xz

x4
Dy =3(n2+1) - Inx)

y_/=3( 2x _i)=3(2x2—x2—1)= 3(x% - 1)
y x(x? + 1) x(x? + 1)

x2+1 X

y,=(x2+1)3' 3a2-1D _ 3 A+ D2 -1
X x(x? + 1) x4

DI y'= 1 Cl-x+1+x _ 1

/1 ¥ x 1-x2 NI+ x) (1 —x)3
2 [
1-x

Yo_1[ 1 A ]_1[l-x+l+x]_ 1
b% 2 |[1+x 1-x 2 1A+x00-x T+ -x)
1+x 1 1

Y= N1-x "Qrma-»o A +x00-x)7

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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oD y’=3sen? x cos x - cos® x + sen3 x - 2cos x (=sen x) =
= 3sen? x cos3 x — 2cos x sent x

IDIny = 3in (sen x) + 2in (cos x)

!
V. 5 cosx L. TSenx _ 3cos® x—2sen® x
¥ sen x cos x Sen x cos x

i3 2 3cos? x — 2sen?x 5
y'=sen3 x cos? x - = sen

sen x cos x

x cos x (3cos? x — 2sen? x) =

= 3sen? x cos3 x — 2cos x sent x

Vx x*+1 3Vx
3t 2+ D 3x? + 2xP 42 5x2 + 2

32 + 1Vx 3Vx2 + 1x =5\/x2+1\i/9—c

-2 N
DD ye 2 T wmer 2. Lo e Nl
a2+ 1 3

II)lny=%ln (x? + l)+%lnx

26 2 1 x o 2 _3x+2xP+2 _ Sxt+?2

1
2 x2+1 3 x  xr+1 3x 3x(x2 + 1) 3x(x?+ 1)

oA AT A X2 w2
3+ 1) 3Vx2 + 1Vx

28 Utilizando la definicion de derivada, calcula: f'(-2), siendo f(x) = %
1 1 2-2+h
pey = dim LE2EDZSCD gy 2%h =2y, A2
h—0 h bh—0 b h—0 b

_ h ~ 1 -1
= l —_— = l = = _ = = (=
bzino bh(—=4 + 2h) b@o —4+2bh 4 A

29 Halla la funcion derivada de f(x) = :: 1 aplicando la definicion de derivada.

x+h-1 x-1

oo g fer D) —f0 . x+h+1 x+1 _
S ;f’i"o h ;f’fo b
o D@ Hbh-D - -D+h+ D) _
h—0 hx+h+ D+ 1)
Y 9T 89 AU TV & VTV 59 43 BV 8
h—0 hx+h+Dx+1D
= lim 2h = Ilim 2 -2
h—o bx+hb+Dx+1D 50 @+hb+Dx+1D (x4 1)2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 0



30 cCalcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:

x 16
y=— 5 by=-— 120
Tz TP
2
C)y=x——x+1 d)y=e*(x-1)
x2+x+1
e)y=x?%e¥ f) y = sen x + cos x

D)y = (x+3)2-2x+3)x _ (x+3)—2x _ 3-x
y
(x+ 3 (x +3)3 (x + 3)3

=0 — 3-x=0 — x=3 = y=11—2

Se anula en el punto (3 i)

» 12
16 ~16(3x2 — 8x)
byy=—10 /= Z16Gx" ~ 8x)
)y x3 — 42 Y (a3 — 4x2)?

x =0 (no vale)
p'=0 — 3x*?-8x=0 — x(3x—8)=0< 38
S S T

x =0 no estd en el dominio.

8§ -2
La derivada se anula en el punto (—, —7)
37 16
_ Cx—D@f+x+D-—x+DQx+1) _
(2 +x+ 1D?

R Y B ST Ry kY oF S U

% +x+ 1D? 2 +a+ D)2

Ay

1
3
x=-1 = py=3

x=1 — y=
/= 2 _ 9 = 2 /
=0 — 2x 2=0 - x 1\

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)

dDy'=ex-—D+e*=e"(x-1+1) =xe*
=0 = x=0 — ypy=-1

Se anula en el punto (0, —=1).

e)y'=2xe*+x%e¥=eX(Q2x+x?)
! — 2_ =
P'=0 = 2x+x%2=0 — x(2+x)—0\x=_2 - y=4e?

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4e™2).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



£) y'=cosx —sen x
b

/x=z+2n/e - y=\/§
y'=0 — cosx=senx — z‘gx=1\ 5
x Zn+2n/e - y==2

sn

4

% +27t/e,—\5), con keZ.

Se anula en los puntos (1 + 2Tk, \E), (

31 Comprueba que la funcion y = |x—2| no es derivable en x = 2.

_J=x+2 si x<?2 -1 st x<2
Y xXxX—2 si x=22 Y 1 si x>2

La funcion es continua, pues:  /lim (—x+2)= lim (x-2)=f(2)=0
X =2 x =2

Las derivadas laterales son: f'(27) = -1 # f(2*) = 1. Por tanto, no es derivable en
X =2.

32 ;Cuantos puntos hay en esta funcion que no tengan derivada?

y=|x%+6x+8|

~6+V36-32 _ —6+V4 _—G6r2 ___—X=-2

x2+6x+8=0 > x=

2 2 2 T~ x=—4
X2 +6x+8 si x<-4 2x+ 6 si x <-4
Yy=31-=x?-6x-8 si —4<x<-2 Y=9-2x-6 si —4<x<-=2
X2+ 6x+8 siox>-2 2x+ 6 si x>-2

La funcion es continua, pues es el valor absoluto de una funciéon continua.
En x=-4 — p'(=4)=-2#y'(-4") =2
En x=-2 — p'(=2)=-2#y'(-2")=2

La funcién no es derivable en x=-4 nien x=-2; es decir, en (-4, 0) y en (=2, 0).
Son dos puntos “angulosos”.

33 Dadala funcion f(x) = e*e"*, halla: f'(x), f"(x) y f"(x).

[(x) = cos x e

2 x "X = (cos? x — sen x) eSnx

S"(x) = —sen x 5" ¥ + cos
J"(x) = (2cos x(=sen x) — cos x) e + (cos? x — sen x) cos x e~ =
= (=2sen x cos X — CoS X + o83 x — sen x cos x) e~ =

= (cos3 x — 3sen x cos x — cos x) e’"nx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6



34 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula, ob-
servandola: f'(-1), f'(1) y f'3)

¢En qué puntos no es derivable? 2

SED=0; fD)=0; f1(3) =2 2 1

No es derivableen x=0 nien x = 2.

35 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

0 six<oO
SJ(x)=1x% si 0<x<1
x six2>1

Continuidad:
eSi x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones continuas.
*En x=0:
lim fx)= Ilim 0=0
x—0" x—0

lim f(x) = lim x2=0 lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcién es continua
x—0" x—=0 x>0 en x=0.

f=0
*En x=1:

lim f(x)= lim x*>=1
x—1

x—1
lim fGo) = lim x=1 xhzll f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es continua
x—>1" x—1 en x=1.
S =1

La funcion es continua en IR.
Derivabilidad:

eSi x#0 y x#1 — La funcién es derivable. Su derivada es, en esos puntos:

0 si x<O0
fx)=92x si 0<x<1
1 six>1

eEn x=0:

S0 =0=/(0". Portanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0)=0.

*eEn x=1:

S =2=/(1" =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



La funcion es derivable en IR — {1}. Su derivada es:

0 si x<0
Sl =42x si 0<x<1
1 six>1

36 Calcula las derivadas primera, segunda y tercera de la funcion f(x) =4 In x
—x3+1 enel punto x=1.

f/(x)=4~%—5x2=%—3x2 - f(D=1

S = =4 6x S ) = -10
X

.f///(x) — % _ 6 N f‘///(l) =2
X<

PARA RESOLVER

2 .
37 Considera la funcion: f(x) = { x2 —3% +m st =1
—x“+ nx si x>1

a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.

b) ¢En qué puntos es f'(x) = 0?

a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.
e Si x#1, lafuncion es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=1:

lim fQo) = lim (x>=5x+m)=—4+m
x =1 x—1

lim f(x)= lim (—x*+nx)=-1+n
x—1 x—=1

SO =—i+m

Para que sea continua en x =1, hade ser: 4 +m=-1+n; esdecir: m=mn+3.

Derivabilidad:
e Si x#1, lafuncion es derivable. Ademas:
2x—-5 si x<1
1(x) =
S {—2x+ n o si x>1
*En x=1:

f:(l? =3 } Para que sea derivable en x =1, ha deser -3 =-2+n, es
SAD==2+n ] decir, n=-1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6



38

39

Por tanto, la funcion serd derivable en todo R si m =2 y n=-1. En este
caso, la derivada seria:

f’(x)={ 2x—5 si x<1

—2x-1 st x21
b)f1(x) =2x—-5 si x<1
5 5
2x-5=0 — x==; pero =>1
5 > p B
o) =-"2x-1si x2>1
1 1
2x-1=0 = x=-—; pero —— <1
2 2

Por tanto, f(x) no se anula en ningGn punto.

Prueba que la funcién f(x) = x + |x—3| no es derivable en x = 3.

f(x)={x—x+3 si x<3}={ 3 six<3

X+x—3 si x=23 2x—3 si x23

F1(x0) = {O si x<3

2 si x>3

f'(3) =0+ /(3% = 2. Por tanto, la funcion no es derivable en x = 3.

Determina el valor de k& que hace que la funcién f(x) =
unico punto de tangente horizontal.

tenga un

X (2 X 2 X
) )=e(x +hR) —2xe* _ (x*—2x+Re
S (x? + k)2 (% + k)2

2+ N4 -4k
2

Para que haya una sola ecuacion, ha de ser 4 — 4k = 0; es decir, k= 1.

S0=0 — x*-2x+k=0 — x=

. = _Je* s x<0 o . .
Dada la funcién f(x) = . estudia si es continua y derivable
1-x si x>0

en todo R.

Continuidad:

eEn x#0 — Lafuncion es continua, pues estd formada por dos funciones con-
tinuas.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién Q



e En x=0:

lim _f(x) = lim e*=1
x—0 x—0

lim fGx) = lim (1-x) =1 lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es conti-
x>0 x>0 x=0 nua en x = 0.

f( =1
La funcion es continua en todo R.
Derivabilidad:

eSi x#0 — Lafuncion es derivable. Ademas:

f(x) = {—e‘x si x<0

-1 si x>0
eEn x=0:
S0 =-1=/(0"

Por tanto, f(x) es derivableen x=0 y f(0) =-1. La funcién es derivable en
todo IR. Su derivada seria:

f1(x) = {—e‘x si x<0

-1 si x20

Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

_Jax*+3x si x<2
S {xz—bx—4 si x>2

Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
eSi x#2 — La funcion es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=2:
lim f(x) = lim (ax*+3x) =4a + 6
X =2 X =2
lim f(x) = lim (x*—bx—4)=-2b
X =2 X =2
S =4a+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = =2b, es decir, 2a + 3 = b; o bien
b=-2a-3.

Derivabilidad:

eSi x#2 — lafuncion es derivable. Ademas:

o = J2ax+ 3 siox <2
S0 {Zx—b siox > 2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 6



e En x=2:

f’(Z;) =4da+3 } Para que sea derivable ha de ser 4a + 3 = 4 — b, es decir,
ran=i-n |, TN

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

=2a-3| 2a-3=—4a+1 — 2a=4 — a=2
b=-4a+1 | b=-7

Por tanto, para que f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2y b=-7.

Pagina 271

. —x2 si x<0
42 60 _ _J—x% si x
: Sea la funcién: f(x) = x | x| {xz G x>0
a) Halla f'(x).
b) Halla f''(x).
c) Representa f'y f".
D G0 = {—Zx si x<0

2x si x20

En x =0 existe la derivada, pues f(x) es continua, y, ademas, f'(07) = f'(0").

v _J=2 si x<0
b)f(x)_{Z s;x>0
En x=0 no existe la segunda derivada, pues f"(07) # f"(0").

9)
] f/( x) f//( .X')

12 12
-2

43 Estudia la derivabilidad de la funcion: f(x) =1— Va2 y calcula f7(1).
S -2
S X = —=
3Vx
f(x) es una funcién continua en IR.

f(0) es derivable en IR — {0} (en x=0 no existe la derivada).

-2
(1) =
S N

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién @



44 Halla el valor de la derivada de la funcion: cos(x + y) + sen(x—y) =0 enel

46

punto (%, 7
Derivamos:
—sen (x+yp) - (1+y)+cosx—y  (1-9»)=0
—sen (x +y) —y'sen (x + ) + cos (x—)) —y' cos (x—1y) =0
—sen (x + ) + cos (x — ) = y' (sen (x + ) + cos (x — )

_ —sen (x + y) + cos (x — )

sen (x + ) + cos (x —y)

Calculamos la derivada en el punto (%, %

11)=_1+1=2=o
47 4 2

/
Y 1+1

Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e?~.

f/(x) - 292x
f//(x) — 4€2x — 228296
f”’(x) = 82X = 23p2x

fn(x) - 211929(
Lo demostramos por induccion:

Para n=1, n=2, n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que "~ 1(x) = 2"~ 1e?*

entonces,

derivando, tenemos que: [ (x) = 2 - 27"~ 12X = 272X Por tanto, la expresion ob-

tenida es cierta para todo 7.

a) Representa la funcion siguiente: f(x) = |x + 1| + |x— 3|
Observando la grifica, di en qué puntos no es derivable.

b) Representa f'(x).

Xx—-1-x+3 si x<-1 —2x +2 si x<-1
ADf(x)=9 x+1-x+3 si -1<x<3 ¢p= 4 si -1<x<3
x+1+x-3 si x>3 2x -2 si x>3

\{_/

(Son puntos “angulosos”).

-4 =2 2 4 0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

2 No es derivable en x =-1 nien x = 3.
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-2 si x<-1
D)) =90 si -1<x<3 2 —
2 si x>3

47 Observa las graficas de las a) b) <)
s siguientes funciones e indi- \\
ca en qué puntos no son de- \
rivables.

‘\\

N

¢Alguna de ellas es deriva- )i— b
ble en todo R? \ = al

a) No es derivable en x = -1 (tiene un punto “anguloso”) nien x =2 (no estd de-
finida la funcién).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 (tiene un punto “anguloso”).

48 Lafuncion f(x) esta definida por:

x3—x si x<0
xX) =
S {ax+b si x>0

Calcula a y b para que f sea continua y derivable.
Continuidad:
*En x#0 — La funcién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
*En x=0:
lim f(x) = lim (x3-x)=0
x—0" x—0

lim SO = lim (ax+b)=0b Para que sea continua ha de ser b =0
x—0 x—0

f =0
Derivabilidad:

eSi x#0 — Lafuncion es derivable. Ademas:

[1(x) = {3&62—1 si x<0
a

si x>0

*En x=0:

?83 =-1 } Para que sea derivable, ha de ser a = -1.
(04 = a

Por tanto, f(x) serad continua y derivable si a =-1 y b= 0.
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Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

x+1

S(x) = {

X%+ 2x—

1 si x<1
si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0?

Represéntala graficamente.

Continuidad:

e En x #1: La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

*eEn x=1:
lim f(x)= lim (x> +2x—-1)=2
x—1 x—1
lim +f(x) = Ilim (x+1)=2
x—1 x—1
S =2
La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcién es
=l continua en x = 1.

eSi x#1: La funcion es derivable. Ademads:

2x + 2 si x<1
"(x) =
S {1 si x>1

*En x=1:
S =4=00"=1
La funcién no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcion es derivable en IR

Puntos en los que f'(x) = 0:
X)) =2x+2 si x<1

2x+2=0 — x=-1

- {11

f=1s x>1 = flx)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Grafica de f(x):

va

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Halla a y b para que la funciéon f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
J)=1ax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<x
Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.
eSi x#—-1 y x#0: La funcién es continua, pues esta formada por polinomios.

e En x=-1:

lim fx)= lim Qx+a)=-2+a

x—>-1 x—-1
_ g _ Para que sea continua, ha de ser
xl_z)nsz(x) B xll_>m_1 (ax+b)=-a+b 2+a=-a+b, esdecir: b=2a-2.
JED =—a+b

*eEn x=0:
lim _f(x)= lim (ax+b)=b
x—>0 x—0
lim S = lim (3x%*+2)=2 Para que sea continua, ha de ser b = 2.
x—0 x—0

S0 =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2y b=2.

Para estos valores, queda:

2x+ 2 st x<-1
JGo =19 2x+2 si -1<x<0; es decir
3x2+2 si 0<«

2x + 2 si x<0
3x2+2 si x20

S0 = {

Derivabilidad:
e Si x+# 0: Es derivable. Ademas:

2 si x<0
6x si x>0

J'Co = {

eEn x=0:
SO0 =2=#/,(0"=0
La funcién no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.



51 Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f; g, b y j:
S

f 5 b’ \ J

g 4

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funciéon polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funcion polinémica de segundo grado?

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
J tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f'(-2) = 0.

j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 yen x = 3, pues
J'(D =j'(3) = 0.

g vy b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcién polinémica de primer grado es una funcion constan-
te. Por tanto, es g".

©) La derivada de una funcién polinémica de segunda grado es una funcién poliné-
mica de primer grado. Por tanto, es f".

52 ¢Cual de estas grificas representa la funcion f y cual su derivada f'? Justi-
fica tu respuesta.

a) b) <)

a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3.
Luego, estas graficas s7 representan a una funcién y su derivada.

b)En x =0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que
pasar por (0, 0).
No representan, por tanto, a una funcién y su derivada.

) En x =1, la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar

por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcién y su derivada.

Por tanto, solo la primera es vilida.
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53 Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = (3x — 2x2) e*.
S

Y= (B —4x)e* + B —2x2)e¥ = (3 — 4x + 3x — 2xP)e¥ = (-2x% — x + 3) ¥

y'=0 = 2x?-x+3=0 — x=li_14+24=1_i4 <

54 Dada la funcion f(x) = e* + n(1 - x), comprueba que f'(0)=0 y f"(0) = 0.
¢Sera también f''(0) = 0?

f/(x)=ex—ﬁ S M =1-1=0

S =t ! 5 o S@=1-1=0
- X

S = e — = SO =1-2=-1%0

1-x3

55 Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

-1 si x=0
2 - .
Fx) = 22(%93) si x%0, x#3
1 si x=3
-1 si x=0 -1 si x=0
2x(x — 3) . 2x .
= — = si x#0, xX#3 = si x#0, x#3
A e E)
1 si x=3 1 si x=3
El dominio de la funciéon es IR —{=3}. Por tanto, en x = -3 no es continua (ni de-

rivable), pues no esta definida.

Continuidad:

*En x#0, x#3 y x#-3: Es continua, pues las funciones que la forman son
continuas en este caso.

e En x=0:

lim fx) = lim —2X_ = . . o
X0 x0Xx+3 No es continua en x = 0 (tiene una discontinui-

£ . dad evitable).
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*En x=3:

llm f(x) = lim

x—>3X+ 3 hm f(x) f(3). La funcién es continua
en x = 3.
JB3 =1

e En x=-3: No es continua, pues no estd definida.

Por tanto, f(x) es continua en R —{-3, 0}.

Derivabilidad:

eSi x#0, x#3 y x#—3: Es derivable. Ademas: f'(x) = _6
(x + 3)?

*En x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.

e En x =3: Sies derivable, pues f'(37) = /(3% = f'(3) =

o=

Por tanto, f(x) es derivable en IR —{-3, 0}. Ademas:

S = —5

C 32 si xz20 y x#-3
X+

56 Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f
s seaderivable en todo su dominio de definicion:

_Jxlnx si 0<x<1
S {a(l—el—x) si1<x

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
¢ Si x>0, x#1: La funcion es continua, pues esta formada por funciones continuas.
*En x=1:
lim fx)= lim (xInx) =0
x— 1" x—1

hml Sl = lzm [a(l —el =] = f(x) es continua en x = 0.
X =

S =0
Derivabilidad

eSi x>0, x+#1: es derivable. Ademads:

Imx+1 si 0<x<1
S0 = {el‘x sio x> 1

*eEn x=1:

;’8_; =1 } J(x) es derivable en x=1 si a=1.
./ =g

Luego, para que f sea derivable en todo su dominio de definicion, ha de ser a = 1.
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57 Estudia la derivabilidad en x =0 de la funcion:
S

[1+3Vx% x<o0
f(x)_{l—i/;z x>0

Como /lim_f(x) = lim f(x)=/f(0) =1, lafuncién es continua en x = 0.
x—0" x—0

Veamos si es derivable:

e Si x#0, tenemos que:

2 si x<0
S = 3_52’“
W si x>0

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en
x = 0.

58 Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:

__ 1 L]
a) f(x) = 1+ x| b) f(x) = e
1 i si x<0
) f(x) = *
1 .
si x20
1+x
Continuidad:

*Si x#0 — Es continua, pues estd formada por dos funciones continuas en los
intervalos en los que estan definidas.

eSi x=0:
lim = lim 1 1
x—>0ﬂf(x> x—01l-x
lim f(x) = lim 1 _ 1 lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x—=0" x—>01l+x x—=0

J=1
Por tanto, es una funcion continua en R.

Derivabilidad:

e Si x# 0: Es derivable. Ademas:

— L s x<0
oo L) =02
S -1 .

m si x>0
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*En x=0:
1O =1#/f(0"=-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR —{0}.

si x<0

b) f(x) =

si x20
xr-1

El dominio de la funciéon es D =R —{-1, 1}. Por tanto, en x=-1 yen x =1,
la funcién no es continua (ni derivable).

Continuidad:

eSi x#0, x#-1, x#1: La funcién es continua, pues esta formada por funcio-
nes continuas (en estos puntos).

*En x=-1 yen x=1: No es continua, pues no esta definida en estos puntos.

*En x=0:
lim fQo) = lim —X— =0
x—0" x—0x2-1
lim fGo = lim X __g lim f(x) = f(0). La funcién es continua en
x— 0" xX—=0 42 _1 x>0 x=0.
SO =0
Por tanto, es una funcion continua en R — {1, 1}.
Derivabilidad:

eSi x#0, x#-1, x# 1: Es derivable. Ademas:

x2+1 {4 <0
- -5 Sl X
_ ) -1?
Se=3" 5 ‘
m si x>0

*En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no estd definida la funcion.

*eEn x=0:
S0 =1=#/(0") =-1. No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en R —{-1, 0, 1}.
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59 Pruebaque D|arctg & —¢ |- 2
ex+ e—x
Dlarct ex_eﬁx]=—1 et - etrer _
8 > 1+(ex_e—x)2 2 (1+ er_e—Zx_Z).Z
2 4
(e¥+e™-4 _(eF+te™ -2 _ 2

60

61

(e +e>+2)-2 (X+e™-2 e¥+e™

1-cos x

Demuestra que la derivada de la funcion y = arctg 7§ cos x

€s una constante.

con 0<x<Tm

@& Recuerda la formula de tg %

1 - cosx
, X _ T X 1/—
<x< L=< = 5 =
Si 0<x<m — 0_2_2 - tgz 1+ cosx
; 1-cosx x X
Ast: y=arcig \ 77 cos x =arctg(l‘g ?)=E

Por tanto: y'=

o=

Si f(x)=x2%|x|, halla f, f"y f".

f(x) - {—.X‘3 si x<0

x> si x20

Derivando:

f(x) = {—SXZ si x<0

3x2  si 420

(En x =0, tenemos que f(07) = /(0% = /(0) = 0).

6x si x>0

10 = {—6% si x<0

(En x =0, tenemos que f"(07) = f"(0") = f"(0) = 0).

) = {—6 st x<0

6 si x>0

(En x =0 no existe f, puesto que f"(07) =-6=/"(0") = 06).
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62 Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = cos 2x — 2 cos x.
Y'=-sen 2x 2 -2 (=sen x) = —-2sen 2x + 2 sen x =
=-2-2sen x - cosx + 2sen x = 2sen x (=2cos x + 1)
y'=0 — 2senx(—2cosx+1)=0

senx=0 — x=0+k T

/ ’J'c
x=—+2mk ; con ke Z
\—ZCOSX+1=O - cosx=%< 53

o

CUESTIONES TEORICAS

h) —
63 Sabes que lim S(xy + h) —f(x)
h—-o0 h

=f"(xy).
A partir de esta expresion, justifica la validez de esta otra:

tim J(x) = f(xy)

xox, X=X,

=f"(xy)

Llamando h = x —x,, tenemos que:
* Si h— 0, entonces x — x,
e Ademas, x,+h=x

h) — _
Por tanto: [f(x,) = lim f—(xo MRNICHY = lim f—(X) S
h—o0 h X =X, X — XO

64 Relaciona los siguientes limites con la derivada de las funciones que apare-
cen en ellos:

tim 8 -8@ _ S —f(0) 02+ x)-0(2)
m — lim ————— lim ——

x—>a X—a h—o0 h x—0 X

jim 890 =8@

X —=a X—a

g'(a)

lim 02 +x) —0(2)

x—0 X

=0'(2

Iim S - f0)
h—o0 h
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65 Una funcion polinémica de tercer grado, ;cuantos puntos de derivada nula
S puede tener?

¢Es posible que no tenga ninguno?

¢Es posible que solo tenga uno?

La derivada de una funcién polinémica de tercer grado es una funcion polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningiin punto, con derivada nula.

Por ejemplo:
=1
— 43 _ ’ - 22— _— X . 5
[ =x"-3x — fl(x)=3x*-3 O\x=—1} Dos puntos

f=x3 = fix)=3x*=0 — x=0 — Un punto

S =x3+3x — [f(x)=3x>+3%0 paratodo x — Ninguno

66 Justifica que una funciéon polinomica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

67 ;Puede haber dos funciones que tengan la misma derivada? Pon ejemplos de
funciones cuya derivada sea f'(x) = 2x.

Si. Por ejemplo, si f'(x) = 2x, podemos considerar: f(x) = x> + k, siendo k una
constante cualquiera.

68 Dadas f(x)=(x+1)? y g(x)=3x, calcula:

S afGx) b) (f @' (x)
o) g'lf(x)] D (gof) (x)
f=2x+D=2x+2; g'x) =3
a) f'Bx)=2-3x+2=06x+2
b) (fo ') = f/(g() - g'(x) = (2-3x+2)-3=18x+6
o glfxl =3
D (g o)) =g'(f(x) - f1(x) =32x +2) = 6x +6
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69 1Lafuncion y= Vx?—4x, stiene algin punto de derivada nula?
&Y la funcion y = V4x — x??

y=\x?—4x — Dominio= (oo 0] 4, +o)

o 2x—4  _ x-=2

= = =0 = x=2
a2 —4x Va? - 4x

Pero x =2 no pertenece al dominio de definicién de la funcién. Por tanto, no tie-
ne ningin punto de derivada nula.
Para la otra funcion:
y=V4x—-x? — Dominio = [0, 4]
, 4 —2x 2—x
y = =
Wax —x2  Vdx— x2

=0 — x=2 (Sipertenece al dominio)

La derivada se anula en x = 2.

PARA PROFUNDIZAR

70 Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funciéon f(x) = sen 2x
se anulan en el origen de coordenadas.
ST = 2cos 2x
S(x) = —dsen 2x = 2% - sen 2x
S (x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x

JNV(x) = 16sen 2x = 24 - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f(x) = & - sen 2x, don-
de k es constante.

Por tanto, se anulan todas en x =0, puesto que sen 0 =0. Como [f(0) =0, tene-
mos que todas las derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de coor-
denadas.

Pagina 273
71 Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo (0, %) en el que la tangente
sea paralela a la cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1).

b
/2
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Tenemos que hallar un punto del intervalo (O, %) en el que la derivada de la fun-

. . 2
cion sea igual a —=:
' T

72 Prueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion:
S =A-x)V1-x?

es derivableen x=1 ynoloesen x=-1.

fA+-fu -+ 2
h

(1= lim
f() h—0 h h—-0

= Jim (NT=( +2) =0=/(1)
-

Py = im LD SED e @ohN2h -k -0
h—0 h h—0 h
i 2h—h2)= ) Je-n
i ((2 N Jim 2N
= # — no existe f'(-1)

73 Sean fy g dos funciones derivables en IR, tales que:
SO =5; f(0)=6; f(1D=3
g0=1; g (0=4y g'(BG)=2

Prueba que fog y gof tienen la misma derivadaen x =0.

Aplicamos la regla de la cadena:
(fo ' (0) =/(g(®) - g'(0) = /(1) g"(0) =3-4=12
(g0 /)0 =g () [(0) =g () f()=26=12

sen x
74 f(x)= x
S k si x=0

+2 si x#0

¢Hay algun valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 0?

Continuidad: Debe cumplirse que lz’mo S0 = f(0).
X —>
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JO) =k

La funcion serd continua en x=0 si k= 3.

75 Halla la derivada n-ésima de las funciones siguientes:

a) y = e my-1 Qy=in(1+x)

a)y1= a eux; y”= aZ eax; yw= ﬂS eozx; yn) = g edx
Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).
n-1 —

Si y a1 e™ derivando obtenemos: Y =a - a’ -1 e* = a” e*, como
querfamos demostrar.

/= j "= l " — __6 n) — (_1)’1 n!
b)y peR A T A I e

Lo demostramos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

_ n—1 _ |
Si yn-D= M, derivando obtenemos:

xﬂ
_1yn-1. 1V (1) . AV 0
= = (1?” 11 2D n 13+ fl -, como queriamos demostrar.
X X
Oyi=—t e L e 2w DT D)
l+x (1 +x)? (1 +x)3 (1 + 0"

Lo probamos por induccién: (para 7 =1, 2, 3 se cumple).

n-1 _ D" 2 (n-2)

Siy , derivando, obtenemos:
A+x0n-1!
-2, _ _ _ _ -1 _
Yy = D" (g 2))!11( Dn-D _( 1):1 (;ln 1)!, como queriamos de-
+ X + X
mostrar.

n .
76 Considera la funcion: f(x) = { ("; sen(1/x) Sf x ;_tg siendo 7 un nimero
natural. st x =

a) Demuestra que f es derivableen x =0 para n= 2.

b) Demuestra que f no es derivableen x =0 para n=1.

SO+ -/ o hlsen /M) -0 _ o (l)(;)o

"(0) = lim
2O h—>o0 h h—>0 h h—0

1

© Tenemos en cuenta que -1 <sen (E) <1

Por tanto, [ es derivable en x =0 para n = 2.
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77

78

JO+h)-f0) 1y Dsen A/h) =0
T = lim T

b) f1(0) = lim o o

= [lim sen (l)
h

Este limite no existe (el valor de sen (%) va oscilando entre -1 y 1).

Por tanto, f no es derivable en x =0 para n = 1.

Prueba que existe un punto de la curva: f(x) = e* + arc tg x cuya tangente
(en ese punto) es paralela ala recta y = 3x + 2.

@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcion f'(x) —3.

La pendiente de la recta y =3x+ 2 es m = 3.

Tenemos que probar que existe un punto de la curva f(x) tal que f'(x) = 3.

1
' = X + =
S =e T 3

Consideramos la funcion G(x) = f(x) — 3; es decir:

1

G = e* + -3
X € 1+x2

G0)=-1<0
Tenemos que: § G(1) =e— % =0,22>0
G(x) es una funcion continua en [0, 1]

Aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe un punto ¢ € (0, 1) tal que
G(¢) = 0. Es decir, f'(c) =3 =0; obien f'(c) =3, como querfamos probar.

Comprueba en cada caso que f(x) verifica la ecuacion indicada:
a) f(x) =e~senx
S')-2f(x)+2f(x)=0

1
x+1

xfi(x)+1= e/

b) f(x) = In

a) f1(x) = e¥ sen x + e* cos x
S0 = eXserrx + ¥ cos x + e¥ cos x — eXsemx = 2e* cos x
10 = 2f7(x) + 2f(x) = 2e” cos x — 2e” sen x — 2e” cos x + 2e¥ sen x =0

Por tanto: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0
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De otra forma:
J1(x) = e¥ sen x + e cos x = f(x) + € cos x
S0 = f1(x) + €% cos x — e~ sen x =
= f1(x) + &* cos x — e¥ sen x + ¥ sen x — e~ sen x =
= f1(x) + (¥ sen x + €* cos x) — 2(e¥ sen x) =
=10 + f1(x0) = 2f(x) = 2f"(x) — 2f(x)
Por tanto: f"(x) — 2f'(x) + 2£(x) = 0

bfx)=mm1-nx+1D=-nlk+1

-1
x+1

S =

1
n|\——-
A0 + 1= —% ppextxrl 1, (X+1)=ef(x)

x+ 1 x+1 x4+ 1

Por tanto: xf'(x) + 1 = ¢/

PARA PENSAR UN POCO MAS

79 Un avion vuela horizontalmente a 6 km de altura. La ruta del aviéon pasa por

la vertical de un punto P y se sabe que, en el instante en que la distancia del
avion a P es 10 km, dicha distancia aumenta a razén de 6 km/minuto.

Halla la velocidad del avion, que supondremos constante.
Pasos:

a) Expresa d en funcion de x:

b) Obtén la expresion de la velocidad de alejamiento de P, d'(t), en fun-
cionde x yde x'(¥).

c) Despeja x'(¢)) siendo 1, el instante al que se refiere el enunciado y, por
tanto, para el que conocemos algunos datos numéricos. x'(Z,) es la velo-
cidad del avion en ese instante y, por tanto, su velocidad constante.
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v = constante

- .-
6 km )T
S>> _ k _______ 4 6 km
e L IR
8 km
< x(D
) d=xZ+36
b) d(t) = N(x())? + 36
J) = PO XD XWX

N2 +36 V@)? + 36

d'G N (x(1)? + 36 2 1 a6
o x'(1y) = 0 j:(to) = 6V 8+ 36 _ % = 7,5 km/min
[}

El avién va a 7,5 km/min; es decir, a 450 km/h.
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