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TEMA 15. LIMITES Y CONTINUIDAD

1. IDEA DE LIMITE DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Cuando se representa graficamente una funcion y = f (x), la variable independiente x se representa en
el eje horizontal, eje OX; la variable dependiente y, en el eje vertical OY.

Tendencias
« Decir que x tiende a a (se escribe x — a), significa que x toma valores préximos a a, menores 0
mayores que a, pero cercanos (tan préximos como se quiera). Por ejemplo, x — 2 significa que x
toma valores como los siguientes:

x=19; x=1,99; x=1,999; ... (en este caso x — 2 por la izquierda; se escribe x — 27);
0 bien,

x=2,1; x=2,01; x=2,001; ... (en este caso X — 2 por la derecha: x — 2%)

« Decir que f(x) tiende a |, y se escribe f(x) — |, significa que f (x) toma valores proximos a |,
menores 0 mayores que |, pero muy préximos.

Ejemplo:

Si se considera la funcion f(x) = x? —3, puede verse que si x — 2, entonces f(x) — 1.
Asi se deduce considerando los valores dados en la tabla siguiente:

X—>2” 2" <X
Valores de x: 19| 1,99 1,999 2,001 201 [ 21
Valores de f (x) =x>—3[0,61{0,9601|0,996001 | —» 1 «|1,004001 | 1,0401 | 1,41

Efectivamente, tanto si x — 2~ como si x — 2" la funcién toma valores préximos a 1.

Gréaficamente, puede verse que para valores de x proximos a 2, el /
valor de la funcion f (x) = x> —3 se aproxima a 1. Por ambos lados, .
los puntos de la curva se acercan a (2,1). Q. 1);,
En torno al punto (2, 1), la grafica de f puede encerrarse en un -

circulo tan pequefio como se quiera. \ [V

‘ °
. . ’ f-
La notacion que suele emplearse es: Ilmz(x —3) =1. / { ;
X—> \ ¥ 1
o . . \ 2 -
— Se lee: limite de (x2 —3) cuando x tiende a 2 es igual a 1. @1y
 ET IEE E BE ?
\‘ #“
Idea de limite B A ] 1 /23 &4 %
En general, lim f(x) =1, significa que cuando x se acerca a a, todos 3
X—a X /
los valores que toma f (x) se acercan a | todo lo que se quiera. 3/

— El comportamiento de f(x) debe ser el mismo tanto si x se

acerca a a por la izquierda (x — a-), como si x se acerca a a por la derecha (x — a*).

Estoes,si lim f(x)= lim f(x) =1, entonces existe el limite y vale I: lim f(x)=1.
x—a~ x—at Xx—a

Por tanto, para que exista limite es necesario que existan los limites laterales y que sean iguales.
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Deducciones que pueden hacerse a partir del limite
« El estudio del limite de una funcién en un punto permite determinar como se comporta esa
funcion f(x) cuando la variable x se aproxima a un punto concreto a. Pudiendo suceder:

1) Que cuando x — a, entonces f (x) — f(a). En este caso se dir& que la funcion es continua en el

punto x = a. Es lo que pasa en el ejemplo anterior, ya que Iirr;(x2 —3) = f(2)=1.
X—

2) Que la funcién tome valores distintos por la izquierda y por la derecha de a. Esto es, que

lim f(x)= lim f(x).En este caso la funcion no tiene limite; pudiéndose admitir que tenga limite
x—a~ x—a*

solo por la izquierda, o solo por la derecha, o por ambos lados, aunque distintos
3) Que la funcién tome valores muy grandes, infinitamente grandes. En este caso tampoco existe

limite, aunque podria escribirse lim f (x) = +oo, siendo esta la manera de decir que, en las cercanias
X—a

de a, la funcién toma valores tan grandes como se quiera.
4) Que no se sepa lo que pasa, porque la funcion se comporte de manera “indeterminada”; esto
requerira un estudio mas complejo.

Ejemplos:
a) Recuerda que la funcion parte entera de x se define como el nimero entero inmediatamente
menor o igual a x; pues bien, si x — 2, la funcion f(x) = ENT[x] se comporta como sigue:

X— 2~ 2" X 4 *—o
X: 11,9011,99(1,999|... ...[2,001]{2,01[21 3 —d
fx):11] 1 1 |52« 2 2 |2 sl oo
Cuando x — 27, la funcién toma siempre el valor 1 = lim ENT[x]=1. 1 |~-eo—p
X—2~ !
Cuando x — 2, la funcion toma siempre el valor 2= lim ENT[x]=2.  ~ 1§ 2 3 2 5
x—2"
En este caso, Iirr; ENT[x] no existe. (Puede admitirse la existencia de limites laterales).
X—>
1 .
b) Para f(x) =———, cuando x — 2 se tiene: i
X—2 4 it
X— 2" 2" <X 2 :
X [1,91199(1,999(... ...[2,001]{2,01|21 N i
f(x):{-10|-100|-1000|— ¢? <« | 1000 | 100 | 10 202 4 &
\
Cuando x — 27, la funcién toma valores cada vez mas grandes y negativos. -2 :
Cuando x — 2%, la funcién toma valores cada vez méas grandes y positivos. -4 B
Evidentemente la funcién no tiene limite, aunque puede escribirse '
Iirr; LZ =+o0 — Estos casos estan ligados a la existencia de asintotas verticales.
X—2 X —
X—2 .
¢) Para f(x)=—; 2 cuando x — 2 se tiene:
X —
X—> 2" 2" X Lﬂ [
x_ | 1,9 [ 1,99 [ 1,099 [ .. .. [ 2001 [ 201 [ 21 | — —
f(x):]0,2564|0,2506 | 0,25006 | — 0,25 « | 0,24994 | 0,2494 | 0,2439

Aunque la funcién no esté definida en x = 2, tanto por la izquierda como por la derecha, toma
=0,25.

s . . X
valores tan proximos a 0,25 como en quiera. Por tanto, lim — 2
X—2 X° —
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Consideraciones graficas

Como se ha visto en el ejemplo anterior, para que exista el limite en un punto no es necesario que la
funcion esté definida en ese punto. Esto sugiere que lo que importa son los valores que toma la
funcion cuando x — a, no cuando x = a. Por eso, puede darse el siguiente criterio grafico:

« Si lim f(x) =1, entonces, en los alrededores del punto (a, 1) la grafica de la funcion puede
X—a

encerrarse en un circulo tan pequefio como se quiera, sin importar lo que pase en x = a.

Esta idea se puede explicar con ayuda de las siguientes gréficas de funciones.

@ an a1 v M
2 ° ©° 3 f 3 3 :
2 / 2 o 2 sl
! ? ? ‘ 1 \ / 1 O 1 / : ‘\‘
=it X
ol 1 2 3 o| 2 4—1|1534-1l_"1234—1|1.234

En la figura (1) se observa que Iin; ENT[x] no existe. La graficade f(x)=ENT[X], en puntos
X—>

cercanos a X = 2, sale de los circulos trazados.

. X—2 - ,
En la figura (1), que es lade f(x)= e cuando x se acerca 2, su grafica esta encerrada dentro

del circulo marcado, salvo el punto (2, 0,25) del que no se dice nada. En este caso existe el limite en
. -2
x=2yvale 0,25: lim X2

x—2 X =4

=0,25. (Aunque la funcion no es continua en ese punto).

En la figura (111), que es la de la funcién f (x)=(x— 2)2, para valores de x cercanos a 2, su grafica

) , . ,o. . 2
esta encerrada dentro del circulo marcado. Existe el limite en x = 2 y vale 0: I|m(x—2) =0.
X—2

Como el valor del limite coincide con f (0), la funcién es continua en x = 2.

—(x—2)2+1, Si x<2
En la figura (1V), que es la de la funcion f(x) = 2, si x =2, para valores de x
(x—2)2+1, Six>2

cercanos a 2, su grafica esta encerrada dentro del circulo marcado, salvo el punto (2, 2). En este
caso también existe el limite en x = 2 y vale 1: Iirr; f(x) =1. (La anomalia del punto (2, 2) hace que
X—

la funcién no sea continua en x = 2).

. - 1
En la figura (V), que es la de la funcion f(x) = (—2 , para valores de x cercanos a 2, tanto por la
X—2
izquierda como por la derecha, la funcién toma valores cada vez mas grandes. En este caso no
existe lim f(x), aunque puede escribirse que lim f (x) =+o0, para indicar que la funcion toma
X—2 X—2

valores infinitamente grandes cuando x — 2.
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2. CALCULO PRACTICO DE LIMITES

Casos inmediatos
Si f(x) esuna funcion usual (polindémica, racional, exponencial, logaritmica, etc.) y esta definida

en el punto x = a, suele cumplirse que: lim f(x) = f(a). Esto es, el limite se resuelve sustituyendo.
X—a

Por tanto, lo primero que debe hacerse para calcular un limite es sustituir x por a: hallar f (a). Si
existe f(a) y la funcion no esta definida a trozos, se aceptara que lim f(x) = f(a).
X—a

Ejemplos:
a) limk =k . En particular, lim(-3)=-3.  b) lim(3x—5)=3a—5: (se sustituye x por a).
X—>a X—>4 X—>a
lim (%% +3x-5)=(0+0-5)=-5. im (x-1)° =(-2-1)° =9.
c) Xl_rg(x +3X ) (0+0-5) d) XILnJZ(x 1)" =(-2-1)"=9
o) lim=—2_3-1_2 flim=—=_3-3_0_,
x>l X+2 1+2 3 x>3x2+2 9+2 11
s X+l _ p=l+l _ 50 _ ; 2_a)\= -2 -3))=In1=
) lim 2% =274 =2° =1, h) XIer_wz(In(x 3)) In((-2)2-3))=In1=0.

« Cuando la funcién no esta definida en el punto x = a, pueden darse tres posibilidades:
1.2 Que no tenga sentido calcular el limite.

Ejemplo:
Para la funcion f(x) =log(x—3) no tiene sentido calcular el limite en el punto x = 2, pues la

funcidn no esta definida para valores proximos a 2, cuando x — 2.
Si podria calcularse el limite cuando x > 3. En particular, si x — 13, lim log(x—3)=1og10=1.

X—13

2.2 Que no exista el limite por ser su valor infinito.

Esto sucede cuando al sustituir aparece la expresion 0’ que no esta definida, pero que toma valores

muy grandes cuando el denominador se acerca a 0. En ese caso, aunque no existe el limite, puede

decirse que vale oo y escribir lim f (x) = Kk =00,
x—a 0

Ejemplos:
a) lim ! > = ! > = 1 =00 — Laexpresion 1 no esta definida; pero el cociente “1 entre un
=2(x-2)" (2-2)° O 0

ndmero cada vez mas proximo a 0” es cada vez mas grande: se dice que vale oo.

i 8
b) Igualmente, Iimi:i:g:ioo. | 6
x>1x-1 1-1 0 L4
Observa que se ha puesto oo, pues la funcion se comporta de manera diferente =
a izquierda y derecha del punto x = 1. (Mas adelante se hara con detalle). 9 -6 _:gf 3
L4

3.2 Que exista el limite (aunque debera calcularse por métodos especificos)

X—2 e 2-2
5 no esta definida en x = 2, pues f(2) =

X°—4 2°-4

Por ejemplo, la funcion f(x) = = g —?:Nn0

. . . . X-2 . o
obstante, tiene limite en ese punto, siendo Im;z—4 =0,25, como se ha visto al principio del tema
X—>2 X© —

y justificado en la figura (11) de la p&gina anterior.
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3. LIMITES DE FUNCIONES CUANDO x = a

Limites de funciones racionales cuando x - a

Las funciones racionales son de la forma f(x) :l))g, siendo P(x) y Q(x) polinomios.
Al hacer el limite, I|mL se presentan tres casos:
Xx—a Q(X)
Casol1.Si f(x)=—— PX) estad definida en x = a (sucede si Q(a) #0), entonces lim —= PO) _P@)
Q(x) -aQ(x) Q(a)’
Ejemplos:
2) lim 23x+5 _ 32( D+5 :Ezl; b) lim X 4_2 4=9=O.
x>-1x°-2x-1 (-D)°-2(-)-1 2 x>22x-1 22-1 3

Caso 2. Si Q(a)=0y P(a)#0, entonces )|(I_rg Qg((; {giggig} =o0. (No existe el limite).

En este caso la funcion tiene una asintota vertical, la recta x = a.

— Aplicacion: determinacion de asintotas verticales
Cuando lim f (x) =0 se dice que la recta x = a es una asintota vertical de la curva y = f (x).

X—a
En este caso, si fuese necesario hacer un estudio de la grafica de y = f (x), hay que calcular los
limites laterales para determinar el signo de ese oo, pues su comportamiento puede ser diferente a
izquierda y derecha de x = a.

Asi, como |Imi=i=g:ioo = x = 1 es asintota vertical. 5] !
x-»1x-1 1-1 0 |\
2 \
« Porlaizquierda: lim L:L 2 =—0, ' | s
- x-1 1" -1 0* |
Six—> 1 ,x—1-— 0 (puedes probar con x = 0,999). 32 1 | 2 3 4 5
e 2 2 2 ~1
. Porladerecha: lim —= =— =140, N
x-1'x-1 1"-1 0 2% lx—
Six— 1", x—1— 0" (puedes probar con x = 1,001). <,

Caso 3. La indeterminacion [%}

Si Q(a)=0y P(a) =0, quedaria lim——= PO) [8} El limite se puede resolver transformando el

| =2 Q(X)
cociente, ya que:
. SiQ(a)=0 = aesraizde Q(x) = (x—a) es un factor de Q(x) = Q(x) =(x—a)Q(x).
. lgualmente, si P(a)=0 = P(x)=(x—a)R(x).
Luego:
PO _ (x-a}R0) _ R _ o P() {9}_ jim AR e ROY
Q) (¥~a)Q(x) Q(x)  xaQ(x) x-a(x=a)Q(x) x-aQ(x)

0

Para resolver el Gltimo limite se aplica nuevamente alguno de los tres casos vistos. En particular, si
volviese a salir 0/0 se reiterara el procedimiento del caso 3.
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Ejemplos:
a) Comenzamos con el resultado ya conocido de lim )(2_2 =0,25.
x—2 X —4
En efecto, al sustituir, lim x=2 _|90 — descomponiendo en factores: x> —4=(x—2)(x+2),
X2 X2 —4 0
lim X =2 =H=|im X721t 1 g0
x>2x> -4 |0 X—>2(X 2)(X+2) x>2X+2 2+2 4
2 X+1)(x

b) lim X2 1: 0 = (descomponiendo en factores) = Iim( )( )=Iimx—+1=1L1=2

x—1 X% —X 0 x—1 X( —1) x=1 X 1

_3xt—2x3 +3x2
c) lim—; 5
x—=0 2X° —3x° —5x
3x*—2x% +3x%2 [0 X(3x° - 2x* +3x]
0]y’

- al sustituir queda [%} Sacando factor comun x en ambos términos, se

i 3xC-2x"+3x 0 o
o0 (2 "0 2 35 5
x(2x*-3x-5) x>0 2x*-3x-5

tiene: lim 3 5
x—=0 2x° —3X“ —5X

. 2 _ X(x*3 _ = . .
d) lim ZX;SX:P}: lim ( ) = lim L:—B:J_roo. No existe el limite.
x>-3x°+6Xx+9 |0 x—>—3(X+3)(X ) x>-3X+3 0

2 +4x+2 [0 2(x#LH(x+1) . 2(x+1) [0 . _
e) lim - — =z |=lim—————==lim ——==—| — serepite el proceso:
0] o1 (xa)(x*-1) *>2(x*-1) LO

x>-1x3 +x2 —x-1
lim M:H: lim %: lim—2_ -2 __4
x—>-1 x2_1 0] x>1(x+1)(x-1) x>-1(x-1) -1-1

Nota: Comprueba que: 2x° +4x+2=2(X+1){x+1); x> +x° —x—1=(x+1)(x2 —1).

— Indeterminaciones matematicas y otras observaciones

En Matematicas hay siete casos en los que al sustituir el valor x = a en la expresion dada se llega a
situaciones extrafas, no definidas, que reciben el nombre de formas indeterminadas.

Escritas esquematicamente, estas 7 indeterminaciones son:

o 7] o e w1 o e

. Conviene aclarar que cuando en estas expresiones se escribe 0 se quiere significar que se esta
ante un valor tan pequefio como se quiera (positivo o negativo, pero infinitesimal). Lo mismo pasa
cuando se escribe 1, para indicar un valor que se acerca a 1 (tomando valores como 0,999... o
1,000...). Por ultimo, « designa un valor mayor (en valor absoluto) que cualquier nmero dado.

« Algunas veces estas formas indeterminadas pueden resolverse. Los métodos de resolucion que se
emplean este curso son basicamente algebraicos (simplificar, extraer factor comun, multiplicar y
dividir por expresiones conjugadas, operar con potencias y raices, ...), que permiten transformar la
funcion inicial en otra equivalente no indeterminada en el punto en cuestion.

. En este curso se estudian solo las indeterminaciones [g} y [f} . La primera de ellas, 0/0, ya se
(e 0]

ha visto para funciones racionales; a continuacion se estudiara para funciones con raices.
Inmediatamente despues, para ambos tipos de funciones, se abordara la resolucion de oo/oo.

. Como advertencia, conviene no confundir las expresiones {ﬂ [E} y [9}

0 0
o] _ . .. , kl_ . _ 0 _ ...
1) M =0:tiendea0; 2) o = o0: tiende a 0;  3) 6 = ¢?: hay que resolverlo.
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. ... |0 . .
La indeterminacion 6 en funciones con raices

: . . ... 10
En las funciones con radicales, la indeterminacion [— puede resolverse de dos formas:

1. Descomponiendo en factores y simplificando, andlogo a lo hecho para funciones racionales.
2. Multiplicando y dividiendo la funcién dada por la expresion conjugada de alguno de sus
términos. A continuacion, se opera y simplifica.

Observaciones:
1) En raices de indice par hay que considerar si la raiz esta definida en el punto de estudio.
2) Si no se advierte nada, en todos los casos se tomaré el signo positivo de la raiz.

3) La expresion conjugada de JA+B es JA-B:al multiplicarse: (\/K+ B)(\/K— B) = A—B?.

Ejemplos:
a) Para la funcion f (x) =«/x—3 no tiene sentido calcular lim«/x—3, pues la funcién no esta

X—2
definida para valores proximos a 2, cuando X — 2. Si podria calcularse el Iimite cuando x > 3.

En particular, cuando x — 3*, lim </x-3=0;ysix - 7, lim Jx=3=7-3=4=2.

x—3"

b) lim |—X=2
x—2\ 2x% — 4x

. X— 2
lim —|=1lim =lim f ,f
X—>2 2)( _4)( X—2 2X x—2 \ 2X 4 2

{0} Puede resolverse simplificando dentro de la raiz:

C) Iimx—_3 — Al sustituir se obtiene [0} lim ——2— 3 33 _3°3 P}
=% X +6 -3 =3 [Xx+6-3 \/3+ -3 3-3 [0]

La transformacién que debe hacerse es multiplicar y dividir por la expresion conjugada del término que
lleva la raiz: la expresion conjugada de +/x+6 —3 es «/x+6 +3. Esto se hace para eliminar la raiz

cuadrada de ese término, pues (M—S)-(M+3) = (M)z ~3 =x+6-9 =Xx-3.

Luego,

lim 2= _{9}" (Y(6+3) | (o3[rr6-3)
=3 x+6-3 9 (fx+6-3)(Vx+6+3)  * x=3

x 3 X+6-3
(simplificando y sustituyendo) = Iirr31 \(}\ ) = Iim(a\/x+6+3):\/3+6+3:3+3:6.

3 x—3

d) lim
)xaz 2—X

V2xx = {%} — se multiplican los términos de la fraccion por el conjugado del numerador,
J2x = xJ{N2x + N 2

que es J2x + x; queda: Ilm( )( )_I|m ( ) = lim X=X =

X2 (2—x)-(\/ﬂ+ x) 2 (2- x)(\/_+ x) Hz(2—x)-(\/§+ x)

— se saca factor comuUn en el numerador:

i (2’4 = lim 2 .2,
o (2-%)(v/2x +x) X*(\/_+X) “22+2 4

1
=
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Limites de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas cuando x - a
La funcién exponencial, f(x)= a%® cona> 0, tiene limite siempre que g(x) esté definida.
La funcion logaritmica, f (x) = log, g(x), tiene limite siempre que g(x) > 0.

Las funciones trigonométricas: f (x) =sin(g(x)) y f(x)=cos(g(x)) tienen limite siempre que g(x)

esté definida; f(x)=tan(g(x)) tiene limite siempre que g(x) = g+ km.

Ejemplos:
1

a) Iim(3")=32 =9; lim (ex2+2x)=e12 =el;  lime*2 no existe.

X—2 x—-1 X—>2

. _ - i . 2 . A . . .
b) )|(I_>YT;(|OQ x)=log 2 ~0,301030; )I(lg(])(ln(x +1))_In1_0, )I(|_>rr;(log(x 5)) no existe.
— f(x)=log(x—5) tiene una asintota vertical en x = 5, por la derecha: lim (Iog(x—s)) =—00,

x—5"

c) lim sin(x+£j =sin3—n=£; lim (cos2x)=cosm=—1; Iim(tanz) no existe.

x—= 4 4 P X—=n 2

2 2

Limites de funciones definidas a trozos

En las funciones definidas a trozos, para cada una de las funciones que intervengan vale lo dicho
anteriormente; la Gnica novedad es que hay que estudiar los limites laterales en los puntos de union
de los diferentes trozos.

Ejemplos:
L 1-x*, six<1l . . .
a) La funcion f(x) = ) tiene limite en todos los puntos.
x=1 six>1
El Unico punto dudoso es x = 1, en el cual hay que estudiar los limites 2
laterales:
. por laizquierda: lim f(x) = lim (1—x2)=1—1=0; k v
x—1" x—1" -2 A1 1 2 3 4

. por laderecha: lim f(x) = lim (x-1)=1-1=0. B

x—1" x—1" -2
Como ambos limites coinciden, existe el limite y vale 0.

2 3 six<2
b) La funcion f(x)=q 4 ) , o tiene limite en el punto x = 2,
-, Six>2 2 o
’ - X - - 1 \
pues sus limites laterales en ese punto no coinciden: f
« por laizquierda: lim f(x)= lim (x2 —3):4—3:1; SN RV A
X—2" X—2"
4 4 N

« porladerecha: lim f(x)=lim —===2. -

x—2" x—2" X 2

2 -
. -2 -1 . . .
c)Si f(x)= X ’ S! X< , el valor que debe tomar el pardmetro m para que exista el limite
2X+m, six>-1

en x = —1, se determina imponiendo que los limites laterales en ese punto sean iguales. Esto es:

lim (x*-2)=1-2=-1
lim f(x)= lim f(x) - Como <*>1 = -1=-2+m=m=1.
x—>-1" x—>-1" lim (2x+m)=-2+m

x——1"
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4. LIMITE DE UNA FUNCION CUANDO x = «

En este apartado se trata de estudiar como se comporta una funcion cuando la variable
independiente se hace cada vez mas grande, tan grande como se desee. (A veces, en vez de infinito,
se emplea la expresion, “a largo plazo”; o “cuando pasa mucho tiempo™).

Algo sobre el infinito
Decir que x — + oo significa que x se hace tan grande como se quiera.
Decir que X — — oo significa que x se hace tan grande como se quiera, pero siendo negativo.

« Las operaciones con el infinito no actian exactamente igual que con nimeros. Sin pretender ser
exhaustivos se indican algunas:

o0 + 00 = oo; —w—w=—o;  wxkZow; —wtk=—o;
(+k) - 0= oo (=K) - 00 = —o0; 00 + 00 = 0, © -+ (= ) = — oo,
o/ (£ K) = +o0; 1k / o0 =0; o) = oo o0 = 0

[c0 — oo] es indeterminado; [0/ 0] es indeterminado.

En todos los casos + k indica un nimero positivo (- k, negativo). Aqui, cuando se escribe oo sin
signo, se supone positivo.

Limite de funciones polindomicas en el infinito
Si P(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que: lim P(x) =+
X—>+o0

El signo depende del término principal del polinomio (de su coeficiente y del exponente), valiendo
en todos los casos las reglas de los signos.

Decir que lim f(x)=co significa que cuando x se hace muy grande, f(x) toma valores mayores

X—to0

que cualquier niimero dado: |f (x)| es tan grande como se quiera siempre que |X| sea lo
suficientemente grande.

Ejemplos:
a) )!I_)ﬂl(7x+5)=7-oo+5=oo. b) X|_I)rIlOO(7X+5)=7-(—oo)+5=—oo.
¢) lim (2x° ~3x-9)=o0. d) lim (2x°-3x—-9) =,
X—>00 X—>—0
Puede observarse que |im(2X3—3X—9)=[oo—oo—9]: |im(X-(2X2—3)—9)=oo-oo—9=oo.
X—»o0 X—»0

Igualmente, lim (2x3—3x—9): lim (x-(2x2—3)—9):(—00)-oo—9:—oo—9:—oo.

X—>—0 X—>—0

Consecuencias

1. Si Q(x) es un polinomio de cualquier grado, se cumple que lim K =0.

0 Q(X)

2. Para hallar el limite del cociente de dos monomios se simplifica y calcula.

Ejemplos:
a) lim 1.1, b) lim = __o. c) lim — =0.
X—t0 X 00 X100 —2X +5 X—t0 X° —7X
3 2
g tim ZX—iim 320, ¢ lim X lim2d=w. f lim 2 = jim =2
X—xoo X X—3oo X X 2X  X—towo X—1o0 3X x—>t03 3
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Limite del cociente de dos polinomios: funciones racionales
Si P(x) y Q(x) son polinomios, P(x) de gradony Q(x) de grado m, entonces

PO) _ ax"+a, X"+ . +ax+a, _{oo}_ fim 2nX"

lim —= =
x>0 Q(X)  xo0 by XM by X" L+ X+ by

Solo se tienen en cuentan los términos principales (ver Problema n. 7), cumpliéndose que:

0 x>t b xM

3_
sinsm lim 2% _ i gim =22 im 2C _im & _ o
X—>iOOQ(X) x—>+005x2_4x+1 x—>+w5x2 x—>+0 5§
2 2
. sin=m lim 2X_3& i 22X +3X :Iimzxzzg.
x>0 Q(X) b,  x>03x°—4x+5 x>»3x° 3
. sin<m lim 2®) _0 5 lim L lim 2% _ lim 2 0.
X—)iooQ(X) x—>+oo5x —4x+1 X—)+005X2 X—>+005X

En todos los casos deben tenerse en cuenta las propiedades de los signos. Asi, por ejemplo:

3 3

. XT+2X D ¢ . X . 4Ax+2 4x .

lim ——=lim —= lim —=—0;  lim = lim —= lim (-4)=—4.
x—>-o 5x“+1 x>oBxc x>w»5 X0 3—X  X>—0—X X->—®

Aplicacion: determinacion de asintotas horizontales y oblicuas en funciones racionales

« Cuando el grado del numerador es menor o igual que el grado del denominador la funcién

racional tiene una asintota horizontal.

En general, si lim f(x) =1 se concluye que la rectay = | es una asintota horizontal de f(x).
X—>0

Esto significa que la grafica de la funcion se acerca a la recta y = | cuando x — co.
« Si el grado del numerador es igual a 1 + el grado del denominador la funcion racional tiene una
asintota oblicua.

f(x)

Su ecuacion es larecta y =mx+n, siendo: m= lim ——=; n= Iim(f(x)—mx) ,N#o0,

X—o X X—>00

Observacion. En el Problema n. 10 se vera otro método para el calculo de asintotas oblicuas.

Ejemplos:

a) La funcién f(x) = 2x_—31 tiende a 2 cuando x — +co.

1 2X “:i

. 2X—
En efecto, lim = lim —= lim 2=2. =2 L1 _ 4 T
X+ X—3  X—>+w 2x 1x—>+oo , — !
X— ) X v on s T T4 6 8 10 12 12
También se cumple que lim = lim === lim 2=2. RAEEPS A S
X—>—0 X—3 x> X X—>—00 | :\=3
Luego, la rectay = 2 es asintota horizontal hacia ambos lados. 4 '
Comprueba, dando valores grandes a x, que si X — +o, f(x) — 2%y six— -0, f(X) > 2.
X3 —3x°
b) La funcion f(x) ——2 tiene una asintota oblicua: el numerador
X<+
es de grado 3; el denominador de grado 2. Se calcula como sigue:
3 _3y2
-3x
f(x 2 . x3-3x?
m= lim £ ( ) ||mX—+2=||m3—3=1;
X—o X X—>00 X x—wo X° 4+ 2X
. [ x®=3x? _—Ax* -2X
n=lim(f(x)-mx)=lim| ———-x |= lim ———=-4.
X—>0 x—o| X +2 X—0 X% +2
La asintotaes larecta y=x—4.
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Limites de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonomeétricas en el infinito

La funcién exponencial, f(x)=a%®, cona>0.

El comportamiento de estas funciones en el infinito es muy dispar: no pueden darse criterios
generales; en cada caso hay que estudiar la base y el exponente. Ademas, deben distinguirse los
Cas0s X —» —oo Y X — +oo.

Ejemplos:
a) lim (2*)=2" =+0; lim (0,6")=0,6 =0. /
X—>-+00 X—>+00 |10
En cambio, lim (2X) =2 =0y lim (0,6)‘):0,6’” = 40, F)=06" Fx)=2"
X—>—00 X—>—00 _| 5
Esto significa que la funcién f(x)=2" tiene una asintota \
horizontal hacia —o; mientras que f(x)=0,6" tiene la asintota 10 5 0 j- T 5 10
hacia +co. En ambos casos, es la recta de ecuacion y =0: eje OX.
X—2 . 16
i — lim — 1
b) lim [2xJ:2xwx _olop. -
X—>1o0 == |
f=2~

Esto significa que la recta y =2 es asintota horizontal de la /
X—2 - ___‘_/f" y= 2

funcion f(x)=2 x .

c) lim (e‘X2 ) =e * =0. Esto significa que la funcion
X—>+o0

f(x)= e tiende a0 por ambos lados, cuando X — —o y

cuando x — + co. Larecta y =0 es su asintota.

Las funciones logaritmicas, f (x) =log(g(x)) y f(x)=In(g(x))
Su limite, cuando x — oo, depende del comportamiento de la funcion g(x) > 0; cumpliéndose en

todos los casos la siguiente propiedad: lim (Iog(g(x))) = Iog( lim (g(x))).
X—>0 X—>0

Ejemplos:
a) XI_|>r11oo(log X) = log (+0) = +o0; XI_'@OO(IOQ X) no existe;
b) lim (In 2)‘_3) - In( lim ZX‘BJ ~In2.

X—»00 X X—>0 X

Las funciones trigonométricas elementales, f(x)=sinx, f(x)=cosx y f(x)=tanx no tienen
limite en el infinito: oscilan permanentemente.

Las de la forma f(x)=sin(g(x)), f(x)=cos(g(x))y f(x)=tan(g(x)), su limite en el infinito
depende del comportamiento de g(x) .

Ejemplos:
a) lim (sinx) no existe; lim (cos 2x) no existe; lim tan= no existe.
X—>+00 X—0 X—0

. . TIX . . X . T
b) lim | sin =sin| lim =sin—=1.
X—>+00 2X+3 x—>+0 2X 43 2
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5. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

12

La idea grafica de continuidad de una funcién es sobradamente conocida: una
funcion es continua cuando puede trazarse sin levantar el 1&piz del papel; cada
vez que se produce un salto se tiene una discontinuidad. Asi, por ejemplo, la
funcion f(x) = ENT[x] es discontinua en todos los valores enteros de Xx.
Tambien suele decirse que una funcién es continua cuando a variaciones
pequefias de x le corresponden variaciones pequefas de f (x).

Su definicién mediante limites es la siguiente:
f(x)es continuaenel puntox =a< lim f(x)=f(a).
X—a

- M oW B

1

2 3 4 5

Esto exige que la funcion f(x) esté definida en el punto x = a y que su limite coincida con f(a).

De las siguientes funciones, solo la dibujada en (b) es continua en x = 2.

@ (b) © (d)
3 31\ 3 / 3 |
l‘:, 2 2 / 2 o/ 2 [
\ / [
1 1 \ / 1 o 1 T
i O N1 4 | : S
T RN P 12" 3 4 Wl Aesd Al ks
r -1 1]/ -1 '

La funcion no esta
definidaen x = 2;

El limite y la funcion
valen lo mismo:

El I|’mi‘te no coincide
con f(2)=2, pues

La funcion no esta

definida; tampoco
aunque existe el existe Iirr; f(x).
X—>

: 2
limite. lim(x—2)"=0=f(2).

X—2

lim £ () =1 f(2).

Discontinuidad evitable
Una funcién f(x) tiene una discontinuidad evitable en un punto x = a cuando la funcién tiene

limite en ese punto. Esto es, cuando existe lim f(x)=1.

X—a
« Sila funcién no esta definida en x = a, la discontinuidad se evita se definiendo f(a)=lim f(x).
X—a

« Si la funcidn esta definida en x = a, pero su valor de definicién no coincide con el limite,
entonces hay que redefinir f (a), imponiendo que f(a)=Ilim f(x).
X—a

. Enlas figuras (a) y (c) la discontinuidad puede evitarse. En (a) la discontinuidad se evita
definiendo f(2)=1/4;en (c), redefiniendo f(2)=1.

Ejemplo:

La funcion f (x) =—

no es continua en x = -2y X = 2, pues no esta definida en esos puntos.

En el punto x = 2, la discontinuidad puede evitarse definiendo aparte f(2)=1/4, pues
=lim

|imL2=H X2 _im_ Ll _1_ g5
x>2x2—-4 |0 X—>2()§/2)(X+2)

En x = -2 la discontinuidad no puede evitarse.

x>2X+2 4

——, Six#-2y2
Con esto, la funcion: f(x)=1{x?>—-4 4

1/4,
siempre que X # —2; en ese punto tiene una asintota vertical.

es continua
Six=2
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6. CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES USUALES

Continuidad de las funciones polindmicas, racionales y con radicales
Estas funciones son continuas en todos los puntos de su dominio.

Ejemplos:
a) Todas las funciones polinémicas, f(x)=P(x), son continuas para todo nimero real. En
particular, por ejemplo, las funciones f(x)=—x3+3x% 0 f(x)= (x— 2)2.

. . P(x . .
b) Las funciones racionales, f(x)= % , N0 son continuas en las soluciones de Q(x)=0.
X

. 2 . | ]

Asi, la funcién f(x) =— no es continua en los puntos x = -4y IR
X“+3x-4 x4 | :K

x = 1, que son las soluciones de x?+3x—4=0. S BN B
— Como se ha dicho anteriormente, en esos puntos la funcion puede “\6]"' 2‘2’ \: 2 46
tener asintotas verticales. | L |: x=1

c) La funcién f(x) = X es continua en todo R, pues x* +4 = 0 para todo x.

X2 +4

d) f(x)=+/x+2 escontinua para todo x > -2, que es su intervalo de /|/

definicion. ) o| 2 4 6

e) La funcion f(x)=3x+2 es continua paratodo x € R, pues siempre esta definida.

Continuidad de las funciones exponenciales, logaritmicas y trigonométricas
Estas funciones son continuas en todos los puntos de su dominio.

La funcién exponencial, f(x)= a%® cona> 0, es continua siempre que g(x) esté definida.

Ejemplos:
a) Las funciones f(x)=2%, f(x)=e* "2y f(x)=e "5 son continuas siempre, para todo x € R.

1
b) f(x)=e*2 es continua para todo x # 2, punto en el que no esta definida.

Su gréfica es la adjunta.
Es facil ver que la recta y = 1 es asintota horizontal.

X—>+00 X—>—00

1 1 1 1
En efecto; lim ex-2 [e+°° e°]1; y lim ex2 [eoo e°]1.

También puede verse que tiene una asintota vertical, la recta x = 2, o
situada a la izquierda de la curva, cuando x — 2%, pues: -4 20 24 5 8

1 1 1 1 1 1
lim ex2 =|e2"-2 =0 =™ | =+ en cambio, limex2=|e2-2=¢0 =g |=0.
x—2% X—2~

(Con la calculadora puedes comprobar que f(1,9)=e%~0,000045 y f(2,1)=€'" ~2,210°; el
primer nimero es infinitesimal; el segundo, muy grande: tiende a ).
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La funcidn logaritmica, f (x) =log, g(x), es continua siempre que g(x) > 0.

Ejemplos:
a) Las funciones f(x)=Ilogx y f(x)=Inx son continuas cuando x > 0: x € (0, +o0).
b) f(x)=log(x—5) es continua cuando x—5>0; esto es, en el intervalo (5, +o0).

c) f(x)=log (x2 —4) es continua cuando x2—4>0; esto es, _
cuando xe(—o0, —2)U(2, +oo). \
Las rectas x = —2 y x = 2 son asintotas verticales de la curva. R F
d) f(x)=In (x2 +1) es continua siempre, pues esta definida para

-y =
Il
3

Fx)=log (" - 4]
todo x € R: x*+1>0 para todo x. -4 ‘

Las funciones trigonométricas: f (x) =sin(g(x)) y f(x)=cos(g(x)) son continuas siempre que

g(x) esté definida; f(x)=tan(g(x)) es continua siempre que g(x) ¢g+ km.

Ejemplos: | I
1 [v ® l [
a) f(x)=sin= es continua para todo x # 0. Y [
X /i /! /
b) f(x)=cos(2x+3) es continua para todo x € R. /=g Jx=m x=3n
m m Im
c) f(x)ztang es continua siempre que §¢g+kn = X#n+2Kn. Y& Trf ; f/
1 I| NE X II
Las rectas x =mn+2km, k € Z, son asintotas verticales de la curva. | N A i
I| _ﬁ- III |

Continuidad de las funciones definidas a trozos

Las funciones definidas a trozos seran continuas si cada funcion lo es en su intervalo de definicion,
y si lo son en los puntos de unién de los intervalos; para esto Ultimo es necesario que coincidan los
limites laterales.

Ejemplo:

2 2 3 six<2
. - 1-x°, six<l1
a) En la pagina 204 se dan las gréficas de f(x)= ) y f(x)=9 4 .
x=1 six>1 - Six>2
X

Puede verse que la primera es continua en todo R, pues lim (1— xz) = lim (x—l) =0.
X—1" x—1"

En cambio, la segunda no es continua en x = 2, pues lim (x2 —3) =1y lim 4 = 4 =2.
X—2~ =2t X 2

2 _ ix<
b) Si f(x)= 0.5x" 1 S! x<3 , el valor que debe tomar el pardametro
mx+2, Six>3

m para que la funcion sea continua en x = 3 es el resultado de la
igualdad lim (0,5x* ~1) = lim (mx+2).

X—3~ x—3"

- N W b o>

Como lim (0,5x*~1)=0,59-1=3,5 y lim (mx+2)=3m+2,debe

x—3~ x—3" _/I/
cumplirse que 3,5=3m+2=15=3m=m=0,5. 21 e S
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7. RECURSOS INFORMATICOS

Casi todo lo estudiado en los temas de funciones puede reforzarse aplicando los recursos
informaticos.

Lo mas vistoso y sencillo es la representacion grafica de cualquier funcién. En estos
temas, la mayoria de los dibujos se han hecho con GeoGebra, pero puede utilizarse
cualquier otro programa conocido: Derive, Mathway, Photomath o Google.

Estudio de una funcién

2
Por ejemplo, si se quiere estudiar la funcion f(x) = X"+ 3

puede hacerse lo siguiente:

1. Abriendo GeoGebra y tecleando (x"2+3x)/(x+1) se obtiene la grafica adjunta. (La escala de los
ejes, el grosor, estilo de trazo y color de la curva puede modificarse: ir a “propiedades”).

2. La discontinuidad que se observa en la curva entre —2 'y 0 =
sugiere la existencia de una asintota vertical. Efectivamente, £ = X +3x y=x+1
como el denominador se anula en x = -1, en ese punto la x+1
funcion se va al infinito. La asintota es la recta de ecuacion

x = —1. (Se dibuja tecleando x = -1 — (linea azul).

3. Como el grado del numerador supera en 1 al grado del
denominador, también existe una asintota oblicua. Su ecuacion
se encuentra haciendo Division(x"2+3x, x+1) — se obtiene
{x+2,—2}, que indica que el cociente es x + 2, y el resto, —2.

S MU 0 2 -
Lo que significa que:
f(x)—X2+3X—(x+2)+_—2 i
X+1 X+1
Laasintotaes larecta y=x+2.
4. Se dibuja la asintota oblicua. Teclear: x+2 — (linea roja).
Dibujar una funcion definida a trozos :
o y 2—X six<3 Alx)=2-x /

Para dibujar la funcion f(x) ={ ) . , puede 1
procederse como sigue: 1
Se abre GeoGebra y se teclea: /

si(x<3, 2-x) — aparece la semirrecta; N EEWE wEEw wmwy yEw e

si(x>3, x"2—6x+7) — aparece el trozo de parabola. 3 \
Los puntos (3, —1) y (3, —2) se han dibujado aparte.

-2

Calculando el valor de un limite

3x-3

2

: X — o
Para calcular I|m23—3, en GeoGebra se teclea: L|m|te(
X" +5X—6

,1 | — aparece 0.4286.
-1 X°4+5X—6

. . , . 3
El resultado que se obtiene aplicando los métodos vistos en este tema es 7 (Ver el problema 6). La

aparente disparidad de resultados, que no es tal, pues 3/7 = 0,42857..., solo puede entenderse si se
conoce el significado del limite; por eso hay que utilizar los recursos informaticos con sumo cuidado:
hay que conocer lo que se esta haciendo y hay que saber interpretar los resultados.

— En el caso del calculo de limites, la aplicacion Photomath es mucho mas répida.

: N . - 3X 3
En este caso, abriendo la aplicacion y fotografiando la expresion i lim ————— : aparece —.
ixo1 X“ +5X—6 i 7
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PROBLEMAS PROPUESTOS

1. La grafica de la funcién f (x) es la adjunta.

Determina, justificando brevemente la respuesta,
los siguientes limites:

a) Iim4f(x); b) lim f(x);
X—>— x—0"

c) lim f(x); d) Iimzf(x); PR A
x—0" X—>

e) Iin_1 f(x); f) lim f(x).

¢En qué puntos es discontinua? ;Es evitable la
discontinuidad en alguno de esos puntos?
¢ Tiene la funcion alguna asintota? Si es asi, indicalas.

2. Halla, por sustitucion (si se puede), el valor de los siguientes limites:
a) lim (4x* ~7x+2); b) lim A2 g gime 2 gy fim B2
x—>-3 >-12x% +3x+1" x>0 2X° +3X+1 x>-1 xX* =1

Si en algun caso no se puede determinar el limite directamente, intenta hallarlo con la calculadora.

3. Halla el valor de los siguientes limites:

a) Iirrg\/2x—3; b) Iir[11\/3x—1; c) Iin;\/x—z; d) lim e>*?;
e) I|m(2+xe ) f) Ixim(log%j; g) lim(cos(2x+m)); h) Iim(tangj.

x—3 X—>1n X—>7

o X’ —3x—4
4. a) Halla el limite de f(x) =  ax en los puntos x = -1, x =0, ‘; L\
x =1y x=4. ;A cuanto tiende la funcion cuando x — *o0? 2
Confirma tus resultados sabiendo que su grafica de es la adjunta. T 1 1LL
b) Indica los puntos de discontinuidad de la funcion. Si alguna de sus ol ‘\ | L
discontinuidades es evitable, ;coOmo se evitaria? -2

2 —
5.Sea f(x)= ><2XT164 . Halla, justificando el resultado, el valor del limite de f (x) cuando x tiende
+

a0, 1, -4 e oo. ¢ Tiene la funcién alguna asintota? Si es asi, da su ecuacion o ecuaciones.

6. Halla, justificando el resultado, el valor de los siguientes limites:

3 2
2) lim 3Xx-3 b) lim -3X+2 ¢) lim 4>2< 20; d) Iim3x 24x+1;
x>1 X2 +5X -6 x>2 X +3x+2 x5 X° —5x ol x" -1
&) lim 3x-3 . f) lim X +3x; g) lim 4x% - 2x? ’ h) lim 4x +22x 10x.
st +5X—6" x—>-1 X+1 x>0 x? —5x x>0 X“ —5x
n n-1 n
7. Justifica que lim PO _ lim 20X * %X l+...+a1x+a0 =[f}: lim 22X en los casos:
Xt Q(X)  xooo by X" +by X"+ b X+by 0] x>Eebox
2 3 3
a) lim XAy i 34X, 0 lim 2% d) I|m—5X

X—>+00 2)(2 3 ' x—>—oo 5_2x X—>—00 5)(2 +1 ' X—>0 2)( 3)(2 +1 .
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8. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales:

2X 1-3x . 2x—4
a) f()=—; b)f()— ; c) f(x)= ; d) f(x)=—

X—3 -2 X+3
9. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales:

2X X+2 2x° X2 +1
a) f(x)= ; b) f(X)=———;¢) f(X)= ;o d) f(X)=——7+7—7—7—;
VTW0=Tg D= 52 910Gy 9 Y

. . . —2x? +1
10. Halla la asintota oblicua de la funcion f(X) = ————
X2 +2
3
11. Halla las asintotas de la funcion f(x) = 2X 2+1.
X

12. Halla las asintotas de las funciones:

X3 +2x —x?—3x+6
a) f(x)= by f(X)=——.

x2-9 ' X—2
e></2
13. Dada la funcién f(x) = , calcula:
1+X
a) lim f(x); b) lim f(x); c) lim f(x); d) lim f(x).
x—0 x—>-1 X—>—0 X—>+0

¢Podria asegurarse que la funcion tiene alguna asintota? Si la respuesta es afirmativa indica su
ecuacion o ecuaciones.

14. Halla, justificando el resultado, el valor de los siguientes limites:

X+1 b ima\/x+2—2; b)I ) «/x+2—x.

a) lim-——; lim—— d) lim

) 154 x -2 ) x>2  X—2 1J_— ) -2 2X—4

15. Lafuncion f(x)= 2 es la representada en la figura. ;'|

Teniendo en cuenta su grafica y los conceptos de limite halla: | fx) = 4"_:‘

a) lim f(x); b) lim f(x); c) lim f(x). A !
x—0 x—1" X—>00 ! N

d) Indica su dominio de definicion. S L bliatet il el R

e) Halla la ecuacion de sus asintotas. \ :

16. Halla los siguientes limites:

a) lim (3*); b) lim (0,5%°%);  ¢) lim (x+e); d) lim ( 4 j
X—>+00 X—>+00 X—>—00 X—>*oo eX + X

17. Halla los siguientes limites:

a) XE}rﬂm(log(B—x)); b) XE}rpoo(log(3—x)); c) lim (Ingj; d) lim (Inx)

X—>40
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18. Halla los siguientes limites:

a) lim (1+sinxj; b) lim (xcos(3x));  ¢) lim (cos%j; d) lim (tan nx—lj_

X—>00 X X—>00 X—>00 X—>00 AX+2

19. Halla los puntos en los que no son continuas las siguientes funciones:

K f(X):Xs_i(l; & f(x):x)z(;;x; %) Tx)= X+l; 9 f(x):XZE;;:S'

x? +1

20. Aplicando limites laterales comprueba si son continuas o no las siguientes funciones definidas a
trozos.

2—-X, Six<2 x> -1 six<1 —2X+2, six<0
a) f(x)= X b) f(x)= ' X c) f(x)= .
) 1 {x2—2x, si X > 2 ) T {Inx, six>1 ) 10 { e, six>0
2X+5 X< —2
21. Estudia mediante limites la continuidad de la funcion f(x) =4 x*+2x+1 -2<x<1.
—x?+2 x>1

Justifica el resultado graficamente.

22. Para qué valor de a es continua cada una de las funciones:

2 f(X):{a—x six<4 ) f(x)={

x2—-16 six>4'

x2+x—3, six<l1
x+a, Six>1

23. El precio (en cientos de euros) de un nuevo modelo de teléfono movil viene determinado por la

. 7+2t° . . . .
funcién P(t) = 7 donde t mide el nimero de meses transcurridos desde su lanzamiento al
t+

mercado.

a) ¢Cual fue su precio inicial? Comprueba que su precio baja en los dos primeros meses. (A cuanto
tiende al cabo de 10 meses?

b) Con el paso del tiempo, ¢hacia qué precio tiende?

24. Supongamos gue el beneficio de una empresa, en millones de euros, para los préximos 10 afios
ax—x%, si0<x<6

2X, si6<x<10
a) Halla el valor del parametro a para que f (x) sea una funcion continua.

b) Para a = 8 representa su grafica e indica en que periodos de tiempo los beneficios crecen o
decrecen.

viene dado por la funcién f(x) :{ , siendo x el tiempo transcurrido en afios.

25. Debido a la contaminacidn, el nimero de peces P(x) (en miles) de un acuario se ajusta a la

funcion P(x) = Jx+1—-+/x , siendo x el ntimero de afios transcurridos desde comienzos de 2015.
a) ¢Cuantos peces habia a comienzos de 2015? ;Cuantos habra a finales de 2035?

b) ¢Cémo evolucionaréa la poblacion de peces a largo plazo?

c) Haz un esbozo de la grafica de P(x).
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