UNIDAD 5.- DERIVACION

1. TASA DE VARIACION MEDIA

flxg + h) = fxo)
h

El cociente incremental % =

media y mide la variacion relativa de f con relacion a x en el intervalo [xg, Xg +
h]. Graficamente, es la pendiente de la recta que pasa por los puntos Pg(Xg,

f(xo)) y P (xo + h, f(xg + h)).

2. DERIVADA EN UN PUNTO

Af

El limite, hlz’m &% si existe y es finito, se llama derivada de la funcion f en

XY se designa por f' (xg):

h)—
S[(xp) = J%M

f' (xo) es la tasa de variacion instantanea de f en xq.

Graficamente, ' (xg) es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la

funcion en el punto de abscisa xq.

Si f' (xg) existe, se dice que fes derivable en xg.

Sif(x) = x2, hallar su derivadaen x = 1.

Solucion A

FAeD= 1) (1+W)2-1  h2ioh
h ==& & Ml

oot e BB g )
A A T L

y = x2 es derivable en x = 1. Su derivada es 2.

Significa que la pendiente de la recta tangente en x = 1 es 2.

3. DERIVADAS LATERALES

Se define la derivada por la izquierda de f en xq:

fixg+h)—flx
f'(XS)=n”'f7;_ ( 0 I’? ( 0)

Se define la derivada por la derecha de f en xq:

f(xo+h) = f(xo)

f'(x+)= Iim =

0
h-0t

A ambas se las llama derivadas laterales.

se llama tasa de variacion

es la pendiente de

' (Xg) es la pendiente de la tangente en
Xo-

. Si f(x) = 3/x, hallar su derivada en x = 0.

Solucion A

fO+0)-fO) h'3_0 _\ a3
h -

lim (W23 = lim - R
h—-0 h—0 3 h2

El valor obtenido no es finito, por tanto, no existe f' (0). La

recta tangente a la curva en x = 0 es perpendicular al eje
X. La funcién no es derivable en ese punto.

Si las dos derivadas laterales en xg coinciden, entonces f es derivable en xq.

L4

*o

FUNCION DERIVABLE:
F63) =Fg) =)

Si las dos derivadas laterales en xg son distintas, entonces la grafica de la funcion

tiene un punto anguloso en xo.

PUNTO ANGULOSO:

F65) = £63)
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f es derivable en un intervalo abierto (a, b) si lo es en cada punto de (a, b).

f es derivable en un intervalo cerrado [a, b] silo es en (a, b) y existen las
derivadas laterales f'(a*) y f'(b 7).

4. FUNCION DERIVADA : REGLAS DE DERIVACION

SUMA Fx) = flo) + gl = Fx) =f(x) + g1
PRODUCTO POR UN NUMERO Hx) = kfix) = F'(x) = & (x)
PRODUCTO Flx) = flo)-g(x) = Flx)=fx) - gx) + flx) - g'(x)

F(x):@ — F*(x)=f'(r)'g(r)—f(x)-g’(x)

COCIENTE P ) [g ) 7

COMPOSICION Fx) =g[ ] = F)=g[AN] - f»

=desslacaian A = gl f0]) > F) =h (el A)]) - g1 AD] - F)

CASOS PARTICULARES:

flx)=1 =x? = fx)=0

) =xk = flx) =k¥-1 ke R {0} F(x) = flx)f— Flx) =kf(x)i"1.f'[x)

POTENCIA
fx) = rx=x!> flo) =1
Fd=ix=2"2 = flo)= 2i5 F() = {70 = F() =
1 () = -1 1 (%) =
flx =o=x af{x)_—7 F(x)—W%F(x)-—
f)=e"— Flx)=e* F(x)=e/W = Flx) = /Y. ()
EXPONENCIALES
f&)=a*= f(X)=a*. lna Fi)=a/VW = Flx)=a/@ . Iy 4 )
f)=lx— flx) = %, x>0 F(x) = lnf(x) > Flx) = L ), fl@) =0
F®)=b|x| > fx :_ch, xz0 F() = ln|[f()| = Fl) = F), f)=0
LOGARITMICAS
Fx) = log, x> f'(X)=lx-ﬁ, x>0 F(x) = log, f) = Flx) = -ﬁ-f’{x),f{.ﬁﬂ)
f@=log, |— f=L. - vz0 F) = loga [f 3 = Fl) = 1o £ 0, f 0
J&) =senx = [(x) =cosx F(x) = sen f(x) = F(x) = cos f(x) - f'()
TRIGONOMETRICAS fx) =cosx — flx) = —sen x F(x) = cos f(x) = Flx) = —sen f(x) - f'(x)
f) =rgx = f¥)=1+2x F(x)=1gf) = F(x) = [1+ 127 f(x)] - £ ()
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Si una funcion, f, es derivable en un intervalo, /, la funcién f*:
x— f'(x)

definida en /, se llama funcion derivada de f.

Si f' es derivable, su derivada se llama " (se lee f segunda).

Asi, sucesivamente, se definen f ™, f%, ..., f" (f tercera, f cuarta, f n-ésima).

5. DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD

Una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en él. Es lo que
ocurre en los puntos angulosos y en los puntos de tangente «vertical» (es decir, per-
pendicular al eje X).

N

Si una funcién es derivable en un punto, necesariamente es continua en él.

Sin embargo:

Estudiar la derivabilidad en x = —2 * Continuidad en x = —-2:

continuidad | ;5 Iderival)ilidad

derivabilidadl = | continuidad

de la siguiente funcion: lim f)= lim (2 +32+3) = (-2*+3-(:2)7+ (-2) =2
Wimdi=d

K F

B+3x%+ % x<-2
Jl= Jlx"'+5x+ 8 x>-2

lim f(x)= Ilim (x2 +5x+8)=(=2)>+5.(=2) +8=2
x—-2* x—-=2*

lim_f(x) =2. Ademds f(-2) = 2. Portanto f(x) escontinuaen x=-2.
x— =2

e Derivabilidad en x=-2:

3% +6x +1, x<-2 lim f'(9= lim (Bx*+6x+1)=1=f(=27)
f'(x) _ x—> =2 x— 2"
256475, x>—2 lim  f'(9= lin_ (2x+5)=1= f'(-2%)
x— —2* x— =2+
Las derivadas laterales son finitas y coinciden. Por tanto f es derivableen x=-2 y
es f'(-2) = 1.
Calcular m y n para que la siguien- * Para que sea derivable ha de ser continua en x = 1. Para ello, hemos de procurar que
te funcion sea derivable en x = 1: los trozos «empalmeny, es decir, que los limites laterales en x =1 coincidan:
x2— S+m x<1 lim f(x)=1-5+m
f&) = x >1°
—x2 + nx x>1 y > 1-5+m=-14+n—> m—4=n—-1—> m—n=3
lim f(x)=—1+n

x>l

* f serd derivable si las dos derivadas laterales en x =1 coinciden:

‘lz'nlz_ f (= .b'nlz_(lx—S):—?)

lim (0= lm (2x+n)=-2+n
p—=y 1% x—y1*

Para que la funcién sea derivable en x = 1 han de cumplirse las dos condiciones an-

teriores:
m—-n=3
> m=2, n=-1
n=-1

- 3=-2+n > n=-1

f esderivableen x=1 si m=2, n=-1. Suderivadaes f(1)=-3.
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6. ECUACION DE LA RECTA TANGENTE A UNA CURVA EN UNO DE SUS PUNTOS

e Ordenada del punto: f (xg)
e Pendiente de la recta: m = f’(xp)
)

La ecuacion de la recta tangente es:
L

y = f (xo) + f’(x0)(x = xo)
[ |

3. =23 _1

Hallar la ecuacion de la recta tangen- ) )
- * Cilculo de la ordenada: f{ 373 >
tea y=2% —2X oy x=3. %
x+3
La curva pasa por ( 3,7).
" 7 2x—2)(x+3)—(x2-2x) 4.6-3 7
¢ Pendiente: #'(x) = ( s (B)= =
/ (x+3)2 f 62 12
¥ . 7
—+~L (x-3
1 (x—3)

La ecuacion de la recta tangente en x=3 es: y=

7.- APLICACIONES DE LA DERIVADA

7.1 .-MONOTONIA DE UNA FUNCION
a) CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO.

(x,)

Definicion: Se dice que una funcidn fix) es creciente
f(x1)

en un intervalo I sise verifica que:

X4 X2

X <x; =fixg) = fix), Vx,x €T

Definicién: Se dice que una funcion ffx) es decreciente

en un mtervalo J sise verifica que:

| *2

Nota .- Cuando las desigualdades de las definiciones anteriores son estrictas, hablamos de funcién

estrictamente creciente o decreciente.
A
4 Estrictamente Decreciente Thicoiite

g | \ =t |

fi)

v

v
" -
<
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— Relacion entre la monotonia de una funcidn y el signo de su derivada.

Supongamos que una funcion f{x) es derivable en un intervalo
I=(a, b).

Entonces:

1) fix)escrecienteenI=f(x)=0,vxecl

2) fix) es decrecienteenI <= f'(x)< 0, VxET

b) MAXIMOS Y MiNIMOS
— Extremos relativos o locales.

Definicion: Se dice que a es un maximo relativo o
local de una funcién  fix) si se verifica que

fia) = fix) ¥ x € entorno de a.

Definicidn: Se dice que a esun minimo relative o

local de una fimeién  fix) sise verifica que

fra) < fix) ¥ x € entorno de a. : ;

— Extremos absolutos.
Definicion: Se dice que @ es un maximo absoluto
de una funcion fix) si se verifica que

fia) = fix) ¥ x € Dominio.

6543211123456 X

Definicion: Se dice que @ es un minimo absoluto

de una funcion fix) si se verifica que

fta) = fix) ¥ x € Dominio ty

e

t
6543211123456 X

— Condicidn necesaria para la existencia ¢

Sea a un punto perteneciente al interior del dominio de f.
Supongamos que f es derivable en el punto a
Entonces:

Si a es extremo relativode [ = f (a) =0

(Para que a pueda ser un extremo relativo de la funcién f7x) es necesario que f (a) =0)
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e Lacondicidn anterior es necesaria pero no suficiente. Por
ejemplo el punto x = 0 anula la derivada de la funcién f(x) = x* /

y sin embargo x = 0 no es un extremo relativo de la funcion (f
es estrictamente creciente en IR)

3

e Un punto puede se extremo relativo de una funcién sin que
£ ’(x) = 0. Asila funcién f(x) =1 x| presenta un minimo relativo

(y también absoluto) en x = 0y en ese punto no es derivable.

PUNTOS SINGULARES: son x tal que f'(x) =0

PUNTOS CRITICOS: son de tres tipos:
o Puntos donde existe la derivada y vale 0 ( es decir puntos singulares)
e Puntos donde no hay derivada

e extremos del dominio, aob , si éste es unintervalo cerrado [a, b]
Para calcular los extremos relativos y absolutos de una funcion tenemos que estudiar

sus puntos criticos

— Criterio de la derivada segunda para localizar extremos relativos

Sea J una funcion dos veces derivable en un punto a del dominio.

1) Sif(a)=0v f'(a) > 0= ftiene un minimo relativo en x=a. 20
2) Sif(a)=0 vf (a) <0 = ftiene un miximo relativo en x=a.

e Elresultado reciproco no es cierto, puesto que la funcién f(x) = x* posee un minimo
local en x =0y, sin embargo, f “°(0) = 0.

— Condicién nece

saria y suficiente para localizar extremos relativos.

Sea a un punto interior del dominio de f.

Supongamos que a es un punto critico de f.

En un entorno de a cambia la monotonia < a extremo local de f. (

a maximo si /“\)
aminimo si N/

ecrecimiento de [d_g siguientes ﬁtll(‘l())’l(’_\ a) La funcion es continua y dcm able en todo su dominio, IR.

) dl’l’(’)‘ﬂll?lﬂ? SUS MAXIMOS ysus minimos:

2) f(x) = e* (x2—3x+ 1)

< oy
In(x+1) si x>0

b) flx) =

x<0

[ es creciente en los intervalos donde f"> 0, y decreciente si "< 0. Buscamos los
puntos de dcri\'ad1 nula.

filx)=¢ “(x2_3x+ 1)+ (2x=3) =¥ (x2—x—2)

Como ¢*> 0 para cualquier x, f' se anula si: x2-x-2=0 > x=-1, x=2

f(x)>0 f'(x) <0
/ h \

[ crece en (—eo, —1) U (2, +e0) y decrece en (-1, 2).

. , . 5 , . )
Tiene un maximo en (—l, =] yun minimo en (2, —e").
e
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b) La funcién es continua en x =0, pues 'lz'ng_ Flod)= 'lz'mo‘ f(x)= f0)=0.

También lo es si x= 0. Por tanto, es continua en R.

2x—2 si x<0 Como f'(07)=-2= f'(0%) =1,
Su derivada es: f'(x) =

a1 S 0 fl(x) no es derivable en x = 0.

Hallamos los puntos en los que f"(x) = 0:
1

x+1

2x—2=0->x=-1; = 0 no tiene solucion.

Estudiamos el signo de la derivada:

f x>0 f <0 x>0

/_1\0/

f creceen (—oo,—1) U (0, +°0) y decrece en (-1, 0).

Tiene un maximo en (—1, 1) y un minimo en (0, 0).

7.2.- CURVATURA DE UNA FUNCION: CONCAVIDAD, CONVEXIDAD Y PUNTOS DE
INFLEXION

Tunviun

Definicion: Una funcién f(X) es convexa en un intervalo si convexa
para cualquier par de puntos del intervalo, el segmento que

los une queda por encima de la grafica de f(x) en dicho
mtervalo.

Definiciéon: Una funcion f(X) es concava en un intervalo si
para cualquier par de puntos del intervalo, el segmento que

los une queda por debajo de la grafica de f(x) en dicho
intervalo. ' Funcion
' céncava |

X
— Relacidn entre la curvatura y la derivada 22 / \

Supongamos 3f (x) ¥x €L
Entonces:

0 vx €1
0 vx €1

1) fconvexaenl = f "
2) fconcavaenl ="

— Punto de Inflexion

Definicién: Un puntao de inflexion o punto de silla es un punto donde la funcién cambia de
concava a convexa, o viceversa.

Ejemplo: La funcion fix) = o presenta en x =0 un punto de mnflexién
porque en dicho punto la funcién cambia de concava a convexa. 7 lo
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— Condicion necesaria para la existencia de un punto de inflexion

Sea a un punto interior del dominmo de 1.
Supongamos 3 f " (a).
Entoces:

a es un punto de inflexion de f = f""(a) =0

— Condicion suficiente para la existencia de un punto de inflexion

Sea a un punto interior del dominio de f
Supongamos que:

1) [ (a)=0
2) aAr " (w

Entonces:

f"fa) # 0 = a es un punto de inflexion de f.

La condicion suficiente no afecta a los puntos @/ 3 f " (a). Los candidatos a puntos
de 1nflex16n hay que buscarlos en los puntos a/ f""(a) =0 6 A f " (a).

—> Condicion necesariay suficiente para localizar los puntos de inflexion.

Sea a un punto interior del dominio de f.
Supongamos 31 " (a).
Entonces:

( f@=0

En a cambiala curvatu‘ral < (a, #(2)) punta de inflexion.

7.3 REPRESENTACION GRAFICA DE UNA FUNCION

1.- DOMINIO

2.- CORTES CON LOS EJES

3.- SIMETRIAS:FUNCION PAR, FUNCION IMPAR
4.- CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

5.- ASINTOTAS

6.- MONOTONIA Y EXTREMOS

7.- CURVATURA Y PUNTOS DE INFLEXION

8.- GRAFICA
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