1.-CONCEPTO DE MATRIZ. TIPOS DE MATRICES

1.1.- DEFINICION Intuitivamente, una matriz es una tabla de nimeros ordenados, nimeros que pueden
provenir de experimentos, encuestas, analisis econdmicos, etc.

Se llama matriz de orden m x n a un conjunto de numeros reales dispuestos en m filas y en n columnas,de la

forma
ay  dp ay,
e ayy a',, a;,
aml amZ Sin amn

Las matrices se representan por letras mayusculas A, B, C .. Los elementos de la matriz (los numeros)se
representan en general por aj;, donde los subindices (i, j) nos dan la posicién que ocupa el término:
e meselnimero de filas [i=L2...m— fila

e neselndmero de columnas |j =L 2....n = columna

e mxnesladimension (tambiénllamado orden) de la matriz
o Enformaabreviada escribiremos A =( ;)
e 1 representaal elemento que ocupa la filaiy la columnaj

o Representamospor M« al conjunto de matrices de orden m x n

Igualdad de matrices.- Dos matrices son iguales si tienen la misma dimensién y si los términos que ocupan la

misma posicién soniguales. A=B

1.2 .- TIPOS DE MATRICES

Si el nimero de filas es distinto del nimero de columnas(m - n) la matriz se llama rectangular. Dentro de

las matrices rectangulares tenemos los siguientes tipos: -

¥

Matmz fila: F=(2 -3 4) Matriz colummna: C=| -3

e Matriz (ovector)fila: Es aquella que sélo tiene una fila. [

e Matriz (o vector) columna: Es la que sélo tiene una columna.

Si el nimero de filas es igual al nUmero de columnas (m = n) se habla de una matriz cuadrada de ordenn (M, ).
Dentro de las matrices cuadradas es importante destacar que los elementosaij  en que los dos subindices son

¥

iguales forman la diagonal principal, y los elementos en que i+j =n+1 (donde n es el orden de la matriz)

forman la diagonal secundaria
diagonal secundaria

diagonal principal
»  Matriz traspuesta de una matriz : es la que se obtiene al cambiar las filas por las columnas. Se denota por A*

3 1 ~
=(2 8) #-G 1)
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Matriz opuesta de una matriz : es la que se obtiene al cambiar de signo todos los elementos de la matriz. Se por

I

denotapor —A

(1 0 [ -3 2 -1 0)
=
Si A=|-3 6/.sutraspuestaes 4’ :[ 0 ¢ .Suopuestaes - A4=| 3 6|
) .
2 5 ; \=-2 =5

\

En el conjunto Mn de las matrices cuadradas de orden n, cabe destacar los siguientes tipos de matrices:

Matriz simétrica: aquella que coincide con la matriz resultante de intercambiar filas por columnas ( es decir, una

matriz que coincide con su traspuesta) . Es siempre una matriz cuadrada.
2 = ¢ g =1
A_(_l 3)A_(_1 3)

A =4AF
» Matriz antisimétrica : aquella que coincide con la matriz resultante de intercambiar filas por columnas,

cambiada de signo. ( es decir, una matriz que coincide con la opuesta de su traspuesta) . Es siempre una matriz

cuadrada 4 ( 0 l) e (O _1)
=1 0 1 0
A= =4
. Matriz triangular: Es aquella matriz en la que los elementos situados por encima o por debajo de ladiagonal

principal 12 3 1 0 0
Ejemplos: 0 4 -1 2 -1 0

00 2, 31 =2

Matriz Triangular Superior Matriz. Triangular Inferior

» Matriz Diagonal: Es aquella matriz en la que los elementos que no estan en la diagonal principal son nulos:

. (1 0 0 1 0 0)
a; =0 i¥j
0 4 0 0 0 0
0 0 2) 0 0 2
» Matriz Escalar: Es aquella matriz diagonal en la que los elementos de la diagonal principal son todosiguales.

Ejemplo 2 0 0
0 2 0
0 0 2

/

» Matriz Unidad (Identidad): Es la matriz escalar en la que los elementos no nulos son igualesa 1.

Se representa porl. Ejemplo: ‘1 0 0
L=100 1 0
0 0 1

En ocasiones se afiade un subindice que indica la dimensién de la matriz ( I, matriz identidad de orden n) .

»  Matriz Nula: Es aquella en la que todos sus elementos son cero.
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2. OPERACIONES CON MATRICES

1.__.- SUMA ( ADICION ) Dadas dos matrices Ay B de dimensién m x n , se define la suma de matrices (A + B)
como aquella matriz cuyos elementos son la suma de los elementos que ocupan la misma posicidn:

C=4A+B> (‘(“ = nv - b",

f (71 a 11“ | B :‘ b“ Z'IJ b:" \ C= i B :4 { ()“ + b“ l"l: 'Lbll r)“ -"1,:!
ay ayp ay by by by | . ay +by ay+by ay+by
1 2 4) (2 —& 8) (3 1 7
A=({-1 3 2 B=|-2 3 4 A+B=|-3 6 6
b —3 1 -2 < % =3 -3 &

Las propiedades de la suma de matrices son las mismas que las de la suma de nimeros reales:
o Propiedad Asociativa(A+B)+C=A+(B+C)
o Elemento neutro (la matriz nula).
o Elemento opuesto (-A): A+ (-A) =0
o Propiedad Conmutativa: A+ B=B+ A

Esto nos permite definir también la resta de matrices como: A - R = A+ {-), siendo (-B ) la matriz opuesta de B

2.2. PRODUCTO DE UN NUMERO (ESCALAR) POR UNA MATRIZ El producto de un niimero real k por una

matriz A = (aij) es otra matriz de la misma dimensién cuyos elementos son los productos de los elementos de la
matriz A por el nimero k
P kA= k(aij )= (lmij )

ay Ay Ay ka,, kay, kay )

A=|a; a; ax kA =|ka,, ka,, ka,,

\@&i @5 G5 kay, kay, kas

El producto de un nimero por una matriz tiene las siguientes propiedades:
o Propiedad Distributiva respecto de la suma de matrices: k-(A+B)=k-A+k-B
o Propiedad Distributiva respecto de la suma de niUmeros: (k+N-A=k-A+1-4
o Propiedad Asociativamixta: &k -(/-A)=(k-1)- A4
o)

Existencia del elemento neutro. 1. A=A

2.3. PRODUCTO DE MATRICES Sean las matrices Ay B de dimensiones mxn y n x p (es decir, el nimero de

columnas de la matriz A es igual al nimero de filas de la matriz B). Se define el producto A B, y en ese orden, como

una matriz C de dimensiones m x p cuyos elementos son de la forma:

- _
B:(b;j)}_)cz.ﬂl‘B:(aij )(b{']')z(crj) Cij :Zaik_b‘j
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es decir, para multiplicar matrices se toman los elementos de la 12 matriz como vectores fila y los elementos de la
22matriz como vectores columna, de esta forma, la matriz producto estara formada por los productos escalares de
los vectores fila de la 12 por los vectores columna de la 22 matriz

Por lo tanto, NO todas las matrices pueden multiplicarse. Dos matrices se pueden multiplicar cuando el nimero de
columnas de la primera coincide con el nimero de filas de la segunda

Ejemplos: s |
1 2 3) | © 1:242-34+3.4 1.1+2.2+3.1) (20 8
1) A= | B=|3 2[>4.B<| =
156 ¥ 4.2+3.3+6-4 4-1+5-2+6:1) 47 20

Dimension 2x3 3x2 2x2
- \; _/ /

El nimero de columnas de A es Igual al numero de filas de B, por |0 tanto se pueden multiplicaren

ese orden. La matriz producto tiene tantas filas como A y tantas columnas como B.

2)
51[4 25+0:(-3)+19 | 24+00+1¢7) ) ([19] 1
3| 0||=] 05+(=3)3)+79 [04+(3)0+7-(-7)|=| 72 4.
9 n

15+ 7(-3)+ (-9 14+70+(-1)(7)) (-25 11

-1

Observaciones sobre el producto de matrices:

1) iiiQue el producto A-B esté definido no implica que lo esté el producto B A iii

Para que estén definidos ambos productos tiene que cumplirse que si la dimensidonde la matrizAesmxn, la

B-A—>nxn
2) Esto también nos permite deducir que el producto de matrices, NO tiene, en general, la

dimension de la matriz B debe ser n x m, siendo las dimensiones de las matrices producto: {A -B—>mxm

siguientes propiedades:

= CONMUTATIVA AB=BA
- CANCELATIVA A:B = 4-C no implica necesanamente que B = C
~ DIVISORES DE CERO -2 = © noimplica necesariamente que 4 = 00 B =0

Ejemplos:

li _12H—55 g}:'wz[-ll i"i —63\‘=|:-55 g]

[ 2
< ane|
-1 -2

AB =ACy sin embargo B =C

1 2Y2 4% (0 O . .
- ' 0 _l ‘ El producto es nulo y ninguna de las matrices que se
-

I.O o1 2) {0 0 multiplicanlo son

1 2
b) A veces se plantean problemas como el que sigue: “Dada la matriz 4 = [O IJ' encuentra

b
todas las matrices B = ( ; d) tales que AB = BA™. (Da una de ellas que sea distinta de Q).

é
La solucién se encuentra asi:
1 2Ya b a byl 2 a+2c b+2d a 2a+b
.‘{B = BA = = <> =
0 the d c dA\O 1 c d c 2c+d

Por la igualdad de matrices, debe cumplirse que:
a+2c=a —->c=0

=a
h+2d=2a+b->d=a
=% 0="0
£=i¢
d=a
d=2c+d
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3) Como no es cierta, en general la propiedad conmutativa , cuando se multiplican dos
matrices no es independiente el orden de colocacién de los factores; hay que indicar cual de ellasva a la

izquierda, por delante . Es importante recalcar que en el caso de matrices NO podemos emplear las IDENTIDADES

NOTABLES 2 :
1. (A+B)#A +2AB+B", exceptosi Ay B son conmutativas

Demostracién: (A + B)’=(A+B)(A+B)=AA+AB+BA+BB=A"+AB+BA+B
Pero AB + BA # 2AB porque el producto de matrices no es conmutativo

2. (A-BY'#A’-2AB+B’, excepto si A y B son conmutativas
3. (A+B).(A-B)# Xl > excepto s1 A y B son conmutativas

4) En las ecuaciones matriciales ( ecuaciones en las que la incognita es una matriz, que
veremos en los ejercicios) no pueden simplificarse matrices) . No existe la division de matrices. (La propiedad
cancelativa es valida si A tiene inversa (ya se vera).)

Si las matrices son cuadradas de orden n, el producto de matrices tiene las siguientes propiedades:

o Propiedad Asociativa: 4-(B-C)=(4-B)-C

o Elemento neutro ( matrizidentidad) 4.7=7-4=4

o Propiedad distributiva respecto de la suma de matrices: 4-(B+C)=4-B+A4-C
Relacionando la matriz traspuesta con las operaciones con matrices , es importante resaltar las siguientes

propiedades:

s (AH'=4

e (A+B) =4A"+B"
o (k-Af=k-A

o (4B =B'-At «

» Matriz ortogonal. La matriz A es ortogonalsi A A'=|

2.4 . POTENCIAS DE UNA MATRIZ: Para que se pueda calcular la potencia de una matriz tiene que ser
cuadrada. Se define la potencia de matrices de forma analoga a las potencias de nimeros:

n — . o o
A=A A- A - A, multiplicamos la matriz A n veces

Respecto a la potencia de matrices tenemos las siguientes definiciones

« Matriz involutiva. Una matriz 4 se llama involutivasi 4> =A4-4=1.
« Matriz idempotente. Una matriz 4 se llama idempotente si 4° =44=4.
« Matriz nilpotente. Una matriz 4 se llama nilpotente s1 4-4-...-4=0.

« Matriz periédica. Una matriz 4 se llama periodica de periodop si 4" = 4.

En algun caso, al realizar la potencia de una matriz, podemos comprobar que sus potencias:
a) serepiten con regularidad . En este caso hablamos de una matriz periédica de periodop . El
procedimiento para calcular las potencias es la siguiente:
- Se hallan las potencias sucesivas hasta obtener la matriz identidad. A partir de ese exponente las
potencias se repetiran.

= El periodo es el exponente menor con el que se obtiene la matriz identidad.
- Se hace la divisidn entera del exponente de la potencia que se quiere calcular entre el periodo, y el

resto de esa divisidn es la potencia equivalente.

Veamoslo con un ejemplo:
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Comprucbaque lamawiz 4=/ 1 2 1 | ¢speriddica de periodo 3. Esto ¢s, que venfica

{0 =1 I
la ignaldad 4* = 4. Utilizando ese resultado. calcula A, 47", 47 y 4%
Solucion
Muluplicando, se tiene que:
(-1 =2 =2)(-1 =2 -2} (-1 0 2)
A=l1 2 11 2 1[=f1 1 1
Lo =1 ~t)lo =1 <1} |t =1 0}

0 =t =}]\=1 =1 O]
Luego. efectivamente es periodica de periodo 3.
Como 4 =1 = A*=(L£)=1'=1 = A2 =A"4=TA=A = M=A"L =14 =4,

En general. puede observarse que las potencias de exponente un multplo de 3:
A=l =r=1
Portanto; A" = A" A=Td=A: A" =4

Como 47'=£7, A =4y £ =47, entonces:
(10 0) (=1 =2 <2) -1 0 2)
AM=I=10 1 0: 4™=4=|1 2 1 ‘.4’”=.-‘_~l| 1 -1,
lut)ll o -1 -1) -1 -1 0)

b) o siguen unarecurrencia, un patrén .Para demostrar el resultado , empleamos el METODO DE INDUCCION
-~ Comprobacién para el menor caso que tenga sentido.

- Hipodtesis de induccidn: Suponemos que es cierta paran
= Utilizando los apartados anteriores se comprueba para el caso siguienten + 1

I \
(PAU)(TIC) Sea la matriz A = | ; 2 |, y n, un nimero natural cualquiera. Encuentra el valor de A" para
\ /

Ejemplo: cada ny halla A°® - 42%,

Aplicaremos el método de induccion. Calculamos las primeras potencias de A.

=(3 96 9= 9

(1 0\J=(1 0\,

w=an=(1 9

\3: 1)\6 1 19 1
a_(1 0 .
Suponemos que A" = ( 2 4 } . Vemos que:
L J

1. Se verificaparan=1.
2. Si se cumple para n, también se cumple para n + 1, ya que:

na n 10y(1 0O ! o L 4
AT =AA =(3 1_]t3n 1v]=[3+3n 1)=[3("*1) 1'l

(1 .
En consecuencia, nuestra suposicion es cierta. Luego A= 1 an ?J 3

. A350 250 _ 1 0 [ 1 a9 9
Por tanto: A™" - A -f3.350 1J-(.3'250 1J't\300 1]

3. MATRIZ INVERSA

1. _DEFINICION Sidada una matriz cuadrada A existe otra matriz B, también cuadrada, que multiplicada por la
matriz A nos da la matriz unidad, se dice que la matriz A es una matriz regular, inversible, invertible, no singular y a
la matriz B se le llama matriz inversa de Ay se representa por A™

A- AT =41 4=1T
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Si una matriz cuadrada no tiene matriz inversa, se dice que la matriz es singular.
La matriz inversa verifica las siguientes propiedades:

. .. . .. =1 \=1
- La inversa de la matriz inversa es la matriz original. (4 ‘) =A

- La inversa del producto de dos matrices es el producto de las inversas de las matrices cambiando su orden.

(4-B)' =B.47 «/A

o ~
- La inversa de la traspuesta de una matriz es igual a la traspuesta de la matriz inversa. (A’ ) = (‘4 ! )’

3.2 CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA Para hallar una matriz inversa dispondremos de varios métodos distintos.
En este tema veremos dos:

¢ Resolver un sistema de ecuaciones

e Elmétodo de Gauss — Jordan

« Usando determinantes

= Calculo de la inversa mediante un sistema de ecuaciones lineales

0 1
+ Sea .—'lz[ " 0]. Halla la matriz inversa 4! mediante un sistema de ecuaciones.

\ &

‘a b
Planteamos la matriz A~ =| J l y hallamos el producto:
\ € )

a b\_'c (l]
(c d,l— 2a 2b

0 1
2 0
Debe verificarse que 4-4~1 =1, por tanto:

B (c dYy (1 0 e=1 d=0
A A== I:[ =
(2a 2b) \0 1 2a=0 2b=1

Resolviendo paraa, b, cy d:

A A=

%(7:0 b:% :4_,={0 }’z]

(’:1 d:O— 1 0

1
+ Sea A=|_

3
6]' halla la matriz inversa 4! mediante un sistema de ecuaciones.
3

a
De nuevo, planteamos la matriz 4~ ={ d\ y hallamos el producto:
c

1 2
3 6)
Debe verificarse que A4-471=1, por tanto:
a+2c b+2d 1 0 [a+2c’=l b+2d=0
3a+6¢ 3b+6d]:(0 1}:)].3a+66=0 3b+6d =1
Vemos que cualquiera de los dos pares de ecuaciones no tiene solucion:

A=A :[

[a b}_[a-.LZC b+2d )
¢ d) \3a+6c 3b+6d)

Aol =T=n

Ja+2C:lx—3> 3a+6¢c=3
|3a+6c=0 3a+6c=0
Que claramente no puede tener solucion.

(3. 2
Por tanto, la matriz 4 :tﬂ
3

no tiene matriz inversa.

Este método es muy laborioso para matrices de orden mayor que 2 ya que tendriamos 9 incdgnitas.
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-~ Calculo de la inversa mediante el método de Gauss-Jordan _El método de Gauss-Jordan para hallar la

matriz inversa consiste en convertir la matriz inicial en la matriz identidad, utilizando transformaciones
elementales. Llamamos transformaciones elementales por filas a:
—+ Permutar dosfilasiyj. Lo escribimoscomo  F, <5 F,
—r Sustituir la fila i por el resultado de multiplicar o dividir todos sus elementos por un nimero
Lo escribimos como F; < aF;
—s Sustituir la fila i por un multiplo (no nulo) de ella mas otra filaj multiplicada por un nimero b. Lo
escribimos como  Fi« aFi + bF;
Ampliamos la matriz original, escribiendo junto a ella la matriz identidad, y aplicamos las
transformaciones elementales de modo que la matrizinicial se transforme en la matriz identidad.
\ transformaciones elementales
I) > (IIA_1 )

= Hacemos ceros debajo de la diagonal principal (de izquierda a derecha)

Pasos a seguir: (‘

= Hacemos ceros encima de la diagonal principal (de derecha a izquierda)
= Arreglamos la diagonal principal (dividiendo cada fila por el nUmero correspondiente para conseguir 1)
Si al finalizar alguna linea es toda cero, la matriz es singular. Es decir, no tiene inversa.
Ejemplos: _
’ . . 0 1
a) +# Calcula con el método de Gauss—Jordan la inversa de la matriz 4= 5 7B

Escribimos la matriz identidad junto a la matriz 4:
_|’ 0 1

1 0)
12 0 l

0 1

Y vamos realizando transformaciones elementales a la izquierda, buscando convertirla en la
matriz identidad:

Tz"o 1|1 0‘-| (2 0|0 1I 1 0lo )
2 0lp 1) TR "le 1|1 o) FTHETle 1|1 W@
Por tanto:
o0
1 0,
b) .
% Halla la matriz inversa de
-1 1 2
4 = 1 0 3
& 1 1

=1 1 2|1 0 0 f—1 1 2% 0 o‘ (-1 1 211 0 0

e - < |
l 0 A0 l 0 T“:—'—Fz—’ 0 l J l l 0 }W’ 0 I 5 l l 0
|4 1 1|10 @ 1) 504K {0 5 9l4 0 1) |0 0 -16(-1 -5 1
1 l 2|-1 0 O (1 0 3|0 1 0 )
i |
FoocF » 0 1 5 | | 0 F-—",-"-’|0 1 5|1 | {
aeh 10000 1|3 % K 10 0 1|¥% % X
1 0 3|0 1 0 (1 0 O XHs Hs
ran |0 1 O%Me He Mo |mEmrme 0 1 O|Me e s
0 0 1|4 Ms M 10 0 1|X%s & X

8 UNIDAD 1: Matrices y Determinantes Matematicas Aplicadasa las Ciencias Sociales Il




- Calculo de la inversa mediante determinantes ( lo veremos al final del tema)

4. RANGO DE UNA MATRIZ

1. _DEFINICION .- Un concepto muy importante relacionado con las matrices es el de rango. El concepto de rango
se encuentra ligado al de independencia lineal de vectores. De hecho, si consideramos las filas (o las columnas) de la
matriz como vectores, el rango de la matriz coincide con el nimero maximo de filas (o columnas) de la matriz
linealmente independientes.

Veamos que significa esto :

Cuando los elementos de una fila son proporcionales a los correspondientes de cualquier otra se dice
gue ambas filas son linealmente dependientes. Dos filas son linealmente independientes cuando no hay
relacion de proporcionalidad entre sus elementos correspondientes; esto es, cuando una fila no puede
obtenerse multiplicando la otra por un constante

Si lo extendemos a tres filas, pongamos la primera, segunda y tercera, si existen dos nimeros py q,
talesque, F3= pF1-gF2. entoncesla tercera fila depende linealmente de las dos primeras; en caso contrario
son linealmente independientes. Lo mismo podriamos hacer con las columnas. El rango de una matrizes
independiente de cdmo se calcule, por filas o por columnas. Por eso

i = | rangodeA =es menor oigual que el minimo deny m.
S AEMpyn '€ g & q y
Ademas el rango se relaciona con la existencia de la matriz inversa:

Una matriz cuadrada de orden n tendrd inversa si su rango es maximo (n)

En ocasiones, no es facil ver las combinaciones entre las lineas de una matriz, en el caso de que las haya .
Por eso existen varios métodos para calcular el rango de una matriz. ahora veremos el método de Gauss vy al final del
tema veremos el calculo del rango de una matriz usando determinantes,

2. CALCULO DEL RANGO POR EL METODO DE GAUSS

Una matriz se dice escalonada por filas o simplemente escalonada si cumple con las siguientes propiedades:
1. Todas las filas cero estan en la parte inferior de la matriz.

2. El primer elemento de cada fila diferente de cero ( llamado “pivote”) estd a la derecha del pivote de lafila
anterior .

Es decir, todos los elementos debajo de a;; son todos cero.

3 1 1 1 0 " 2 0 0 2 1 5
A=(° 2 2) A=(° ') a=(5) B= 0o 5 1| c=lo 3 0
0 0 1 0 0
0 3 0 -2 0 6 0
1 0 0 1 0 1 2 No estan escalonadas
[0 1 0 0 [0 1 0 0 3
A<to 0 1 o) *%lo o 1 A=lo o
0 0 0 1 0 0 0 0 0

Los pasos para calcular el rango por Gauss son :
—» Transformamos la matriz en una matriz escalonada, usando transformaciones elementales

—+ El numero de filas no nulas de la matriz escalonada es el rango de la matriz inicial
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Veamos dos ejemplos:

1)
1 7 9 11
. 7 2 1 _—_ 0 —-28 —-26 —46|) — " 7 9
A= 4 0 10 =2 | F,—4F; _3 _91 97 _33) Fi—(-3)A 0 —28 -26
8 =91 -7 -3 v & 0
Matriz escalonada con una fila de ceros. Entonces el rango es 2
2
) ) / Fi—rF 2F :
(2 2 6 E e E 1 -2 3| F-+F-2F, T =2 3
2 1 0 ! 3 2 1 0| F,—F-3F, 0 5 -6
1 2 3 12 2 8 ,| 0 6 12 |
3 3 -2 3 3 -2) 0 9 -1
E.lp [1 2 3] g, (1 2 3)FR-F-SF
* 6%/0 5 6| * .10 1 -2|F-—F-F,
0 1 -2 0 5 -6 |- >
0 9 -1 (0 9 -1
"3 R 7 =
[ -2 3 7 ' 1 -2 3 I 3 filas no nulas
0 1 2| R+F-2F |0 1 -2
— |6 06 4|— |0 0 4 rg(A) =3
L 0 O 7_/, .0 0 0

5. DETERMINANTES
1. CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN 2 Y 3

El concepto de determinante solo estd asociado a matrices cuadradas.

El determinante de una matriz cuadrada A es un nimero que se obtiene operando los elementos de la

matriz,y se representapor: | /1|; o bien, deiA.

a a
» El determinante de una matriz cuadrada de orden 2 es H %

=a,8, —a,,4a
8y '8 192 12921

2

» El determinante de una matriz cuadrada de orden 3 es

aH alZ a13

@, 8y 85| =8,@585;, 8,858, —8,8,85; 8,838, +8,38,85, —8,8,85, =
85 8 A

=8,,85,85; +8,,85385, 1838583, — 8,385,853, —8,8,83; — 8,885

Esta ultima expresion se puede recordar facilmente con la llamada regla de Sarrus, que graficamente se
puede interpretar con el siguiente diagrama:

11
—46
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3 25
Ejemplo: |0 4 -1=3-4-6+(-2)-(-1)-(-2)+0-1-5-5-4-(—2)—-0-(-2)-6—-3-1-(=1)=
2 1 6
=72-4+0+40—0+3=111

5.2.- PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

1. Siunalinea es combinacion lineal de las restantes, el determinante es 0

2. En un determinante, si intercambiamos dos lineas el resultado cambia de signo

3. Sia una linea le sumamos una combinacion lineal de las demas, el resultado del determinante no cambia

4. Si se multiplicantodos los elementos de una linea por un niumero el determinante queda multiplicado por ese
namero

5. Si todos los elementos de una linea se descomponen en dos sumandos, entonces el determinante se desdobla en
suma de dos determinantes que tienen todo igual excepto dicha linea que queda desdoblada.

6. El determinante de un producto de matrices es igual al producto de determinantes de ambas matrices.

7. El determinante de una matriz coincide con el de su traspuesta.

8. Siuna linea tiene todos sus elementos nulos, el determinante es cero.

9. Si un determinante tiene dos lineas iguales, el determinante es cero.

10. Si un determinante tiene dos lineas proporcionales, el determinante es cero.

5.3. MATRIZ ADJUNTA

Dada una matriz cuadrada , de orden n se Illama menor complementario del elemento g, ylo
representaremos por s, al determinante de orden n — 1 que resulta de suprimirlafilaiy la columnaj de la matriz 4.
Dada una matriz cuadrada de ordenn, se llama adjunto del elemento s, y lo representaremos por .4, al
menor complementario de ij precedido del signo+ o — seguin la suma de los subindices (i + j) sea par o impar.
Aij = (—l)H-J % aij
Llamaremos matriz adjuntaae ;1 representada por Adj(4), a la formada por los adjuntos de los elementos

de la matriz inicial.

1 3
Ejemplo :Vamos a hallar la matriz adjunta de A= 5 1]:

Para ello, calculamos los elementos adjuntos de cada uno de los de la matriz A:

A =(-1)"|-1=-1 A, =(-1)"[2|=-2 f
= )M| | 2= )m| . Asi pues, Ade=[ ]
Ay=(-1)"]3|=-3 Ay =(=1)"[1=1 -3 1
1 0 2
Ejemplo :Vamos a hallar la matriz adjuntade B=[-2 3 1 [. Los adjuntos son:
4 6 5
a3 1 w2 1 3-2 3
B =(=1)" = By =(-1)" =14 B = (9" =24
=0 f w0717 ] =02
240 2 221 2 22|10
B, = =12 B,, = (-1 =-3 B, =(-1 =—6
S R e
340 2 321 2 33(1 0
B, =(-1 =—6 B,, =(-1 =-5 B,, = =3
w0 3 w0 w0 g
9 14 -24
Asi pues, la matriz adjunta de B sera: AdjB=|12 -3 -6
-6 -5 3
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5.3 CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN SUPERIOR

Otra forma de calcular determinantes es desarrollarlos por los elementos de una linea. Este método sirve
para cualquier orden de matrices cuadradas, pero se emplea principalmente cuando el orden es superior a 3.

Lo tinico que tendremos que hacer es:

® Primero escoger la linea con la que vamos a trabajar.
e El determinante serd el resultado de multiplicar cada elemento de la linea por su adjunto correspondiente y
sumar todos los productos obtenidos. Para evitar realizar muchos célculos siempre conviene realizar el

desarrollo por la linea que tenga mas elementos nulos.

En notaciéon matematica: Dada una matriz 4 € M,,, se cumple:

detA=a;; " Aj +ap " Ap + a3 A+t ay, A (desarrollo por la fila i)
detA = a,j Ayj+azj-Azj+azj-Azj+ - +ayj Apj (desarrollo por la columna j)
548 6
) 09 @ 1la 9 2 1 4 8 6
Fjemplo b 1 3 4 A0 AI2A0A=5T 3 44219 2 1=5149+2:(-92)=561
02 3 0 23
002 3

5.4.- CALCULO DE LA MATRIZ INVERSA USANDO POR DETERMINANTES

Ahora que ya hemos visto qué es el determinante de una matriz podemos estudiar la 32 forma para el

cdlculo de la matriz inversa.

Dada una matriz A € M,,, su matriz inversa puede obtenerse con ayuda de la matriz de adjuntos. De este

modo:
A7t = —— - (Adj(A))"
detA :
Por lo tanto, podemos asegurar que una matriz cuadrada A € M,, es regular si, y solo si, detA = 0
. 14 0
Ejemplo: y
~B=|2 3 1| Es facil ver que: |[B|=2#0—3B"". Calculando la matriz adjunta y
1 2 0

2 0 4 -1 0 2
1 0 1f=(1/2 0 -1/2
1 2 5 172 1 5/2

aplicando la formula: B~ =

N =

5.5.- CALCULO DEL RANGO DE UNA MATRIZ USANDO DETERMINANTES

Dada una matriz 4 £ g#mxn, llamamos menor de orden k de esa matriz al determinante formado por los
elementos de la interseccidn de k filas y k columnas de esa matriz en sus posiciones respectivas.
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Ejemplo:

2 -1 5 7
10 —=3]_
Un menor de orden 2 de A seria: ‘2 - I =6
2 3 -2
Unmenordeorden3deAseria: |0 —3 4 |= —42+24—-12—-40=-70
A i

Dado un menor de orden k, se entiende por orlar dicho menor a calcular el determinante de orden k + 1 que

resulta al afiadirle al menor una filay una columna de la matriz que no formasen parte del menor dado.

Ejemplo:
2 1 3
Un modo de orlar el primer menor del ejemplo anteriorseria: [0 1 -3
2 =1 b

El segundo menor del ejemplo anterior no se puede orlar ya que no tenemos filas suficientes.

Con las definiciones anteriores, podemos definir el rango de una matriz como el orden del mayor menor no

nulo de la matriz, lo que nos permite su calculo usando determinantes de dos maneras diferentes :

Método 1: Consiste en buscar menores no nulos del mayor orden posible, es decir, ¢gmenzar por los menores “mas
grandes” de A, Este método es aconsejable si la matriz es cuadrada

o Ventajas: Si encontramos un menot no nulo “pronto”, se termina rapidamente, Suele ser el mas
rapido para matrices cuyo rango no puede ser mayor a 3.

o Inconvenientes: Si el rango es peguefio, todos los menores “grandes” van a ser nulo, con lo que
hemos de seguir calculando menores. Ademas, si la matriz es de orden elevado, el calculo de los determinantes es

laborioso.
2 10
Ejemplo : Hallemos el rango de lamatriz A=|1 7 4 |utilizando el primer método:
5 5 4

Lo primero es hacer el mayor menor posible, que es |A|=56—20+4—40=0. No ha

habido suerte. Tenemos que seguir con uno de orden 2, por ejemplo:

i 0=—4¢0.Asi
7 4

pues, concluimos que rgA=2.

- Método 2: (Orlado) Consiste en lo contrario a la estrategia anterior, es decir, comenzar por los menores mas

pequefios e irlos Orlando (afiadiendo filas y columnas) a partir de un menor no nulo de orden 1. Se utiliza la
propiedad de que si todos los determinantes que resultan de orlar el de partida con una fila o columna son nulos,
entonces esa fila o columna es combinacién lineal de otra/as y, por tanto, para calcular el rango, se puede suprimir.

o Ventajas: Se parte de menores sencillos de calcular, ademas, al ir suprimiendo filas o columnas, el
rango de las matrices que se obtienen es mads sencillo que el de la matriz de partida. Por ello, suele ser aconsejable
para matrices cuyo rango puede ser mayor a 3 ( sobre todo si no son cuadradas)

o Inconvenientes: Si el rango es "grande”, no se suprimen filas o columnas por lo que hacemos
bastantes calculos con los menores.
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Ejemplo:

2. 1 2 3
1. @ 2 1
A= 1 1 2 %4 |EMge
1 £ @ 2
2 & 4 5

En este caso podemos ver que: Fs =F; + F4, por lo tanto la eliminamos:

2 1.2 3
L0 2 1%
A=| 1 1 2 4 |€EMyy
s T L (7
Ahora la F1 = F2 + Fa. Eliminamos luego la Fu:
1 0 2 1
A=|1 1 2 4|€EM;z.,
T T & 2
Tenemos un menor S==ErHET>nulo:
|l 0
1. i1

Lo orlamos, por ejemplo afiadiendo la 32 columna y la 32 fila (los elementos necesarios):

1 0 2
1 1 2(=0+24+0-2-2-0=-2=%0
L T8

Ya tenemos un menor de orden 3 distinto de cero y sabemos en este caso rangod = 3. Por lo tanto, el rango de A
es 3.

Solucion: rangoA = 3

6. ECUACIONES Y SISTEMAS MATRICIALES

Se llama ecuacidn/sistema matricial a toda ecuacion/sistema en el que la/s incdgnitas sean

matrices. Por ejemplo: 2X_Y =C siendo X ,A, B, Cy D matrices

AX =B
g {-sxwv:o

- CASO 1: La ecuacion lineal general AX=8B

» Sila matriz A es invertible, la ecuacién es equivalente A-'4x = A-'B v, portanto X=A"'B.
_, Encasode que A no sea invertible, o que ni siquiera sea cuadrada, se resuelve considerando la matriz
incdgnita X como una matriz genérica de mx n incdgnitas y resolviendo el sistema lineal de ecuaciones.
—» Esimportante recordar que el producto de matrices no es conmutativo, por lo que no debemos olvidar que
no es lo mismo multiplicar a derecha que a izquierda. Asi, si la ecuacién fuese XA = B, la solucién seria

X=BA? siempre que A sea invertible.
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Ejemplo 15: Resolvamos la ecuacion AX +B=C, siendo A =[ 21 _23] B=(; g _13]

6 3 1
C=( ] Es evidente que la ecuacién es equivalente a AX=C-B. Para

4 10
despejar X, vemos primero si A es invertible. Un simple célculo nos lleva a que lo es,
2 3
siendo A =(1 2]. Asi pues, segun lo visto X =A"(C-B). Sin mas que sustituir y
calcular, se tiene que X = P S
‘ 1 6 3 2
CASO 2: El sistema lineal general aX+hY=A
cX+dY=8B

Este tipo de sistema se resuelve utilizanao 10s mismos métodos (sustitucion, igualacidony reduccién) que en
los sistemas numéricos con la salvedad de que no existe la division de una matriz por un nimero ni la division de

matrices

X+2Y = 20
0 3

2X—3Y=[1 _3]
4 2

X+2Y=A
2X-3Y=B’
X+2y=A @ {-2x—4y =-2A

Ejemplo  Resolvamos el sistema matricial: . Por comodidad,

llamamos A y B a los términos independientes, con lo que queda: {

Si aplicamos el método de reduccion: —
2X-3Y =8B 2X-3Y =8B

Sumando ambas ecuaciones queda: -7Y =B-2A, con lo que Y=%(2A—B).
Sustituyendo en la primera ecuacion, operando y despejando X. se obtiene:

1 8/7 9/7 3T ABIT
——(3A+2B),con| [ ion es: X = R
X 7(3 23) con o que a solucion es: X [8/7 1 /7J ( /7 /7 )

7. APLICACIONES DEL CALCULO MATRICIAL.

Existen numerosas situaciones reales en las que el calculo matricial tiene gran utilidad (Sociologia,

Transporte, Teoria de Grafos,...). Veamos uno de estos ejemplos:
Ejemplo.- Una fabrica produce dos modelos de lavadoras: Ay B, en tres terminaciones: N, Ly S. Produce del

modelo A: 400 unidades en la terminacién N, 200 unidades enlaLy 50 en la S. Produce del modelo B: 300 unidades

en la terminacién N, 100 unidadesenlalLy 30 enlaS. La terminacion N lleva 25 horas de tallery 1 hora de

administracion. La terminacién L lleva 30 horas de taller y 1,2 horas de administracion. La terminacion S lleva 33

horas de taller y 1,3 horas de administracidn. Calculemos, utilizando calculo matricial, una matriz que represente las

horas de taller y administracién para cada uno de los modelos.

: 400 200 50 '
La matriz P = [ 300 100 30 ] reprosentq la cantidad de lavadoras para cada meodelo y
terminacion.
25 1
La matriz 4 =| 30 12 | representa la cantidad de horas de taller y administracién para
3 13

cada terminacion,

25
400 200 50
11490 459

1 =
300 100 30|20 *2 l

17650 705]
33 13

Asipues, lamatriz P-H =|

Esta matriz representara las horas de taller (12 columna) y administracion (22 columna) para cada modelo A (12 fila) y

B (2 fila).

15
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