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TEMA 10. La integral indefinida
Problemas Resueltos

Integrales inmediatas

1. Calcula las siguientes integrales:

o . —2x
a) (3x2 +x—2\/;)dx b) x(4—4x2)dx C) J.eS dx
" Sx * (. 1
d) Sdx e) | cos(4x+3)dx f) || sin2x——cos5x |dx
J3+3x . ’ 3
g) (3 cos % - ser;2x)dx h) | x cos(3x2 )dx i) (cos(2x) —3e>7 )dx
i) '[ cos x- (sinx)? dx K |5x(i-2xfax 1) [(2-3x)dx
2 ~ 2
m) j T dx 0y [—2 _dx 0) I D ax
X +2 J1+x 3—x°
P) J- X dx qQ) [_° dx 1) J.2xe3 < dx
N J1-x?

S) J(l—x)3dx t) Ix(l—x)de u) I(x_1)3dx

X

Solucién:
En la mayoria de los casos hay que ajustar constantes y operar cuando sea necesario.

a)

3/2

3/2

(3x2+x—2\/;)dx=x3+%x2—2jx1/2dx=x3+%x2—2 +c

.x(4—4x2)dx = j(4x—4x3)dx=2x2 —x*+c

e —2x

e 1
x = —
J 5 5
>x 2dx=é bx 2dx:§h1(3+3x2)+c

J 3+3x 6J 3+3x 6

cos(4x +3)dx = %I4cos(4x +3)dx = %sin(4x +3)+c

~LJ.(—2)e‘zxdx -1 e +c
(-2) 10

f) J. sin2x—lcos5x dx= l_[25in2xabc—l-lJ.ScosSxa’x = —lcos2x—isin5x+c
3 2 35 2 15

g)

h)

3COS£_sen2x x = 6J' lcosE —ij'2sin2xdx = 6sin£+i0052x+c
J 2 5 2 2 10 2 10

.xcos(3x2 )dx = é‘[6x cos(?wc2 )dx = %sin(?ax2 )+ c

1) Ajustando constantes en cada una de las funciones:

[ (cos(2x) -3 )dx = Icos(2x)dx — J.(?nez"_3 ) dx = %J.2 cos(2x)dx — % J. (262"_3 )dx =

1 sin(2x) — 3 e T
2 2
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j) Ajustando constantes:

cos x- (sinx)*dx = %I3(sin x)*-cosxdx = %(Sin x) +c

N 92
k) [5x(1-2x) dx=—§j(—4x(l—2x2 )2)dx - —%-ww :—%(1—2;8)3 np

1) Se opera en el integrando:

[(2-3x)ax - _[(4—12x+9x2)dx=4x—6x2+3x3+c

m) Ajustando constantes:
. 2 2
Y dx = lJ’ .:vc dx=lln(x3 +2)+c
3

Jx+2 3 x7+2

n) 3 > dx . Bs inmediata: I 2dx:3-j ! > dx =3arctanx+c.
J1+x I+x I+x

0) Ajustando constantes:

o 2 . _ _
J «/3—x3 3 2 3 2 3

p) Ajustando constantes:

*  S5x —2x

—dx ——SI—dx:—S 1-x* +c¢
J1-x* 24/1—x?
* 5

q) J==

r) Ajustando constantes:

2xe™ dx = %j6xe3x2dx = %ehz +c

dx . Es inmediata: J. dx=S5arcsinx+c

dezsj;
J1-% NI

s) Desarrollando el integrando:

..(l—x)3dx = j(1—3x+3x2 —x3)dx:x—%x2 +x° —%x4+c

También podria hacerse directamente ajustando constantes:

[ 3, 3. (1—x)4
(l—x)dx-—j(—l)(l—x)dx——T+c

t) Hay que desarrollar el cubo, multiplicar e integrar: I x(l —x)de =

1 3 1
= | x(1-3x+3x" —x’ x:j x=3x"+3x —x*Jx==—x"-x’+=x*—=x"+¢
I ( )d ( )d 2 4 5
u) Hay que desarrollar el cubo, dividir e integrar:

~1) _
judx jl 3x+3x° xd j(——3+3x xjdlenx—3x+%x2—§x3+c

X X

2. Calcula las siguientes integrales:
2 2 2
a) _[ Sx(1-2x)* dx b) .[ (35> —2x) ax ¢) '[

Solucién:

1+3x?
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a) 5x(1—2x)2 dx = I5x<1—4x+4x2)dx:I(Sx—20x2+20x3)dx:§x2—%x3+5x4+c

2
b) (3x2 —Zx) dx = I(9x4—12x3 +4x2)dx:§x5 —3x* +gx3 +c

o [ ax=1 6x2dx=11n(1+3x2)+c
J 1+3x 6J 1+3x 6

3. Calcula:

a) I _ 2 g
\/3x2 +1
Solucidn:

a) J-z—:dxzzj6—);dx=z\/3x2+l+c
Baer o 3o 3

7572 3,302
bJ. x(7x%+3 deI 7x"% +3x"?) ) dx = + +e=2x"4+2x"? v ¢
) (77 +3)as= | =

C) jﬂdx = J §+\/§x_3/2 dx = 51nx+£x_”2+c = 5h1x—£+c.
X x -1/2 Jx

b)-[«/)_c(7x2+3)dx 0 IS’C;—;@dx

4. Resuelve las integrales:
a) I(sin2x—3cos5x)dx b) I(sinx+cosx)2 dx 9 I(sinx—cosx)2 dx
Solucién:

a) j(sin2x—3cos$x)dx= Isin2xdx—j3cos§xdx :%IZSiHZxdx—§ISCOSSxdx =
= —lCOSZX—ESin5x+C
2 5
b) I(sinx+cosx)2 dx =
= j(sin2x+cos2x+2sinxcosx)aix:j(1+2sinxcosx)dx:x+sin2x+c
¢) I(sinx—cosx)z dx =

= j(sinz x +cos’ x—ZSinxcosx)dx:j(l—2sinxcosx)dx =x+cos’ x+c

También se puede escribir:

2

. 2 : . .
I(smx—cosx) dx =x—sin’ x+c¢, pues x+cos x:x+(1—s1n2x)+c:x—s1n2x+(l+c)

5. Halla:

a) je4xdx b) Ieﬂ Sdx c) j xeV ™ dx
d) J' 4 dx e) I 43" dx f) jzox-sx2 dx
Solucién:
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a) | e*dx = lJ‘4e4)‘a’x = 1 e e
4 4
b) | e 3dx = 3_[% ePdx =3¢ +¢

C) X dx = — % j(—erl_xz ) dx =— % & re

d) 4xdx:4x-L+c
. In4
[ X X 3x 4 X
e) |43 dx=4'[3 dx=4—+c=—-3"+c
R In In3
¥ 2 2 2 1 10 2
f) | 20x3" dx= IOJ. 2x3" dx=103" -—+c=—3" +c¢
J In3 In3
6. Calcula:
¥ 2
a) (ex +efx)dx b) j(ex +e*x) dx c) I(er —sin2x)dx
Solucién:

a) (ex+e_x)dx:ex—e_x+c

b) .(ex +e " )2 dx = J-(ezx +e P +2e% e )dx = J.ezxderJ.e_zxdx + J.de =

1 _
ezx—Ee 2 4 2x+c

N | — o

c) J'(ezx—sin2x)dx = lJ.2ez"abc—lJ.Zsinxa’x:lez"+lcos2x+c
2 2 2 2

7. Resuelve, ajustando constantes, las siguientes integrales:

"1 dx x-3
a dx b j —— c I ———dx
). 2+x° ) «/16—x2 ) x> 49
Solucién:
a) ~dx es parecida a I ~dx = arctan x +c . Para resolverla hay que ajustar
J2+x I+x

constantes buscando que aparezca j dx = arctan f +c . Puede hacerse lo que sigue:

1+ 17

11 1 V22 N2 vz 22

@) ) )

Por tanto:
I 1 zdx = Q-J‘L&/Ezdxzﬁarctani_}_c
2+4x 2 N 2 2
+ R

&
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dx 1 .
b) I —_ ———=dx = arcsin x + ¢ . Para resolverla hay que ajustar
J16—x° NI

constantes buscando que aparezca

es parecida a J-

J.de =arcsin f +c. Se consigue asi:
«/1 -1

1

I dx 2 =f 1 2 dx=j 1 i - 4
VI6=x /16(1—)‘—] 4 /1—(5) / NEd
16 4 4
=I( x 3 jdx=J. dx— I23 dx .
x°+9 x°+9 x*+9 x" +9

La primera integral es casi inmediata: es un neperiano; en ella hay que ajustar constantes.
La segunda integral también es casi inmediata, aunque algo mas dificil: es un arcotangente.
También hay que ajustar constantes.

[~ dx:lj 2 dx=%1n(x2+9)+cl.

Jx*+9 2J x*+9
34/3) dx = I(U—3 dx = arc‘[an[3j+c2

* 3 1 3 3

d =—I dx = =
| ) (YD ) R TR /3) +1
Por tanto:
F x—3

Jx*+9

dx = arcsm + c

dx = lln(x2 + 9)—arctan(£ +c.
2 3

Integracion por descomposicion en fracciones racionales

8. Calcula, descomponiendo el integrando, las siguientes integrales:

2 3 3 a2 3 2
2) J‘2x x4+3x " b)J'x 3x3 +5dx C)J‘x +5x 3x+2dx
X A X

Nx —3x 4x —4x +1 x° —1
d | ——dx e) dx f)
43 4x* +1 X+3
Solucién:

a) Se escribe el integrando como se indica:

.2 3 2 3
J‘2x x4+3x dx:jiz_f_%—i_:;% e :I(2X—3_x—2+§)dx:_i2+l+3lnx+c
X xt Xt x X X X

3 2
b) Dividiendo: IL’C}”dx:I 13,5 dx:lx_ilnx_iz+c
4x 4 4x 4x 4 4 8x

¢) Operando se tiene:

J‘x3 +5x2—3x+2dx: J‘(x5/2+5x3/2—3x1/2 Loy 1/z)d _

Ix

=% 7/2+5§ 3/2 3§ 32 422x"2 o= (%x3+2x2—2x+4}c1/2+c
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d) \/_ \/_ X —1/4 —5/12 4 34 12 m
4{/_ A{/_ dx = 3x 7 —X c

2
)J‘ 4x° —4x+1 x_J‘ 4x2+1_ ix dx:J‘ 1- éix jdx:x—lln(4x2+1)+c
4x* +1 4" +1 4x*+1 4x° +1 2

f) Dividiendo el integrando (puede hacerse por Ruffini), se tiene:
3

3_
Ix Ly = I[x —3x+9—ﬁjdx= %—%x2+9x—28hl(x+3)+c

x+3 x+3
1 X 1 . . : 1
9. a) Comprueba que —— =— . b) Calcula la integral indefinida: —dx.
x x4l X +x X +x
Solucién:
2 2
a) Efectivamente: 1 x _ 2+1 — ); = 31 .
x x°+1 x(x +1) x(x +1) X +Xx
b) Por lo visto:
1 1 1 )
—dx =|| —— dx=Inx—=In(x"+1)+c
X +Xx x x+1 2

10. Calcula las siguientes integrales:

°n 2 )2 3 q.2
2) 2-3x+5x iy b)J'(x 3) I C)J‘2x 32x +5dx

J 2x 4x

fr 32 _ 32 _ 3.2 _
d) 3x° —x" +4x de o 3x” —x" +4x de f)J‘3x x2+4x de

. X x+1 x°+1
Solucion:

o 2
a) de:.[ l—§+§x x:lnx—§x+§x2+c

J 2x x 2 2 2 4

Y 2
b) (xr—3) x=I—x 6x+9dx=jlxdx—j§dx+jidx=lx2—§x+2lnx+c
J  4x 4x 4 2 4x 8 2 4

~ 3_ 2
c) de:I(QX—3+izjdx=x2 B RO

2

J X x *
d) 3x° —x° +4x— Sd J.( x _x+4_§jdx x3—lx2+4x—51nx+c
. x * 2
o 3% —x* +4x—5dx _ I(3x2_4x+8_£jdx=x3_2x2+8x—13ln(x+1)+c
x+1 x+1
32
Se ha dividido: 2> X T4 302 48 B
x+1 x+1
32 _ - -
ﬂJ.?,x x2 A 5dx=j[3x—l+ x2 4jdx=§x2—x+J‘x2 4dx=
41 x> +1 2 x“+1
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x? —x+%ln(x2 +1)—4arctanx+c

3
2

3_ 2 _ _
Se ha dividido: X X +4¥=5 5.y, x=4
x“+1 x°+1

La integral: jx2_4dx:j 2x dx—j 24 dx:lln(x2+l)—4arctanx
x“+1 x“+1 x“+1 2

11. Calcula las integrales:

x+8 2dx 1 1
a)jx2+x—2w: )I C)If—ax—fh d)jzﬁ+2x—udx
Solucidn:

Todas pueden hacerse por el método de descomposicion en fracciones simples.
2) J‘ x+8
x2 +x— 2
Como las raices del denominador son x =1y x=-2: x> +x—2=(x—1)(x +2), se tiene la
igualdad:
x+8 4 N B A(x+2)+B(x-1)
X +x-2 x-1 x+42  (x=1)(x+2)
Luego:

x+8=A(x+2)+B(x-1)
six=1:9=34=4=3
six=-2: 6=-3B=>B=-2

Con esto:
j—7fifl—aw==j 3 ch%kj =2 e =3In(x—1)—2In(x+2)+c
x“ +x-2 X— x+2
2dx
b)'[
x> -4
Como:
2 _ A N B :A(x+2)+B(x—2):
x2—4 x-2 x+2 x> —4
A+B=0 1 1
= 2=Ax+2)+B(x-2) = => A=—yB=——
2A-2B=2 2 2
Luego,
j 2dx =J‘ 172 — 172 lehl(x—2)—lhl(x+2)+c
x> —4 x—2 x+2 2 2

1
—d
© sz—Zx—3 *

La ecuacion x> —2x—3 =0 tiene soluciones reales: x = —1 y x = 3.

Por tanto:
1 A B 1 A(x=3)+ B(x+1)
x2-2x-3 x+1 x-3 x2—2x-3 (x+1(x-3)
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A+B=0 1
= 1=4(x-3)+B(x+1) = = A=——; B=—
-34+B=1 4

En consecuencia:

J‘Z;dx=j(_l/4+l/_4jdx= _l Ldjﬁ_l de=
x —2x-3 x+1 x-3 4J x+1 4J x-3

= —%ln(x+l)+%ln(x—3)+c

2x"+2x—12
El denominador: 2x° +2x—12 = 2(x—2)(x+3) .
La descomposicion que se hace es:
1 ! N B A(x+3)+2B(x-2)

2x% +2x—12 2(x—2) x+3 (x—=2)(x+3)
Luego:

I=A(x+3)+2B(x—2)
six=2:1=54 = A=1/5
six=-3: 1=-10B = B=-1/10
Por tanto:

LT_L_ﬂh:j /s Y10}, 1 L o 11 . _
2% +2x-12 2(x—=2) x+3 10 x—2"" 10J x+3

——lnx 2——1nx+3 +c
0 (x=2) (x+3)

12. Calcula las integrales:
1 by x*

a dx b J dx c I

)sz—l ) x* -1 ) x* -

Solucmn
dx — Hay que descomponer la funcion dada en fracciones simples.

a)j
A N B :A(x+1)+B(x—1)
X2 =1 x—l x+1 x> =1
Luego:
I=Ax+1)+B(x—-1) = 1=(A4+B)x+A—-B
Identificando coeficientes:
{0:A+B 1 1
= A4 ;
1=4-B 2 2
Con esto:

_[x _ld J'1/2 jl/_zd ——ln(x 1)——1n(x+1)+c

dx

b)Esinmediata:j al dx:lj 22x dx:lln(x2—1)+c
X x° -1 2
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c) Se transforma el integrando como sigue:

i _1+1dx=J‘(l+ 21 jdx=x+J- 21 dx=
x°—1 x° -1

2
= (la ultima integral se ha hecho més arriba) = % + % In(x—-1)— % In(x+1)+c

d) Es inmediata si se transforma el integrando como sigue:

3 2
J ; dx=j(x+ 2x jdx:x—Jrlln(xz—l)Jrc
x -1 x“—1 2 2
13. Halla:

| 2 2x+1
)I Sl g )'[ S M j%dx d) sz—+dx
X +2x+1 x*=2x+1 x —4x+5 X +2x+2

Solucidn:

a) El denominador tiene una raiz real doble: x> +2x+1= (x + 1)2 .

Por tanto, se hace la descomposicion:

il A B 4-38-2
x“+2x+1 x+1 (x+1)
Luego,
23x—+1dx:J. 32 5 dx:3ln(x+1)+i+c
JxT+2x+1 x+1 (x+1) x+1
) 2
b) | == —dx
Como el denominador x> —2x+1= (x— 1)2 , se hace la descomposicion:
x+2 4 N B _A+B(x-1)
xP=2x+1 (x=1)* x-1 (x-1)
Luego:

x+2=A+B(x-1)
Six=1:3=4=4=3; six=0:2=4A-B=B=1
Con esto:

sz;zdx:j SH NI DL S S Y |
x —2x+1 (x-1) x—1 x—1

En los casos que siguen el denominador no tiene raices reales.
c) x> —4x+5 :(x—2)2 +1.
3 3

Se puede escribir: — = - =
X" —4x+5 (x—2) +1

J‘%dx:j(;zdx:3arctan(x—2)+c

x —4x+5 x—2) +1

d) ¥ +2x+2=(x+1)"+1.
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Por tanto:
2x+1  2x+2-1  2x+2 3 1 o 2x+2 1

W A2x+2 X A42x+2 X 42x+2 X 42x+2 _x2+2x+2_(x+1)2+1

122x+1 dx:j 2—2x+2 dx_J';dx ln(xz+2x+2)—arctan(x+1)+c
X +2x+2 X +2x+2 (x+1) +1

14. Propuestas en UNED. Resuelve las siguientes integraleS'

2) J‘x +2x— ldx b)J'2x +1 C)J‘ —x?+2x+1 dr
X’ —x X +x —x*+x-1
Solucidn:
)J'x +2x— 1
x -X

Como x° —x = x(x - 1): x(x —1)x +1) se hace la descomposicion:
x*+2x-1 4 B C
— =+
x—x x x-1 x+1
Al =)+ Br(x+1)+ Cx(x=1) _ (4+B+CK* +(B-C)x— 4
x(x2 —1) x(x2 —1)
A+B+C=1

Igualando los numeradores primero y ultimo se obtiene el sistema: { B-C=2 =
—A=-1

=A=1;B=1,C=-1.
Por tanto,

2
J‘%Zx_la’XZJ‘(l+L—L x:1nx+1n(x—1)—ln(x+1)+c
X —x x x—-1 x+1

b)J'2x +1

x+x

El denominador x* + x = x(x2 + 1) — El segundo factor no tiene raices reales.

2x7 +1 A, BreC Alx? +1)+ x(Bx +C)

Con esto: =A=1,B=1;C=0.

XHx  ox x*+1 (x +1)
Luego:
2x% +1
J. X dx—j—dx+j dx 1nx+11n(x +1)
x’ +x x2+1 2
)J‘ —x*+2x+1 dr
x° —x +x 1

Como x* —x” +x—1=(x— 1)(x2 + 1) se hace la descomposicion:
—x’+2x+1 4 Bx+C_

¥ -x"+x-1 x-1 x*+1
A1)+ (Br+CYx=1) _ (44 B> +(-B+Cx+4-C

(x - 1)(x + 1)2 (x - 1)(x + 1)2

2
Luego: J.Lwdx :J ! dx—J- 2x dx = ln(x—l)—ln(x2+1)+c

X =x?+x-1 x—1 x*+1

=>A=1;B=-2;C=0.
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Método de integracion por partes

15. Calcula las siguientes integrales:

a) jxcosxdx b) .[xezxdx c) Ixz-e3xdx

e) I (xInx)dx f) jarcsin xdx g) Ixz sin(2x)dx

Solucién:

d) I 2x%e” dx

h) I x> cos xdx

Todas pueden resolverse aplicando el método de integracion por partes.

a) j X oS xdx

Setoma:x =uy dv=cosxdx = du=dx y v=sinx
Luego,

Ixcosxdx =xsinx—Jsinx dx=xsinx+cosx+c

b) J.xezxdx
Tomando: u=x = du=dx; eFde=dv = Iezxdx = jdv - p= %62"
Luego:
J.xezxdlexezx —ljezxdlexezx —lezx +c
2 2 2 4

C) Ixz-e3xdx.
3x

1
Tomando: u=x> = du=2xdx; dv=edx => v=—c

Se tiene: Ixze3xdx = %xze“ - %Ixe“dx

La segunda integral, Ixe”dx , también se hace por partes.

1
Tomando ahora: u=x = du=dx; dv=e’dx = v= §e3x

. 1 1 1 1
Se tiene: jxe3xdx = —xe>” ——Ie3xdx = _xe¥ ——e*F
3 3 3 9

Por tanto:
IxzeSde = lxze3x —zjxe3xdx = lx2e3x _2 lxe“ -
3 3 3 3 3
= lxze3x —zxe3x +£e3x +c
3 9 27
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d) "‘2x3e"2 dx .

. 2 2 .
Haciendo u = x~ y dv =2xe" dx se tiene:

2

3 2 2 2 2 2 2
J2x e de=x"¢e" —ijex dc=x"e¢" —¢e* +c

e) I(xlnx)dx.

Tomando: u=xlnx = du=(lnx+1)dx; dv=dx =>v=x
Luego, I(xlnx)deXZlnx—"'(xlnx+x)dx=xz lnx—J'(xlnx)derJ.xdx

En el segundo miembro aparece la misma integral, que se traspone al primer miembro,

obteniéndose,
2

ZI(xlnx)de x? lnx—x?+c

2

De donde, J.(xlnx)dx = %xz 1nx—%+c

f) j- arcsin xdx

dx; dv=dx =>v=x

dx = xarcsin x +y1—x* +¢

Se toma: u =arcsinx = du = -
1—-x

Luego, j arcsin xdx = xarcsin x — J. =
1-x

g) sz sin(2x)dx
Haciendo: x> = u, sin2xdx=dv = 2xdx =du; v= —%cos 2x

. 1
Luego, j x*sin(2x)dx = — B x* cos2x + Ix cos 2xdx
Para hacer la segunda integral se aplica nuevamente el método de partes.

Ixcostdx
Tomando: x =u; dv=cos2xdx = dx =du; v= %sin 2x
I . 1. 1 . 1
Luego, | xcos2xdx Zaxsm2x—5 sin2 x dx:Exs1n2x+Zc052x

Por tanto: Ix2 sin(2x)dx = — %xz cos2x + %xsin 2x+ % cos2x+c

h) jx3 cos xdx .

Se hace: u=x"; dv=cosxdx = du=3x"dx; v=sinx
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Luego:

Ix3 cosxdx = x° sinx—J‘3x2 sin x dx

Segunda integral: I 3x”sin x dx =-3x" cosx + j6x cos xdx
(Se ha hecho: 3x® = u; sinxdx=dv)

Tercera integral: J.6x cos xdx = 6xsin x + 6cos x

(Se hace: 6x = u,; cosx dx = dv)
Luego:

J'x3 cos xdx = x” sin x+3x’ cosx —6xsin x —6cos x+c.

16. Utilizando el método de integracion por partes, calcula Iixdx
e

Solucién:
J‘ixdxzi’.xe_xdx
e
Se hace:
u=xydv=e'dx = du=dx; v=—e"
Luego:

J.xexde—xe" + J'exdx =—xe " —e " +c

17. A partir del resultado de jln xdx , calcula las siguientes integrales.

a) 2I1n xdx b) Iln(Zx)dx ¢) jln x%dx d) I (In x)zdx
Solucién:

Iln xdx se calcula por el método de partes.

Tomando: u =Inx = du:ldx; dv=dx =>v=x
X

Luego:
Ilnxdx=xlnx—jdx:xlnx—x+c

Con esto:

a) 2jlnxdx:2(x]nx—-[dxj:2(x1nx—x)+c
b) jln(Zx)dx:I(ln2+lnx)dx:jln2dx+jlnxdx:(ln2)~x+xlnx—x+c

c) Jlnxzdx:J2lnxdx = 2J‘lnxdx:2(x]nx—jdx):2(x1nx—x)+c
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d) I (Inx) dx

Tomando: u = (lnx)2 = du= 2(1nx)-ldx; dv=dx = v=x
X
Luego:
j(lnx)zdx = x(lnx)2 —IZlnxLxdx :x(lnx)2 —j2lnxdx =
X

= x(lnx)2 —-2(xInx—x)+c

Integracion por cambio de variable

18. Calcula las siguientes integrales haciendo el cambio que se indica:

a) Jxxll—xzdx — (1-x*=t) b) I(sinx)3dx — (cos x =1)

C) JL —>(t=Ihx) d) J-x~3\/4+x2dx — (4+x*=t)
x(4—Inx)

Solucién:

a)Si 1-x* =t = —2xdx =dt = xdx :—%dt.

Por tanto:

3/2
J.xxll—xzdx = I\/l—xz (xa’x)z—%jt”zdt=—l ! +c=—l (l—xz)3 +c

23/2 3

Observacion: J.x\/ 1—x”dx puede hacerse directamente (es inmediata), pues:

L2332
Ix - dx = —lJ.(—zx(l—xz)m)dx _ —lu+c=—l(l—x2)3/2+c
2 2 3/2 3

b) Sicosx=t= —sinxdx=dt.
Como
jsin3 xdx = Isin x-sin® xdx = jsin x-(1—cos’ x)dx = —j(l —cos’ x)(—sin xdx) =

. £ 1
= J.sm3 xdx=—J.(1—tz)dt=—t+—+c=—cosx+—cos3x+c
3 3

)Sit=nx = dtzldx.
X

Luego:

dx _ 1 (1 o ) B )
J.x(4—lnx)_J.(4—lnx)(xdx) 4—tdt In(4—¢)+c=-In(4-Inx)+c

d) Sid4+x" =t = 2xdx=dt:>xdx:%dt

Por tanto:

1/3
jx.3 4+x2dx:J.(4+x2) -(xdx)=J.z”3-ldf=l' +c=—(4+x2)4/3+c
2 24/3 8
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Observacién: También se puede hacer ajustando constantes, pues:

Ix-md - %J2x(4+x2)1/3 dx:(J-f’(x)-(f(x))"j - %%+C -
= %-3\/(4+x2)4 +c

dx mediante el cambio de variable \/; =t.

1
19. Halla la integral indefinida I
1++/x
Solucion:

Sivx=t= de =dt = dx=2xdt=2tdt.
2\ x
Por tanto,

j ! dx = —2dt J. —dt J‘2(1+t) 2a’ =J‘[2—ijdt= 2t-2In(1+t)+c=
1+/x 1+1¢ 1+¢ 1+¢ 1+¢
= (deshaciendo el cambio) = 24x =2 ln(l ++/x )+ c

20. Propuestos en UNED. Calcula:

a) J. 22 dx b) J.xz tan” x’dx
27 +2

Solucién:

a) I 2 dx — puede hacerse el cambio 2* =¢ = 2" In2dx=dt = 2'dx = La’t .
2x
27 +2 In2

Por tanto,

lezxz T 112.[ - 5 dt = (Ver problema 2. 2)) =

1 1 t 1 2"
————=arctan—=+c = —arctan—+c.

1n2\/_ V2

b) J.xz tan’ x’dx — puede hacerse el cambio x° =¢ = 3x’dx=dt.

Por tanto,

sz tan’ X dx = %J.tam2 tdt = %J‘(lﬂ:anzt—l)dt = %(tant—t)+c = %(tanx3 —x3)+c

21. Calcula J‘xzex4 dx  — Sugerencia: cambio ¢ = x4)

Solucidn:
Si t=x"= dt=4xdx.
Sustituyendo:

Ix7ex4dx = jx4ex4-(x3dx) = jtet~ldt = lJ‘te’dt
47 4

Esta integral se hace por partes:
u=t = du=dt, dv=édt = v=¢
Luego:
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lJ‘te’dt = l(tet —J-etdt) = l(tet —¢' +c>
4 4 4

. . 1 t 1 4 x4 x4
Deshaciendo el cambio: | x’e* dx—Z te dt:Z(x e’ —e )+c

Observacién: se termina antes si se hace directamente por partes, tomando:
u=x' = du=4x’dx
4 1 .2
dv=x’e"dx = v=—e¢"
4
Por tanto:
4 1 4

Ix7ex4dx = )c“lex4 —J‘x3ex4dx = x4lex ——e* +c
4 40 4

22. Haciendo el cambio de variable e* =t halla:

a) J- b) I—dx
1+€ €2x+3€x+2
Soluc1on.
a)Sie' =t = e'dx=dt.
Por tanto:
J.e—zdxzj- : zdtzj.(l+t)_2dt=—(1+t)_l+c:_—1+c.
(1+ex) (]+t) 1+1¢

Deshaciendo el cambio:

I ¢ dx = m +c
(l+ex)2 I+e”

b) Si e =¢ se tiene: je—dxzj;dt

2 43" 42 2 +3t+2
Por descomposicion en fracciones simples:
A(t+2)+B(t+1 A=1
5 L 4.8 _ (1+2)+B(r+1) = 1=A4(t+2)+B(t+1)=
P +3t+2 t+1 42 (t+1)(z+2) B=-1
Por tanto,
Z;dﬁj‘(i—L —n(r+1)-In(r+2)=ln L =
JT+3t+2 t+1 t+2 t+2
Deshaciendo el cambio:
Ze—dlene +1+C
Je +3e" +2 e’ +2

23. (Propuesto en Selectividad, Aragon, junio 14). Usando el cambio de variable ¢ =In(x),

1+31n(x) +(In(x))’

( —(In(x)) )

determina el valor de la integral: J‘

Solucién:
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a) Si t=In(x) = dt :ldx; luego:
X

3 3
J‘1+3ln(x)+(ln(2x)) dx:J‘1+3ln(x)+(ln2(x)) ldx=jl+3t+2’3dt
x(1=(In())’*) (1-(my) = 1-¢

La ultima integral se hace por descomposicion en fracciones simples. Dividiendo:

3 _
1+3t+2t :_t+4t+21 N 4t+zl: A N b :A(l+t)+f(l 1) :A=§;B:—§.
1-t¢ 1-¢ 1-¢ 1—¢t 1+t¢ 1—¢ 2 2
Por tanto:
2
'[1+3f+fd [+ 2222 =D (1) Sin(1er) e
1—¢t 1+¢ 2 2 2
Deshaciendo el cambio:
3
1+31In(x)+(1 2
j n(x) +(In(x)) dx:—M—éln(l—lnx)—gln(1+lnx)+c.
2 2 2 2
x(l—(ln(x)) )

Otras integrales

24. Calcula las siguientes integrales.

a)jizdx b)I 2x2dx c)j 22dx d)_[ 2 _dx e)_[
1+x 1+x 1-x (I+x 1+x

Solucién:

Obsérvese que las cinco integrales tienen cierto parecido. No obstante, sus resultados son
muy diferentes.

a) Es inmediata: I 2 ~dx = Z-I ! >
I+x I+x

dx = 2arctanx+c.

b) También es inmediata: j 2x

o ~dx = ln(1+x2)+c.

c¢) Hay que hacerla por descomposicion en fracciones simples.

I 2 dx = J.(L-‘FLJCZX: In(1+x)+In(1-x)+c

1-x 1+x 1—x

5 1 -1
2d)c=2J.(1+)c) dx:2-%+c=—%+c.
- X

d) Es inmediata: J‘
(l + x)

e) Hay que hacerla por descomposicion en fracciones.
I 2x sdx :J-2x+2_22dx :J‘2(1+x3dx+j_422dx = J‘ 2 dx—ZJ.(1+x)2 dx =
(1+x) (1+x) (1+x) (1+x) (1+X)

= 21n(1+x)+i+c
1+x
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25. Propuestos en UNED. Resuelve:

)Lx v b)jsx 24 jh” d) j2lnxdx

Solucidn:

2

a) Para resolver j 4x 2_ 11 dx hay que transformar el integrando.
X"+
Dividiendo:
-1 1 5/4
4x* +1 4 4x° +1

Luego: I[l— >/4 jd —j‘—dx—é dez%—garctan@x)+c

— (La division debe hacerse aplicando el algoritmo tradicional).

4 45 +1 8J (2x) +1
b)J‘Sx 2o X724 B Ax+2)+Bx=2) o p_ s
x2—4 x—2 x+2 (x—2)(x+2)

Isf_zdxzj 2 dx+j 3 _dx=2In(x—2)+3In(x+2)+c
x -4 x—2 x+2

c) Im—xdx — Partes: []nx:u; dex:dvj = (du:ldx; v:—lJ
X x

Luego: J.ln—zxdx:—llnx+-‘-izdx:—lh‘1x—l+c
X X X

X X

d) | 2Inxdx — Partes: u =lnx = du:ldx; dv=dx =>v=x
X

Luego: ZIInxdx:2(x1nx—jdx):2(xlnx—x)+c

26. Resuelve:

a) J‘Lcos(\/;)dx b) J.coszxdx c) I Txt2
2x —6xr 10"

Solucién:

a) La J- —cos dx puede considerarse inmediata, de la forma J. f'-cos fdx=sinf, con

cos a\/_)d —sm«/_+c

f= \/; . En este caso:

No obstante, puede ser mas asequible hacer el cambio ¢ = \/; = dt= de .

2%

Obteniéndose:

Iﬁcos(«/;)dx=fcos(«/;)(7de J.costdt=sint+c=sin\/;+c

b) La integral J.cosz x dx puede hacerse por partes.

Haciendo: u=cosx y cosxdx =dv = du =—sinxdx;v=sinx

Www.matematicasjmmm.com José Maria Martinez Mediano



Matematicas II (Bachillerato de Ciencias). Soluciones de los problemas propuestos. Tema 10 215
Luego:

Icosz x dx= cos x-sinx + J.sinzx dx = cos x-sinx + J.(l —cos’ x)dx =

= J'cosz xdx = cos x-sinx + J.dx - J-cosz xdx = 2J.cos2 xdx = cos x-sSinx + x

Despejando: J.cosz xdx = %cos x-sinx + % +k

1+ cos2x

De otra forma: Haciendo el cambio trigonométrico cos” x = — se tiene:
1 2 1 1 1 .
J-cosz xdx = J%dx = EJ‘(I +cos 2x )dx = E(x +§sm2xj+ k

c) J‘ 7):— 2 o dx — Puede escribirse en el numerador la derivada del denominador.
x* —6x+

7
Tx+2 5(2)(7—6)-0-23

(2x-6) 23 _7 (2x-6) 23

7
2

2 =7 3 2 += 2 + 2
x“—6x+10 x“—6x+10 x —6x+10 x"—6x+10 2 x"—6x+10 1+(x—3)

Por tanto:
2x—6
x°—6x+10 2 x"—6x+10 1+(x—3)

= gln(x2 —6x+10)+23arctan(x —3) +c¢

27. Integra:
X 2x .
2) Ie LIPS 0) I Y g d) Itanzxdx e)_[ 2X i
I+e" cos” X 1—x*
Solucidn:

a) Sacando factor comun en el numerador:

S e'|1+e"
J-idx = J.dezj.exdx:e“rc
1+¢€ I+¢€

b) Haciendo el cambio e¢* =t = e'dx=dt =

2x X, X
J € =Ie € = Ldz=I(1—Ljdx=t—1n(1+t)+c:ex—1n(1+eX)+c

l+e 1+e 1+¢ 1+¢

¢) Es inmediata, aunque puede hacerse el cambio cosx=¢ = —sinxdx =dt.

-3
Portanto:j —dx —I dx——j 4dt——t—+c—L+c— 13 +c
CcoS” X -3 3¢ 3cos’ x

d) Sumando y retando 1 al integrando se tiene:

Itanz xdx = j(1+tan2x—l)dx:j(l+tan2 x)dx—jdx:tanx—x+c

e) Haciendo x* =¢ = 2xdx = dt ; de donde:
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=arcsint +c¢ = arcsin x* +¢

I 2 dxzj L
\/1—x4 »\/l—t2

28. (Propuesto en Selectividad, Aragon, junio 13 y septiembre 14)
a) Determina la funcién f(x) cuya derivadaes f'(x)=2xe’™ y que verifica que f(0)=2.

b) La derivada de una funcion f(x) es: (x - 1)3 (x — 3) . Determina la funcion f'(x) sabiendo

que f(0)=1.

Solucion:

a) La funcion f(x) es una primitivade f"(x)=2xe™: f(x)= J.2xe5"dx .
Esta integral se hace por partes, tomando:

Sx

u=2x = du=2dx; dv=e’dx = v:ge

Luego:

2 1 2 52
Como f(0)=2,entonces: f(0)==|0——¢€° |+¢=2 = ¢c=2+—="2,
f(0) f(0) 5( Sejc TRy
2 PR R 52
Por tanto, f(x)=—| xe™* ——e™* |+—.
S 5( 5 j 25

b) La funcion pedida debe ser una primitiva de (x— 1)3 (x—3); esto es:

1) = j (x-1) (x—3)dx
Operando:

(x=1)"(x-3) = (X3—3x2+3x—1)-(x—3):x4—6x3+12x2—10x+3
Luego:

f(x) =J-(x4 —6x> +12x7 —10x+3)d =éx5 —§x4 +4x =5x2 +3x+c¢

1

Como f(0)=1 = c=1;y, por tanto: f(x)=5

—%)c4+4x3 —5x2 +3x+1.
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