TEMA 7: FUNCIONS ELEMENTAIS

7.1. LAS FUNCIONES Y SU ESTUDIO

DEFINICION : f es una funcién de R en R si a cada nimero real, x € Dom, le hace corresponder
un unico numero real, f{x):

Lo denotamos por : f: Dom ----- >R

El conjunto Dom de los valores que puede tomar la variable independiente, “x”, se llama
dominio de definicion de la funcion.

El conjunto de los valores que toma la funcion se llama recorrido.

LU 7'!

Puesto que tanto la variable como la funcion “f(x)” toman valores reales, estas funciones
se llaman funciones reales de variable real.

RAZONES POR LAS QUE EL DOMINO DE DEFINICION PUEDE RESTRINGIRSE :
Impomb]c de realizar alguna operacion con ciertos valores de x: denominadores que se anulan,
raices cuadradas de nimeros negativos,..

- Contexto real del que se ha extraido la funci{'m: Edad de una persona,...

- Por voluntad de quien propone la funcion: Numero menor que 7....

CALCULO DEL DOMINIO :

¢ FUNCIONES POLINOMICAS: El dominio de un polinomioestodoR : f(x) =P(x) D(f) =R

¢ FUNCIONES RACIONALES: El dominio de las funciones racionales es todo R menos los
puntos donde se anula el denominador:

fx)=Px)/Qx) DE={xeR/Qx)#0}=R-{xe R/Q(x) =0}

FUNCIONES RADICALES
f(x) = 4/P(x Sinesimpar D(f) =R
SinesparD(f) ={xe R/P(x) 20} =R-{xe R/P(x) <0}

FUNCIONES EXPONENCIALES
fx)=a"™ D) =R

FUNCIONES LOGARITMICAS
f(x) = log, P(x) Df)={xe R/P(x)>0}=R-{xe R/Px) <0}

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
fi(x) = sen P(x), f2(x) = cos P(x) D{fy) = D(f2) =R




Ejemplos de calculo de dominio:

a) f(x)

Descripeion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:
Caleulos =
Domf

_ 3y Descripeion de los valores de “x” que forman parte del dominio:
byf(x) = V2x -6 Calculgs= ! P

Domf

C) f(x) = m pegcripcién de los va_lures de x que Ibr;‘nan. Pane del dominio: al ser una raiz de
indice par perteneceran al dominio de la funcién aquellos valores de “x™ que

hagan que el radicando sea mavor o igual a cero

Célculos resolver la inecuacion 2x — 6 = 0

Domf

Descripcion de los valores de “x” que forman parte del dominio:
d) f()= -x?—2x+3 | GO0 ! P

Domf

1 Descripeion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:

= — . 2 1 ) -

E) f(x) -2 1 Célculos = resolver la ecuacion X5 0 para excluir su resultado del dominio
9 Domf

Il
[
=3

|
=]

=

Descripcion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:

Hfx)= Cilculos =

Domf
1 Descripeion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:
) = 7= Caleulos =
2x—6 Domf

1 Descripcion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:
h) f(x) = —— Calculos =
V2x — 6 Domf

Descripcion de los valores de “x™ que forman parte del dominio: al ser una raiz de

f) f(x) e indice par en un denominador pertenecerdn al dominio de la funcion aquellos
\{'!(2 - x)(x - 1) valores de “x™ que hagan que el radicando sea mayor a cero
Calculos =
Domf
D f(x) =logx D?scripcién de los valores de “x™ que forman parte del dominio:
Caleulos =
Domf
k) f(x) = log(x + 2) Descripcion de los valores de “x” que forman parte del dominio: al ser un

logaritmo pertenecerdn al dominio de la funcion aquellos valores de “x™ que
|]El!_-_"d1l que el argumento sea mayor a cero

Calculos =

Domf

1 x) = log[—(x + 2)x Descripcion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:

) f( J g[ ( * ) ] Calculos =

Domf

m) f(x) = log[(x } 2)x] Descripcion de los valores de “x™ que forman parte del dominio:

Caleulos =

Domf

Soluciones: Dom f,: R. Dom f,: R. Domf.: {x € R/x = 3}.Domf;: {x e R/-3 <x <1}
Domf,:R — {2} Domfp: R — {~2,2} Domf,: R — (3}. Domf:(x € R/x > 3}

Domfi{x € R/1 < x < 2}. Domf;: {x e R/x > 0}.Domf,:{x € R/x > —2}

Domfi{x € R/-2 < x < 0}. Domf,,{x € R/—2 < x < 0}




7.2. REPRESENTACION Y ESTUDIO DE FUNCIONES
FUNCIONES POLINOMICAS
e Grado 0: y=k Rectas paralelas al eje OX

4

Fl

eGradol :y=mx +n Rectas

La funcién polinémica de primer grado o funcién lineal: y = mx + n, se representa mediante una
recta de pendiente m y que pasa por el punto (0,n). La n se llama ordenada en el origen.

Pendiente de una recta es la variacion (aumento o disminucion) que se produce en la y cuando la x
aumenta una unidad. En una ecuacion lineal, la pendiente de la recta es el coeficiente de la x cuando
se despeja la y. (Sim > 0, es creciente; Sim < 0, es decreciente)

Si conocemos las coordenadas de dos puntos de la recta: P(x,,y;), Q(x2,y2) la pendiente se calcula :
m= Ay _¥2~N

Ar ( Ay = Incremento de *y” entre Ax = Incremento de “x™)
X, —X

2 1

Si de una recta conocemos un punto P(x,,y;) y su pendiente m, la ecuacion de la recta es:
Y=y =m(x—xi)

Para representarla se dan dos valores cualesquiera a la *x” y se calcula el valor de la *y”.

e Grado 2: FUNCIONES CUADRATICAS Parabolas

: : : X o 2
Las funciones polinémicas de segundo grado o funciones cuadraticas : y=ax" +bx +c,a#0, se
representan mediante parabolas.

- Tienen ejes paralelos al eje Y

- Las formas de estas parabolas (que sus ramas estén hacia 1257
arriba o hacia abajo, que sean mas o menos anchas,...) 100+
dependen, exclusivamente del valor de a: e
- Sia> 0, las ramas van hacia arriba (Cénvexa) &l
- Sia<0(, las ramas van hacia abajo (Coéncava) 50
- Cuando mayor sea [a|, mas estilizada es la parabola 251
- La abscisa del vértice de la parabola es: V, = - b \
2a 5 10

Para representarla se calcula el vértice en la “x” y dos valores mas pequeiios y dos valores mas
grandes y se calculan las respectivas “y” de estos valores.



FUNCIONES DEFINIDAS “A TROZOS”

Se calcula su dominio y se hace una tabla de valores para cada
trozo(los valores de la tabla en cada trozo dependera del tipo de

funcion).
Ejemplo: Construimos una tabla de valores para cada recta y obtenemos la grifica.
L [F2x-1 ki x5 | \\; i A1
¥= x+1 si x>1
| ILET P11
SERENuieRs
J4| DN |24

Dos funciones a trozos interesantes:

e Funcion parte entera : e Funcion parte decimal :

Se llama parte entera de un nimero x al | La parte decimal o mantisa de un nimero x es
mayor numero entero menor o igual a x. A | Mant(x) = x — Ent(x). A partir de eso, definimos la
partir de eso, definimos la funcion para | funcién parte decimal de x, Mant(x) que hace
entera de x, Ent(x), que hace corresponder | corresponder a cada niimero x su parte decimal.

a cada niimero x su parte entera.

:)' AT TN " = Mant (x)
R //////// ///////
i — - —;—6~7—4—5—7—11 3 5.6 13
R 123456
158 1 =-nk

VALOR ABSOLUTO DE UNA FUNCION

f(x) sif(x)=0
“fix)  sif(x)<0

El general el valor absoluto de una funcion se define asi: [f(x)| = {

Para representarla se iguala lo de dentro del valor absoluto a cero y se resuelve. Estos puntos nos
dividen la funcion en trozos por tanto podemos tratarla como una funcion a trozos.

Ejemplo:  Representa la funcién y = |x—5| y comprueba que su expresién analitica en intervalos es:

_ —x+5 si x<5 NP
x—5 sixz25 [N ]




FUNCIONES RACIONALES

Se llaman funciones de proporcionalidad inversa a aquellas cuya ecuacion es y = f(x)/g(x) y sus
graficas son hipérbolas. Sus asintotas son los ejes coordenados.

4/
g
Ja

234568 4 5 4321 01 20 48

También son hipérbolas las graficas de las funciones y =

. Para representarlas se hace
cx+d

previamente la division.

Representacion :

- Calcular el dominio

- Hallar una tabla de valores segin el dominio
- Dibujarlas teniendo en cuenta las asintotas.

Recordatorio:

Funciones deltipoy = XL—E) +b

La grafica de este tipo de funciones es una hipérbola que se obtiene

- - k
trasladando la hipérbola que representa la funcion y = =

e Asintota vertical: es x = a, y se obtiene trasladando el eje x = 0, a
unidades a la derecha o a la izquierda, segun el signo de a.

e Asintota horizontal: es y = b, y se obtiene trasladando el eje y = 0,
b unidades arriba o abajo, segun el signo de b. En el caso en que
b = 0, la asintota horizontal es la misma, y = 0.

Sia<0 Y ) '

v = _SE—— \ Sia>0] !
Cr X—a a\ }1
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Ejemplo: representa la siguiente funcién racional: 1
F=

+2

Pasos a seguir

1. Hallamos a,byken lafuncion. 2= —1.b=2yk=—1.

2. Determinamos las asintotas, y=-— +2
x=aey=>h,delas X+1
hipérbolas a representar. Asintotas: x = —1ey = 2.
3. Estudiamos el valor de k para k=-1<0
determinar los cuadrantes La gra’fica de la funcion
la grafica de la funcion. en el 2.2y 4.° cuadrantes.
4. Dibujamos la grafica Y
de la funcion y = %
trasladada. | ,
J1 1 A-F412
— |
X
|

FUNCIONES RADICALES

Se llaman funciones radicales a aquellas cuya ecuacion es y = £/ f(x)

Representacion :
- Calcular el dominio
- Hallar una tabla de valores segun el dominio



FUNCIONES EXPONENCIALES

Se llaman funciones exponenciales las que tienen la ecuacion y = a”, siendo la base a un nimero
positivo distinto de 1.

Notas:

- En matemdticas superiores la funcién y = e* es extraordinariamente
importante. Tanto es asi que cuando se habla de “la funcion
exponencial” sin mencionar cuél es su base, se esta haciendo
referencia a ella.

FUNCIONES LOGARITMICAS

Se llaman funciones logaritmicas las que tienen la ecuacion y = log , x, siendo a un nimero
positivo distinto de 1

y=log,x = x=a’, portantoy=1log ,x e y=a"son funciones inversas

e :

i8 =

b y=+."  Notas:

14 5 e - . r -

3 - En matematicas superiores la funcion y = log . x es muy importante. Se le
l& L1 llama logaritmo neperiano y se designa pory=Inxoy=Lx. Es la
S 7T funcion inversa de la exponencial de base e : y = ¢*

£

X H.-:['z EETTTT]




7.3. TRANSFORMACION DE FUNCIONES

REPRESENTACION DE y = f(x) £ k APARTIR DE y = f(x)

Si sumamos una constante “k” a la “y” = Subimos “k” unidades
Si restamos una constante “k” a la “y” = Bajamos “k” unidades

Traslacion

b 55)

REPRESENTACION DE y = - f(x) A PARTIR DE y = f(x)
Si cambiamos de signo a la “y” = Hacemos una simetria respecto del eje OX

Simetria

Y=/ / Ty aig
>

EEEE G NN

REPRESENTACION DE y = f(x + k) A PARTIR DE y = f(x)
Si sumamos una constante “k™ a la x = Nos desplazamos “k” unidades hacia la izquierda
Si restamos una constante “k” a la x = Nos desplazamos “k” unidades hacia la derecha

Vf(x‘

i

| )';./T-\‘) | ¥ —f(J« +3) y —f(\)
A /\/\ /7(

Traslacion

_L_A

s

REPRESENTACION DE y = f(-x) A PARTIR DE y = f(x)
Si cambiamos de signo a la “x” = Hacemos una simetria respecto del eje OY

=G

Simetria

LAL_.LM?T

R D
[ \/ [\



Ejemplos:

1 Representa sucesivamente:

L =
)y x b) y x+3
a) ¥i
i\
EaRheseE
%-2

1 d)y=——L1

8
x+3 ¥

b) Se obtiene desplazando la grifica anterior tres unidades a la izquierda.

H ¥

i

-

A2

i ]
\i

1

¢) Es la simétrica de la anterior respecto del eje X.

d) Es igual a la anterior trasladindola 8 unidades hacia arriba.

S
..... ,__#_
4
H
[
I-_z_ X




7.4 OTRAS OPERACIONES CON FUNCIONES
Suma de funciones: (f + g)(x) = f(x) + g(x)
Eemplo Sif(x) =3x+1,g(x) =2x-4= (f+ g)(x) =f(x) + g(x) =3x+ 1+ 2x-4 =5x-3
Funcion opuesta: (-f)(x) = - f(x) £emplo Sif(x) = 2x -4 = (-H)(x)= —f(x) = -2x + 4

Resta de funciones: (f - g)(x) = f(x) - g(x)
Eiemplo Sif(x) =x2-3, g) =x+3=>F-g)x) =fX) —gx) =x*-3-x-3=x-x-6

Producto de un numero por una funcion: (a.f)(x) = a.f(x)
Eiemplo. Sif(x) = x2 + x =2 = (3)(x) = 3f(x) = 3x% + 3x-6

Producto de funciones: (f.g)(x) = f(x) . g(x)

Eiemplo Sif(x) = x> - 3,g(x) = x + 3= (f.g)(X) = fx)g(x) = (* - 3)(x-3) =x>-3x* - 3x + 9

Cociente de funciones: {LJ(X) = i—((—)
g gk

_fo _x-3

7 ; _ w2 _ i
Liemplo Sif(x) =x“-3,gx) =x+3 = [gJ(x)_ T o ed

**Los dominios de las funciones suma (resta) y producto estan formados por la interseccion de los
dominios de las funciones por separado, es decir, por los valores que pertenecen a la vez a los dominios
de fydeg.

**Para el cociente sucede lo mismo, el dominio del cociente es la interseccion de los dominios de las
funciones del numerador y del denominador por separado, pero ademas hay que excluir de su dominio
los valores que anulan el denominador, g(x) = 0.

a) Siendo f(x) = V2x — 6 y g(x) = x — 5. Halla los dominios de las siguientes funciones:

al)(f+ g)(x)
a.2.) (f - g)(x)
b) Siendo f(x) =+vV2x —6y g(x) =x — 5. Halla los dominios de las siguientes funciones:

b.1) (£) 3
b2) (%) (0

c) Siendo f(x) =+2x — 6 y g(x) =log (x + 2). Halla los dominios de las siguientes
funciones:

c.l)(f+ g9)(x)
c.2)) @) (x)

c.3) @ (x)

10




d) Siendo f(x) =V—-2x+ 6y g(x) =log (x + 4). Halla los dominios de las siguientes
funciones:

d.1) (f = 9)(x)
d2) (3) @

d.3) (5)

Soluciones

a) Dom f = Dom f = Dom(f + g) = Dom(f - g) =
b) D{m’.'( ) {x ER/x=>3— {5]] Dom ( ) {x € R/x > 3}.
c) Dom (f + g): {x € R/x >3}D0m( ) {xeR/x > 3}Dom( ) {x e R/x = 3}

d)Dom (f —g): {x e R/—4 < x < 3}
Dam() {x e R/— 4<x<3}Dom() (xeR/ —4<x<3-{-3})

FUNCION COMPUESTA: Dadas dos funciones, fy g, se llama funcién compuesta de fy g, y se
designa g, f, a la funcion que transforma x en g[f(x)]

gof
— ]
x —5 () —E— gftx)]

La expresion g , f(x) se lee f compuesta con g. Se nombra en primer lugar la funcion de la derecha
porque es la primera en actuar sobre la x.
En general, la funcion g[f(x)] # f{g(x)]

Ejercicios resueltos
1) Realiza las siguientes composiciones de funciones:

g(x) = 'sz +2.
6—3x

Solucidn (f o g)x) -1 - : T
I =M= e 3 190E " 52 s+ 2P 6-307+2) 3¢

a) fo g, siendo f(x) = 5

b) nem, siendo m(x) = 27%*3, n(x) = log, x
Solucior. (n o m)(x) = nim(x)] = log,m(x)] = logz[z?*”] =7x+3

Xx+9

c)fof,siendo f(x) = —

> B f)+9 Ty ~ x  _1ox+9
Solucion: (f o f)(x) = f[f(x)] = Ty R
X X

11



FUNCION INVERSA O RECIPROCA DE OTRA. Se llama funcién inversa o reciproca de fa
otra funcion (se designa f 1) que cumple la siguiente condicion: Si f(a) = b, entonces, flb)y=a

La funcién inversa de f se denota f~' y cumple que si f(a) = b entonces f~'(b) = a

- No todas las funciones tienen inversa. Para poder hallar la funcion inversa de otra dada f(x) es
necesario que f(x) sea inyectiva:

f(x)es inyectiva si Vb € Imf3'a € Dom f/ f(a) =b

- Una funcion tiene inversa solo cuando su grafica corta cada linea horizontal una vez como maximo.
Sino es el caso, se dice que la funcidn tiene correspondencia inversa.

- Siempre se verificaque fo f 1= flof =i(x)

- La bisectriz del primer cuadrante es el eje de simetria entre una funcion y su inversa

- No se debe confundir con la funcion que da la inversa numérica

COMO OBTENER UNA FUNCION INVERSA DE OTRA (f(x) se sustituye por “y™)
- Se intercambian las incognitas: la “x™ por la “y” y la “y” por la “x”.

- Se despeja la y, esta seré la funcion f~1(x)

2) Calcula la funcion reciproca de las siguientes funciones:
a)f(x) =2x+7

intercambiando x por y X = 2}’ +7 despejandoy x—7 —y> f_l()() _ x-7

Solucion y=2x+7 3

3x+2 intercambiando x por 3)!’ +2  despejando

W42 o - Yy x = Yy —x =3y +2
Solucion. x-1 y-1
1

xy—3y=x+2:~(x—3}y=x+2:~y=L§:h 1{:):
X —

c) hix) = -

X+2
X —

d)i(x) =1-53**2
y :1_5_3x+2 intercambiando x por y X = 1_5_3y~—2 M}'_)S_3y+2 =1-yx

Solucion: ~ ~
12X o itm=log 1% -2

y_g_]_—)( y+2y _ 1-x B
3 ——:3-1093(3 }—log3—5 :y_loga 3 37

5
e)j(x) =6- 1092 (x+1)

intercambiando x por y despejando y

y=6—logz(x+1} >x=6—logz(y+1)

Solucion:
X oyl y=2 "1 (x=2"-1

Ejemplos:

logz{y+1}=6—x

=x3 — _ 7x—4
a) fimy =x"—1 e) fs) =5
b =5x-1 _ 5-2x
)fz(x) D fﬁ(x) =
1-x
©) fax) = ool D fra =4 2
d) fyy = 2°*1 h) fa) =log(x + 1)
- .- 1 . -1 1-x . —1 w-?fi logx—log2 logx
fll:a\/m;bl:%;h :3+1;f’1 :ﬁ: logz :ﬁflzlogzxfl;
- -1 _ X—4 -1 _ 5=7x -1 _ iogxlﬁxl - =1 _ Oi i o oa
fs =ale = 1 =T fs =21

12



